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VOLLKOMMEN ZIRKULARE FUSSPUNKTSKURVEN DER HYPER-
BOLISCHEN EBENE

Viasta Szivovicza, Zagreb

Abstract. This paper shows the construction of pedals of curves in a hyperbolic plane and
states the conditions for producing entirely circular curves. The refationship between the pedals
and generalized quadratic inversion is established in the case when the absolute curve is taken as
the basic conic of inversion.

Die zirkuldren Kurven auf dem euklidischen Modell der projektiven Ebene nen-
nen wir jene Kurven welche die absoluten Punkten der Ebene enthalten. Die ein-
zige derartige Kurve der 2. Ordnung ist der Kreis. In der hyperbolischen Ebene
1st eine Kurve zirkular falls sie wenigstens einen Beriihrungspunkt mit der Abso-
lute gemeinsam hat, Die Zahl der absoluten Berithrungspunkre ist der Zirkularitits-
grad der Kurve. Die vollkommen zirkulire Kurve der hyperbolischen Ebene nen-
nen wir jene Kurve bei welcher der Zirkularititsgrad ihrer Ordnung gleich ist
{1]). In dieser Arbeit werden die Méglichkeiten sowie die Bedingungen fiir die
Fusspunkterzeugung solcher Kurven untersucht. Es wird auch der Zusammenhang
mit dem speziellen Fall der verallgemeinerten quadratischen Inversion gezeigt.

I

Die Fusspunktkurve einer gegebener Ebenekurve auf dem euklidischen Mo-
dell der projektiven Ebene bildet die Menge von allen Senkrechten der I'usspunkze
die aus irgendeinem festhaltenden Punkt in ihrer Ebene auf die Tangenten dieser
Kurve versenkt sind [2]. Diese Definition gilt auch in der nichteuklidischen Ebene,
wo Senkrechtstehen mit Hilfe der absoluten Polaritiit definiert ist. Die weitere Be-
trachtungen werden auf die hyperbolische Ebene begrenzt, wo wir uns mit dem
Cavley-Kleinschen Modell dieser Ebene bedienen werden.

Es sei in der hyperbolischen Ebene eine Kurve &, m-ter Ordnung, n-ter Klas-
se gegeben, und auch irgendwelcher Fixpunkt 2, welcher als Pol cincr Fusspunkter-
zeugung genannt wurde. Die Punkte der Fusspunktkurve gegebener Kurve kY wer-
den als Schrittpunkte jeder Tangente der Kurve & und der Verbindungsgerade
ihres absoluten Poles mit ol P bestimmt. Alle diese Polen bestimmen die abso-
lutpolare Kurve %", die eine Kurve sn-ter Ordnung ist. Nehmen wir namlich durch
einen Punkt O » Tangenten einer gegebenen Kurve, die absolute Polare o des
Punktes O wird » absolute Polen dieser Tangenten enthalten, und das ist, wie wir
wissen, die Ordnung einer ebener Kurve,
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Es sei &y eine Fusspunktkurve einer gegebener Kurve 7. Beweisen wir das
ky die Kurve 2n-ter Ordnung ist. Zu diesem Zweck zeigen wir zuerst das die Qr-
dnung der TFFusspunktkurve eines Kegelschnittes eine Kurve 4. Ordnung ist.

Nehmen wir in der hyperbolischen Ebene irgend einen Fixpunkt P und cin
Kegelschnitt £* (Abb. 1). Die Schnittpunkte der absoluten Polare p des Punktes P
mit der Absolute ¢ bezeichnen wir mit P, und P,. Jede Gerade in der projektiven
Ebene ist die Achse einer Involution aut dem gegebenen Kegelschnitt, so auch die
Gerade p {4]. Die Schoittpunkte der Paare der anschliessenden Tangenten dieser
Involution geben auf der Gerade eine Reihe welche mit (p,) bezeichnet wird.
Nehmen wir auf der Gerade p noch eine solche Reihe der Punkte (p,) dass mit der
Reihe {p) eine Involution der Gerade p gibt, welche die Punkte P und P, als
Doppelpunkte hat. Verbinden wir die Punktreihe (p,) mit dem Punkt P, bekom-
men wir einen Biischel (P) der perspektiv zu dieser Reihe steht.

Mit dieser Konstruktion haben wir ein ein-zweideutiges Zuordnung der Leit-
geraden des Biischels (P) und Tangenten des Kegelschnittes &2 hergestellt, wesen
Erzeugnis eine Kurve sein wird, wobei die Punkte P, und}P, augensichtlich Dop-
pelpunkte dieser Kurve sein werden. Senken wir ferner durch dem Punkt P die
Tangenten auf dem Kegelschnitt 22, so werden die Fusspunkte der Normalen auf
diesen Tangenten in dem Punkt P sein. So ist der Punkt P ein Doppelpunkt der
erzeugenden Kurve.

Nehmen wir jetzt irgendwelche Gerade x e (P) und ihr zugeordneten absolu-
ten Pol X. Alic Geraden des Punktes X haben ihre absolute Polen auf der Leitge-
rade x, so gilt das auch fiir die zwei Tangenten des Kegelschnittes k2 welche durch
diesen Punkt durchgehen. Da der Schnittpunkt der Tangente des Kegelschnittes
und Verbindungsgerade ihres absoluten Poles und dem Punkt P ein Punkt der
Fusspunktkurve ist, so ist dieses ein-zweideutiges Erzeugung dem Fusspunkter-
zeugung identisch. Auf jeder Leitgerade x des Punktes > werden, ausser dem Dop-
pelpunkt £, noch zwei Punkte der Kurve ky liegen, so ist sic also die Kurve 4.
Ordnung. Da die Kurve %} drei Doppelpunkte hat, so ist sic von Geschlecht Null.
Man kann es leicht nachpriifen dass sie viermals den gegebene Grundkegelschnitt
k? berlQhrt.

Fir die Kurve &” wird der Punkt P ein n-facher Punkt der Fusspunktkurve
ky. Da man aus jeder der zwei Punkte P, und P, » Tangenten auf die Kurve &”
Ronstruieren kann, so sind auch diesc Punkte n-fache Punkte der erzeugenden
Kurve. Die Ordnung dieser Fusspunktkurve wird sich um | verkleinern wenn dje
absolute Polare des Punktes /° die Tangente der gegebener Kurve k7 ist.

Am Ende nehmen wir irgendwelche Gerade g durch den Punkt Pan. Sie
schneidet die absolutpolare Kurve 4” der Kurve %, in dem » Punkte. Es werden
zu diesem Punkten in dem absoluten Polaritit die #» Tangenten der Kurve k, cnt-
sprechen. Die Schnittpunkte dieser Tangenten mit der Gerade g werden die n
Punkte der Fusspunktkurve geben, so werden neben dem n-fachen Punkt P auf
thm 2% Punkte sein, was nach der Definition die Ordnung der Kurve ist.

Sei die gegebene Kurve ein Kreis der hyperbolischen Ebene. Thre absolut-
polare Kurve &2 ist evidentlich ein Kreis aus demselben Biischel der konzentrischen
Kreise. Die Tangente die dem Kreis 2% und der Absolute ¢ gemein ist heisst die
isotrope Asymptote [1]. Ihrer absolute Berithrungspunkt ist ihr absoluter Pol.
Dieser Punkt ist offenbar auch der absolute Berthrungspunkt der erzeugender
Fusspunktkurve, was fiir die Erzeugung des vollkommen zirkulire Kurven wich-
tig ist.
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Wir haben gezeigt dass die Fusspunktkurve des Kegelschnittes immer eine
Kurve 4. Ordnung ist. Es werden von der Lage des Poles P zu der Absolute ¢ und
dem Kegelschnitt k2 die Arten der drei Doppelpunkte der Kurve ki abhingen.
Liegt der Pol P ausser oder inner der Absolute, so werden die Punkte P, und P,

"~ Abb. 2

die Knoten oder die isolierte Doppelppunkte sein (Abb. 2). In dem Punkt P wird
der Knoten, ein isolierter Doppelpunkt oder die Spitze der 1. Art, was davon hingt
ab, ob der Pol ausser, inner oder auf dem gegebenen Kegelschnitt £, liegt. In dem
letzten FFall sind die Tangenten des Kegelschnittes k&, durch den Pol P in die Ge-
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rade PS (S ist der Mittelpunkr des Kegelschnittes) gefallen, so ist diese Gerade die
Tangente in der Spitze 1. Art.

Die Spitze |. Art der Kurve &}, wird auch dann entstehen, wenn das gegebene
Kegelschnitt k, zirkulér ist und eine der zwei Doppelpunkte P, und P, in den ab-
soluten Berithrungspunke fillt.

Die absolute Polare p des Poles P kann auch die Tangente des gegebenen Ke-
gelschnittes £, sein, aber in diesem Fall zerfallt die Fusspunktkurve k3 auf die
Gerade p und die Kurve % welche einc Kurve 3. Ordnung von Geschlecht Null
ist. Die Punkte P, und P, smd die einfachen Punkte der Kurve k&%, da auch die
Gerade p durch sie geht.

In der hyperbolischen Ebene die Kurve m-ter Klasse hat » (2m — 1) Brenn-
punkte, weil sie als Schnittpunkte der gemeinsamen Tangenten dieser Kurve und
der Absolute definiert sind [1]. Die Kurve, welche die absoluten Berithrungspunkte
enthilt, hat in dicsem Punkten die einfachen Brennpunkte und dazu noch eine
Zahl von vielfachen Brennpunkten, was ausfihrlich in [1] bearbeitet ist.

Ein Kegelschnitt in der hyperbolischen Ebene kann zwei, einen oder keinen
absoluten Berihrungspunkt haben. Da die Kurve 2. Ordnung mit zwei absoluten
Berithrungspunkten keinen weiteren absoluten Punkt haben kann, so sind die
Kreise die einzigen vollkommen zirkulire Kurven 2. Ordnung in der hyperboli-
schen Ebene.

Weiters winschen wir die Moglichkeiten und Bedingungen der vollkommen
zirkuldren Kurven hoherer Ordnung nachpriifen, die man durch Fusspunkter-
zeugung bekommen kann. Soll die Fusspunktkurve %y eine vollkommen zirkulire
Kurve sein, so ist es notwendig dass der Kegelschnitt der sie herleitet, cin Kreis
ist. Nehmen wir darum einen Hyperzykel &% der sich von lauter eigentlichen Pun-
kten bestecht. Die absolute Berithrungspunkte seien §, und S, (Abb. 2). Es
folgt aus vorigen Betrachtungen dass dic Fusspunktkurve ausser der absoluten Be-
rithrungspunkte S, und S, noch zwei Doppelpunkte P, und £, mit der Absolute
gemeinsam haben wird, welche auch die absoluten Berithrungspunkte sein sollen.
Ersichtlich ist es unmoglich in einen dieser zwei Punkte, die drei konsekutive Pun-
kte zu haben, da in diesem Fall die Kurve noch einen vierten Schnittpunkt mit der
Absolute gemein haben musste. So besteht die Kurve &y von lauter eigentlichen
Punkten dann und nur dann, wenn der Pol auf der Absolute liegt und in diesen
Punkt auch die Doppelpunkte £, und P, fallen. Der Punkt P ist also der doppel-
fache absolute Beriihrungspunkt, aber fiir dic Kurve k}; es ist cin dreifacher Punkt
— ein Oskulationsknoten [3].

Auf der Abbildung 3 ist eine solche vollkommen zirkuldre Kurve 4. Ordnung
mit einemn Oskulationsknoten im Punkt P dargestellt.

Besteht der gegebene Hyperzykel von lauter uneigentlichen Punkte, bekommen
wir in dem Pol P einen imaginiren Oskulationsknoten. Nehmen wir fiir den gege-
benen Kreis einen Horozykel, dann hat die erzeugende Fusspunktkurve k3 zwei
doppelfache absoiute Beriihrungspunkte, so ist sie der bizirkuldren Kurve der eu-
klidischen Ebene analog zu betrachten.

Beweisen wir weiterhin dass die Kurve 3. Ordnung, die als Fusspunktkurve
eines Kreises erzeugen ist, nicht als die volikommen zirkuldre Kurve sein kann.
Um eine Kurve 3. Ordnung zu bekommen, muss die absolute Polare p des Pols
P die Tangente des gegebenen Kreises sein. Der Pol P soll auf der Absolute liegen,
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s0 ist seine Polare p die Tangente der Absolute. Dies bedcutet dass der gegebene
Kreis mit der Absolute mehr als vier gemeinsame Punkte hat und das ist unmdglich.

dz

Abb. 3
Fillt der Pol P in cinen der absoluten Berithrungspunkte des gegebenen Krei-

ses, die Fusspunktkurve 4. Ordnung wird aut’ den Kreis der konzentrisch zu den
gegebenen steht und die doppeit gezihlte Gerade p zerfallen,
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Es soll eine vollkommen zirkulire Kurve & gegeben sein mit der Bedingung
n > m. Thre Fusspunktkurve ist eine Kurve 2n-ter Ordnung welche die gleiche
m absoluten Berithrungspunkte wie £ hat. Nehmen wir als Pol P irgendwclchen
eigentlichen oder uneigentlichen Punkt. Die Schnittpunkte 7%, und P, seiner ab-
soluten Polare p mit der Absolute werden die n-fachen Punkte der Fusspunktkurve
sein, so wird sie mit der Absolute noch 2r—2m Schnittpunkte gemein haben. Die-
s¢ Schnittpunkte kann man konstruktiv bekommen als die absoluten Berithrungs-
punkte der gemeinsamen Tangenten der Kurve und Absolute, wo die isotrope
Asymptoten ausgeschlossen sind.

Um in diesen Fall eine vollkommen zirkulire Kurve kY zu bekommen ist
notwendig dass m~-#n und der Pol aut der Absolute liegt. Sei der Pol ausser der
Absolute - wir haben bewiesen dass er ein n-faches Punkt der Fusspunktkurve
ist — die Kurve sollte die Absolute in noch Paar Punkte schneiden, so wurde sie
keine vollkommen zirkulire Kurve sein. Die vollkommen zirkulire Kurve &y
hat # absolute Berithrungspunkte und cinen n-fachen Berihrungspunkt im Pol
P, so besteht sie aus lauter eigentlichen oder lauter idealen Punkte.

Nehmen wir weiters die n-zirkuldare Kurve 27 mit der Bedingung » <2 m. Die-
se Kurve wird n isotrope Asymptoten enthalten wie auch 2m—2n absolute Schnitt-
punkte. Weil diese Schnittpunkte keine absoluten Schnittpunkte der erzeugender
Kurve bleiben und dic allen gemeinsamen Tangenten der Kurve und der Absolute
erschapft sind, bekommen wir mit dem Pol auf der Absolute cine vollkommen
zirkulidre Kurve &3

Mit diesen Betrachrungen haben wir bewiesen es gilt:

SATZ 1. Soll die Fusspunktkurve der gegebenen Kurve Ry eine wollkommen
zirkuldve Kurve sein ist es notwendig und geniigend das die Kurve R eine n-zivkuldre
Kurve ist, n < m und der Pol der Erzeugung auf der Absolute legt.

Die Untersuchung der manchen Eigenschaften der Fusspunktkurven auf dem
Modell der hyperbolischen Ebene kann man auch konstruktiv ausfithren. Aus der
Definition der Herleitung folgt die Kenstruktion der Tangenten in Doppelpunkt
P und mit Nutzen den frither genannten Involution auf der Polare p kann man durch
Harmonitit dic Tangenten auf beiden Zweigen in dem Doppelpunkte P, und P,
bhekommen {Abb. 2).

I

Wenden wir jetzt die bekannte verallgemeinerte guadratische Inversion aut
das Cayley-Kleinschen Modell so an dass die Absolute ist der Grundkegelschnitt
des Inversion.

Dic absolutpolare Kurve k2 des Hyperzykels &, (Abb. 2} nehmen wir als die
erzeugende Kurve bei der Inversion wessen 1ol P dem Pol des Fusspunkterzeugung
leich ist. Da die k2 auch ein Hyperzykel ist, so ist sein Invers eine Kurve 4. Or-
dnung £ welche offensichtlich in demselben Punkten P, und P, wic auch &* die
absoluten Beriihrungspunkte haben wird. Vergeht der Hyperzykel 2% durch den
Pol P des Inversion, so zerfillt sich die Kurve 4. Ordnung auf die Kurve 3. Or-
dnung und die absolute Polare p des Poles P. Das belehrt uns auf die Moglichkeit
des Herrstellens ciner Verbindung zwischen TFusspunkterzeugung und solcher
spezieller Inversion was fiir jede Kurve der hyperbolischen Ebene gilt.
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Es soll x eine Tangente von irgendwelcher Kurve &, (n-ter Klasse) scin, ihre
Bertihrungspunkt mit X und ihrer absolute Pol mit X bezeichnet. Der Punkt X
der Fusspunktkurve k37 der Kurve k, ist der Schnittpunke der Geraden X P mit der
Tangente x (Abb. 4). Dic absolutpolare Kurve der gegebenen Kurve &, ist die
Kurve n-ter Ordnung %", Die Inverskurve von der Kurve 2* in Bezug auf demsel-
ben Pol P und die Absclute als der Grundkegelschnitt ist als £ bezeichnet, Der
Inverspunkt X des Punkics X steht zu diesem Punkt konjugiert in Rezug auf den
Grundkegelschnitr der Inversion ¢, so licgt er in dem Schnittpunkt ihres absolu-
ten Polares » und der Leitgerade durch das Pol P. Der Punkt X, ist in diesem Fall
dem Punkt Xy identisch, so kann man aussagen:

Abb. 4

SATZ 2. Die Fusspunktkurve von irgendzcelcher Kurve k in der hyperbolischen
Ebene in Bezug anf Pol P ist der Kurve identisch, welche aus der absolutpolaren Kurve
k der Kurve k mir Hilfe des allgemeinen guadratischen Inversion, die den gleichen Pol
P hat und die Absolute als Grundkegelschnitr des Inversion erzeugen ist,

Diese Verbindung ist nicht abhingig von dem Zirkuluritdrsgrad, so gilt sie
auch fir die vollkemmen zirkuldre Kurven.
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Potpuno cirkularne krivulje u hiperboli¢koj ravnini dobivene noZiSnim
izvodenjem

Viasta Szirovicza, Zagreb
Sadray

Potpuno cirkularnom krivuljom u hiperbolickoj ravnini zovemeo krivulju kod koje
je broj apsolutnih dirali$ta jednak njenom redu.

U radu je prikazano nozino izvodenjc krivulja na Caylev-Kleinovom modelu
hiperbolitke ravnine. Dokazano je da je noZi$na krivulja £y neke krivulje & (m-tog
reda, n-tog razreda) krivulja 2xn-tog reda, koja u polu izvodenja ima n-struku tocku.
Totke P, i P,, koje su sjeciita apsolutne polare p pola P s apsolutom, su takoder
n-struke tocke krivulje &3

Nozisnim izvodeniem moze se dobiti potpuno cirkularna krivulja 4. reda. Do-
kazano je da se tim izvodenjem ne moze dobiti potpuno cirkularna krivulja 3. reda.
Poopéenjem razmatranja zakljucili smo: Da bi noZisna krivulja £y dane krivulje
k™ bila potpuno cirkutarna, nuZno je i dovoljno da je krivulja & n-cirkularna, n-=m,
te da pol izvodenja leZi na apsoluti.

Poopéena kvadratna inverzija moZe se povezati s noziénim izvodenjem samo
ako za temeljnu koniku inverzije uzmemo apsolutu. Dokazano je da vrijedi: Nozisna
krivulja bilo koje krivulje &2 u hiperboli¢koj ravnini u odnosu na pol P identiéna je
krivulji dobivenoj iz apsolutno polarne krivulje % krivulie 2 poopdenom kvadrat-
nom inverzijom uz isti pol P i apsolutu kao temeljnu koniku inverzije.
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