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Abstract. A real affinc planc A, is called an isoropic plane 1, if in A, a metric is induced

by anabsolute {f F}, consisting of the linc at infinity f of 4, and a point Fef. According to K
Strubceker on /, exists a 3-paramcter group B, of isotropic motnons In this papcr we continue
onc complete classification of pencils of conics with two rcal and different fundamental points and
one double fundamcntal point. With respect to the group B, we construct normal forms for the
~ 13 remaining main-typcs and we study somc subtypes. Fmally wc give an intcrpretation of all

geometrical invariants, using thc curve of midpoints and thc curve of focal points of the pencil.

Einleitung

Diese Abhandlung iste eine direkte Fortsetzung unserer gleichnamigen Abhan-
dlung [10], so daB wir dic Numerierung der Formeln, Abschnitte, Sitze usw. in
konsequenten Weise fortsetzen. Die if. verwendeten Begriffsbildungen aus der
isotropen Geometrie konnen in (6] bzw. [10] nachgelesen werden.

Ein Kegelschnittbiischel —i.f. kurz als KS-Biischel bezeichnet- ist vom Typ IV,
wenn es durch einen doppelt zihlenden, reellen und zwei einfache reelle Biischel-
grundpunkte bestimmt ist. Im I Teil dieser Arbeit haben wir die Untertypen IV,
und IV, betrachtet. _

Be1 dem Untertyp IV, sind alle Biischelgrundpunkte eigentlich und keine
Verbindungsgerade dieser Punkte ist eine isotrope Gerade. Dieser Typ enthilt
insgesamt 9 Biischelarten und Biischelfille, die durch weitere Indizesziffern bzw.
Indizesbuchstaben gekennzeichnet wiirden. Bei dem Untertyp IV, ist genau eine der
Verbindungsgeraden der eigentlichen Grundpunkte eine isotrope Gerade. Der
Untertyp IV, enthilt insgesamt 7 Biischelarten und Biischelfille.

In dleser Abhandlung werden die verbleibenden 13 Biischeluntertypen betra-
chtet und geometrisch gekennzeichnet.

Bei dem Untertyp IV, ist ein Geradenpaar, d.h die zwei Verbindungsgeraden
der als eigentlich vorausgesetzten Grundpunkte isotrop.

Untertyp IV,: Keiner der beiden uneigentlichen Grundpunkte fillt mit dem
absoluten Punkt F zusammen. Die Verbindungsgerade der beiden eigentlichen
Grundpunkte ist nicht isotrop.

Untertyp IV, Keiner der beiden uneigentlichen Grundpunkte falle mlt dem
absoluten Punkt F zusammen; die Verbindungsgerade der beiden eigentlichen
Grundpunkte ist isotrop.
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Untertyp IV : Genau einer der beiden uneigentlichen einfachen Grundpunkte
fallt mit dem absoiuten Punkt F zusammen.

Untertyp IV: Genau einer der einfachen Grundpunkte ist uneigentlich und
vom absoluten Punkt F verschieden.

Untertyp IV,: Genau einer der einfachen Grundpunkte ist uneigentlich und
fillt mit dem absclutem Punkt F zusammen.

Untertyp IV, Der doppelt zihlende Grundpunkt ist uneigentlich und fillt mit
dem absoluten Punkt F zusammen. Die gemeinsame Tangente ¢ aller KS—e ist eine
eigentliche isotrope Gerade.

Untertyp IV : Der doppelt zihlende Grundpunkt und einer der einfachen
Grundpunkte sind uneigentlich; keiner dieser Punkte stimmt mit dem absoluten
Punkt F iiberen. Die gemeinsame Tangente ¢ ist eine eigentliche Gerade.

Untertyp IV : Der doppeit zihlende Grundpunkt ist uneigentlich, die
gemeinsame Tangente ¢ ist eigentlich. Einer der einfachen Grundpunkte fillt mit
dem Punkte F zusammen.

Untertyp IV ,: Der doppelt zihlende Grundpunkt fillt mit dem absoluten
Punkt F zusammen, die gemecinsame Tangente ¢ aller KS-e in diesem Punkt ist
cigentlich. Einer der cinfachen Grundpunkte ist uneigentlich.

Untertyp IV|;: Der doppelt zihlende Grundpunkt is uneigentlich und vom
Punkt F verschieden. Dic Tangente ¢ fillt in dic absolute Gerade f.

Untertyp IV,,: Die Vcrbmdungsgeradc der beiden ecigentlichen Grundpunk
te des Untcrtyps IV, ist eine isotrope Gerade.

Untertyp IV ¢ Der doppelt zihlende Grundpunkt fillt in den absoluten
Punkt F und die gemeinsame Tangente ¢ in die absolute Gerade f.

Die einfachen reellen Grundpunkte werden i. f. mit A und B, der doppelt
zidhlende Grundpunkt C=D mit C bezeichnet. Bei beiden Geradenpaaren (g 1)
und (g, g,) werden die folgenden Bezeichnungen verwendet:

§:=AB £t =CK(K=1ng); g:=CA g =CB

Die Gerade ¢ wird die gemeinsame Tangente aller Bischelkegelschnitte
sein.

§ 5. DER BUSCHELUNTERTYP IV,

Dieser Untertyp liegt vor, wenn dic Tangente ¢ im doppelt zihlenden eigentli-
chen Punkt C isotrop ist und die eigentlichen Grundpunkte 4 und B parallel sind.
Durch eine isotrope Schiebung kann man erreichen, daB C in den Koordinatenur-
sprung U(0,0), fillt, und durch eine weitere isotrope Bewegung kann man
erzwingen, daB der Grundpunkt B in dic x~Achse des zugrundegelegten Koordina-
tensystems fillt. Dann gilt A(a.a,), B(a,0), C(0,0) mit a# 0, a,# 0, und die
Geraden ¢ und g, g, und g, besitzen die Gleichungen:

tex=0; g.x=a; g..y=2¢g..y=0
P
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Wird noch der Winkel ¢: = < (CA4, CB) = a;a, eingefihrt, dann lautet die
Normalform dieses Biischeluntertyps

F=yl—gxy + vx (x-a) =0 {5.1)

wobei die Koeffizienten pund a, geometrische GroBen sind und vden Biischelpa-
rameter bezeichnet. Wegen

adF  _ oF _ aF oF
T——2y—qax,T——¢7y+v(2x-al)undT=T=0

zerfallt die Mittelpunkiskurve m? in die beiden Geraden

& - @) (&x-a) =0 (5.2)

Die Geradey = 0,5 ¢x halbiert den isotropen Winkel der Geradeng, und g,
und stellt die Menge der Mittelpunkte aller KS—¢ samt den Geradenpaaren (g,, £,),

(g, t) dar, wihrend die Gerade 2x = a, durch die Mittelpunkte der Strecken CA
und CB bestimmt ist und somit die Mittelpunkte dieses Geradenpaares darstellt.

o F
oy

Die Brennpunkisiurve k3, die mittels ¢#=0 und =0 bestimmt wird,

artet in die drei Geraden
(Y- @-ax=0 (5.3)

aus. Die Geradey = 0,5 ¢x stellt auBer der Menge der KS-Mittelpunkte auch die
Menge der isotropen KS-Brennpunkte dar, wiahrend die Geradenx = O und
x —a_= 0 von den Brennpunkten des Geradenpaares (f, g) gebildet werden.

Dieses KS-Biischel gehirt nur dem Fall a) (vgl. (9], 45, {10]). Es enthiilt fir
v <0.25¢? durchwegs Hyperbeln 1. Art, wihrend sich fir v>0.25¢ Ellipsen
einstellen. v= 0.25¢? liefert die einzige regulire Biischelparabel. Wir vermerken
den

SATZ 25. Ein KS-Biischel der isotropen Ebene vom Untertyp IV, ist bis auf
isotrope Bewegungen durch zwei Invarianten {@ a,} vollstindig bestimmt. Die Mittelpunkte
und die isotropen Brennpunkte aller KS-e dieses Biischels liegen auf jener Geraden durch
den Doppelgrundpunkt des Biischels, die den Winkel der beiden Biischelgeraden durch
diesen Doppelgrundpunk:t halbieren.
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Abb. 14.

§ 6. DER BUSCHELUNTERTYP 1Y,

Zwei reelle Grundpunkte eines mit dem Index 4 bezeichnetes Untertyps sind
uneigentlich und verschieden vom Punkt E und keine eigentliche Verbindungsgerade
der Grundpunkte ist isotrop.

DIE BUSCHELART 1V,

Unterarten IV v v

41,17 4127 4,128

Sei (C, t) cin eigentiches, nicht isotropes Linienclement, die wuneigentlichen
einfachen Grundpunkte seien A und B. Durch eine isofrope Bewegung kann man den
Punkt C in den Ursprung U(0, 0) und die Tangente ¢ in die x~Achse des zugrunde
gelegten Koordinatensystems legen. Die Punkte A4 und B erhilten dann die
projektiven Koordinaten A(0:a,4,), B(0:b;:b,). Die Gleichungen der Geraden g,, &,
g und ¢ lauten in projektiven Koordinaten

g - ax, —ax =0, g ..bx,-bx =0
t.x,=06g.x =0, mita, # 0, a, 20, b, #0,b, 20

Als Normalform cines Biischels der Biischelart IV, erhilt man somit in
projektiven Koordinaten '

F = azblez - albzxrxz -apxx, + “ber"'z2 + nxx, = 0 (5-4)

mit 7als Bischelparameter bzw. in affinen Koordinaten mit dem neuen Biischelpa-
rameter

30



= v und 9 =a,: dl-; o, =05 :b; p+e =0
ap, : o
F oo - (g + @)y + y +w =0 - (5.5)

Die KS— dieses Biischels sind jene homothetischen Hyperbeln, deren Asympto-
ten die Richtung A bzw, B haben.

Die Mittelpunkaskurve m*
xl(p, + ) x, - 290x] = 0 (5.6)

zerfallt in die absolute Gerade g = f und in die Gerade

29,0,
=172 5
9+
Die isotrope Brennpunktsi&ave k?
x, (x, £ Yop,x) =0 (57

zerfillt in die absolute Gerﬂde g =f (x, = 0), die die Brennpunkte von (g, ¢)
= 0 tragt und in die beiden Geraden

y x \/(pltpzx = {

Fiir sgng, = sgne, sind diese Geraden reell und die Hyperbein des Bischels
sind vom 1. Ar. Ein solches Biischel werde als Bischelunterart IV, ,, bezeichnet.

Gilt hingegen sgn @, # sgn @,, dann sind diese Geraden konjugiert-komplex;
sie schneiden sich im reellen Punkt C. Die Hypcrbeln dieses Biischels smd von 2.
Art und das Biischel werde mit 1V, bezeichnet. -

SATZ 26. Ein KS-Biischel der Art IV, | ist bis auftson'ope Bewegungen durch zwei
Invarianten {9, ¢,}, unter der Bedingung @+ @, #0 eindeutig bestimmi. Es wird von
durchwegs homothetischen Hyperbeln 1 bzw. 2. Art gebildet. Die Mittel-
punkiskurve dieser Hyperbeln zerfillt in eine den Punkt C enthiltende Gerade undm die
absolute Gerade f = g : = AB

- Sind die Vorzeichen der Winkel ¥(AC, t) und ¥(BC, t) gleich, dann zerfillt die
Brennpunkskurve in die Ferngerade und in zwei reelle eigentliche, symmetrisch zur
Tangente ¢ gelegene und den Punkt C enthiltende Geraden. Die Hyperbein dieses Biischels
IV,  sind stets von 1. An.

411
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Sind die Vorzeichen obiger Winkel verschieden, dann zerfallt die Kurve kf’ in die
Ferngerade und in ein Paar konjgiert-komplexer sich im reellen Punkt C schneidender
Geraden. Die Hyperbein dieses Biischels der Unterart IV, ,. sind stets von 2. Art. Der
reelle Punkt C ist ein Brennpunkt der singuldren Hyperbel (g,, g,)-

N\ ’
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Abb. 15 stellt das Biischel IV, dar.
* Fiir ¢, = -9, : = ¢ liegt eine weitere Unterart IV, ,. mit der Normalform
F=-px*+y +vy=0 (5.8)

vor. Dieses Biischel ist bis auf isotrope Bewegungen durch eine einzige Invariante ¢
eindeutig bestimmt. Das Biischel besteht aus homothetischen Hyperbeln 2. Art,
deren Mittelpunkte auf der isotropen Geraden durch C liegen. Die Richtungen zu
den Ferngrundpunkten schlieBen mit ¢ engegengesetzt gleiche Winkel ein, welche
durch die Invariante @ gemessen werden.

DIE BUSCHELART IV,,

Es sei (C, f) ein Linienelement mit uneigentlichem Punkt C#F und der
Tangente t#f Die Grundpunkte A4 und B seien eigentlich. Durch eine isotrope
Bewegung kann man erreichen, daB die Tangente / in die x-Achse des Koordinaten-
systems fallt. Der uneigentliche Punkt C besitzt dann die Koordinaten C(0:1:0).
Durch eine Schiebung kann man noch erreichen, daB die Gerade g: = AB den
Koordinatenursprung enthilt. Die Punkte 4 und B werden dann durch A(a,a,),
B(b,b,) erfaBt, wobeia,: a, = b,: b, =: ¢ gilt. Die Geradeng,, g,, g und ¢ haben
somit die Darstellungen
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g.-y-a,=0;g.y-b=0;g.y-9x=0;¢t..y=0
mit a, #0,a, #0, b #0, b, 20
und als Normalform des Bischels erhilt man

F=y - (a, + b))y + ahp, + v() - o) = 0. 5.9

In diesem Hyperbel-Parabel-Biischel entarten die Parabeln zu dem zweifachen
Geradenpaar (g, g,). Die Gerade ¢ ist die gemeinsame Asymptote aller Hyperbeln
(vgl. [3, 393]).

Die Mittelpunktskurve m?
y2y - (@, + b)1=0 : (5.10)

entartet in die Tangente ¢(y = 0), auf der die Mittelpunkte aller KS-¢ des Biischels
liegen und in die Mittellinie

y = 05(a, + b))
des Geradenpaares (g,.8,)-
Die Brennpunktskurve k}

oxy* — (a,+b)y* + ap(Yy - @) =0 (5.11)

besitzt zwei parallele Asymptoten mit der Richtung C(0:1:0); sie enthilt den
absoluten Punkt F und besitzt in C einen Doppelpunkt.
Die spezielle Hyperbel

h, .. oxy - ‘(a2+b2)y+azb2 =0

gewinnt man fiir v = -1. Sie trennt die Hyperbeln 1. Art von den Hyperbeln 2.
Art, besitzt den Mittelpunkt M, (a,+b,,0) und hat dic Asymptoten y = 0,
x =a, +b,.

SATZ 27. Ein KS-Biischel der Art 1V, ist bis auf isotrope Bewegungen durch
genau drei Invarianten {a,, b, ¢} eindeutig bestimmt. Die KS—e dieses Hyperbel-Parabel-
Biischels sind Hyperbeln 1. und 2. Art, die von einer speziellen Hyperbel getrennt werden.
Das Biischel enthiilt als ausgeartete Parabeln das doppelte Geradenpaar (g,, g,). Alle
Hyperbeln haben eine gemeinsame Asymptote t, auf der ihre Mittelpunkte liegen, wihrend
die Mittelpunkte von (g,, g,) auf ihrer Symetrale liegen. Die Brennpunkiskurve k' 3.
Ordnung st irreduzibel. Sie schneidet die absolute Gerade f im absoluten Punkt F und
beriihrt sie im Punkt C.
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DIE BUSCHELUNTERART,,,

Liegen bei der Biischelart IV, , die eigentlichen Punkte A und B symmetrisch
beziiglich des Schnittpunktes P der Geraden g und ¢, dann haben' wir die:Unterart
IV,,, erhilten. Nach einer isofropen Bewegung gilt,aa, = byb, = @ wie bei Art
v, aber weiters noch b, = —a, und b, = —a, Der Schnittpunkt P liegt dann
im Ursprung U(0, 0) des Koordinatensystems.

Die Normalform dieses KS-Biischels lautet daher

F=y-ap + v - pry) = 0. R € 5 )

Die Mittelpunktskurve besteht aus der Mittellinie y> = 0 des zweifachen
Geradenpaares (g,, g,)- _ _

Alle Hyperbeln dieses Biischels haben den gemeinsamen Mittelpunkt im Punkt P
= U (0, 0) und eine gemeinsame Asymptote ¢ mit der Gleichungy = 0.

Die Brennpunkiskurve . ' . . -

k} ... exy* + qzz(@c - 2y) =0 . » - (5.13)

ist irreduzibel mit einem Fernpunkt im absoluten Punkt F und einem isolierten
Fernpunkt in C (0;1:0). o

Die spezielle Hyperbel des Biischels gewinnt man fir v=-~1. Ihre Gleichung
lautet xy — aa, = 0. S o o

SATZ 28. Es seien bei der Biischelart 1V, die eigentlic':hen Grundpunkte A und
B symmetrisch zum Schnittpunkt P der Geraden g := AB mit der gemeinsamen Tangente
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t. Dann wird hierdurch ein Biischel 1V, von konzentrischen Hyperbeln mit
gemeinsamer Asymptote t erzeugt. Der gemeinsame Mittelpunkt aller Hyperbeln liegt im
Punkt P. Die Hyperbeln sind von 1. und 2. Art und werden durch eine spezielle Hyperbel
getrennt. Das Geradenpaar (gt) gehort den singuliren Hyperbeln an; das zweifach zu
zihlende Geradenpaar (g,,g,) mit g; = AC, g;. = BC stellt die ausgearteten Biischelpa-
rabeln dar. Die Mittelpunkskurve m? besteht aus der Doppelgeraden 1, die als Mittellinie
des Geradenpaares (g,, 8,) fungiert. Die irreduzible Brennpunktskurve k} besitzt im
singuldren uneigentlichen Punkt C € f einen isolierten Punkt, der ein Brennpunkt von
(8,,8,) ist (vgl. (3, 403]).

§ 7. DER BUSCHELUNTERTYP IV,

- Bei dem Untertyp IV, sind genau zwei Biischelgrundpunkte uneigentlich und
verschieden vom Punkt F, wihrend genau ecine eigentliche Verbindungsgerade der
Grundpunkte isotrop ist. : '

DIE BUSCHELART IV,

Es sei (C, ) ein eigentliches isotropes Linienclement, dic Punkte 4 und B seien
uneigentlich. Durch eine isotrope Bewegung wird der Punkt C in den Ursprung U(0,
0) und die Tangente ¢ in die y~Achse des Koordinatensystems gelegt. Weiters ist es
moglich den uneigentlichen Punkt A als Fernpunkt der x-Achse zu wihlen, so daB
er die projektiven Koordinaten 4(0:1:0) annimt, wihrend der uneigentliche Punkt B
durch B(0:b,:5,) mit b, # 0 beschrieben wird. '

Die Gleichungen der Verbindungsgeraden der Biischelgrundpunkte in projekti-
ven Koordinaten lauten dann:
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8 .-% =0g.. bx,- bx, = O;r..x = 0;8..x =0 @=0b:b

i
Als Normalform des Biischels in projektiven Koordinaten ergibt sich

F = x,bx, - bx,o + vxx, = 0 . (7.1)
In affinen Koordinaten stellt sich

& = by? - bxy + vx = 0 bzw.

y
F=yl - gxy + ux =0 mitu=b—lein. (7.2)

Alle KS-e dieses Biischels erzeugen auf der Ferngeraden f eine identische
Involution und & stellt ein homothetisches Hyperbelbiischel dar. Alle diese Hyperbeln
sind von 1. Art, da ¢ ihre gemeinsame isotrope Tangente ist.

Die Mittelpunktskurve m?

(2, - exx, = 0 , ' (7.3)

zerféllt in die Geradey — 0.5¢x = 0, als Menge der Mittelpunkte aller KS-e¢ und
in die absolute Gerade f = g (x, = 0), die dem Geradenpaar (g, ¢) angehort.

Die Brennpunkiskurve f}
xx (2, ~ex) =0 (7.4)

zerfallt in die gemeinsame isotrope Tangente t ... x, = 0, in die Ferngerade f = g, die
als Brennpunktsmenge dem Geradenpaar (4 g) angehéren, sowie in die Geradey —
0.5¢x = 0 als Menge der Brennpunkte aller iibrigen KS-e.

SATZ 27. Ein KS-Biischel der isotropen Ebene der Art IV, ist bis auf isotrope
Bewegungen durch eine einzige Invariante {@} eindeutig bestimmt. Diese Invariante ist
gleich dem Winkel ¥ (g, 8,), 8: = AC, g, = BC. Das Biischel wird von jenen
homothetischen Hyperbeln 1. Art erzeugt, die ihre Mittelpunkte und Brennpukte auf einer
Geraden r durch den Punkt C besitzen, wobei fiir den isotropen Winkel ¥ (r, g) = 0.5

o gilt.
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Abb. 18.

DIE BUSCHELUNTERART IV, ,

In der Art IV,, seien nun die Geraden g,:=AC und g,;=BC symmetrisch zur
Geradent... (x = 0). Die Punkte 4 und B erhiiten dann die projektiven Koordinaten
A(0:a;a,), B(O:bb,), so daB (g, :a)) = - (b, : b)) = : ¢ gilt. Die Normalform des
KS-Biischels dieser Unterart IV, lautet

F=yt— g + vk = 0. | (15)

SATZ 28. Werden in der Biischelart 1V, die Geraden g:=AC und g, =BC
symmetrisch zur gemeinsamen isotropen Tangente t gewihlt, dann bilden die Biischelke-
gelschnitte, die stets Hyperbeln 1. Art sind, ein homothetisches Hyperbelbiischel der Unterart
IV, . Die zweite Symmetrieachse y = 0 des Geradenpaares (g,, g,) trigt die Mittelpunkte
und die isotropen Brennpunkte dieser Hyperbeln; sie ist auferdem eine gemeinsame reelle
Symmetrieachse aller Hyperbeln des Biischels. ;

DIE BUSCHELART IV,,

Unterarten IV, w v, - ,

Es sei C ein uneigentlicher Punkt und die gemeinsame Tangente ¢ aller
Biischelkegelschnitte durch C sei von der absoluten Geraden f verschieden. Die
eigentlichen Punkte A und B scien parallel, dh. die Geradeg : = AB ist eine isotrope
Gerade. Durch eine isotrope Bewegung kann die Tangente ¢ parallel zur x-Achse des
Koordinatensystems gewihit werden, so daB der Punkt C die projektiven Koordi-
naten C(0:1:0) erhilt. Durch eine isotrgpe Schiebung kann man noch erreichen, daB
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t durch y = 0 beschriecben wird und durch eine nichtisotrope Schiebung kann
erreicht werden, da die Gerade g : = AB in die y-Achse des Koordinatensystems
fallt. Dann erhilten die Punkte A und B die Koordinaten A(0, a,), B(O, b,) mit
a,# 0, b, # 0.

Die Geraden durch diese Punkte haben die Gleichungen
8 ~y-a,=0g.y-b=0¢t.y=0g.x=0
und die Normalform dieses Biischels wird durch
F=y - (a,+b)y + ap, + vxy = 0 (7.6)

festgelegt. :

Die reguldren KS-e dieses Biischels sind Hyperbeln mit einer gemeinsamen
Asymptote ¢ durch C, lings welcher die Mittelpunkte dieser Hyperbeln liegen. Die
Mittelpunktskurve m? zerfillt in ]

y[2y - (a,+b)]= 0. 7.7

Die Geradey = 0.5(a +b2) ist die Mittellinie des Geradenpaares (g,, g,), das
als doppelt zihlendes Geradenpaar and die Stelle der beiden Biischelparabeln tritt.
Die Brennpunkiskurve k} zerfillt in

x(y=fayb, )y +4Ja0,) =0, ' (7.8)

dh. in die Gerade x = 0 des Geradenpaares (g¢), das als spezielle smgulare
Hyperbel bertachtet werden kann und in das Geradenpaar

Nna=t% a,b,.

Gilt sgna, = sgnb,, dann sind diese beiden Geraden reell und die Biischelke-
gelschnitte smd durchwegs Hyperbeln 1. Art; dieses Biischel werde mit 1V,,
bezeichnet.

Gilt sgn a, # sgn b,, dann sind dlese beiden Geraden kon]uglertkomplex und
die Buschelkegelschmtte kénnen nur Hyperbeln 2. Art sein; ein soiches Biischel
werde mit IV, ,. bezeichnet. Obige Geraden schneiden sich dann im reellen Punkt
C, der ein isolierter Punkt von k} ist und als Brennpunkt von (g, g,) aufgefaBt
werden kann.

SATZ 29. Ein KS-Biischel der Art 1V, ist bis auf isotrope Bewegungen durch zwei
Invarianten {a,, b,} eindeutig bestimmt. Dzese Invarianten sind die isotropen Abstinde der
eigentlichen parallelen Biischelgrundpunkte A und B von der gemeinsamen Tangente und
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Asymptote t aller reguliren Biischelkegelschnitte. Diese sind im Fall sgn a, = sgn b,
Hyperbein 1. Ant, die die Mittelpunkte lings der Geraden t besitzen und ein Hyperbelbii-
schel 1V,, bilden. Die isotropen Brennpunkte liegen auf zwei reellen Geraden durch den
uneigentlichen Punkt C.

Im Fall sgn a,#sgn b, sind die Biischelkegelschnitte Hyperbeln 2. Art, deren
Brennpunkte auf zwei konjugiertkomplexen Geraden liegen, die sich im uneigentlichen
reellen Grundpunkt C schneiden. Dieser Punkt ist ein isolierter Punkt von k}. Ein solches
Biischel werde mit 1V,,, bezeichnet.

SATZ 30. Werden die parallelen Punkte A und B des Biischels IV, symmetrisch
zu t gewdhlt, dann liegt ein konzentrisches Bischel IV, ., von Hyperbeln 2. Ant
vor; dieses Biischel besitzt eine einzige Invariante {a,}.

§ 8. DER BUSCHELUNTERTYP IV,

Sei (C, t) ein eigentliches, nicht isotropes Linienelement und fiir die uneigentlichen
Grundpunkte A und B gelte 4 = F. Dann istg := AC eine isotrope Gerade. Durch
eine isotrope Bewegung ist es moglich den Punkt C in den Ursprung U(0, 0) und
die Tangente ¢ in die x-Achse des Koordinatensystems zu legen. Die Punkte 4 und
B erhilten dann die projektiven Koordinaten 4(0:0:1), B(0:b;:b,) mit b, # 0,b, # 0.
Wir setzen ¢ = b;b. - ' o

Die Verbindungsgeraden dieser Punkte lauten

g% =0g..%-¢ = 0;¢t..x,=0,g.x,=0

0

und die Normalform dieses Biischels hat in projektiven Koordinaten die Gestalt

F=xx, - ¢ex) + vxx, =0 v -(8.1)
In affinen Koordinaten erhilt man
F=xy-ox) +vy =0 | (82)

Da alle KS-e dieses Biischels auf der Ferngeraden eine identische Involution
erzeugen, bilden sie ein homothetisches Hyperbelbiischel aus speziellen Hyperbeln.
Die Mittelpunktskurve m? zerfillt in die Gerade . )

y -2 =0 | (8.3)

als Trager der Mittelpunkte aller reguldren Hyperbeln, und in die Gerade g(x, =
0), die dem Geradenpaar (g f) angehort.

~ Die Brennpunkte der speziellen Hyperbeln licgen im PunktA4 =-F, so daf die
Brennpunkiskurve in die Geraden - o '

39



(x,), =0 (8.4)
zerfillt. Man kann beide dieser Geraden als eigene Brennpunktsmenge auffassen.

SATZ 31. Ein KS-Biischel der isotropen Ebene des Untertyps IV ist bis auf
isotrope Bewegungen durch eine einzige Invariante { ¢} eindeutig bestimmt. @stimmt mit
dem isotropen Winkel ¥(BC, 1) iiberein. Das Biischel wird von homothetischen
speziellen Hyperbeln gebildet, die alle ihren isotropen Brennpunkt im Punkt A
= F besitzen. DkMittelpmldediaer»mbeblﬁegenaufeinerdenPuﬂdCeanenden
Geraden m, wobei fiir den Winkel X(m, t) = 2¢ gilt (vgl. [9] Fall 1).

§ 9. DER BUSCHELUNTERTYP IV,

Genau einer der einfachen Grundpunkte ist uneigentlich und verschieden vom
absoluten Punkt F; er werde mit A bezeichnet. Weiters sei (C, ¢) ein eigendliches,
nicht isotropes Linienelement und B ein eigentlicher Grundpunkt. Durch eine isofrope
Bewegung kann man erreichen, daB C in den Ursprung U(0, 0) und die Tangente
¢ in die x-Achse des zugrundegelegten Koordinatensystems fillt. Der Punkt A erhilt
‘dann die projektiven Koordinaten 4(0:1:¢,) mit ¢, # 0 und der Punkt B die affinen
Koordinaten B(b,b,) mit b, # 0, b, = 0. .

Die durch diese Punkte gelegten Geraden besitzen die Gleichungen

g, ...y—(o,x=O;gz...y-(ozx=0mittp2=b2:b,;
t.y=0 g..y-b-o¢@x-b)=0

Als Normalform dieses Biischels IV, erhilt man in affinen Koordinaten
&ngz - (¢|+ ‘pz)xy"- ¢|¢|x2+ V[y2 - ¢r‘y+ (b|¢| - bz)y] =0 (9'1)

Man gewinnt als Mittelpunktskurve m?

2¢2 (2¢1xy - yz - (p?xz) + 2‘p1b2(¢| - ‘pz)x+ (¢|+¢2)(b2—¢|b1)y = 0 (92)

mit den Fernpunkten (l) =9,
1,2

X

m? ist daher eine Parabel, die dic Ferngerade im Punkt 4 berithrt und deren
- Durchmesser die Richtung @, besitzt.
Als Brennpunlaskurve findet man die Kubik



‘Pz (2¢rxy - ‘p%xz - yZ)x + ‘qu)z (b1¢| - bz)xz + (bz - b1¢1)y2 = 0; (93)
diese berithrt die Gerade f im Punkt 4 und schneidet sic im Punkt F.
Die Kurve k} hat im Punkt C cinen singuliren Punkt, der wegen

D(C) = k(C) * k(C) - k¥C) = -4p,0p}+4qb:

gn ¢, = sgn @, ein Knoten und fir -
sgn @ * sgn @, ein isolierter Punkt ist.

Die beiden zugehérigen Biischel werden mit IV, bzw. IV., bezeichnet.

SATZ 32. Ein KS-Biischel der isotropen Ebene vom Untertyp 1V, ist bis auf
isotrope Bewegungen durch drei Invarianten {@, b,, b,} eindeutig bestimmt. Dieses
Hyperbel - Pararel - Biischel wird von szperbeln 1. und 2. Ar, einer
speziellen Hyperbel, einer doppelt zihlenden Parabel mit dem Brenn— und Mittelpunkt in
A und von zwei singuliren Hyperbeln g, g, = 0 bzw. gt = 0 gebildet. Je eine Asymptote
aller Hyperbeln und der Durchmesser der Biischelparabel haben die Richtung @,. Die
doppelt zihlende Parabal ist durch

den Parameterwert v .. 1, die spezielle Hyperbel durch v = -1 gegeben.
?

Abb. 19. firr den Fall IV,

Die Mittelpunkiskurve m? ist eine Parabel mit der Durchmesserrichtung @,. Die
Brennpunkiskurve k ist eine rationale Kurve 3. Ordnung, die die Gerade f im Punkt A
beriihrt und im Brennpunkt F der speziellen Hyperbel schneidet. Die Kurve k; hat im
Doppelpunkt C einen Knoten genau dann, wenn sgn ¢, = sgn @, gilt (Fall IV,); sie
hat in C einen isolierten Punkt genau dann, wenn sgn ¢, # sgn @, gilt (Fall IV, ).
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(Vgl. [2, 451, 488.]; [3, 392, 395, 399-401]; [7, der Typ A4]; [9, Der Fall L).

§ 10. DER BUSCHELUNTERTYP IV,

Genau ein einfacher Biischelgrundpunkt, der mit A bezeichnet werde, sei
uneigentlich und es gelte A = F (0:0:1); der andere einfache Grundpunkt B und das
Linienelement (C,¢) seien eigentlich, ¢ nichtisotrop. Wie in IV, konnen wir C in den
Ursprung U(0,0) und die Tangente ¢ in die x-Achse des zugrundegelegten Koordi-
natensystems legen. Der Punkt B hat dann die Koordinaten B (b,, b,) mit b, #0,
b, #0. Die durch die Grundpunkte gelegten Geraden besitzen die Gleichungen

g--x=0; g,.y-ox =0, t..y=0; g..x~-b =0

1
mit ¢, = b, : b,.

Als Normalform eines Biischels vom Untertyp IV, stellt sich

HF=xy - px* + vy -by) =0 3 (10.1)

ein.

Die doppelt zdhlende Parabel des Untertyps IV, wird im Untertyp IV, zu
einem doppelt zu zidhlenden parabolischen Kreis, wihrend die anderen KS-e spezielle
Hyperbeln bzw. die speziellen singuliren Hyperbeln gg,=0; g t = 0 sind.

Die Mittelpunktskurve m*

20x% - Bx+by = 0 ' (10.2)

2
ist ein parabolischer Kreis vom Radius —&.

b,
Da alle Biischelkegelschnitte ihre Brennpunkte im absoluten Punkt F haben,
zerfillt die isotrope Brennpunktskurve k? in die Brennpunktsmenge

S x¥x -b) = 0. _ (10.3)

SATZ 33. Ein KS-Biischel der isotropen Ebene vom Untertyp IV, ist bis auf
isotrope Bewegungen durch zwei Invarianten {b, # 0, b, # 0} eindeutig bestimmt. Diese
Invarianten sind gleich den Abstinden des Punktes B von den Geraden g, und t. Das
Biischel wird von speziellen nicht homothetischen Hyperbeln und
einem zweifach zu zihlenden parabolischen Kreis gebildet. Je eine Asymptote dieser
Hyperbeln ist isotrop, wihrend die zweite die Richtung ¢, = (v + 1) besitzt, wobei v
der Biischelparameter und @, der Winkel ¥(BC, 1) ist. :
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Die Mittelpunktskurve ist ein isotroper parabolischer Kreis, wiihrend die Brennpunkte
aller KS-¢ im Punkt A = F liegen. Die Brennpunktskurve k? zerfillt in die zweifach zu
Zihlende isotrope Gerade g, und in die isotrope Gerade g, die als Brennpunkismenge der
speziellen Hyperbeln gg, = 0 bzw. g t = O aufgefasst werden kann.

Abb. 20.

Es ist interessant einen Vergleich mit der dquiformen Geometrie in (3, 475-
476) zu ziehen. Die dort angegebenen Sitze kann man kurz so zusammenfassen:

“Der Mittelpunkiskegelschnitt eines nicht homothetischen gleichseitigen Hyperbelbi-
schels mit reellen Grundpunkten ist der Feuerbachsche Kreis des Dreiecks ABC. Dabei
sind die Punkte A, B, C die Biischelgrundpunkte, wihrend der vierte Grundpunkt D -
weil das Biischel nur orthogonale Geradenpaare enthilt — der Hohenschnittpunkt des
Dreiecks ABC ist.” -

‘In [11] wiirde bewiesen, daB die spezielle Hyperbell der Ebene /, das
isotrope Analogon zur gleichseitigen Hyperbel der euklidischen Ebene
E, ist, und in {14, 551] wiirde das isotrope Analogon zum euklidischen Feuerbach-
schen Kreis eines Dreiecks P PP, angegeben.

Damit folgt:

'SATZ 34. Die Mittelpunktskurve m? eines KS-Biischels des Untert}ps v, -
bestehend aus nicht homothetischen speziellen Hyperbeln und einem zweifach zihlenden
vparabolischen Kreis - ist ein isotroper Feuerbachscher Kreis. N
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§ 11. DER BUSCHELUNTERTYP Iv,

Es sei C ein uneigentlicher Punkt und zwar C=F. Die gemeinsame eigentliche
Tangente ¢ aller KS-¢ ist somit eine isotrope Gerade. Die eigentlichen Grundpunkte
A und B bestimmen eine Gerade g: = AB, die keine isotrope Gerade sein kann.

Durch eing isotrope Bewegung kann man erreichen, daB ¢ in die y-Achse und
g in die x-Achse des zugrundegelegten Koordinatensystems féllt. Der Schnittpunkt
dieser Geraden ¢ .. x = 0 und g .. y = 0 ist der Ursprung U(0,0) des
Koordinatensystems. Keiner der beiden Punkte A und B kann in den Punkt U
Fillen, da sonst eine Ausartung des Biischels vorliegen wiirde. Damit erhélten diese
Punkte die Koordinaten 4 (a,,0), B(b,,0) mita, 0, b, # 0 und die Geradeng,g,
besitzen die Gleichungeng,..x -a, = 0;g,...x -b, = 0.

Als Normalform eines Biischels vom Untertyp IV, erhilt man daher
F=((x-a)x~-b)+ vxy =0 (11.1)

Das Biischel wird von speziellen, nicht homothetischen Hyperbeln mit einer
gemeinsamen Asymptote ¢t erzeugt. Fiir v = 0 stellt sich das Geradenpaar (g,.g,) ein,
das als ein doppelt zu zdhlender parabolischer Kreis aufgefat werden kann.

Die Mittelpunktskurve m? zerfillt in die beiden Geraden
t..x=0unds..x =05 (a,+b). (11.2)

Wihrend die Gerade ¢ die Mittelpunkte aller Hyperbeln des Biischels trégt,
kann s als Mittellinie des parallelen Geradenpaares (g,.g,) aufgefasst werden.

Die Brennpunkiskurve k} zerfillt in die Geraden?, g, g, als Brennpunktsmengen
vongt = 0 undgg, = 0, wihrend alle speziellen Hyperbeln ihren Brennpunkt in
C = F besitzen. *

SATZ 35.- Ein KS-Biischel vom Untertyp 1V, der isotropen Ebene ist bis auf
isotrope Bewegungen durch zwei Invarianten {a, b} eindeutig bestimmt. Diese
Invarianten sind gleich den isotropen Abstinden der eigentlichen Grundpunkte
A und B von der gemeinsamen Tangente t im Doppelgrundpunkt C. Die KS-e
dieses Hyperbel-Parabel-Biischels sind spezielle nicht homothetische Hyperbeln
mit einer gemeinsamen isotropen Asymptote t, auf der die Mittelpunkte dieser

1

Hyperbeln liegen, wdhrend die zweiten Asymptoten die Richtung v

besitzen, wenn v den Biischelparameter bezeichnet. Die doppelt zu zihlende Parabel
entartet zum reduziblen parabolischen Kreis g.g, = 0 (vgl. [3, 475]).



DIE BUSCHELART IV,

Liegen die Punkte 4 und B des Untertyps IV, symmetrisch zur Geraden ¢, dann
gilt ¢, = -b, und man- erhilt als Normalform eines Biischels IV, . in affinen
Koordinaten

Fexl-al + vy =0. (11.3)

Die Mittelpunkte aller speziellen nicht homothetischen Hyperbeln dieses Hyper-

bel-Parabel-Biischels fillen mit dem Mittelpunkt der Strecke AB zusammen,
wihrend als Mittelpunktsmenge des reduziblen doppelt zu zihlenden parabolischen "
Kreises gg, = 0 die Gerade x> = 0 aufgefaBt werden kann.

Alle reguliren KS-e haben ihren gemeinsamen Brennpunkt in C = F. Die
Brennpunkiskurve k} zerfillt in die isotropen Geradenx = 0;x —a, = 0;x +a,
= 0, die die Brennpunkte der singuliren KS-e gg, = 0; g¢ = 0 tragen.

N

Abb. 21.

SATZ 36. Ein KS-Biischel IdeerisooqanbmeistbisaufivowpeBewegm-
gmdadndmdnnylnmﬁank{al}emdam'gbam)mntws&ixhdwbdmspaidkn
micht | hetischen konzenirischen Hyperbeln mit einer . : l
erzeugt; die zweite Asympiote besitzt die Richtung —l, wobei v der Biischelparameter ist.

' v
Der gemeinsame Mittelpunkt aller diesen Hyperbeln ist der Mittelpunkt der Strecke AB
(Vgl. die Fille IV, ,,. und IV, ., dieser Abhandlung.)

\

>,
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DER BUSCHELUNTERTYP IV,,

Es seien A4 € f, C ef, aber 4 # F, C # F und die Tangente ¢ durch C sei
von der absoluten Geraden f verschieden. Der weitere Grundpunkt B sei eigentlich.
Durch eine isotrope Bewegung kann man erreichen, daB ¢ parallel zur x~Achse des
Koordinatensystems wird und C die projektiven Koordinaten C(0:1:0) erhilt. Durch
eine isotrope Schiebung kann man erzwingen, daB ¢ durch x, = 0 beschrieben wird,
und durch eine nicht isotrope Schiebung kann man B die projektiven Koordinaten
B(1:0:b,)) mit b, # 0 zuweisen. Der Grundpunkt 4 wird durch 4(0:a,:a,) mita, #
0, a, # 0 festgelegt.

Die Geradeng, g, ¢, g besitzen dann die Darstellung

8% =0 g.x,-bx =0, t.x =0
g - (x,=bx)a, - (a,-b)x, = 0

und das Biischel 148t sich in projektiven Koordinaten durch die Normalform

HF = (e, =bx, )y, + szl(xz"bfo)al"(az‘bz)xl] =0 (11.4)
bzw. in affinen Koordinaten durch
@-E y—b2+vy[(y~b2)ax—(a2—b2)x] = 0 ’ (11.5)

darstellen.

Die reguldren KS—¢ dieses Biischels sind durchwegs Hyperbeln 1. und 2. Art
durch die uneigentlichen Punkte 4 und C. Die Hyperbeln dieser beiden Arten
werden durch das Geradenpaar (g, g,) getrennt. Dieses Geradenpaar kann als ein
reduzibler isotroper Kreis 2. Stufe aufgefaSt werden.

Die Mittelpunkiskurve m? zerfillt in die Gerade ¢ .. x, = 0 auf der die
Mittelpunkte aller Hyperbeln einschliBlich der singuldren Hyperbel gt = 0 liegen,
und in die Gerade g, ... x, = 0, die dem reduziblen Kreis gg, = 0 angehort.

Die Brennpunktskurve k; zerfillt in eine Parabel

ay* - 2aby + (a, - b)bx + ap? =0 (11.6)

und in die Gerade g, = f ... (x,=0) als Brennpunktsmenge von gg, = 0.

SATZ 37. Ein KS-Biischel der isotropen Ebene vom Untertyp 1V, ist bis auf
isotrope Bewegungen durch drei Invarianten {a » 8y b,} eindeutig bestimmt. Es wird
von homothetischen Hyperbeln 1. und 2. Art erzeugt, deren Mittelpunkte auf ihrer
gemeinsamen Asymptote t liegen. Die Brennpunkte dieser Hyperbeln liegen auf einer
Parabel, deren Durchmesserrichtung parallel zu t ist und deren isotroper Brennpunkt der
Grundpunkt B ist.
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(Vgl. [3, 395-396.] )

DER BUSCHELUNTERTYP IV,,

. Sei C ein uneigentlicher Punkt und die Tangente ¢ durch C sei von der absoluten
Geraden verschieden. Fiir den Grundpunkt A gelte A = F. Der Grundpunkt B ist
eigentlich und die Gerade g: = AB ist isotrop.

Durch geeignete isorope Bewegungen kann man, wie im Fall IV, erreichen,
daB ¢ durchx, = 0 beschrieben wird und C die projektiven Koordinaten C (0:1:0)
erhillt; withrend die Punkte A und B durch die projektiven Koordinaten A (0:0:1)
und B (1:0:b,) mit b, #0 erfaBt werden.

Die Verbindungsgeraden dieser Punkte werden durch

8%=0 g.x,~-bx =0 t.x,=0 g.x =0
festgelegt und die Normalform des Biischels IV | lautet in projektiven Koordinaten
F = xx,~bx)+ vxx, = 0 | | (11.7)
bzw. in affinen Koordinaten |
F=y-b+twy =0 ' (11.8)

Das Biischel enthilt als regulare KS—e durchwegs spezielle homothetische Hyper-
beln mit der gemeinsamen nicht isotropen Asymptote t. Das Geradepaar (g, ) ist
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eine singulire Hyperbel, wihrend das Geradenpaar (g, g,) als reduzibler isotroper
Kreis 2. Stufe aufgefaBt werden kann.

Die Mittelpunkskurve n* zerfillt in die Gerade ... x, = 0, die die Mittelpunkte
aller Hyperbeln trégt und in die Ferngerade x, = 0, die dem Geradenpaar (g, g,)
angehort.

Die Brennpunktskurve enthilt den Punkt A = F als den gemeinsamen Bren-
npunkt aller KS-e und zerfillt in die Geraden g ... x, = 0 bzw. x, = 0 als

Brennpunktsmenge des Geradenpaares (g, ¢) bzw. (g,, &,)-

SATZ 38. Ein KS-Biischel vom Untertyp IV, der isotropen Ebene ist bis auf
isotrope Bewegungen durch eine einzige Invariante {b,} eindeutig bestimmt. Diese
Invariante ist gleich dem isotropen Abstand des eigentlichen Biischelgrundpunktes B von
der nichtisotropen Biischeltangente t. Das Biischel besteht aus speziellen, homothetischen
Hyperbeln, deren Mittelpunkte auf der nichtisotropen gemeinsamen Asymptote liegen,
wdhrend die anderen Asymptoten stets isotrop sind.

DER BUSCHELUNTERTYP IV,,

Nun sei (C, ) ein Linienelement mit dem uneigentlichen Grundpunkt C = F und
der Tangente ¢ # f. Weiters sei der Grundpunkt A ein uneigentlicher und der Punkt
B ein eigentlicher Punkt. Man kann dann durch eine isotrope Bewegung erreichen,
daB ¢ in die y-Achse des zugrundegelegten Koordinatensystems fillt und daB die
Grundpunkte 4 und B die Koordinaten 4 (0:1:0), B (1:b;:0) mit b, # 0 erhilten.
Die Gleichungen der Verbmdungsgeraden der Buschelgrundpunkte lauten in projek
tiven Koordinaten

g %=0 g.x -b =0 g.x,=0 t.x =0

Als Normalform eines Biischels vom Untcrtyp IV,, gewinnt man in projektiven
Koordinaten

F=xx, -b) + wxx, = (11.9)

bzw. in affinen Koordinaten
Fex-b +wy =0 (11.10)

Das Biischel besteht aus speziellen, homothetischen Hyperbeln mit der gemeinsa-
men isotropen Asymptote t.

Die Mutelpunktskurve m? zerfillt in die Gerade x;, = 0 als Mittelpunktsmenge
der Hyperbeln, und in die Ferngerade x, = 0, die als Menge der Mittelpunkte des
reduziblen Kreises gg, = 0 augefaBit Werden kann.

Der gemeinsame Brennpunkt aller KS— liegt im Punkt C = F (0:0:1), wahrend
die Brennpunkiskurve k}

xx @, -b) =0 (11.11)



aus der Brennpunktsmenge der singuliren Kegelschnitte gg, = 0 und gt = 0
besteht. : o

SATZ 39. Ein KS-Biischel vom Untertyp IV , ist bis auf isotrope Bewegungen
durch eine einzige Invariante {b,} eindeutig bestimmt. Diese Invariante ist gleich dem
Abstand des eigentlichen Biischelgrundpunkes B von der isotropen Biischeltangente t. Das
Biischel besteht aus jenen speziellen, homothetischen Hyperbein durch B, deren Mittelpunk-
te auf der gemeinsamen isotropen Asymplote t liegen und deren nichisotrope Asymptoten
die Richtung A haben.

(Vgl. [7, 370.-372)).

§ 12. DER BUSCHELUNTERTYP IV,

Nun sei (C,) ein uneigentliches Linienelement, bestehend aus der absoluten
Geraden ¢t = f und einem PunktC ef, C # F; die einfachen Grundpunkte A und
B seien eigentlich und g : = AB sei keine isotrope Gerade.

Durch eine isofrope Bewegung kann man erreichen, daB C die projektiven
Koordinaten C (0:1:0) erhdlt. Da 4 und B eigentlich sind, kann man durch
Anwendung einer Schiebung, - die an der Situation auf der Ferngeraden nichts
indert — erreichen, daB diese Punkte die projektiven Koordinaten A (1:0:0), B
(1:b:b,) erhilten. Hierbei gilt b, # 0, sonst wiirden 4 und B auf einer isotropen
Geraden liegen. Es ist auch b, # 0, sonst wiren A, B und C kollinear.

Mit den iblichen Methoden erhalt man als Normalform eines Biischels des
Untertyps 1V, in projektiven Koordinaten

F = xx, - bx,) + vbx, - bxy, =0 (12.1)
bzw. in affinen Koordinaten

F=yy-b) + viby -bx) =0 (12.2)

Die reguliren KS-¢ dieses Biischels sind durchwegs Parabeln, deren Durchmes-
ser die Richtung C haben. Im Punkt C liegt der gemeinsame Mittelpunkt und der
uneigentliche Brennpunkt dieser Parabeln. Dem Biischel gehort fir v = 0 das
Geradenpaar (g,, g,) mit den Gleichungen g, ...y = 0, 8,... ¥ -~ b, = 0, und fiir
v = o das Geradenpaar (g, f). .

Die Mittelpunkiskurve m*

xbx, - 2) =0 (123)

zerfillt in zwei den Punkt C enthaltende Geraden. Die Gerade 2y - b, = 0 gehort
als Mittellinie zum Geradenpaar (g,, g,), wahrend die Ferngeradet = f ... (¢, = 0)
zum Geradenpaar (g, f) gehort.

Die Brennpunktskurve k} zerfallt in eine Hyperbel

bx2-2bxx,+ bx, =0 : (12.4)
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mit den Fernpunkten c (0:1:0) und T (0:5,:2b,), und in die Gerade x, = 0, dxc
die Brennpunkte des Paares (g, ¢) trigt.

SATZ 40. Ein KS-Biischel der isotropen Ebene vom Unteyp 1V, ist bis auf
isotrope Bewegungen durch zwei Invarianten {b, b,} eindeutig bestimmt. Das Bilschel
besteht aus Parabeln gleicher Durchmesserrichtung C. Die Brennpunkte dieser Parabein
liegen auf einer Hyperbel, deren eine Asymptote die Richtung der Pambeldumhmesser hat

(vgl: [2, 458.-460.]; [3, 396., 403.]; [7, 362.-364.]).

I
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Abb 23.

DER BUSCHELUNTERTYP v,

- Sei (C, t) ein uneigentliches Linienelement, bestehend aus der absoluten Geraden
t = f und einem Punkt C € f, C # F. Die Verbindungsgerade g : = 4 B der
ezgentltchen Grundpunkte 4 und B sei eine isotrope Gerade: Man kann dan durch
eine ‘isotrope Bewegung erreichen, daB C die projektiven Koordinaten C (0:1:0)
erhilt, die Gerade g durchx, = 0 beschrieben wird und die Punkte 4 und B durch
die projektiven Koordinaten A (1:0:a,) und B (1:0: —az) mit a, # 0 erfaBt werden.
Als Normalform dieses KS-Biischels gewinnt man in pro;ektzven Koordinaten

F=x?-akx+ vxx, =0 (12.5)
bzw. in affinen Koordinaten ’
F=y -al + v =0 ‘ - o (12.6)

Die reguldren KS-e dieses Biischels sind Parabeln mit dem gemeinsamen Mittel-
und Brennpunkt in C. Je ein Durchmesser jeder dieser Parabeln liegt auf jener
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Geraden s, die die Mittellinie des parallelen Geradenpaares (8,,8,) ist. Dieses
Geradenpaar stellt eine singuldre Biischelparabel dar und das Geradenpaar (g, f)
legt einen reduziblen parabolischen Kreis 2. Stufe fest (vgl. [9]).

Die Mittelpunktskurve m?

xx, = 0 2.7

zerfllt in die Gerade s..x,
g=/f.x =0, die zug

0 als Mittellinie von g,g, = 0 und in die Gerade
0 gehort.

Die Brennpunkiskurve k;

xxx, =0 (12.8)

zerfillt in die Brennpunktsmenge x, = 0 der reguldren Parabeln und die Geraden
g..x, =0undt..x =0

SATZ 41. Ein KS-Biischel der isotropen Ebene vom Untertyp 1V, ist bis auf
isotrope Bewegungen durch eine einzige Invariante {a,} eindeutig bestimmi; diese mift die
halbe isotrope Spanne der parallelen Grundpunkte A und B. Das Biischel besteht aus
Parabeln, die durch eine isotrope Spiegelung an einer nichtisotropen Geraden s auf sich
abgebildet werden. Auf der Geraden s liegen die isotropen Brennpunkte dieser Parabeln.

DER BUSCHELUNTERTYP IV,

Nun sei (C, f) das absolute Linienelement (F, ). Dann ist die Verbindungsgerade
g : = AB der eigentlichen Grundpunkte A und B nicht isotrop. Durch eine isotrope
Bewegung kann man erreichen, daB 4 und B die projektiven Koordinaten A (1:a,:0)
und B (1:-a:0) mit a, # 0 erhalten.

Die Gleichungen der Geradeng, g, ¢ und g lauten in projektiven Koordinaten

g - X —ax, = 0; g..x, +ax, = 0; t.x, =0 g..x, = 0
und als Normalform des KS-Biischels IV, ergibt sich

F=xl-akl+ vxx, =0 (12.9)
bzw. in affinen Koordinaten
Frxt-al+vwy=0 ‘ (12.10)

Das Biischel enthilt als regulire Kurven durchwegs isotrope parabolische Kreise
mit einem gemeinsamen isotropen Durchmesser und dem gemeinsamen Mittel — und
Brennpunkt C = F. :

Die Mittelpunktskurve m?® zerfilit in die Gerade x, = 0, die die Mittellinie des
reduziblen isotropen Kreisesgg, = 0 ist, und in die Ferngerade x, = 0, die zum
Geradenpaar (g, {) als Mittenort gehort. '

Die Brennpunktskurve k}
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P o (xi—.al) x, +,~a)='-0- Gk » Cowe R R e (12.11)

bcsteht aus drel zsotrope Geraden sie enthalt den gememsamen Brennpunkt C und
die Brennpunkte von gg, = 0 bzw. gt =

- SATZ 42. Ein KS-Biischel der isotropen Ebene vom Typ IV besteht aus allen
parabolischen Kreisen durch zwei eigentliche Punkte. Dieses Buschel zst bis auf isotrope
Bewegungen durch eine einzige Invariante {a,} bestimmt, die den halben. Abstand der
beiden eigentlichen Biischelgrundpunkte mifst.

(Vgl.  [3, 393, 479-481.], wo ein analogcs Krelsbuschcl dcr euklxdlschcn
Ebene E, betrachtet wiirde; vgl. auch [7] Typ A 10). L
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Teorija klasifikacije pramena konika tipa IV u izotropnoj ravnini, II dio

Viasta Sturi¢-Cudovan i Hans Sachs
Sadriaf

Rad je dircktni nastavak naScg rada istoimcnog naslova, 1 dio. U izotropnoj ravnini I,
metriziranoj apsolutnom figurom {F, f}, pri &mu je f beskonadno daleki pravac, a F totka tog
pravca, Klasificiran jc takav pramecn konika (tipa IV), koji jc odreden jednom dvostrukom i dvije
realne jednostruke todke. U prvom su dijclu obradcna dva podtipa IV, i IV, s ukupno 20 vrsta
i slu¢ajeva. U drugom sc dijclu Klasificiraju podtipovi IV, - IV ,. Dodatna sc Klasifikacija provodi
pomoéu krivuljc srediSta m? 2. reda, kao i krivuljc izotropnih Zaridta k} 3. rcda konika tog pramcna.

Prihvaceno w Il razredu
1.3.1994. ’



