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KLASSIFIKATIONSTHEORIE DER KEGELSCHNITTBUSCHEL
VOM TYP IV DER ISOTROPEN EBENE, I

Viasta Séurié-Cudovan und Hans Sachs

Abstract. An isotropic plane I is a real affine plane A2 with the metric ds = dz. This
metric can be introduced by an absolute {f, F'}, where f is the line at infinity of A, C P, and F
is a point on f. In this paper the pencil of conic sections of type IV in I; will be classified. The
fundamental points of this type are a double point an two different, real points in I;. The curve
of all centers of conic sections and the curve of all isotropic focal points are investigated in the
different subcases, which help to make this classification.

1. EINLEITUNG

Diese Arbeit ist eine Fortsetzung der Abhandlung [9], in der das allgeimeinste
Kegelschnittbiischel der isotropen Ebene mit synthetischen Methoden behandelt
wurde, wobei auch auf die Abhandlung [7] Bezug genommen wird.

Die in [9] und [7] dargestellten Grundbegriffe iiber die isotrope Ebene Iy, spe-
ziell uber die Kegelschnitte der Ebene Iy, sowie iiber die Kegelschnittbiischel in der
projektiven Ebene P; und in der affinen EbeneA, werden als bekannt vorausgestzt
und hier nur kurz zusammengefafit.

Eine reelle affine Ebene Ay(R), welche iiber eine Absolutfigur {f, F} — bes-
tehend aus einer Geraden f als absoluter Geraden und einem Punkt F € f als
absolutem Punkt — metrisiert wird, heifit eine isotrope Ebene I(R). Die Geometrie

_ dieser Ebene wurde vor allem von K. Strubecker (vgl. [10], [11]) entwickelt. Eine
ausfiihrliche lehrbuchmafige Darstellung der ebenen isotropen Geometrie wurde
von H. Sachs in der Monographie [6] gegeben, wo auch alle i.f. benutzen Begriffe
nachgelesen werden konnen.

. Die ersten Untersuchungen iiber Kegelschnitte in I, stammen von N. M. Ma-
karova [4] und K. Strubecker [11].

Wegen I, C A; C P werden alle affine bzw. projektive Eigenschaften von
Kegelschnittbischeln — i.f. kurz als KS-Blischeln bezeichnet —, aber auch anderer
geometrischer Objekte beniitzt werden, ohne daB darauf in jedem Einzelfall ge-
sondert hingwiesen wird. Unter projektiven bzw. affinen Gesichtspunkten wurden
KS$-Biischel in [1], [2], [3], [6] und [12] behandelt.

Ein KS-Biischel ist bekanntlich durch zwei KS-e vollstandig bestimmt. Diese
KS-e schneiden sich im algebreischen Sinn iiber dem Kérper der komplexen Zahlen
C in vier Biischelgrundpunkten A, B, C' und D.
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Je nach Realitat bzw. Vielfachheit dieser Grundpunkte und nach ihrer Lage
zur Absolutfigur {f, F'} der isotropen Ebene, 148t sich eine Klassifikation der Ks-
_Biischel in I, vornehmen. Da wir uns stets auf nicht ausgeartete KS-Biischel
beschranken, d.h. keine Paare von Geradenbiischeln betrachten, gibt es genau neun
Haupttypen von KS-Biischeln in I.

In [9] sind diese Biischeltypen definiert und jener Blischeltyp I betrachten
worden, der durch vier verschiedene reelle Grundpunkte bestimmt ist. Die Typen
VIII und IX wurden in [7] und [8] untersucht.

In der vorliegenden Arbeit werden die KS-Biischel vom Typ IV betrachten.
Da die Klassifikation zusatzlich mit Hilfe der Mittelpunktskurve m? 2. Ordnung,
der Brennpunkiskurve k3 3. Ordnung und nach der Lage der Geradenpaare des
Biischels zueinander und beziiglich der Absolutfigur {f, F} der isotropen Ebene
vorgenommen wird, erhdlt man bei dem Biischeltyp IV eine stattliche Anzahl von
Biischeluntertypen, Bischelarten und Bischelfille. Um einen konsequenten Auf-
bau sicherzustellen, wird beim Typ IV, ebenso wie auch bei der Untersuchung der
anderen KS-Biischeltypen eine Bezeichung durch Indizes verwendet. Die Grobklas-
sifikation, die den Untertyp bestimmt, wird durch den ersten Index gekennzeichnet,
wobei jede einzelne Ziffer eine rein geometrische Deutung liefert.

Beispielsweise bedeutet der Index 1, daf die Grundpunkte eigentlich und die
Geradenpaare des Biischels unabhangig vom absoluten Punkt F sind. -

Die feinere Klassifikation der einzelnen Untertypen welche wir als Bischelarten
bzw. Bischelfille bezeichnen, wird durch den nachsten Index bzw. durch Buchsta-
ben beschrieben.

Die Klassifikation nach Biischeluntertypen erfolgt unter geometrischen Gesi-
chispunkten, wobei als Fundamenialgruppe stets die dreiparametrige isotrope Be-
wegungsgruppe B3

T=c1+¢2x
- 1.1
{y:cz+c;3z+y (1.1)

zugrunde legen ([6], [7]). Diese Gruppe ist bekanntlich eine spezielle projektive
Automorphismengruppe der Absolutfigur {f, F}, wobei nach Einfithrung von pro-
jektiven Koordinaten {zo,z1,z2} in Iy C Pp die Gerade f durch zg = 0 und F
durch F(0: 0 : 1) erfaBt wird. Mit {z, y} bezeichnen wir hier und im folgenden die
zugehorigen affinen Koordinaten in Io.

In der folgenden Arbeit beweisen wir als ITauptresultat den

SATZ 1. In der isotropen Ebene I(R) ezistieren beziglich der isotropen Be-

wegungsgruppe Bs genau 15 verschiedene Bischeluntertypen des Bischellyps 1V,
die insgesami in 41 Biischelarten und Buschelfille eingeteilt werden konnen.

2. DER BUSCHELTYP 1V

Die KS-e dieses Biischeltyps sind durch einen doppelt zahlenden, reellen und
2wei einfache reelle Bischelgrundpunkte bestimmd.
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Abb. 1. Abb. 2.

Dem gegeniiber ist der allgemeinste Biischeltyp, ndmlich der Haupttyp 1
durch vier reelle und verschiedene Biischelgrundpunkte A, B, C und D festge-
legt (vgl. Abb. 1). Diese vier Grundpunkte bestimmen bekanntlich eindeutig die
drei Haupipunkte K, L und M dieses Biischels (vgl. [1], {2], [3], [5], (9], [12])-

Bei dem Typ IV (Abb. 2) fallen die reellen Grundpunkte C und D im Punkt C
zusammen. In diesem Punkt fallen dann auch zwei Hauptpunkie dieses Blischels, so
daB die Verbindungsgerade t := CK eine geimeinsame Tangente ¢ aller KS-e dieses
KS Biischels ist. Die drei sich in den Hauptpunkten schneidenden Geradenpaare,
welche die singuliren KS-e eines KS Biischels vom Typ I darstellen, sind bei dem
Typ IV zu zwei Geradenpaaren (g1,g2) und (g,t) mit g, : AC, g2 := BC, g := AB,
t := CK ausgeartet. Diese zwei Geradenpaare bestimmen ein K'$-Biischel vom Typ
IV vollstandig.

Ein XS Biischel ist bekanntlich ein Hyperbel bzw. ein Ellipsen-Hyperbel-
Biischel, je nachdem die gemeinsame Tangente ¢ im doppelten Grundpunkt C die
beiden einfachen Grundpunkte A und B trennt oder nicht. Solche Biischelfalle
werden durch Indizes ) bzw. a) bezeichnet (vgl. (3] S. 391, 398; {9]; [12] S. 249).

Im Fall a) bestimmen die KS-e des Biischels auf der absoluten Geraden f eine
hyperbolische Involution. Diese enthalt sowohl reelle als auch konjugiert-komplexe
Punktepaare und zwei reelle Fixpunkte. Infolge dessen enhilt das Biischel unendlich
viele reelle Hyperbeln, unendlich viele reelle Ellipsen und zwes reelle Parabeln. Die
Menge der Ellipsen wird von der Menge der Hyperbeln durch die beiden Parabeln
getrennt. Eine spezielle Hyperbel der isotropen Ebene trennt die Hyperbeln von 1.
und 2. Art.

Im Fall b) bestimmen die KSBiischels auf der Geraden f eine elliptische
Involution, die weder reelle Fixpunkie noch konjugiert-komplexe Punktepaare en-
thalt. Der Fall 8) stellt daher ein Hyperbelnbischel dar. Die beiden Parabeln dieses
Biischels sind konjugiert-komplex (vgl. [3] S. 388-389).

Die Mittelpunkte aller KS-e eines Biischels bilden die Mittelpunkiskurve m?
2. Ordnung. Diese Kurve ist bei dem Typ IV durch die beiden Hauptpunkte K,
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= M, durch die drei Mittelpunkte der Strecken AB, AC, BC und die zwei
Parabelmittelpunkte, d.h. ihre Achsenfernpunkte ausreichend bestimmt.

m? is im Falll a) eine Hyperbel und im Fall b) eine Ellipse.

Die Hyperbeln des KS Buschels haben im Fall ) ihre Mittelpunkte auf einem
Zweig, wihrend die beiden Parabeln ihre Mittelpunkte in den Fernpunkten der
Hyperbel m? haben. Auf jenem Zweig, der durch die Mittelpunkte der Hyperbeln
des Biischels gebildet wird, liegt der Mittelpunkt der speziellen Hyperbel, der die
Mittelpunkte der Hyperbeln 1. und 2. Art trennt. (Vgl. [3] S. 399; [7]; [9]).

Die isofropen Brennpunkie der Biischelkegelschnitie bilden die Brennpunkis-
kurze k2 3. Ordnung. Diese Kurve ist im allgemeinen durch die vier Grundpunkte,
die drei Hauptpunkte, die beiden Parabelfernbrennpunkte, den absoluten Punkt F
und durch jenen Punkt P, der beziiglich des Buschels dem Punkt F konjugiert zuge-
ordnet ist, ausreichend bestimmt. Bei dem Biischeltyp IV fallen vier dieser Punkte
susammen und erst durch eine analytische Untersuchung der einzelnen Fille, un-
ter Zuhilfenahme syntetischer Methoden, wird die Kurve k3 ausreichend bestimmt

(vel. [5], [7], [8], [9])-

3. DER BUSCHELUNTERTYP IV,

Alle Bischelgrundpunkte dieses Unteryps sind eigentlich und keine Verbin-
dungsgerade dieser Punkte ist eine isotrope Gerade.

Die Biischelfalle Nla)s IVla‘, IVIb), IV1b‘

Durch eine isotrope Bewegung kann man erreichien, daB der doppelt zahlende
Punkt C = D in den Ursprung U(0,0) und die gemeinsame Tangente ¢ in die
z-Achse des zugrunde gelegten Koordinatensystems fillt. Die Punkte A und B
erhalten dann die Koordinaten A(gy, a2}, B(b1, ba). Setzt man v = a3 : a1, @2 =
= by : by, di = d(C,A) = a1, d2 = d(C,B) = by, dann werden die Geraden
g1 := AC, g3 := BC,t := CK, g := AB durch die Gleichungen

y—prx =0, ga...y—wex =0, t...y=0

.. (bg - ag).’ﬂ + (Cll - bl)y + (blag - albz) =0 bzw.

€2 _ #1 r 3 _—
g "'(d1 dz)r+(d2 dl)y+(¢1 w2} =0
beschreiben. Mit den Abkiirzungen

P2 1 1 1
—_ - — =45 = =
d], d2 ) d2 d] y 1 P2 T

wird g durch Rz + Sy + T = 0 erfalBit.
- Die Gleichung eines KS-Biischels vom Typ IV erhalt man durch

Agigs + utg = 0, (3.1)
.d.h. fir den Biischeluntertyp IV, durch



AP = (o1 — p2) zy + r32’] + ply(Re + Sy +T)] =

Fihrt man den neuen Biischelparameter % = v ein, so erhilt man als Nor-
ma.lform dieses Untertyps IV ' ' ' '

F=y’ (o1 + ¥2) Ty + o122’ + vy(Rz‘ +Sy+7T) = (3.2)

Da die GroBen ¢y, w2, dl, ds unabhanglge geometrische Grofie sind, die den
Biischeltyp IV, eindeutig festlegen und R, S und T' Funktionen von 1, ¢3, di und
ds sind, folgt sofort der

SATZ 2. Ein KS-Buschel vom Uniertlyp. IV1 ist durch vier Invarianien
{¢1,p2,d1.dy} bis anf Bewegungen aus Bs eindeutig bestimmi.
Zur geometrischen Beschreibung des Biischels leistet die M ittelpunkiskurve m?
— bestehend aus den Mittelpunkten der KS-e des Biischels (3.2) — wertvolle Dienste.
ar oF

Mittels — = — = 0 bestimmt man die Gleichung von m? zu
dx Oy .
—F ¥ +28zy+ Re* +T |z~ [ —+— =0. 3.3
(‘Pﬂil ‘P1d2) # : % : 2\ @2 ¥ ; ( )

Um festzusiellen, was fir eine Kurve m? ist, bestirnmen wir ihre Fernpunkte. Man
findet

1 .
(-1— - ) v +2Szy+ Re® =0, dh.
pad1 prda _ _ _
(g) _ p1pa(da— di) £ (p1 — p2)Vazbs
1,2 dz(Pl = dlg{?g ’

Daraus folgt unmittelbar, bei der Voraussetzung az # 0, by # 0, daB

asby > 0 genau fiir sgnas = sgn ba,

asbs < 0 genau fir sgnas # sgn by gilt.

Somit stellen sich die folgenden bekannten Tatsachen ein:

Die Mittelpunktskurve m? hat genau dann reelle Fernpunkte und ist demnach
eine Hyperbel, wenn die Grundpunkte A und B auf der gleichen Seife der Tangente
t liegen. Ein solches Biischel wollen wir als Bischelfall IVq,) bezeichnen.

Die Mittelpunkiskurve m? hat genau dann konjugiert-komplexe Fernpunkte
und ist demnach eine Ellipse, wenn die Grundpunkte A und B auf verschiedenen Se-
iten der Tangente ¢ liegen. Ein solches Biischel bezeichnen wir als Bischelfall TV1yp).

Die isotrope Brennpunkiskurve k? 3. Ordnung besteht aus allen jenen Punkten
der K5-e des Biischels, deren Tangenten isotrop sind. Aus F' = ( und ‘;—j— = 0 findet

man als Gleichung von k?
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Rz (p1p22” = y*) + Sy [2p1022° — (1 + p2) 2] + T (pr9p22® —y°) = 0. (3.4)

Die Fernpunkte dieser Kurve sind der absolute Punkt F(0 : 0 : 1) und die
beiden Fernpunkte von m?, welche gleichzeitig die Mittel und Brennpunkte der
beiden Parabeln des Biischels sind. Im Fall a) sind diese Punkte und die Parabeln
reell, im Fall b) sind diese Punkte und diese beiden Parabeln konjugieri-komplez.

Der Doppelgrundpunkt C = U(0, 0) ist ein singuldrer Punkt der Kurve k?,
ok Ok, ) ’ 3k
da B_z(c) = -—5-(0') = 0 gilt. Berechnet man weiters 3?2—(0) = 2T o102,

8%k} 8k;
'5;2—(0) = —2T, W(C) = 0 und D = —dp1pa(p1 — 2)? # 0, so folgt, daB

D < 0 genau fiir sgn ¢1 = sgn ¢ gilt.

Die Kurve k3 hat dann im Punkt C = U(0,0) einen Knoten mit den beiden
reellen Tangenten y = +./p1p22.

Es gilt D > 0 genau fiir sgn ; # sgn ;.

Die Kurve k7 hat dann im Punkt C' = U(0,0) einen isolierten Punkt. Ein
KS-Biischel bei dem die Brennpunktskurve ic? einen isolierten Punkt besitzt, wird
i.f. mit * bezeichnet. Damit erhalten wir den

SATZ 3. Die Brennpunkiskurve k3 des Unteriyp IV, hat im Doppelpunkt C
genau dann einen Knoien, wenn sgny, = sgny gilt. Dabei isi 1 = $(CA,t)
und @9 = Y(CB,t). Die reellen Tangenten von k? im Punkt C liegen symmeirisch
zur Bischellangente t im Punki C. Die Kurve k? hat im Grundpunki C' genau fur
SgN (] # sgn ¢y einen isolierten Punki.

SATZ 4. Ein allgemeines KS-Buschel des Untertyp I'Vy liefert folgende vier
Buschelfalle:

IVi.) sgna; =sgnd; und sgnyp; =sgnepa (Abb. 3)
IViae sgnag =sgnbs und sgnip; #sgneg (Abd. 4)

Abb. 3. Abb. 4,
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Abb. 5. . Abb. 6.

A IVie) sgnaz #sgnb; und sgne; =sgny; (Abb. §)

/’ - IVip» sgnaz #sgnbs und sgney; #sgnpy (Abb. 6)
P Al numerisches Beispiel sei IV,. dargesteﬂﬁ, ‘wobei die Grundpunkte A(4, 1),
B(-1,2), C(0,0) gewihlt wurden und die isotropen Winkel erhalten die Werte
1 = 0,25 p2 = —2. Die Normalform dieses KS Biischels lautet

F=42 4 T2y 2:2 4 v(—zy - 5y° + 9y) = 0.
Die Mitielpunkiskurve
m® ... 427 ~ 62y + 40zy - 36z + 63y = 0

hat die Fernpunkte (%) s = ﬁzg-@

Die isotrope Brennpunkiskurve
k_? o022 4 202%y — 312 — 1822 — 3647 = 0

hat im Punkt C(0,0) einen isolierten Punkt, da D(C) = 40,5 > 0 ist. Die
Biischelparabel p; bzw. py wird fiir »; = 27 — 18v/2 = 1,544155877 bzw. vy =
= 27 + 18v/2 = 52,455844123 und die speziclle Hyperbel fiir » = 0,8 erhalten. Da-
durch ist es moglich die v-Werte fiir die Ellipsen und Hyperbeln 1. bzw. 2. Art zu
bestimmen. Die Hyperbeln 1. Art haben bekanntlich reelle isotrope Brennpunkte,
die Hyperbeln 2. Art besitzen keine reellen Brennpunkte. Man findet

Ellipsen fur 1,544... <v < 5245...
Hyperbeln 1. Art fiir —oco < v < 0,8 bzw. 52,45... < ¥ < 400 und
Hyperbeln 2. Art fir 0,8 <v < 1,544...

Die Geradenpaare (g1,92), (g,t) treten als singulire Hyperbeln 1. Art auf.
Das Geradenpaar (g1, g2) hat seinen Brennpunkt im isolierten Punkt C von k?, das
Geradenpaar (g,t) im Schnittpunkt K dieser Geraden, wobei die Punkte C und K
die Hauptpunkte dieses X'$ Biischels sind.

und ist daher eine Hyperbel.
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- Die Buschelfille IV, und IV,

‘Wir untersuchen, wann genau eine der beiden reellen Parabeln der Biischelfalle
IVi,) bzw. IVy,. in das parallele Geradenpaare (g,1) ausartet.

Da die Gerade t durch eine isotrope Bewegung in die z-Achse des Koor-
dinatensystems gelegt werden kann, mogen die Punkte A-und. B die Koordinaten
A(ay,az), B(by,bs) besitzen. Durch eine Schiebung kann der Doppelgrundpunkt C
in den Ursprung U(0, 0) des Koordinatensystems gelegt werden. Die Neigungswin-

kel der Geraden g; und g» sind dann ¢; = 3—2, Py = -33 mit a; = dy, b; = d3 bzw.
1 2

= p1d) = pad.
Damit haben wir den

SATZ 5. Eine reelle Parabel des Buschelfalls IViy) bzw. IViae entartet in
das parallele Geradenpaare (g,t) genau dann, wenn sich die Winkel $(CA,t) und
J(CB, t) so verhalten, wie die isotropen Abstinde der Punkie B und A vom Punki
C. 1 T g .. 23 7

Ein solches Biischel werde mit dem Index ¢ bezeichnet.
Als Normalform eines KS Biischelfalls IV, erhalt man

F=y'—(p+e)av+epma’ +v (7 —pd) =0. (35)
Die Mittelpunkiskurve m? zerfallt hier in die Gerade my '
 (p1+e2)y— 2122 =0 (3.6)

als Menge der Mittelpunkte aller reguliren KS$-e samt dem Geradenpaar (g1, 92),
und in die Gerade mg , _
%y — @1dy =0, (3.7)

welche die Mittellinie des Geradenpaares (g,t) darstellt
Als Brennpunkiskurve k} gewinut man o

erdiy? — (o1 +ip2) 2y® + 2019227y — plpaz® = 0. (3.8)
Im singularen Punkt C(0,0)} der Kurve k? hat die Gréfie D den Wert
D = —(p12) - 491. .

~ Es gilt D < 0 genau dann, wenn sgn @1 = sgn Py ist; dle Kurve k3 hat dann
in C einen Knoten. Dieser Biischelfall wird mlt IVye bezelchnet :
Es gilt D > 0 genau dann, wenn sgn ;é SEN 2 ist; die Kurve k3 hat da.nn
in C einen isolierten Punkt und wir wollen diesen Biischelfall mit 1Vic- bezelchnen
Damit haben wir

SATZ 6. Es sei (C,t) ein nichlisotropes Linienelement und die Gerade g 1=
:= AB cine zu t parallele Gerade. Dann zerfillt die Mittelpunkiskurve m? in die
Verbindungsgerade my des Punkies C mit dem Mittelpunkt der Strecke AB und
in die Mittellinie my des Geradenpaares (g,t). Alle KS-¢ durch A und B die die
Gerade { im Punkt C berihren und deren Mitlelpunkte linges der Geraden my
liegen, bilden ein KS-Bischel des Falls IV baw. IVie.
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SATZ 7. Die Brennpunkiskurve eines KS-Buschels des Falls IVy. bzw. IVje
der isoiropen Ebene ist eine rationale Kurve 3. Ordnung, die im Punkt C einen
Knoten bzw. einen tsolierten Punki hei, je nachdem die Vorzeichen der Winkel
Y(CA,t), 4(CB,t) uniereinander gleich (Fall IVi.) oder enigegengesetzt (Fall
Vi) sind.

| .

'\ 7%

11 - e
et A el
RIS v/ Al b E -

i =
e o = 1

Abb. 7.

Die Abb. 8 stellt ein K$Biischel des Falls [V dar.
Es ist durch die Punkte A(1,1), B(-5, 1), €(0,0) und die Tangentet ...y =0
bestimmt. Seine Normalform lautet :

F=5y—4zy—2"+v-yly—1)=0 und man findet
.‘25+m= 0, my...2y—1=0, |
' k} ... 5% — dzy? — 227y + & =0.
Die Brennpunktskurve k3 besitzt hier die Fernpunkte F(0:0:1), K(0:1:0)
und P(0 : ~2: 1). Nebst dem absoluten Punkt stellt sich somit der Fernbrennpunkt
P der Parabel p; ... 4y* + 4zy + 22 — 9y = 0 ein, die man fiir » = —9 erhilt. Der

Fernpunkt XK des parallelen Geradenpaares {g ...y = 1, { ...y = 0} gehort zu
v = co. Die spezielle Hyperbel erhalt man fiir v = —5.

Die Buschelart IV,

Die Biischelfalle IV 1, und IV) 15

Berithrt eine der beiden Parabeln des Falls IV),) bzw. 1V .- die absolute
Gerade f genau im Punkt F, dann ist diese Parabel ein isotroper, parabolischer
Kreis und wir haben einen Unterfall IV, 14 bzw. IV 14+ dieses Biischels erhalten.
Um die Gleichung dieses isotropen Kreises bzw. die Normalform dieses Unterfalls
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zu bestimmen, suchen wir ausgehend von (3.2}, jenen Biischelkegelschnitt &, der F'

enthalt. Man findet die Bedingung ¥2(1 + »S) = 0 und somit v = ——é,-, womit sich
fir £ die Gleichung

1
prpaz’ — (o1 + pa) zy — gy(Rx +T)=0 (3.9)

einstellt. Damit (3.9) ein parabolischer Kreis wird, mufl ¥ im Punkt F die absolute

Gerade berithren. Dies liefert die Bedingung ¢ +¢z+§ =0,bzw. ) 13 =dy : dy
und damit die Gleichung des isotropen parabolischen Kreises p; zu

S
y= T%‘Pzﬂ?z- (3.10)

Als Normalform eines KS-Biischels des Falls IV, 1, erhalt man

R
FEy2+§:¢:y+ o222+ vy(Re + Sy +T) = 0. (3.11)

Die Mittelpunkiskurve m?

TR
2Rp1p222 + 4Sp 1 pazy + 2T01p22 + <= 0 (3.12)
hat ihre Fernpunkte in den Punkten M; = F(0:0:1) und M3(0: 25 : —R}. Somit
ist m? eine spezielle Hyperbel.

SATZ 8. Ein KS-Bischel IVy,) enthdlt genau dann einen isolropen parabo-
lischen Kreis, wenn sich die Winkel I(CA,t) und X(CB,t) so verhalten, wie die
isotropen Abstinde der Punkie A und B vom Punkt C. In diesem Fall ist die Mil-
telpunkiskurve eine spezielle Hyperbel.

Die Gleichung der isotropen Brennpunkiskurve Ic? lautet
(Rz® + 282y + T2?) o192 — Ty* = 0. (3.13)

Die Fernpunkte dieser Kurve sind der absolute Punkt F(0 : 0 : 1), in dem
kf;’ die absolute Gerade f beriihrt und der Punkt M(0Q : 25 : —R), der gleichzeitig
Fernpunkt der Kurve m? ist.

Die Grofle D im singuliren Punkt C = U(0,0) der Kurve k? hat die form
D(C) = (—p1¢2) - 4T2. Demnach gilt D < 0 genau dan, wenn sgn @1 = sgn 3 ist;
die Kurve k? hat dann im Punkt C einen Knoten. Ein solches Biischel wird mit
IV},1a bezeichnet.

Es gilt D > 0 genau dann, wenn sgn 1 # sgn ¢z ist; die Kurve lc? hat dann
im Punkt C ¢inen isolierten Punkt. Ein solches Biischel werden wir mit IVy ja+
bezeichnen.
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. SATZ 9. Die isolrope Brennpunkiskurve k? eines Buschels der Art IV 1. st
eine rationale Kurve dritter Ordnung, die im Punkt C einen Knoten bzw. einen iso-
lierten Punkt hat, je nachdem die Vorzeichen der Winkel J(CA,t), 4(CB,t) unte-
reinander gleich (Fall IV1,15) oder enigegengeseitzt (Fall IV} 1a+ ) sind. Sie beruhrt
die absolute Gerade f im absoluten Punkt F und besitzt die nichtisotrope Asymptote
der Mittelpunktshyperbel m? als eigene Asymptote.

Die Gleichung dieser gemeinsamen Asymptote lautet

R RT —4S°Tp10,

y= —'2—311 + Y P (3.14)

Aus der Bedingung ¢1 + @2 = _R und der Gleichung ¢1 ) = T erhilt

man durch Elimination ¢; = 0,5 (T— g), w2 = —0,8 (T+ -?—) Somit wird
2
p1p2 = 0,25 (% — T?) und die Normalform (3.11_) 1afit sich in Abhangigkeit der

3 Gréflen R, S und T beschreiben. Da diese geometrische Grofen sind, folgt somit

der

SATZ 10. Ein KS-Biischel der isotropen Ebene der Art IV) 1, ist bis auf iso-
- irope Bewegungen durch 3 Invarianten {p1, 2, d1} eindeutig bestimmdt.

Ein Beispiel fir den Fall IV1‘,13' stellt die Abb. 9 dar. Es wurde A(1,1),
B(-2,4), C(0,0) gewahlt. Man findet
p1=1 @2=-2, pr:da=¢p1:d1=1,
FEy2+xy—-2:z:2+u(y2+r’y~—2y) =0,
m? . 2@+ 2y -2z +y=0,
E} ... (z+2y—-2)2’—y* =0, D(C)=72>0,

den parabolischen Kreis p; ...y = 22 fiir v = —1 und die Parabel p; ... y? +2zy+
+ 22 — 4,5y = 0 fiir v = —9. ' ‘

Der Biischelfall IV ;.

Beriihrt die regulare Parabel des Biischels IV, die absolute Gerade im abso-
luten Punkt F', dann ist diese Parabel ein parabolischer Kreis. Ein KS Biischel des
‘Falls IVy. enthilt den absoluten Punkt F(0: 0 : 1) fiir genau v = —1. Damit dieser
KS noch einen weiteren Schnittpunkt mit f in F besitzt, muf§ gelten @1 + ¢2 =0

ind die Gleichung des parabolischen Biischelkreises lautet dann
gt

Yo WS : - 2t—diy=0. - (3.15)

129




Als Normalform dieses Biischels, das wir mit IV 1. bezeichnet wollen, gewinnt
man

F=y’ -2z —v (y2 - <p1d1y) =0. (3.16)

Wegen az = by (vgl. IVyc) und ¢; = —¢; erkennt man, daf alle KS-e des
Falls TV} 1. zur Geraden z = 0 symmetrisch liegen.

-
-
"

—-t

———

-

Abb. 9. Abb. 10.

Die Mittelpunkiskurve m? dieses Biischels zerfallt in zwei Geraden m und m;.
Die Mittelpunkte aller KS-¢ liegen auf der Geraden

m...2=0, (3.17)
wahrend die Gerade

my ... Y= 0,5(,01(11 (318)

die Mittelpunkte der Strecken AC, BC und den Fernpunkt K enthalt. Somit gehort
die Gerade m; als Mittellinie des Geradenpaares (g,t) der Kurve m? an.

SATZ 11. Ein KS-Bischel des Falls IVy. enthdlt genau dann einen isotropen
parabolischen Kreis, wenn es zu einer isotropen Geraden m symmetrisch ist; m
enthdlt die Mittelpunkte aller KS-e.

Fiur die Breanpunkiskurve k? gewinnt man die Gleichung
¢1(2y — p1d1) 22 — d1y® = 0. : (3.19)

Der Punkt C = U(0,0) ist stets ein isolierter Punkt, da D = 4¢2d} > 0 gilt.
Diesen Fall kann man daher mit IV ;- bezeichnen. Damit erhilt man unmittelbar:

SATZ 12. Die isotrope Brennpunktskurve k‘} eines KS-Biischels des Falls
IVy i ist eine rationale Kurve 3. Ordnung. Sie liegt symmetrisch beziglich der '
Mittelpunkisgeraden m, enthalt die Punkte A und B, berihrt die absolute Gerade f -
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sm absoluten Punkt F und besilzt eine nicht isotrope Asymptote, die mit der Sym-
melriegeraden my des Geradenpaares (g,t) ubereinstimmt. Der Punkt C ist stets
ein isolierter Punkt von k}’.

SATZ 13. Ein KS-Bischel des Falls IVy 1. ist bis auf isotrope Bewegungen
durch zwei Invarianien {p1,p3} eindeutig bestimmt. Dieses zur Geraden m sym-
metrisch gelegene Biischel enthdlt Ellipsen. Hyperbeln von durchwegs 2. Art und
einen isotropen parabolischen Kreis, wihrend die zweile Parabel in das parallele
Geradenpaar (g,t) degeneriert ist.

4. DER BUSCHELUNTERTYP IV,

Genau eine der Verbindungsgeraden der eigentlichen Biischelgrundpunkte ist
in diesem Untertyp IV, eine 1sotrope Gerade.

Die Biischelart IV;
Die Biischelfdlle IV, 15, TVq 1

Die Gerade g := AB sei isotrop. Durch eine isotrope Bewegung kann man
erreichen, daB der doppel zu zahlende Grundpunkt C in den Ursprung U(0,0)
und die gemeinsame Tangente ¢ in die z-Achse des Koordinatensystems fallt. Die
parallelen Punkte A und B erhalten dann die Koordinaten A(a1, az), B(az, b2), so
daB die Winkel @1 = as : a1, p2 = by : a1 in der Beziehung ¢; : @3 = as : by stehen.

SATZ 14. In der Bischelart 1V, wverhalten sich die Winkel Y(CA, 1),
J(CB,t) wie die Abstinde der Punkte A und B von der Tangente t.

Die Gleichungen der Verbindungsgeraden der Biischelgrundpunkte sowie die
Normalform dieses Biischels sind im Vergleich mit dem Biischeluntertyp IV, hier
wesentlich einfacher:

g1 ...Yy—p1x=0, g2...y—@ex=0, t...y=0,
g...2—dy=0; a=d,
F =y —(p1+ p2) sy + pr923” + vy(z — di) = 0. (4.1)
Die Mittelpunktskurve m? hat die Form
2y% — 2p1p2(x — d1)z — (1 + 2) d1y = 0. (4.2)

Um die Fernpunkte dieser Kurve zu bestimmen, schneidet man sie mit der
Ferngeraden f(zo = 0) und erhalt
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v —p1p2z? =0 baw. (g)l \ = /P12

x

Gilt sgn ¢; = sgn ¢, dann sind die Fernpunkte von m? reell und die Mittel-
punktskurve m? ist eine Hyperbel. Ein solches Biischel wird mit 1V3,1. bezeichnet.

Gilt sgn ¢, # sgn g, dann sind die Fernpunkte von m? konjugiert-komplex
und m? ist eine Ellipse. Ein solches Biischel wird mit IV3 13, bezeichnet.

Die isotrope Brennpunkiskurve Ic? zerfallt in die drei Geraden

r—d;=0; yz /o122 =0. (4.3)

Die Gerade z = d; enthilt die Brennpunkte des Geradenpaares (g,t), das als
singulare, spezielle Hyperbel aufgefafit werden kann.

Im Fall IV 14 stellt der Rest von k;’ zwei reelle, sich im Punkt C schneidende
Geraden dar.

Im Fall IV3 1, besteht der Rest vom k}‘ aus zwei konjugiert-komplexen sich
im reellen Punkt C schneidenden Geraden. Man erkennt den

SATZ 15. Ein KS-Buschel der Art IV, ; ist bis auf isotrope Bewegungen durch
drei Invarianten {p1,92,d1} eindeutig bestimmdt.

Das Ellipsen-Hyperbel-Biischell der Art IV enthalt ebenfalls zwei reelle
Parabeln. Diese werden durch v = ¢ + 3 F 2./pp1 3 als

P12 = ¥ F 2V/pro2ay + o102z’ — [(p1 + 92) T 2V/P192) diy = 0 (4.4)

bestimmt. Das Geradenpaar (g,t) als eine spezielle singulare Hyperbel trennt die
Hyperbeln von 1. und 2. Art. ¢; = g liefert eine Ausartung des Bischels.

SATZ 16. Der Biischelfall IV3 14 als ein Unterfall von 1V 1 ist durch sgn o1 =
= sgn @2, p1 # P2 gekennenzeichnet. Ein solches Bischel, dessen Grundpunkte A
und B parallel sind, enthdll Ellipsen sowie Hyperbeln 1. und 2. Art, die das Gera-
denpaare (g,t) als eine spezielle singulire Hyeperbel trennt, und zwei reelle Para-
beln. Seine Mittelpunktskurve m? ist eine Hyperbel, wahrend die Brennpunktskurve
k? 9. Ordnung in die Gerade g := AB und in zwei zu den Asymploten von m?
parallele und sich in C schneidende Geraden zerfalll.

SATZ 17. Der Bischelfall IV, 1y, ist als ein Unterfall von 1V 1 durch sgn ¢; =+
# sgn @y gekennenzeichnel. Da die gemeinsame Tangente t durch den eigentlichen
Punkt C keine isotrope Gerade ist und die Grundpunkie A und B parallel sind,
besteht dieses KS-Biischel nur aus Hyperbeln 2. Art. Die Mittelpunkiskurve m?
ist eine Ellipse, wihrend die Brennpunkiskurve k3 in die reelle isotrope Gerade
g := AB und die zwei sich im reellen Punkt C schneidende konjugiert-kompleze
Geraden zerfallt. Im Fall IV, 1, hat die Kurve k? 1m Punkt C sleils einen isolierten
Punkt. Dieses Bischel wird daher mit 1V 11+ bezeichnet.

Wahlt man ¢; = —¢3, soist die Tangente ¢ eine Symmetrieachse des Biischels.
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R Die Biischelart IV,
Die Biuschelfalle IV33q4, IV 2p

Die gemeinsame Tangente ¢ sei isotrop. Durch eine isotrope Bewegung ist es
moglich den eigentlichen Punkt C in den Ursprung U (0,0) des Koordinatensystems
zu legen. Durch eine weitere isotrope Bewegung, die (C,) als ganzes festlaBt, ist
noch zu erreichen, dafl A die Koordinaten A(ay,0) erhilt. B besitzt dann die
Koordinaten B(b;, b;). Setzt man 2 = by : b1, dann werden die Geraden g, g2, 4,
t durch die Gleichungen ¢, ...y = 0,92...y—pax=0,9... Re+Sy+T =0
und ¢ ...z = 0 mit den Abkiirzungen R = @5 1 a3, S:=1:84, — 1 tay, T = —ps
beschreiben.

In ublicher Weise gewinnt man als Normalform dieses KS-Biischels
F=y(y—pz)+vae(Re+Sy+T)=0 (4.5)
und als Mittelpunktskurve m?
Rpyz? — 2Rzy — Sy? + 0,5T ¢z — Ty = 0. (4.6)

Ihre Fernpunkte sind durch

®),,-
z/1,2 S

gegeben. m? wird eine Hyperbel genau fiir sgnay = sgn b;; dieser Biischelfall wer-
de mit IV3 2, bezeichnet. m? wird eine Ellipse genau fiir sgna; # sgnby; dieser
Biischelfall werde mit IV3 21 bezeichnet. ;

Die Brennpunkiskurve k?

z (Rpz2® — Sy? — 2Rzy + Tpaz — 2Ty) = 0 (4.7)
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zerfallt in die gemeinsame Tangente t(x = 0) und un einem Kegelschnitt. Dieser
Kegelschnitt ist fiir den Fall IV; 3, eine Hyperbel und fir den Fall IV 9, eine
Ellipse.

SATZ 18. Ein KS-Bischel der isotropen Ebene der Bischelkart IV3 3 ist bis auf
isotrope Bewegung durch 3 Invarianten {a1,b1, b2} eindeutig bestimmi. Ein solches
Buschel gehort dem Fall a bzw. dem Fallb an, je nachdem die Grundpunkte A und

B auf der gleichen Seite der gemeinsamen Tangente t liegen oder die Tangente t
diese Punkte A und B trennt.

SATZ 19. Ein KS-Bischel des Falls IVy 3. enthalt Ellipsen, zwei Parabeln
und nur Hyperbeln 1. Art, da (C,t) ein Linienelement aller Buschelkegelschnitie
ist. Die Mittelpunktskurve ist eine Hyperbel, wihrend die Brennpunkiskurve in die
Gerade t und in eine Hyperbel zerfallt. Die Fernpunkie dieser beiden Hyperbeln sind
identisch und stimmen mit den Fernpunkten der Parabeln des Buschels uberein.

SATZ 20. Ein KS-Biischel des Falls IV3 o ist ein Hyperbelbuschel, das aus
lauter Hyperbeln 1. Art besteht. Die Mittelpunktskurve m?2 ist eine Ellipse. Die
Brennpunktskurve k zerfdllt in die Gerade t(z = 0), die die Brennpunkte der

speziellen szngularen Hyperbel t - g = 0 trdgt, und in eine mit m? homotetische
Ellipse, die von den anderen Brennpunkien der Hyperbeln erzeugt wird.

Vgl. [3] S. 398, 26.

Die Biischelart IVj 3
Die Bischelfalle IV 3., IV 3p

Genau eine der Verbindungsgeraden des Doppelpunktes C' mit einem einfa-
chen Grundpunkt ist in dieser Biischelart isotrop. Diese Gerade sei g1. Durch eine
isotrope Bewegung kann der Punkt C in den Ursprung U(0,0) und die Tangente
t in die z-Achse des Koordinatensystems gelegt werden. Da die Gerade g; := AC
isotrop ist, besizten die Punkte A und B die Koordinaten A(0,az), B(b1, b2) mit
by #0.

In iiblicher Weise erhalt man die Normalform eines Blschels der Art IV 3 zu

F=z(y—pz)+ry (y—ag_— wzx—-(lj—:x) =0 (4.8)

mit g = by : by.
Die Mittelpunktskurve m? hat die Form

26192 — 4bszy + 2(ba — az)paz? — agbiy + 2a3b2z = 0. (4.9)

b2 el \/(12

Ihre Fernpunkte sind durch ( ) gegeben.

12
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Gilt sgnaz = sgnbdy, so ist die Kurve m? eine Hyperbel und es liegt der
Biischelfall IV3 3, vor.

Fiir sgna; # sgnb, ist die Kurve m? eine Ellipse; dieser Biischelfall werde
mit IV3 3, bezeichnet.

Die isotrope Brennpunkiskurve k3

z [bg(bz - ag)xz — 2by by + b‘lqy + blbgazz] =0 (4.10)

hat ihre Fernpunnkte im absoluten Punkt F und in den Fempunkte_ der Kurve

m?,

SATZ 21. Ein KS-Biischel der Art IV, 3 ist bis auf isotrope Bewegungen du-
rch drei Invarianten {az,b1,b2} eindeutig bestimmi. Ein solches Bischel gehort
zum Fall ) bzw. b), je nachdem die Grundpunkte A und B auf der gleichen bzw.
verschiedenen Seiten der Tangente t liegen.

SATZ 22. Ein KS-Buschel des Falls IV, 3, enthdll aufer Ellipsen und zwei
Parabeln noch Hyperbeln von 1. und 2. Art, die durch die spezielle singulire Hyper-
bel 91 - 92 = 0 getrennt werden. Die Mittelpunkte dieser KS-¢ bilden eine Hyperbel
m?, deren eine Zweig von den Ellipsenmittelpunkten und deren andere Zweig von
den Hyperbelmittelpunkten bzw. den Fernpunkten der Bischelparabeln erzeugt wird.
Der Schnittpunkt C' der Geraden g, und g5 trennt die Mittelpunkte der Hyperbeln
1. und 2. Art. Die isotrope Brennpunktskurve k3 zerfllt in eine mit m? homoteti-
sche Hyperbel und in die isotrope Gerade g,, die die Brennpunkte von g; - g3 = 0
tragl.
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Abb. 13. Abb. 14.

SATZ 23. Ein KS-Bischel des Falls IV, 31, ist ein Hyperbel- Bischel aus Hy-
perbeln 1. und 2. Art, die durch dic spezielle singulire Hyperbel gy - g2 = 0 getrennt
wetﬂen Die Mittelpunkiskurve m? ist eine Ellipse, die Brennpunkiskurve k3 zerfallt
in cine mit m? homothetische Elhpsc und in d:e :sotrope Gerade g als Brennpunlct—
_ sW8kge von g1 - g2 = 0.
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Der Biischelfall IV 3.

Damit eine der beiden Parabeln des Falls IV 3, in zwei parallele Geraden g
und £ ausartet, miissen die Punkte A und B die Koordinaten A(0,bs) und B(b1, b2)
besitzen. Als Normalform dieses Biischels, das mit IV, 3¢ bezeichnet wird, erhilt

-man

y? — bay + (bizy — baz?) = 0. (4.11)
Die Mittelpunkiskurve m? zerfallt in zwei Geraden
(by — 2y)(b1y — 2byx) =0, (4.12)

wobei die Gerade b1y — 2bsz = 0 die Menge det Mittelpunkte aller KS-e, einsch-
lieBlich der Geradenpaare (g1,92), (¢,t) tragt, und die Gerade 2y — b, = 0 die
Mittellinie des Geradenpaares (g,t) darstellt. '

Als Brennpunkiskurve k% gewinnt man

z (b1y® — 2byzy + b3z) =0, ‘ (4.13)

die in die Gerade ¢y ... z = 0 und in eine Hyperbel b;y% — 2byzy+ bz = 0 mit den
Fernpunkten K(0 : 1:0), Hn(0 : by : 2b3) und dem Mittelpunkt M} (0,51; 0,5b2)
zerfallt.

SATZ 24. Liegt die Gerade g := AB der Bischelart 1V, 3 parallel zir Geraden
t, dann liegt der Buschelfall IV 3¢ vor, der bis auf isotrope Bewegungen durch zwe:
Invarianten {b1, b2} eindeutig bestimmt ist.

Die weiteren Biischeluntertypen IV3 — V5 werden im Teil II der Abhandlung
betrachtet werden.
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Realna izotropna ravnina I je realna afina ravnina Az metrizirana apsolut-
nom figurom {f, F}, pri ¢emu je f beskonaéno daleki pravac ravnine Az C P2, a F'
toéka tog pravca.

U ravnini I, istrazuju se pramenovi konika tipa IV. Konike tog pramena
odredene su jednom dvostrukom realnom i s dvije jednostruke realne temeljne tocke.
U svakom je pramenu odredena i krivulja m?, koju &ine sredista konika, kao i
krivulja k% izotropnih Zarista tih konika.

Pramenovi konika tipa IV mogu se razvrstati u 15 podtipova, a ovi nadalje u
sveukupno 41 vrstu odnosno slu¢aj. U prvom su dijelu obradena dva podtipa, dok
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