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Herrn o. Univ. — Prof. Dr. H. Sachs zum 50. Geburtstag gewidmet

Unter einer isotropen Ebene I, versteht man eine reelle affine Ebene
A,, welche iiber eine Absolutfigur {f,F} metrisiert wird, wobei f die
Ferngerade von A, und F einen mit f inzidenten Punkt bezeichnet. Die
Geometrie dieser Ebene ist erstmals in [8] systematisch betrachtet wor-
den und in der Monographie [4] des Jubilars ausfiihrlich dargestellt. Man
gelangt u. a. zu dieser ebenen isotropen Geometrie, wenn man in der
Absolutfigur {f,J,,J,} der euklidischen Ebene die beiden konjugiert-
komplexen isotropen Kreispunkte J,,J, in einem reellen Punkt F
zusammenfallen 1iBt (vgl. [8,297 £.]).

Die Kegelschnitte der isotropen Ebene wurden unabhingig vonei-
nander von K. Strubecker in [8,386f] und N. K. Makarowa in [3]
betrachtet; man vergleiche auch [4, 631.]. Ein Kegelschnitt k < I, der den
Punkt F als einfachen Punkt enthilt, heiBt spezielle Hyperbel. Diese
Kurve 2. Ordnung spielt u. a. eine wichtige Rolle bei der Untersuchung
von Kegelschnittbiischeln in I, (vgl. [51-{7]). Diese Untersuchungen
zeigen, daB eine spezielle Hyperbel d.h. eine Hyperbel mit einer iso-
tropen Asymptote, das isotrope Analogon zur gleichseitigen Hyperbel
der euklidischen Ebene ist. Man kann sich dies auch durch die folgende
Uberlegung plausibel machen, die natiirlich kein strenger Beweis ist: Da die
Asymptoten a,, a, einer gleichseitigen Hyperbel der euklidischen Ebene
aufeinander normal stehen, liegen ihre Fernpunkte A4, A, zu den absolu-
ten Kreispunkten J,, J, harmonisch, d.h. es gilt DV (4;, Ay Ji,J)=—1
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Bei einem Grenziibergang J,,J, — F, der diese harmonische Lage erhilt,
muB A, — F oder 4, F gelten, womit eine Asymptote der entstehenden
Hyperbel als isotrop nachgewiesen ist.

Da die Metrik der isotropen Ebene stark degeneriert ist, schlagen
auch die meisten Versuche fehl, Kennzeichnungen der gleichseitigen Hy-
perbel in die isotrope Ebene zu iibertragen wie etwa (vgl. [2,434]):

Ein Kegelschnitt k der euklidischen Ebene ist genau dann eine gleich-
seitige Hyperbel, wenn der Hohenschnittpunkt H jedes k einbeschriebenen
Dreiecks auf k liegt.

Ubertrigt man diese Kennzeichnung in die isotrope Ebene, so gilt
H = F(vgl. [4,28]), und auBer der speziellen Hyperbel kommt auch jedem
isotropen Kreis diese Eigenschaft zu (vgl. [4, 23]). Die folgende Aussage
der cuklidischen Kegelschnittgeometrie (vgl. [2, 436]) gestattet jedoch
ein isotropes Analogon: Ein Mittelpunktskegelschnitt k ist genau dann eine
gleichseitige Hyperbel, wenn sein Mittelpunkt auf dem Umkreis jedes
eigentlichen Poldreiecks von k liegt.

Zur Herleitung ecines isotropen Analogons sei k < I, ein Mittel-
punktskegelschnitt und P,el,, P ¢k cin cigentlicher Punkt mit der
Eigenschaft, daB keine der von P, an k legbaren Tangenten isotrop ist.

Bezeichnet p, die Polare von P, beziiglich k, so wollen wir vorausset-
zen, daB p, nicht isotrop ist. Jeder Punkt P,ep,\k liefert dann ein
Poldreieck beziiglich k. Wir bezeichnen die Menge derjenigen Poldreiecke
P, P, P,, die zudem eigentlich sind und keine isotrope Seite haben, als
Schar S(P,) zulissiger Poldreiecke zu P,. Dann gilt der

Satz: Besitzt ein Mittelpunktskegelschnitt k in der isotropen Ebene I,
die Eigenschaft, da die Umkreise zweier verschiedener Poldreiecke aus der
Schar S(P,) den Mittelpunkt von k enthalten, dann ist k eine spezielle
Hyperbel und diese Eigenschaft gilt fiir alle zuldssigen Poldreiecke.

Beweis:
Wir wiihlen o. B. d. A. P, als Koordinatenursprung und setzen wegen

P, ¢k den gegebenen Kegelschnitt in der Gestalt
a, x> +2a,,xy +a,y* +2a,x+2a,y+1=0 (1)
mit a, ,a,, — a2, # 0 an. Die Polare p, von P, beziiglich (1) ergibt sich als
pi-ax+ay+1=0. 2

! Als Kegelschnitt bezeichnen wir stets irreduzible Kurven 2. Ordnung, so daB
orthogonale Geradenpaare aus der Kennzeichnung herausfallen.
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Hierbei gilt a, #0, sonst wire p, eine isotrope Gerade. Durch eine
isotrope Drehung des Koordinatensystems kann noch erreicht werden,
daB in (2) a, = O gilt; hiebei wird die Bauart der Gleichung (1) von k nicht
gedndert. Die Polare p, wird somit durch

1

= ——_—= 3
y a, Co 3)

beschricben. Wihlt man als weitere Ecke des Poldreiecks den Punkt
P,ep, mit

P,(t, o), @)

wobei ¢ einen Parameter bezeichnet, so erhélt man als Polare p, von P,
beziiglich k

(ay t +ay,60)x + (a2t +a3,¢0 +a3)y =0 (%)

und damit als dritte Ecke P, des Poldreiecks

A, L+ a,,co+a,)c
P3 _( 12 22%0 2) O,CO . (6)
a;t+a;,¢

Fiir t # (a,, — a2) liegt eine zuldssige Poldreieckschar S(P,)

SPL)

vor. Wird die Abkiirzung

h=—

™)

eingefiihrt, so gilt fiir jedes Dreieck aus S(P,) th # 0, und die Ecken dieser
Poldreiecke sind gegeben durch

Py(0,0); P,lt,co)  Pilcoh,co). (8)

Berechnet man nach [4,25] den Umkreis [ des Dreiecks P,, P,, P5, 50
stellt sich nach Abspalten des Faktors (t — coh) die Gleichung

[-oyht + x> —(coh + )x =0 9)

ein. Andererseits besitzt der Mittelpunktskegelschnitt (1) wegen a, =0
den Mittelpunkt M(x,,, ¥,,) mit

M(—- - 4,44, ’ 4,44 ) (10)
a;

2
27 A4,4;; 75— 0y45,
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P M_A u(0.0)=P, (0,0)

Abb. 1

Es bleibt nun die Bedingung zu untersuchen, dic¢ man durch Einsetzen
von (10) in (9) erhilt. Nach lingerer Rechnung verbleibt eine in ¢ lineare
Gleichung. Sie ist genau dann die Identitat, wenn

az,(ay,a} +a3, —a;;8;,)=0 (11)

gilt. Fiir a,, = 0 ist (1) eine spezielle Hyperbel. Verschwindet hingegen der
zweite Klammerausdruck, so ist dies gleichwertig mit y,, = ¢,. Dann aber
wire die Polare p, ein Durchmesser von k und P, ein Fernpunkt, was
nicht sein darf.
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Die Abbildung 1 zeigt den geometrischen Sachverhalt, wobei das
zugeordnete Koordinatensystem allerdings in der iiblichen Anordnung
gewihlt wurde.
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