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Viasta Séurié-Cudovan

Herrn em. o. Prof. Dr. F. Hohenberg zum 80. Geburtstag gewidmet.

Abstract. The subject matter is, using the synthetic method, to determine properties of
those pencils of conics in the isotropic plane I, < 4, < P,, whose four basic points are distinct
and real. For each of the 14 cases, the 3rd order curve £} consisting of all isotropic foci, as well
as the curve m? of the pencil’s centers of conics are also benig determined.

1. EINFUHRUNG

Eine reelle affine Ebene 4, (R), welche tiber eine Absolutfigur {f, F} — be-
stehend aus einer Geraden f < 4, und einem mit f inzidenten Punkt F — metri-
siert wird, heifit eine isotrope Ebene I, (R). Die interessante Geometrie dieser
Ebene kann in [4] bzw. [8] nachgelesen werden. Unter den vielen bemerkenswerten
Originalarbeiten zur isotropen Geometrie sei hier vor allem die interessante Ab-
handlung [3] des Jubilars erwihnt, in welcher besondere SchlieBungsscharen von
Dreiecken mit Methoden der isotropen Geometrie untersucht werden.

Die Kegelschnitte der isotropen Ebene wurden erstmals von N. M. Makarova
in [5] bzw. K. Strubecker in [10] untersucht. In der vorliegenden Arbeit sollen
die Kegelschnittbiischel in I, (R), gelegentlich aber in der komplexen Erweite-
rung der isotropen Ebene studiert werden, wobei wir uns zun#chst synthetischer
Methoden bedienen. Diese grobe Klassifikationstheorie, welche die geometrische
Betrachtungsweise in den Vordergrund stellt, soll spiter mittels analytischer Me-
thoden verfeinert werden. Die oskulierenden und hyperoskulierenden Kegelschnitt-
biischel wurden inzwischen von H. Sachs in [10] vollstindig klassifiziert und analy-
tisch beschrieben.

Wegen I, < A, < P, werden wir i. f. alle affinen bzw. projektiven Eigen-
schaften von Kegelschnittbiischeln oder auch anderen geometrischen Gebilden
beniitzen ohne darauf im Einzelfall gesondert hinzuweisen. Die projektive bzw.
affine Theorie der Kegelschnittbiischel kann in [1], [2], [6], [7], [11] nachgelesen
werden. Wir bezeichnen i. f. Kegelschnittbiischel (KS-Biischel) mit dem Symbol
k2| und betrachten nur nicht ausgeartete Biischel, d. h. Biischel die nicht nur aus
Geradenpaare bestehen.

Bin KS-Biischel [/ ist bekanntlich durch zwei KS-¢ bestimmt. Diese beiden
KS-e schneiden sich in vier Punkten A4, B, C, D in algebraischen Sinn, welche
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Grundpunkte des KS-Biischels genannt werden. Ein beliebiger Punkt der Ebene
und diese vier Grundpunkte bestimmen einen KS dieses Biischels eindeutig.
Je nach Realitét bzw. Vielfachkeit dieser Grundpunkte und nach der Lage dieser
Grundpunkte zur Absolutfigur {f, F} der isotropen Ebene, 143t sich eine Klassi-
fikation der Kegelschnittbiischel in I, vornehmen. Wir geben hier zunichst eine
Ubersicht iiber die gewonnenen Resultate. Die Herleitung fiir den Typ I erfolgt
in dieser Abhandlung, die weiteren Typen werden an anderen Stellen untersucht
werden:

Typ I ist durch vier verschiedene reelle Grundpunkte bestimmt und enthalt
mindestens 14 Biischelarten.

Typ II ist durch zwei Paare von konjugiertkomplexen Grundpunkten be-
stimmt und enthélt mindestens 6 Biischelarten.

Typ I1I ist durch ein Paar reeller und verschiedener und ein Paar konjugiert-
komplexer Grundpunkte bestimmt; er enthilt mindestens 20 Biischelarten.

Typ IV ist durch einen doppelt zihlenden reellen und zwei einfache reelle
Grundpunkte bestimmt; er enthilt mindestens 26 Biischelarten.

Typ V ist durch einen reellen doppelt zéhlenden und zwei konjugiert-kom-~
plexe Grundpunkt‘e/ bestimmt. Dieser Typ enthilt emindstens 11 Biischelarlen.

Typ VI. ATICNZWGI von vier Grundpunkte sind zusammengefallen und als solche
reell oder auch konjugiert-komplex. Dieser Typ enthilt mindestens 21 Biischel-
arten.

Typ VII! Je drei von vier Grundpunkte fallen zusammen; es liegt ein Oskula-
tionsbiischel yor [9].

Typ . Alle vier Grundpunkte sind zusammengefallen; es liegt ein Hyper-
oskulationsbiischel vor [9].

Bei allen diesen Biischeltypen konnen noch weitere Unterfille aufireten.

Durch vier reelle verschiedene Grundpunkte 4, B, C, D sind in allgemeinen
aufler den irreduzieblen KS-en auch drei singulire in drei Geradenpaare AB,
CD; AC, BD; AD, BC ausgeartete KS-e des Biischels [k2/ bestimmt. Die drei
Schnittpunkte K = AB n CD; L = AD n BC; M = AC n BD werden Haupt-
punkte des Biischels [k2/ genannt. Die Punkte K, L, M koénnen auch als Eckpunkte
des gemeinsamen, dem Polarfeld (%) jedes KS-es &2 dieses Biischels zugeordneten
Polardreiecks aufgefafit werden. Die einen Grundpunkt z. B. A enthaltenden
Tangenten dieser KS-e bilden ein Strahlbiischel (4), wobei diese Tangenten und
die KS-e des Biischels zueinander bijektiv sind.

Weiters ist bekannt, dafl die von einem beliebigen Punkt 7" an einen Kegel-
schnitt 22 < [k?/| legbaren Tangenten, die Berithrpunkte in den Schnittpunkten
dieser Kurve 2 mit jener Polaren haben, die diesem Punkt T beziiglich (k2?) zu-
geordnet ist. Eine beliebige Gerade beriihrt zwei KS-e eines Biischels /k2/. Die
Beriihrpunkte der von dem Punkt T an die KS-e des Biischeld, /k?| gelegten Tan-
genten bilden eine Kurve &3 3. Ordnung [6], [7], [11]. Die Punkte dieser Kurve
sind auch die Schnittpunkte der KS-¢ 22 < [k3/ mit den Geraden eines Biischels
(P). Jede Gerade dieses Biischels ist dem Punkt T, beziiglich eines (k2) < (k2)
zugeordnete Polare und die Punkte T und P sind beziiglich (k2) konjugiert.

Die Kurve k* enthilt, bekanntlich, alle vier Grundpunkte 4, B, C, D, die
Punkte T und P und auch die drei Hauptpunkte K, L, M. Durch diese neun Punkte
ist die Kurve %3 vollstindig bestimmt,
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Fallt der beliebige Punkt T mit dem absoluten Punkt F der isotropen Ebene
I, zusammen, dann werden die erwihnten Beriihrpunkte der Kurve k3 zu den
isotropen Brennpunkten der KS-e des Biischels [k?/. Daraus folgt der

SATZ 1. Die isotropen Bremnpunkte der Kegelschnitte eines Biischels [RZ| der
isotropen Ebene I, bilden eine (eventuell reduzible) Kurve k3 3. Ordnung. Diese Brenn-
punkiskurve enthdlt die vier Biischelgrundpunkte, die drei Biischelhauptpunkte, den
absoluten Punkt F und jenen, dem Punkt F, beziiglich des Biischels (k2) konjugiert-
zugeordneten Punkt P.

Es sei erwihnt, da die Brennpunktskurve eines Biischels [kZ/ der euklidi-
schen Ebene E, i. a. eine Kurve 6. Ordnung ist. {2, S. 473}, [11, S. 251].

Die Kurve k3 hingt, a von dem absoluten Punkt F, auch von den Bischel-
grund- und Hauptpunkten abl Deswegen wird es zweckmissig sein, fiir jeden Typ
und jede Art des Biischels /k2/ die zugehérige Brennpunktskurve k3 zu betrachten.

Zunichst mochten wir einige Behauptungen des Satzes 1 Klarer machen.

Die Kurve k3 enthilt die Biischelsgrundpunkre als einfache Punkte. Die z.
B. den Grundpunkt 4 enthaltenden Tangenten der KS-e des Biischels k[ bilden
ein Strahlbiischel (4). Genau eine Tangente dieses Biischels enthélt den absolu-
ten Punkt F und bestimmt damit jenen KS, den diese istorpe Tangente im Punkt
A beriihrt.

Auch die Biischelhauptpunkte sind auf der Kurve 3 einfache Punkte. Wie
bekannt, ist ein solcher Punkt der Schnittpunkt eines Geradenpaares, in welches
ein Biischelkegelschnitt entartet und daher enthélt er zwei unendlich benachbarte
Punktte dieses KS-es.

Die Fille, in denen die Grund- und Hauptpunkte Mehrfachpunkte sind, sol-
len in dieser Arbeit nicht betrachtet werden.

Die drei Fernpunkte der Kurve &} sind ebenfalls von Interesse. Besonders
ist dies der Fall mit dem reellen Punkt F, der sicher auf der Kurve k3 liegt. Je
nach der Art des Biischels 22/ ist F der Brennpunkt einer speziellen Heprbel, eines
parabolischen Kreises, eines Geradenpaares, das einen reduziblen isotropen Kreis
darstellt oder der gemeinsame Brennpunkt eines speziellen Hyperbelbiischels.

Auf Grund des bekannten Satzes von Desargues und Sturm folgt, dafl alle
KS-¢ eines Biischels die Ferngerade f in solchen, eine Involution bildenden Punkte-
paaren schneiden, deren Fixpunkte die Beriihrungspunkte derjenigen zwei Biischel-
kurven sind, welche die Gerade f als Tangente besitzen. (Vgl. [11, S. 248]) Solche
Kurven sind in 4, Parabeln und die zwei Berithrungspunkte sind in I, ihre Brenn-
punkte.

Ist eine solche Involution Ayperbolisch, dann sind die Fix-Brennpunkte reell
und das Biischel enthilt zwei reelle Parabeln. Z. B. alle Fille a) dieser Arbeit.

Bei einer elliptischen Involution kénnen die Fixpunkte und damit die Brenn-
punkte nur Ronjugiertkomplex sein und die Parabeln dieses Biischels sind #magindr.
Z. B. alle Fille b) dieser Arbeit.

Damit haben wir die iibrigen zwei Fernpunkte der Brennpunktskurve &}
in der Ebene I, erhalten.

Bemerkung. In dieser Arbeit wird die irreduzible Kurve k} nicht néher be-
trachtet. Je nach der Methode der Klassifikation gibt es nach Newton 72 Arten,
nach Pliicker 219, nach Wiener durch projektive Klassifikation 13 Arten von Kur-
ven 3. Ordnung. (Vgl. [11, S. 373—396].)
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Von Interesse ist auch der Polkegelschnitt der uneigentlichen Geraden f in
Bezug auf ein KS-Biischel [k?/. Er ist die Menge aller Mittelpunkte der Biischel
KS-e und soll deshalb als Mittelpunkiskurve m* 2. Ordnung des Biischels [k?Z/
bezeichnet werden.

Eine beliebige, den Mittelpunkt S eines KS-es k2 < [k?/ enthaltende Gerade
g schneidet diesen KS in Punkten P, und P, und die Ferngerade f in einem Punkt
Q. Dabei gilt: DV (P, P, SQ) = —1.

Eine dem absoluten Punkt F beziiglich eines (k%) zugeordnete Polare enthilt
auch in I, den Mittelpunkt und die beiden Breennpunkt dieses KS-es. Zum Vgl.
gibt es in E, zwei solche Polaren mit je zwei Brennpunkten und diese Polaren
schneiden sich im Kegelschnittmittelpunke.

Da die Kurve m?, je nach der Art des Biischels [kZ/ eine Hyperbel, Ellipse,
Parabel, aber auch ein Geradenpaar sein kann, erwihnen wir ihre ausgezeichnete
Punkte. Diese sind bekanntlich die drei Biischelhauptpunkte K, L, M als die
Mittelpunkte der singularen KS-e, die sechs Mittelpunkte aller Punktepaare, die
sich aus den Grundpunkten bilden lassen und die zwei auf der Geraden f liegen-
den Parabelmittelpunkte.

Man kann noch eine Eigenschaft der Kurve m? in die Ebene I, direkt iiber-
tragen: Ist m? eine Hyperbel, dann enthilt ein Zweig die Mittelpunkte einer Kur-
venart (z. B. Ellipsen), der andere Zweig die Mittelpunkte der anderen Kurvenart
(z. B. Hyperbeln) und die Fernpunkte gehoren den Parabeln an. (Vgl. [11, S. 250].)

Die Kurven &3 3. Ordnung und m2 2. Ordnung haben i. a. sechs gemeinsame
Punkte. Drei dieser Punkte sind die Hauptpunkte K, L, M, zwei weitere die uneigen-
tlichen Parabelbrenn- und Mittelpunkte. Da in dieser Arbeit nur der Typ I be-
trachtet wird, sind die Punkte K, L, M immer reell, wihrend die Parabelmittel-
punkte auch konjugiertkomplex sein konnen.

In E, hat jeder der erwihnten Typen der KS-Biischel noch eine Menge
metrischer Sonderarten, die von der Lage des Biischels zu den absoluten Kreis-
punkten der euklidischen Ebene abhéngen.

In der isotropen Ebene I', besteht ein noch gréflerer Reichtum an KS-Biischel-
arten, da die Absolutfigur stirker ausgeartet ist. Um in dieser und in den folgen-
den Arbeiten einen konsequenten Aufbau sicherzustellen, wird folgende Bezeich-
nungsweise durch Indizes verwendet.

Index 1 bedeutet, daB3 die Grundpunkte eigentlich und die Geradenpaare
von [k?| unabhingig vom absoluten Punkt F sind.

Index 2: Genau eine der Verbindungsgeraden der eigentlichen Grundpunkte
enthilt den absoluten Punkt F, d. h. sie ist eine isotrope Gerade.

Index 3: Ein Geradenpaar, d. h. zwei Verbindungsgeraden der eigentlichen
Grundpunkte sind isotrop. Ein Hauptpunkt fillt mit dem absoluten Punkt F
Zusammen.

Index 4: Von zwei uneigentlichen Grundpunkte fillt keiner mit dem Punkt
F zusammen. Die Verbindungsgerade der beiden eigentlichen Grundpunkte ist
nicht isotrop.

Index 5: Zwei Grundpunkte sind uneigentlich und die Verbindungsgerade
der beiden eigentlichen Punkte ist isotrop.

Nur diese finf Hauptarten kénnen auch im Biischeltyp II auftreten. Beim
Typ I gibt es noch
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Index 6: Einer von zwei uneigentlichen Grundpunkten stimmt mit dem ab-
soluten Punkt F iiberein

Index 7: Einer der vier Grundpunkte ist uneigentlich und verschieden vom
Punkt F

Index 8: Einer der vier Grundpunkte ist uneigentlich und stimmt mit dem
Punkt F qiiberein.

Einige dieser Arten besitzen beim Typ I und auch bei anderen Typen weitere
Unterfille. Einige Arten existieren bei den Typen IV, V und VI nicht, wihrend
neue Kennzeichnungen aufireten. Die Biischelarten des Typs VIIlund VBT wur-
den von H. Sachs [9] mit anderen Methoden betrachtet. &

Die wichtigsten Unterfille sind jene, deren Indizes mit a) bzw. b) bezeichnet
worden sind.

Je nachdem jeder der vier Grundpunkte auf} erhalb des durch die drei anderen
Grundpunkte gebildeten Dreiecks liegt oder ein Grundpunkt im Inneren eines
solches Dreiecks liegt, wird das zugehorige Biischel dem Unterfall @) oder b) an-
gehoren. (Vgl. [11, S. 249].)

Im Fall a) bestimmen die Kurven k* des Biischels /k?/ auf der Geraden f
eine hyperbolische Involution. Sie enthilt sowohl reelle als auch konjugiert-komplexe
Punktpaare und besitzt zwei reelle Doppelpunkte. Dieses Biischel enthilt daher
unendlich viele Hyperbein, unendlich viele Ellipsen und zwei reele Parabeln. Die
Gesamtheit der Ellipsen wird von der Gesamtheit der Hyperbeln durch die beiden
Parabeln des Biischels getrennt. Jeder entartete KS des Biischels ist ein Geraden-
paar. Die reellen nichtparallelen Geradenpaare treten unter den Hyperbeln, die
reellen parallelen unter den Parabeln und die konjugiert-komplexen unter den
Ellipsen auf. (Vgl. [2, S. 389].)

Im Fall (b bestimmen die Kurven k? des Biischels /k2/ auf der Geraden f
eine elliptische Involution, die weder reelle Doppelpunkte noch konjugiert-kom-
plexe Punktepaare enthilt. Jeder nicht entartete KS des Biischels ist eine Hyper-
bel, so dafl der Fall (b ein Hyperbelbiischel darstellt. Die zwei Parabeln eines solchen
Biischels sind #magindr. Unter den entarteten KS-en kann sich kein Paar konju-
giert-komplexen Geraden, kein Parallelenpaar und keine Doppelgerade befinden.
(Vgl. [2, S. 388].)

Die Mittelpunktskurve m? ist im Fall a) eine Hyperbel, da sie die Fernmittel-
punkte der Parabel des Biischels enthilt und im Fall b) eine Ellipse, da die Parabeln
dieses Biischels imaginir sind. (Vgl. [2, S. 399])

2. KLASSIFIKATION DER KS-BUSCHEL VOM TYP I

I1ay Index 1 zeigt an, dafl in diesem KS-Biischel keine der Verbindungsge-
raden der eigentlichen Grundpunkte isotrop ist. Da aber der Fall a) vorliegt,
enthélt ein solches KS-Biischel: Ellipsen, Hyperbeln 1. und 2. Are, eine spezielle
Hyperbel als Grenzfall dieser zwei Arten und zwei Parabeln. (Vgl. [1, S. 384, Bei-
spiel 1; S. 385—391; S. 449], [2, S. 378; S. 398].)

Die Brennpunktskurve k3 3. Ordnung ist durch die neun Punkte A4, B, C, D,
K, L, M, F, P ausreichend bestimmt.
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Die Mittelpunkiskurve m? ist eine Hyperbel, welche durch die uneigentlichen
reellen Parabelmittelpunkte und die in der Einfilhrung erwéhnten Punkte aus-
reichen bestimm ist.

Eine der Parabeln des KS-Biischels in I, kann die Gerade f im reellen abso-
luten Punkt F berithren, d. h. sie ist als parabolischer Kreis der isotropen Ebene
I, anzusprechen. Ein solches Biischel stellt einen Unterfall I, ;4 von I, dar.

Ij, 1ay In einem solchen KS-Biischel liegt keine spezielle Hyperbel, da den
Punkt F, der kein Grundpunkt ist, nur ein KS des Biischels enthalten kann. Die
einzige Parabel dieses Biischels hat zwei Brennpunkte deren einer uneigentlich
ist, also auf der Geraden f lieget. Ein parabolischer Kreis kann dagegen keinen
eigentlichen Brennpunkt haben, da beiden in absoluten Punkt F zusammenfallen.

Die Brennpunktskurve k3 beriihrt deshalb die Gerade f im Punkt F und schnei-
det sie im Brennpunkt der Parabel. Die Asymptote der Kurve k3 ist in diesem Fall
die uneigentliche Gerade f.

Die Mittelpunktskurve m* ist eine spezielle Hyperbel.

Nach [2, S. 477] erzeugt in der Ebene E; ein Ellipsen-Hyperbel-Biischel mit
cinem Kreis auf der Ferngeraden f eine symmetrische Involution und die Kurve
m? ist eine gleichseitige Hyperbel oder ein orthogonales Geradenpaar.

I1yy Im Fall b) liegt ein Hyperbelbiischel vor. Dieses Biischel wird von reellen
Hyperbeln 1. und 2. Art und einer speziellen Hyperbel als Grenzfall gebildet.

Die Brennpunkiskurve k3 hat nur einen reellen uneigentlichen Punkt in F,
namlich den Brennpunkt der speziellen Hyperbel des Biischels.

Die Mittelpunktskurve m? ist ein Ellipse.

Iiey Ein Unterfall von I, liegt vor. Eine von zwei reellen Parabeln dieses
Ellipsen-Hyperbel Biischels entartet in ein Geradenpaar. Die vier Grundpunkte
liegen paarweise auf zwei parallelen Geraden und ein Hauptpunkt ist uneigentlich.

Ein solches, ein Paar paralleler Geraden enthaltendes Biischel, kann nie ein
Unterfall von Iyy) sein, d. h. es kann nie ein Hyperbel-Biischel vorliegen. (Vgl.
[2, S. 389])

Die Kurven k} und m? sind durch die bekannten Punkte ausreichend be-
stimmt.

gy Ein spezielles Unterfall von Iy,: In diesem Ellipsen-Hyperbel Biischel
sind beide Parabeln in parallele Geradenpaare entartet. Keines der Geradenpaare
enthallt eine isotrope Gerade. Die Hyperbeln sind von 1. und 2. Art und als Grenz-
fall tritt eine spezielle Hyperbel auf.

Da die zwei Hauptpunkte uneigentlich sind, stimmt eine Seite des gemein-
samen Polardreiecks mit der Geraden f iiberein. Der einzige eigentliche Haupt-
und Eckpunkt des Polardreiecks ist deshalb der gemeinsame Mittelpunkt aller KS-e
des Biischels [k2[. Dadurch haben wir ein Biischel von kongentrischen KS-e er-
halten.

Die Brennpunktskurve k3 ist irreduziebel.

Die Mittelpunkiskurve m* entartet in die eigentlichen Seiten des gemeinsamen
Poldreiecks und liefert die Mittelpunkte der parallelen Geradenpaare, die die
reduziblen Parabeln erzeugen.
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Iy, Die Verbindungsgerade zweier eigentlicher Grundpunkte z. B. A B sei
eine isotrope Gerade. Ein Buschel mit Ellipsen, Hyperbeln 1. und 2. Art und zwei
Parabeln liegt vor. Nur die spezielle Hyperbel, welche die Hyperbeln von 1. und
2. Art trennt, artet in diesem Fall in das Geradenpaar ABF, CD aus. Ein solches
Geraden paar werde i. f. als »spezielle singuldre Hyperbel« bezeichnet.

Die Brennpunktskurve k3 andert sich im Vergleich mit den Fillen I, grund-
sétzlich, da sie in die Gerade ABF und in einen KS k} zerfallt. Jene Tangente,
die aus dem Punkt F an die spezielle smgulare Hyperbel gelegt werden kann,
»beriihrte diese ldngs der Geraden 4B, da sie in jedem Punkt auch zwei unendilch
nahe Punkte dieser Geraden AC enthilt und damit selbst Brennpunktsmenge ist.
Da der Kegelschnitt k? der iibrigen Brennpunkte der KS des Biischels /k2/ auch
die Brennpunkte der zwex Parabeln enthalten mu8}, ist 2? eine Hyperbel.

Diese Entartung der Kurve k2 konnte man auch auf folgende Weise einsehen.
Die Brennpunkte eines KS-es k2 < [k?| liegen auf der Polaren des Punktes F
beziiglich (k?). Die dem Punkt F bezughch der KS-e des Biischels (k) zugeordne-
ten Polaren bilden ein Strahlbiischel (P). Dieser Punkt P liegt aber auf der Gera-
den A B, da diese die Polare der speznellen singulidren Hyprebel 4 B, C D sein
muf. Die Gerade 4 B enthilt somit vier Punkte F, P, 4 und B der Kurere &3
3: Ordnung, was nur dann moglich ist, wenn die Gerade A B selbst ein Teil der
Kurve &} ist. Der Punkt P halbiert die Spanne 4 B, da DV (ABFP) = —1 ist.

Die Bestandteile ABF und %k} der reduziblen Kurve %} konnen keine reellen
gemeinsamen Punkte besitzen. Auf Grund der Definition cmes KS-Biischels folgt
unmittelbar, dafl zwei seiner KS-e auch in den Grundpunkten keine gemein-
same Brennpunkte haben konnen. Ein regularer KS k? < [kZ/ der z. B. im Punkt
A die Gerade A B beriihren wiirde, miifite auch den Grundpunkt B enthalten,
was unmdoglich ist.

Man konnte dieses Problem noch von einem anderen Standpunke aus be-
trachten. Setzen wir voraus, ein regulirer KS &2 < [k2/ habe eine Tangente AF
mit dem Brennpunkt im Punkt 4. Da die smgulare spezielle Hyperbel ABF,
CD ihren Brennpunkt auch im Punkt A auf der Tangente AF hat, wiirden zwei
KS-e des Biischels /2] und daher alle KS-e dieses Biischels die gemeinsame Tan-
gente mit dem Beriihrpunkt in 4 haben. Da beim Typ I vorausgesetzt wurde,
daB alle vier Grundpunkte reell und getrennt sind, kann die Gerade AB keinen
weiteren KS auler ABF, CD berithren.

Damit ist auch die prinzipielle Losung des Problems der Brennpunkte der
Hyperbel 2. Art gegeben, da diese keine reellen Brennpunkte besitzen.

Die Mittelpunkiskurve m? is teine Hyperbel, welche durch die bekannten Punk-
te ausreichend bestimmt ist.

Iy Dieser Fall b) bestimmt wieder ein Hyperbelbiischel mit zwei imagindren
Parabeln. Der Grenzfall der Hyperbeln 1. und 2. Art ist eine spezielle singuléire
Hyperbel, z. B. ABF, CD.

Die Brennpunktskurve k} 3. Ordnung entartet wie im Fall I, in die Gerade
ABF und in einen KS k}. Dleser KS enthilt die Brennpunkte der imaginiren
Parabeln und kann somxt nur eine Ellipse sein.

Auch die Miteelpunkiskurve m? enthilt dieselben uneigentlichen imaginiren
Parabelmittelpunkte und ist daher ebenfalls eine Ellipse.
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L,q, Hier liegt ein Unterfall von I,4) und Iza, also ein Ellipsen-Hyperbel
Biischel vor. Beide Parabeln entarten in die parallelen Geradenpaare, wihrend die
spezielle Hyperbel in die spezielle singuldre Hyperbel emtartet.

Der einzige eigentliche Hauptpunkt ist der gemeinsame Mittelpunkt aller
KS-¢ des Biischels /k2/ und dadurch ist ein konzentrisches KS-Biischel bestimmt.

Die Brennpunktskurve k3 entartet wie im Fall I, in die isotrope Verbindungs-
gerade der Grundpunkte und in eine Hyperbel.

Die Mittelpunktskurve m* entartet wie im Fall I 4, in zwei eigentliche Verbin-
dungsgeraden der Hauptpunkte.

I Beide Geraden eines Geradenpaares z. B. AB, CD sind isotrop. Ein solches
Geradenpaar werde i. f. als ein sreduzibler isotroper Kreis I. Stufe« bezeichnet.

Ein durch den Index 3 bezeichnetes KS-Biischel kann nur dem Fall q) an-
gehoren. Das Bischel wird von Ellipsen, Hyperbeln 1. und 2. Art und einer Parabel
gebildet; die andere Parabel und die spezielle Hyperbel sind in den reduziblen
isotropen Kreis 1. Stufe entartet.

Im Vergleich mit dem Fall Iy, erleidet die Brenmpunkiskurve k} wesentliche
Verinderungen. Sie artet in die ésotropen Geraden ABF, CDF als Menge der Brenn-
punkte des reduziblen isotropen Kreisse aus, so dafl der erginzende Bestandteil
zur Kurve 3. Ordnung nur eine Gerade sein kann. Die Brennpunkte aller itbrigen
KS-e liegen tatsichlich auf der gemeinsamen, dem Punkt K = F beziiglich der
KS-e des Biischels (k2) zugeordneten Polaren ML, die auch den uneigentlichen
Brennpunkt der einzigen Parabel dieses Biischel enthalten mufl. Der Punkt K = F
ist ein Eckpunkt und die Gerade LM die gegeniiberliegende Seite des gemeinsa-
men Poldreiecks des Biischels (k2). Wegen K = F halbiert die Gerade LM die
Spanne AB bzw. CD, da auch DV (FABP,) = —1 gilt, wobei P, = AB n LK
ist,

Die Mittelpunktskurve m? entartet in die Gerade ML als Gesamtheit der
Mittelpunkte aller KS-¢ des Biischels [k2/ und in eine, die Strecke AB, CD halbie-
rende Gerade, die von den Mittelpunkten des reduziblen Kreises gebildet wird.

Wird in der Ebene E, ein solches Ellipsen-Hyperbel Biischel mit einem Kreis
betrachtet, so bilden die Mittelpunkte dieses KS-Buschels ein orthogonales Geraden-
paar. (Vgl. [2, S. 477].) :

I, Zwei Grundpunkte, z. B. 4 und B und der Hauptpunkt K sind uneigent-
liche Punkte, aber keiner dieser Punkte stimmt mit dem Punkt F iiberein. Die
KS-¢ des Biischels [k2/ bestimmen auf der Geraden f eine identische Involution,
da sie alle dieselben Punkte A und B enthalten miifien. Alle reguldren KS-¢ kon-
nen nur Hyperbeln 1. und 2. Art mit untereinander parallelen Asymptoten der
Richtungen A bzw. B sein und bilden ein homothetisches Hyperbelbiischel. (Vgl.
[1, S. 452, S. 457, Beispiel 4, Abb. 191], [2, S. 389, 393].)

Dieses Biischel enthilt ein Geradenpaar ABF, CD das als »reduzibler isotroper
Kreis 2,. Stufe« bezeichnet wird. Die iibrigen zwei Geradenpaare AC, BD und
gD, BC gehoren den singuliren Hyperbeln an.

Bemerkung. Um einen KS der Ebene I, als eine Art Kreis zu betrachten
konnte, mufl er die uneigentliche Gerade fim Punkt F beriihren, d. h. mit ihr
zwei unendlich benachbarte Punkte haben und dies ist der Fall mit dem Geraden-
paar ABF, CD. ; ‘
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Die Brennpunktskurve k} mufl wieder ausarten, da sie die Gerade f : ABF
als Menge der Brennpunkte des reduziblen isotropen Kreises 4BF, CD enthalt.
Die iibrigen KS-¢ haben die Brennpunkte auf einer, die Grundpunkte C, D
und die Hauptpunkte L, M enthaltender Ellipse, da ein Hyperbelbiischel ohne
reelle Parabeln vorliegt. Die konjugiertkomplexen Schnittpunkte der Geraden des
Biischels (F) mit dieser Ellipse, ergeben die Brennpunkte der Hyperbeln 2. Art.

Das Viereck CLDM ist ein Parallelogramm und seine Diagonale ML ist die
gemeinsame, dem Hauptpunkt K € f, beziglich aller (%) < (kZ) zugeordnete Po-
lare. Diese Gerade ML ist demnach der gemeinsame Durchmesser aller Hyperbeln
des Biischels 22/ und auch der Trager aller Mittelpunkte dieser Hyperbeln.

Die Mittelpunkiskurve m* entartet danach in die einfache eigentliche Gerade
ML und in die uneigentliche Gerade f als die Menge der Mittelpunkte des redu-
ziblen isotropen Kreises. (Vgl. [1, S. 4541, [2, S. 403].)

Is Die uneigentlichen Punkte seien 4 und B und der Hauptpunkt K stimme
mit dem absoluten Punkt F iiberein. Beide Geraden ABF und CDF sind dann
isotrop und dieses Geradenpaar wird als »reduzibler isotroper Kreis 2, Stufe« be-
zeichnet.

Die reguliren KS-¢ dieses Biischels sind wie im Fall I homothetische Hyper-
beln 1. und 2. Art mit untereinander parallelen Asymptoten der Richtung A bzw.
der Richtung B. Die beiden iibrigen singuldren KS-e 4D, BC und AC, BD bilden
die Grenzfille der zwei Hyperbelarten. Auch in diesem Fall liegt ein homothetisches
Hyperbelbiischel vor.

Die Ausartung der Brennpunktskurve k3 ist hier erheblich grofier als im Fall
I, da die Kurve &} in die Geraden ABF und CDF der Brennpunkte des reduziblen
isotropen Kreises und in die Gesamtheit der Brennpunkte aller Hyperbeln léngs
der Geraden ML entartet. Diese Gerade ML ist, wie schon mehrmals erwihnt
wurde, die gemeinsame, dem Punkt K = F beziiglich aller (k%) < (k}) zugeordnete
Polare.

Die Punkte C, L, D, M bilden wieder ein Parallelogramm.

Die Mittelpunktskurve m? artet wie im Fall I, in die Geraden ML und f :ABKF
aus.

Is Zwei Grundpunkte 4 und B liegen auf der Geraden f; einer von diesen
Punkten, z. B. A stimmt mit dem absouten Punkt F iiberein. Die reguidren KS-e
dieses Biischels sind spezielle Hyperbeln 1. und 2. Art, da sie alle je eine Asymptote
der Richtung 4 = F haben. Alle Asymptoten der Richtung 4 = F bzw. der Rich-
tung B sind untereinander parallel.

Einer der singuldren KS-e: AB, CD wird als »reduzibler isotroper Kreis 2.
Stufe« bezeichnet, wihrend die beiden anderen Geradenpaare AC, BD und 4D
BC den reduziblen isotropen speziellen Hyperbeln angehoren. Diese trennen die
speziellen Hyperbeln der 1. und 2. Art.

Dieses KS-Biischel ist ein homothetisches Biischel aus speziellen Hyperbeln.

Alle diese speziellen Hyperbeln haben den gemeinsamen Brennpunkt im Punkt
A = F. Die Brennpunktskurve k} entartet in diesem Fall in die drei isotrope Geraden
AB, AC, AD, welche als Mengen der Brennpunkte der drei singulire KS-e
dieses Biischels aufzufassen sind.
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- Die Mittelpunkiskurve m* entartet wie im Fall I, und Ig in die Gerade ML
als Menge der Mittelpunkte aller KS-e und in die, die Mittelpunkte des reduziblen
isotropen .Kreises enthaltende Gerade f:ABK.

Diesen Fall konnte man als einen speziellen von I und Iy betrachten. Die
Punkte C, L, D, M bilden wieder ein Parallelogramm, diesen Seiten CL, DM auf
isotropen Geraden liegen.

Bei verschiedenen Betrachtungen in dieser Arbeit wurden Analogien zur eu-
Klidischen Situation aufgefunden. Dies ist auch fiir den Typ I¢ mdglich, wenn
man eine spezielle Hyperbel der isotropen Ebene. als isotropes Analogon zur gleich-
seitigen Hyperbel der euklidischen Ebene ansicht. Die folgende Plausibilitatserkla-
rung legt dies nahe: Eine gleichseitige Hyperbel in der euklidischen Ebene E,
ist durch orthogonale Asymptoten gekennzeichnet; d. h. bezeichnen wir die Asym-
ptotenfernpunkte mit U,, U, gilt DV (F, F, U, U,) = —1, wobei F;, F, die
absoluten Kreispunkte der euklidischen Ebene sind. Die isotrope Ebene kann
man sich aber aus der euklidischen Ebene entstanden denken, indem man F,
mit F, zusammenfallen lat: F, = F, = F. Bei diesem Grenzprozef3 gilt aber
z. B. U, = F, wihrend i. a. U, # F bleibt. Einé ndhere Untersuchung der spe-
ziellen Hyperbel wird an anderer Stelle erfolgen. (Vgl. [2, S. 476].)

I; Einer der vier Grundpunkte, z. B. A4 % F ist uneigentlich. Die KS-e
dieses Biischels bestimmen auf der Geraden f eine parabolische Involution.

Ein solches Biischel wird von Hyperbeln 1. und 2. Art, einer speziellen Hyper-
bel, einer z2weifachen Parabel mit dem Brenn- und Mittelpunkt im Punkt 4 und
drei singuldren Hyperbeln AB, CD; AC, BD; AD, BC gebildet.

Der gemeinsame uneigentliche Punkt aller Hyperbeln liegt im Fernpukt A,
der auch der gemeinsame Punkt aller untereinander parallelen Asymptoten dieser
Hyperbeln ist. Der andere uneigentliche Punkt kann fiir zwei Hyperbeln nie zu-
sammenfallen.

Die Brennpunkeskurve k} ist irreduzibel. Die Gerade f beriihrt sie im Punkt
A und schneidet sie im Brennpunkt F der speziellen Hyperbel.

Die Mittelpu’nktskurve m? ist ein KS mit dem zweideutigen Punkt im Punkt
A. Er kann nur eine die Punkte K, L, M und die Mittelpunkte der Abstinde BC,
DC enthaltende Parabel sein. (Vgl. [1, S 488 Belsplel 2; S. 451, Abb 185}, [2,
S. 392, 395; S. 399—401].)

Ig Einer der vier Grundpunkte, z. B. A4 ist uneigentlich und stimmt mit
dem Punkt F iiberein. In diesem Biischel liegt der zweifache parabolische Kreis,
wihrend die anderen reguldaren KS-e spezielle Hyperbeln sind. Jeder der drei
Geradenpaare AB, CD; AC, BD; AD, BC besitzt je eine isotrope Gerade und
gehort danach den singuldren speziellen Hyperbeln an. Die KS-e dieses Biischels
bestimmen auf der Geraden f eine parabolische Involution mit dem Fixpunkt im
Punkt A = F.

Die Brennpunketskurve k} enhilt den gemeinsamen Brennpunkt A aller 22 <
< [k?] und artet in drei isotrope Geraden AB, AC, AD der singuliren Hyperbeln
aus.

Die Mittelpunktskurve m? ist ein parabolischer Kreis, da er im Punkt 4 = F
den zweideutigen Punkt hat und noch die bekannten Punkte enthalten mufl. (Vgl. -
[2, S. 475—476].)
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Jugoslawien

Prilozi teoriji Klasifikacije pramena konika izotropne ravnine, L dio

Viasta S¢urié-Cudovan
Sadriaj
U izotropnoj ravnini I, < 4, < P, odreduju se sintetitkom metodom svoj-
stva onih pramenova konika, kojima su Cetiri temeljne todke razlicite i realne. U
svakom od 14 sludajeva odreduje se i krivulja k7 3. reda izotropnih Zari$ta i kri-

vulja m? 2. reda srediSta konika pramena.
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15. 3. 1988.

51



