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WEITERE UNTERSUCHUNGEN IN DER GESAMTHEIT (MF?)
I. TEIL.
KOMPLEX (TK) UND KOMPLEX (MK)

. Viasta Séurié-Cudovan

Abstract. The paper investigates the structures constituted by the rays of the complex
(TK), respectively of the complex (MK), assuming that these rays are associated to the points
of two straigh lines and resulting from some partition of a quadrics bundle into a one-parameter
family (MF?) of pencils (F?) of quadrics.

Einleitung. Diese Arbeit ist eine Fortsetzung meiner Arbeiten [11] und [12].
Die Untersuchungen werden im projektiv abgeschlossenen euklidischen Raum
P3 durchgefiihrt.

Ein Biindel /F?> von Quadriken ist bekanntlich durch drei nicht in einem
Biischel liegende Quadriken bestimmt und es besteht aus 002 Quadriken. Diese
Quadriken bilden auch oo? Flihenbiischel und jede Quadrik befindet sich in
o' dieser Flichenbiischel. Da durch jede Fliche des Biindels /F? auch ihr Po-
larraum bestimmt ist, ist durch das Biindel /F? auch ein Biindel (F? der Polarriume
dieser Flachen bestimmt.

Schon die eben erwiahnten Tatsachen zeigen uns deutlich, dass die Zutritte
zu den Problemen und ihren Losungen im Bereich eines Biindels (F? verschieden
sein konnen. Das Biindel kénnte man z. B. als das Ganze betrachten. Auf ver-
schiedene aber bestimmte Weisen sind durch das Flichenbiindel auch verschiedene
Gebilde bestimmt. Mochten wir eine feinere Struktur dieser Gebilde untersuchen,
wird es zweckmdsig sein, die Eigenschaften jener auf gewisse Weise einfacheren
Gebilde, die durch einzelne Flichenbiischel bestimmt sind, zu betrachten. Nur
von einer Menge von co? Flichenbiischel zu sprechen wire dabei kaum zweck-
misig.

In den Arbeiten [11], [12] war es die Absicht, eine Méglichkeit zu finden,
das Biindel /F? als Vereinigungsmenge einer einparametrigen Gesamtheit von
Biischeln aufzufassen. Wire dies méglich, konnte man mit den Biischeln der
Quadriken des Biindels /F? genauso wie mit irgendeiner kontinuierlichen Reihe
verfahren. In diesem Fall wiren auch die Gebilde, die auf eine bestimmte Weise
durch die Biischel einer slochen kontinuierlichen Gesamtheit bestimmt sind, auch
kontinuierlich verbunden.

Die erwidhnte Absicht wurde auf folgende Weise durchgefiihert.

Ein bestandteil des Biindels /F? sind oo! Kegelflichen. Die Spitzen dieser
Kegel bilden eine Raumkurve £ 6. Ordnung. Die einem beliebigen Punkt M e k¢
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beziiglich des Biindels (F? konjugiert zugeordneten Punkte bilden eine Gerade
m, welche die Trisekante der Kurve k¢ ist [7].

Der erwihnte Punkt M ek® ist die Spitze einer Kegelfliche M? < |F2.
Eine beliebige Fliche des Biindels [F? bestimmt mit der Fliche M2 ein Flichen-
biischel /F?/. Alle solchen co! Biischel bilden eine Menge, die als Gesamtheit
|MF?| bezeichnet wird. Die Biischel dieser Menge bilden, wie im [11] festgestellt
wird, eine einparametrige Familie.

Der Punkt M € k¢ ist namlich als Spitze der gemeinsamen Kegelfliche aller
Biischel [F?/ < [MF?| auh der gemeinsame Eckpunkt aller Polartetraeder der
Polarraumbiischel (F?) < (MF?). Je drei ibrige Eckpunkte eines jeden dieser
Tetraeder liegen in derselben Ebene des Biischels []. Eine beliebige Ebene dieses
Biischels schneidet die Kurve k6 in drei festen Punkten der Geraden m und in
den erwéhnten Eckpunkten eines Polartetraeders eines bestimmten Biischels (F2) <
< (MF?). Eine beliebige Gerade r durchsetzt die Ebenen des Biischels [m] in
einer Punktreihe (r). Die Punkte dieser Punktreihe, die Ebenen des Biischels [m]
und dadurch die Biischel (F?) < (MF?) sind untereinander bijektiv zugeordnet.
Damit ist eine ein-parametrige Familie (MF?) der Biischel (F2) erhalten.

Es ist auch bekannt, dass durch jedes Biischel (F?) = (MF?) vier Komplexe
bestimmt sind u. zw. der Reyesche tetraedrale Komplex 2. Grades oder der Kom-
plex (TK) [3], [7], [11], der Majcensche Komplex 3. Grades oder Komplex (MK
(1}, [2], [8], [11], der orientierte Niesche Komplex 8. Grades oder der Komplex
(VN) [5], [9], [10], [12] und der Noramlenkomplex 8. Grades [4].

In dieser Arbeit wird unser Augenmerk auf die Untersuchungen jener Ge-
bilde gerichtet, die die Strahlen des Komplexes (TK) bzw. des Komplexes (MK)
bilden. Diese Strahlen werden durch die Biischel (F?) < (MF?) bestimmt und
auf gewisse Weisen den Punkten einer beliebigen Geraden g bzw. den Punkten
einer Geraden g, zugeordnet. Dabei ist die Gerade g, konjugiert zur Geraden g
- bezliglich der erwihnten Kegelfiiche M? und enthilt den Punkt M € k5. Genauso
wie im [11], wo ein spezieller Fall des Komplexes (TK) und des Komplexes (MK)
betrachtet wurde, wird unser Interesse ausser auf allgemeine Resultate immer
darauf gerichtet sein, fiir einen jeden Strahl der erwihnten Komplexe festzustellen,
welchem Punkrt er zugeordnet ist und durch welches der Biischel (F2) < (MF?)
er bestimmt ist. Dadurch wird auch die gesuchte feinere Struktur der Gebilde
hervorkommen.

Errinern wir uns noch, dass die den Punkten einer beliebigen Geraden g, be-
ziiglich eines Biindels (F? konjugiertzugeordneten Punkte eine Raumkurve g* 3.
Ordnung bilden [7]. Betrachten wir indessen eine den Punkt M € k% enthaltende
Gerade g, dann entartet eine solche Kurve 3. Ordnung in einen Kegelschnitt
g? und in die Gerade m, die genau dem Punkt M konjugiertzugeordnet ist. Wie
in [11] gezeigt wurde, schneidet die Ebene der Kurve g? die Raumkurve k¢ ausser
im Punkt M in noch genau fiinf Punkten, welche diesen Kegelschnitt vollstandig
bestimmen. Wegen der bijektiven Zuordnung der Punkte der Reihen (g;) und (g2)
schneidet die Gerade m den Kegelschnitt g2 in genau jenem Punkt, der in dieser
Zuordnung dem Punkt M eg, entspricht.

In demselben Sinn ist es moglich, auch jene den Punkten der Kurve g3 3.
Ordnung beziiglich des Biindels (F? konjugiertzugeordneten Punkte zu betrachten.
Diese Punkte sollen eine Kurve 9. Ordnung bilden. Da aber die Punkte der Kurve
g3 und die Punkte der Geraden g bijektiv zugeordnet sind, muss die erwihnte
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Kurve 9. Ordnung in die Gerade g und in eine Kurve 8. Ordnung zerfallen. Diese
Kurve 8. Ordnung kann selbst in 8 Geraden ausarten.

Auf der Kurve g* sollen deshalb acht solche Punkte liegen, denen auf die
beschriebene Weise nicht nur je ein Punkt der Geraden g, sondern je eine die
Gerade g schneidende Gerade zugeordnet ist. Anderseits ist es bekannt, dass die
den Punkten der Kurve k6 beziiglich des Biindels (F? konjugiert zugeord
Geraden die Trisekanten dieser Kurve sind und die Erzeugenden einer Regel-
fliche F® 8. Grades sind [7]. Die Gerade g durchsetzt diese Fliche F® in acht
Punkten. Die diesen Punkten beziiglich des Biindels (F? konjugierten Punkte
sind die acht Schnittpunkte der Kurven g2 und kS. Jene acht Erzeugenden der
Fliche F%, die den erwihnten Schnittpunkten zugeordnet sind, bilden die ge-
suchte zerfallene Kurve 8. Ordnung.

SATZ 1. Sind die Punkie einer Kurve g* 3. Ordnung komjugiert zu Punkten
einer beliebigen Geraden g beziiglich des Biindels (F2, dann bilden alle zu den Punkten
von g* Ronjugierten Punkte beziiglich (F? eine Kurve 9. Ordnung, die in die Gerade
g und in acht die Gerade g schneidende Geraden zerfélls. Diese acht Geraden sind
beziiglich des Biindels (F* den Schmittpunkten der Kurven g° und kS konjugiert zu-
geordnet.

A. DER TETRAEDRALE KOMPLEX ODER DER KOMPLEX (TK)

Ein dem beliebigen Punkt T zugeordneter und durch ein Biischel (F?) <
< (MF?) bestimmter Strahl ¢ des Komplexes (TK) ist die Schnittgerade der dem
Punkt T beziiglich der Polarraume der Flichen dieses Biischels (F?) zugeordneten
Polarebenen [7]. Eine solche Punkt-Strahl Zuordnung wird durch ¢ = ¢ (T)/(F?) <
< (MF?) bezeichnet [9].

Alle Strahlen t = ¢ (T)/V (F?) < (MF?) bilden ein Strahlbiischel (T}) in
jener Ebene, die dem Punkt T beziiglich der Kegelflaiche M? polar zugeordnet
ist, wahrend die Punkte 7 und T, beziiglich des Biindels (F? konjugiert sind.

a) Die den Punkten einer Geraden g zugeordneten Strahlen des
Komplexes (TK)

Die den Punkten einer beliebigen Gerade g zugeordneten Strahlen ¢ = ¢ (T)/
(F?) < (MF?) VT eg, sind bekanntlich die Erzeugenden eines Regulus eines
einschaligen Hyperboloides H2. Die Erzeugenden des anderen Regulus bilden
die der Geraden g beziiglich der Polarrdume einer jeden Fliche dieses Biischels
(F?) konjugierten Geraden. Eine dieser Geraden ist die erwiahnte Gerade g;. Da
jedem Punkt T €g ein bestimmter beziiglich des Biindels (F? konjugierter Punkt
T, € g? entspricht, muss auch der, diesem Punkt T eg zugeordnete Strahl des
Komplexes (TK) den Punkt T, enthalten. Daraus folgt, dass die Kurve g* und die
Gerade g, auf dem Hyperboloid H? liegen miissen.

Betrachten wir ein anderes Biischel (F?) < (MF?), dann bilden die durch
dieses Biischel bestimmten und den Punkten der Geraden g zugeordneten Strahlen
des Komplexes (TK) ein Erzeugendensystem eines neuen Hyperboloides, auf
dem auch die Kurve g3 und die Gerade g; liegen. Dies hat zur Folge, dass alle
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derartigen Hyperboloide, die durch alle Biischel (F?) < (MF?) auf beschriebene
Weise bestimmt sind, ein solches Biischel [H?/ bilden, in dem die Grundkurve 4.
Ordnung in die Kurve g* 3. Ordnung und in die Gerade g, zerfillt. Jede Erzeugende
jeder Flache des Biischels |H?| Schneidet, als Bisckante der Grundkurve dicres
Biischels, die Kurve g3 und die Gerade g;.

Jedes der Biischel (F?) < (MF?) bestimmt danach je eine bijektive Zuord-
nung der Punkte der Kurve g3 und der Punkte der Geraden g;, aber auch eine
bijektive Zuordnung unter den Punkten der Geraden g und g.

Ein Flichenbiischel 2. Grades, in dem die Grundkurve 4. Ordnung in eine
Kurve 3. Ordnung und in eine Gerade zerfillt, enthilt bekanntlich lauter Regel-
flichen. Die reguliren Flachen sind die Hyperboloide, wihrend in einem solchen
Biischel nur zwei singuliren Flichen liegen kénnen. Die Spitzen dieser zwei
Kegelflichen liegen auf der Geraden der reduziblen Grundkurve [7].

Die Spitzen T, eg, und T, € g, der Kegelfiichen des Biischels [H?/ wer-
den auf folgende Weise bestimmt.

Da die Erzeugenden dieser Kegelflichen 2. Grades die Verbindungsgeraden
des Punktes T}, €g, bzw. T}, € g, mit den Punkten der Kurve g* sind, muss
die Kurve g® die Gerade g in genau diesen zwei Punkten schneiden. Diese Punkte
sind als Punkte der Kurve g3 beziiglich des Biindels (F? den zwei Punkten T,
und T, der Geraden g konjugiertzugeordnet. Da die Punkte T,; und T, auch
auf der Geraden g, liegen, miissen die ihnen beziiglich des Biindels (F? konju-
gierten Punkte auf dem Kegelschnitt g2 liegen. Daher folgt, dass die Gerade g
die Kurve g2 genau in den Punkten T, und T, schneidet .

Die Gerade g o M ist ebenfalls ein den Punkten T, bzw. T, zugeordneter
und durch zwei Bischel (F?) bzw. (F2) der Gesamtheit (MF?) bestimmter Strahl
des Komplexes (TK). In [11] B, d) wurde nimlich gezeigt, dass eine den Punkt
M € kS enthaltende Gerade ein solcher oo!l-deutige Strahl des Komplexes (TK)
ist, der durch alle (F2?) = (MF?) bestimmt ist und den Punkten eines Kegel-
schnittes zugeordnet ist. Die Gerade g, ist als Strahl des Komplexes (TK) auf
beschriebene Weise den Punkten des bekannten Kegelschnittes g2 zugeordnet.
Die erwiahnten Biischel (F?) und (F2) sind diejenigen, deren zugeordnete Ebenen
des Ebenenbiischels [m] die Schnittpunkte T'; bzw. T, der Kurve g2 und der
Geraden g enthalten. .

Die Erzeugenden der Kegelflichen des Biischels /H?/ sind daher die Strahlen
t =@ (T(F?) < (MF?)Y Teg (i = 1,2) und zugleich die Verbindungsgeraden
des Punktes Ty, bzw, T), mit den Punkten der Kurve g3. Die Gerade g, ist die
gemeinsame Erzeugende dieser beiden Kegelflichen.

Dies bedeutet keinen Wiederspruch zu den schon erwihnten Tatsachen
liber die Erzeugendensysteme der Hyperboloide H? < [H?|, wo die Gerade g;
als Mitglied jener Reguli bezeichnet wurde, die keine Strahlen des Komplexes
(TK) bilden. Bei einer Kegelfliche fallen bekanntlich beide Erzeugendensysteme
Zusammen.

Eine beliebige Ebene des Biischels [g;] schneidet die Kurve g® 3. Ordnung
in zwei Punkten T;eg; (f = 1,2) und in noch einem Punkt T, der Schneitel
des Biischels der Strahlen ¢ = ¢ (T)/V (F?) < (MF?) T eg ist. Die Ebene (T},
&) ist dabei die dem Punkt T e g beziiglich der Kegelfliche M? < [F? zugeordnete
Polarebene. Da jeder dieser Strahlen ¢ die Erzeugende je eines Hyperboloides
des Biischels [H?/ ist, folgt, dass eine beliebige Ebene des Biischels [g;] nicht nur
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die iiblichen drei, sondern alle Flichen H? < [H?/ beriihrt. Die Berithrpunkte
liegen dabei lings der Geraden g,.

Betrachten wir anstatt der erwihnten Strahlen ¢ die Strahlen f; = ¢ (T})/
VY (F?) < (MF?), T,eg A Ty eg? (i =1,2), so fallen die Scheltelpunkte dieser
Biischel in die Punkte T;; € g, ( = 1, 2). Dies bedeutet, dass in der Ebene ( Tk,, g,,)
(i = 1,2) des Biischels [g,] noch der dritte Schnittpunkt mit der Kurve g* im
Punkt Ty (i = 1, 2) fallen muss. Die Ebene (T}, gi) (¢ = 1, 2) enthilt daher die
Tangente d; der Kurve g3 im Punkt T}, Beriicksichtigen wir, dass die Punkte
Ty, und T}, die Schnittpunkte der Kurve g3 und der Geraden g, der reduziblen
Grundkurve des Biischels /H?/ sind, hat dies zur Folge, dass die Ebene (d,, g¢)
bzw. (d,, g) alle Flachen des Biischels [H?/ im Punkt T, bzw. T}, beriithren
muss.

Daraus folgt:

SATZ A 1. Ist g eine belicbige Gerade, g, eine der Geraden g beziigich der
Fliche M?* < |[F? konjugiert zugeordnete Gerade, g* eine Raumkurve 3. Ordnung
welche die beziiglich des Biindels (F* den Punkten der Geraden g konjugiert zugeord-
neten Punkte bilden und g2 ein Kegelschnitt, der aus denjenigen Punkten besteht, die
beziiglich des Biindels (F?> den Punkten der Geraden g, konjugiertzugeordnet sind,
dann schneidet die Gerade g den Kegelschnitt g2 in zwei Punkten T und T,, wihrend
die Gerade g, die Kurve g® in jenen zwei Punkten T,, und T, schneidet, welche
beziiglich des Biindels (F* komjugiert zu den Punkten T, und T, sind.

SATZ A 2. Die Gerade g; ist als ein Strahl des Komplexes (TK) den zwei
in Satz A 1. definierten Punkten T; € g zugeordnet und durch zwei bestimmte Biischel
(F?) < (MF?) festgesetzt (i = 1, 2).

SATZ A 3. Die den Punkten einer beliebigen Geraden g zugeordneten und durch
die Biischel (F?) < (MF?) bestimmten Strahlen des Komplexes (TK), sind die Er-
zeugenden je eines Regulus der Hyperboloide H? eines Biischels [H?|. Die Grundkurve
4. Ordnung dieses Biischels zerfillt in die Kurve g3 und in die Gerade g, (Satz A 1).
Auf der Geraden g, liegen die zwei Spitzen Ty, und Ty, der zwei singuldren Kegel-
flachen des Biischels |[H?|.

SATZ A 4. Die einem beliebigen Punkt T €g =zugeordneten und durch alle
Biischel (F?) < (MF?) bestimmten Strahlen des Komplexes (TK) bilden ein Strahl-
biischel (T,) Ty €g® in der Ebene (T, g), wobei die Punkte T und T, beziiglich des
Biindels (F? konjugiert zugeordnet sind. Feder Strahl dieses Biischels ist die Erzeugen-
de je einer Fliche H?> < [H?/.

SATZ A 5. Eine beliebige Ebene des Biischels [g.] beriihrt alle Flichen des
Biischels [H?| u. zw. so, dass die Beriihrpunkte lings der Geraden g, liegen. Eine Aus-
nahme bilden jene zwei Ebenen dieses Biischels, welche die Tangenten d, bzw. d, der
Kurve g3 in thren Punkten T, € gy bzw. Ty, € g, enthalten, da diese Ebenen alle
Fliichen des Biischels |[H?| in genau diesen Punkten beriihren.

Auf Grund des Gesagten kann man weiterhin behaupten:.
SATZ A 6. Die Verbindungsgeraden eines beliebigen Punktes G € g, mit den
Punkten der Raumkurve g* sind die Erzeugenden einer Kegelfliche (G, g%) 3. Grades.

Eine beliebige dieser Erzeugenden ist als ein Strahl des Komplexes (TK) durch je ein
Biischel (F*) < (MF?) bestimmt und je einem Punkt T € g zugeordnet, je nach dem,
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auf welchem Hyperboloide H> < [H?| dieser Strahl als Erzeugende liegt bzw. welchen
Punkt Ty € g® er enthilt. Die Gerade g, ist 2weifache Erzeugende dieser Kegelfidiche
(G, g%), da sie die Verbindungsgerade des Punktes G, mit dem Punkt Ty, bzw. Ty,
ist. Liegt die Spitze G, einer solchen Kegelfliche im Punkt Ty € g, (i = 1, 2), zer-
fdllt sie in eine Kegelfidche (Ty, g®) 2. Grades, die auch eine singuldre Fliche des
Biischels [H?| ist und in das Strahlbiischel (Ty;) in der Ebene (dy, gi) (i = 1, 2) (Satz
A 5). Die beiden gemeinsamen Erzeugenden des Kegels (Ty,g®) und des Biischels
(Ty) fallen mit der Geraden g, bzw. der Tangente d; der Kurve g* in ihrem Punkt
Ty (i =1, 2) zusammen. Beide dieser Erzeugenden sind als Strahlen des Komplexe
(TK) durch die Biischel (F}) < (MF?) bestimmt.

b) Die den Punkten der Geraden g; zugeordneten Strahlen des
Komplexes (TK)

Die Gerade g, enthilt bekanntlich auch den gemeinsamen Eckpunkt M aller
Poltetraeder der Biischel (F2) < (MF?). Die dem Punkt M zugeordneten und
durch alle Biischel (F2) < (MF?) bestimmten Strahlen des Komplexes (TK) wur-
den in [11] ausfiihrlich betrachtet. Es sei nur erwihrt, dass die Strahlen ¢t = ¢ (M)/
(F?) < (MF?) alle Geraden jener Ebene des Biischels [m] darstellen, welche be-
ziiglich dieses Biischels (F?) die dem Punkt M gegeniiberliegende Poltetraeder-
seitenebene ist. Die durch alle Biischel (F?) < (MF?) derart bestimmten Strahlen
bilden den singuldren linearen Komplex mit der Leitgeraden m.

 Bei weiteren Untersuchungen jener Strahlen des Komplexes (TK), welche
den Punkten der Geraden g, zugeordnet sind, wird von der Singularitit des Punk-
tes M eg, abgesehen.

Ein dem beliecbigen Punkt G, €g, zugeordneter Strahl f; = ¢ (G)/(F?) <
< (MF?) enthilt jenen Punkt G e g2, der beziiglich des Biindels (F? den Punkt
G, konjugiertzugeordnet ist. Dieser Strahl z; schneidet noch einmal den Kegel-
schnitt g2 in genau jenem Punkt, den auch die diesem Biischel (F?) < (MF?)
bijektiv zugeordnete Ebene des Biischels [m] enthilt. Da fiir diese zwei Schnitt-
punkte des Strahles ¢, mit dem Kegelschnitt gZ auch eine Umkehr gilt, folgt, dass
eine beliebige in der Ebene des Kegelschnittes g2 liegende Gerade ein solcher
zweifacher Strahl des Komplexes (TK) ist, der zu zwei Punkten der Geraden g,
zugeordnet ist und durch zwei bestimmte Biischel der Gesamtheit (MF?) fest
gelegt ist.

SATZ A 7. Alle den Punkten der Geraden g,> M =zugeordneten und durch
alle Biischel (F*) < (MF?) bestimmten Strahlen des Komplexes (TK), wobei von
der Singularitit des Punktes M € g, abgesehen wird, liegen in der Ebene (M, g), welche
mit der Ebene des Kegelschnittes g} tibereinstimmt.

Jede Gerade der Ebene (M, g) ist ein zweifacher Strahl des Komplexes (TK),
der den zwei Punkten der Geraden g, zugeordnet ist und der durch zwei verschie-
dene Biischel (F?) < (MF?) bestimmt ist. Der eine der Schnittpunkte des Strahles
(TK) mit der Kurve g2 zeigt, welchem Punkt der Geraden g, dieser Strahl zuge-
ordnet ist und der andere Schnittpunkt zeigt, durch welches Biischel (F?) < (MF?)
er bestimmt ist u. zw. durch die Zuordnung der Punkte der Reihen (g;) und (g?)
beztiglich des Biindels (F? bzw. durch den Schnittpunkt der Ebene des Ebenen-
biischels [m] mit der Kurve g2.
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SATZ A 8. Alle ein Biischel (G) G eg? bildenden Strahlen des Komplexes
(TK) in der Ebene (M, g) sind entweder als die einem Punkt G, € g, beziiglich aller
Biischel (F?) < (MF?) zugeordneten oder als die allen Punkten der Geraden g
2ugeordneten und durch ein Bischle (F%) < (MF?) bestimmten Strahlen aufzufassen.

Die eben erwihnten Tatsachen iiber Strahlen des Komplexes (TK) bilden
auch eine Grundlage fiir Untersuchungen der Gebilde jener auf bestimmte Weise
den Punkten der Geraden g und g, zugeordneten und durch die Biischel (F?) <
< (MF?) bestimmten Strahlen des Majcenschen Komplexes und des orientierten
Nifeschen Komplexes. .

B. DER MAJCENSCHE KOMPLEX ODER DER KOMPLEX (MK)

Der durch ein Biischel (F2) bestimmte Majcensche Komplex ist die Gesamt-
heit jener Geraden, die je eine Fliche dieses Biischels im Unendlichen beriihren.
Der zweite Beriihrpunkt jedes dieser Strahlen mit noch einer Fliche des Biischels
(F?) ist ein eigentlicher Punkt, der als sein Mittelpunkt bezeichnet wird [1], [2],
[8], [11]. Ein dem beliebigen Punkt T zugeordneter und durch ein Biischel be-
stimmter Strahl des tetraedralen Komplexes und jener Strahl des Majcenschen
Komplexes, der im Punkt T seinen Mittelpunkt hat, sind zu einander parallel.
Die demselben Punkt T zugeordneten Strahlen der Komplexe (TK) und (MK)
werden einander zugeordnet.

Ein beliebiger Punkt ist bekanntlich Mittelpunkt je eines durch ein Biischel (F?)
bestimmten Strahles des Komplexes (MK). Da der Komplex (MK) vom 3. Grad
ist, bilden alle Komplexstrahlen, die einen beliebigen Raumpunkt enthalten eine
Kegelfliche 3. Grades und die Mittelpunkte dieser Strahlen bilden eine Raum-
kurve 4. Ordnung.

Durch jedes Biischel (F?)  (MF?) ist ebenfalls ein Komplex (MK) bestimmt.
Uns werden jene Strahlen dieses Komplexes interessieren, deren Mittelpunkte
auf einer beliebigen Geraden g bzw. auf einer ihr zugeordneten Geraden g, liegen.

a) Die Strahlen des Komplexes (MK), deren Mittelpunkte auf der Geraden
g liegen

Eine beliebige Gerade g sei die Gesamtheit der Mittelpunkte der durch alle
Biischel (F?) < (MF?) bestimmten Strahlen des Komplexes (MK). Jene dieser
Strahlen, die durch ein Biischel (F?) = (MF?) bestimmt sind, liegen zu den Strah-
len t = ¢ (T)/(F?) < (MF?) VT eg, welche einem Hyperboloid H? < [H?| an-
gehoren, parallel. Die Fernpunkte dieser Strahlen der Komplexe (7K) und (MK)
stimmen damit iiberein. Da die Punkte der Geraden g und die Punkte der Fern-
kurve des Hyperboloides H? untereinander bijektiv sind und auf Grund des
bekannten Chaslesschen Korrespondenzprinzips folgt, dass jene durch ein Bii-
schel (F?) bestimmten Strahlen des Komplexes (MK), deren Mittelpunkte lings
der Geraden g liegen, die Erzeugenden einer Regelfliche (g, MK) 3. Grades mit
der einfachen Leitgeraden g sind (1 -1+ 1.2 = 3). Beriicksichtigen wir alle
Biischel (F2) < (MF?), ist auf dieselbe Weise eine Menge von co! Flichen (g,
MK) 3. Grades erhalten.
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Die Fernebene schneidet jede dieser Flichen (g, MK) in einer Kurve 3. Ord-
nung, die in die Fernkurve 42 des entsprechenden Hyperboloides H? und in eine
Erzeugende der Fliache (g, MK) zerfillt. Dem Fernpunkt T, € g ist namlich be-
ziiglich des Biindels (F2, ein Punkt T} € g® zugeordnet. Die Strahlen z, € ¢ (T},)/
V (F?) < (MF?) bilden ein Strahlbiischel (T;) in der Ebene (T, g.). Die Fern-
punkte dieser Strahlen sind ausserden die Fernpunkte jener ihnen zugeordneten
Fernstrahlen des Komplexes (MK), deren gemeinsamer Mittelpunkt im Fern-
punkt T, eg liegt.

Ausser der gemeinsamen Leitgeraden g haben alle dieser oo Flichen (g,
MK) noch drei Erzeugenden gemeinsam. Die Fernebene schneidet ndhmlich die
Kurve g3 in drei Punkten. Die diesen Punkten beziiglich des Biindels (F? konju-
giertzugeordneten Punkte der Geraden g sind die Mittelpunkte jener drei Strahlen
(MK), welche die Fernpunkte auf der Kurve g2 haben und als Strahlen des Kom-
plexes (MK) durch alle Biischel (F,) < (MF?) bestimmt sind.

Da nur die vier erwihnten Geraden die gemeinsame reduzible Kurve aller
Flichen (g, MK) darstellen, konnen diese Flichen kein Flichenbiischel bilden.

Alle Erzeugenden dieser Flichen (g, MK), welche als Strahlen des Kom-
plexes (MK) durch alle Biischel (M?) = (MF?) bestimmt sind und deren Mittel-
punkte auf der beliebigen Geraden g liegen, bilden eine algebraische Kongruenz
(K, MK).

Die Klasse der Kongruenz (K, MK) ist durch die Anzahl jener Strahlen dieser
Kongruenz bestimmt, welche in einer beliebigen Ebene liegen.

Damit man die Klasse dieser Kongruenz bestimmen kann, werden alle jene
Strahlen ¢ = ¢ (T)|V (F?) < (MF?) fiir festen T eg beriicksichtigt, welche ein
Strahlbiischel (T,) T, eg® bilden. Alle Strahlen des Komplexes (MK) mit dem
Mittelpunkt in diesem Punkt T eg bilden ein Biischel (7) in einer zur Ebene
(T, gv) parallelen Ebene.

Eine beliebige Ebene schneidet die Gerade g in einem Punkt T und das Bii-
schel (T) von Strahlen (MK) in einem seiner Strahlen. Daraus folgt die Klasse
dieser Kongruenz (K,, MK) ist gleich eins.

Die Ordnung der Kongruenz (K,, MK) ist durch die Anzahl jener Strahlen
dieser Kongruenz bestimmt, welche einen beliebigen Punkt S enthalten. Da die
Mittelpunkte aller Strahlen auf der Geraden g liegen, miissen sich auch die gesuch-
ten Strahlen in der Ebene (S, g) befinden. Die Ferngerade g, der Ebene (S, g)
durchdringt jede der Ebenen des Biischels [g,] in genau einem Punkt. Dieser
Punkt ist genauso wie auch die ganze Ebene des Biischels [g;] genau einem Punkt
der Geraden g beziiglich des Kegels M? konjugiert zugeordnet. Auf diese Weise
ist eine bijektive Zuordnung unter den Punkten der Geraden g,, den Ebenen des
Biischels [g;], den Biischeln (F?) = (MF?) und den Punkten der Geraden g be-
stimmt. Jene, auf Grund dieser Zuordnung bestimmten Strahlen des Komplexes
(MK), deren Mittelpunkte auf der Geraden g liegen, haben die Fernpunkte auf
der Geraden g,. Diese Strahlen des Komplexes (MK) konnte man auch als Ver-
bindungsgeraden der bijektiv zugeordneten Punkte der Geraden g und g, ansehen.
Sie hiillen daher eine Kurve s2 2. Klasse in der Ebene (S, g) ein und den beliebi-
gen Punkt S enthalten zwei ihrer Tangenten. Die Ordnung der Kongruenz (K,
MK) ist damit also gleich swer.

Die Gerade g, durchdringt jedes der Hyperboloide H? < [H?/ in zwei Punk-
ten. Dies hat zur Folge, dass je zwei Tangenten der Kurve s> durch dasselbe Bii-
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schel (F2) = (MF?) bestimmt sind. Je zwei Strahlen des Komplexes (MK) schnei~
den sich in je einem Punkt der Ebene (S, g). Da der Punkt S ein beliebiger ist
werden ihn in allgemeinen keine zwei durch dasselbe Biischel (F?) < (MF?)
bestimmte Strahlen des Komplexes (MK) enthalten.

SATZ B 1. Yene Strahlen des Komplexes (MK), deren Mittelpunkte auf einer
beliebigen Geraden g liegen und welche durch ein Biischel (F?) « (MF?) bestimmt
sind, bilden die Erzeugenden einer Fliche 3. Grades, mit der einfachen Lesigeraden
g. Die durch alle Biischel (F?) < (MF?) bestimmten obigen Flichen 3. Grades bilden
kein Biischel, da sie ausser der gemeinsamen Leitgeraden g nur die Punkte der drei
gemeinsamen Erzeugenden gemeinsam haben kinnen. Diese Erzeugenden sind die Ver-
bindungsgeraden der drei Fernpunkte der Kurve g* mit den ihnen beziiglich des Biin~
dels (F? komjugiert zugeordneten Punkten der Geraden g.

SATZ B 2. Jene Strahlen des Komplexes (MK), die durch alle Biischel (F?) <
< (MF?) bestimmt sind und deren Mittelpunkte auf einer beliebigen Geraden g liegen,
sind die Erzeugenden der Flichen 3. Grades aus dem Satz B 1. und bilden eine Kon-
gruenz (K,, MK) 2. Ordnung und 1. Klasse.

Die Gerade g ist als eine Menge von Mittelpunkten von Strahlen dieser Kon-
gruenz (K,, MK) oo2-deutig.

b) Die Strahlen des Komplexes (MK) mit den Mittelpunkten auf
der Geraden g,

Genauso wie bei den Untersuchungen des Komplexes (TK) wird von der
Singularitit des Punktes M € g, abgesehen. Das bekannte Resultat aus [11] C a),
dass jene Strahlen des Komplexes (MK), welche die Mittelpunkte im Punkt M
haben und die durch alle (F?) = (MF)? bestimmt sind, ein Biindel {M} bilden,
zihlt zu den Endresultaten.

Betrachten wir jene Strahlen des Komplexes (MK), die lings der Geraden
g, die Mittelpunkte haben und die durch alle Biischel (F2) < (MF?) bestimmt sind,
miissen wir auch die diesen Punkten zugeordneten und durch dieselben Biischel
(F?) bestimmten Strahlen des tetraderalen Komplexes beriicksichtigen.

Wie in A b) dieser Arbeit erwihnt wurde, bilden die Strahlen ¢, = ¢ (Gy)/
(F?) = (MF)* VG, eg, ein Strahlbiischel (G,), wo G, eg? ist. Ein jeder dieser
Strahlen ist jenem Punkt der Geraden g, zugeordnet, der beziiglich des Biindels
(F? dem zweiten Schnittpunkt mit der Kurve g2 konjugiert zugeordnet ist. Die
Fernpunkte dieser Strahlen des Komplexes (TK) sind auch die Fernpunkte jener
Strahlen des Komplexes (MK), deren Mittelpunkte lings der Geraden g liegen.
Wegen der bijektiven Zuordnung der Punkte der Geraden g, und der eben erwihn-
ten Fernpunkte lings der Ferngeraden u der Ebene (M, g) und auf Grund des be-
kannten Chaslesschen Korrespondenzprinzips folgt, dass die Verbindungsgeraden
der so zugeordneten Punktreihen (g;) und (u) die Erzeugenden eines Regulus eines
hyperbolischen Paraboloides sind. Die Geraden g, und u gehdren dem anderen
Regulus an. ‘

Jedes der Biischel (F?) < (MF?) definiert eine neue Zuordnung zwischen den
Punkten der Geraden g, und « und liegt damit eine Erzeugendenschar eines neuen
hyperbolischen Paraboloides fest, wobei g, und # dem anderen Regulus angehdren.
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Bilden diese hyperbolischen Paraboloide ein Flichenbiischel, dann muss die
reduzible Grundkurve 4. Ordnung dieses Biischels noch eine Kurve 2. Ordnung
enthalten, die wieder in zwei Geraden zerfallen kann.

Diese zwei auf allen hyperbolischen Paraboloide liegenden Geraden sind die
Verbindungsgeraden der Fernpunkte U, und U, der Kurve g2 mit den ihnen
beziiglich des Biindels (F? konjugiert zugeordneten Punkten G, und G, der Ge-
raden g;.

Die Strahlen ¢ = ¢ (G,)] V(F?) < (MF?) bilden nimlich ein Parallelenbiischel
(U,) der Strahlen des Komplexes (TK) und die Verbindungsgerade G,U, bzw.
die auf dieselbe Weise bestimmte Verbindungsgerade G,U, ist ein durch alle
Biischel (F?) < (MF?) bestimmter oo!-deutiger Strahl des Komplexes (MK).

Alle diese hyperbolischen Paraboloide bilden dadurch ein solches Regelfia-
chenbiischel 2. Grades, in dem genau zwei durch zwei Biichel (F,2) < (MF?)
(f = 1,2) bestimmte, singulidre Flichen liegen. Diese beiden Quadrikenbiischel
(F,}) (1 = 1, 2) sind auf die in der Einleitung beschriebenen Weise zu jenen zwei
Ebenen des Ebenenbiischels [m] bijektiv zugeordnet, welche die Fernpunkte U,
und U; des Kegelschnittes g2 enthalten.

Die Strahlen ¢ = ¢ (G)/(F,2) < (MF?) VG, eg, des Komplexes (TK) bil-
den ein Biischel (U,) von parallelen Strahlen in der Ebene des Kegelschnittes g2
welche mit der Ebene (M, g) iibereinstimmt. Ein Strahl dieses Biischels ist die
Ferngerade u = U,U,. Der zweite Schnittpunkt U, dieses Strahles uz mit der
Kurve g2 zeigt, dass er genau dem erwihnten Punkt G, € g; zugeordnet ist.

Da ein dem beliebigen Punkt T zugeordneter Strahl des Komplexes (TK)
und jener Strahl des Komplexes (MK), der in diesem Punkt T seinen Mittelpunkt
hat durch dasselbe Biischel (F?) bestimmt und parallel sind werden jene Strahlen
des Komplexes (MK), deren Mittelpunkte lings der Geraden g, liegen und welche
durch das Biischel (F,2) bestimmt sind, die Verbindungsgeraden der Punkte
Gy, € g, mit dem Fernpunkt U, sein. Diese Strahlen bilden dadurch ein Parallelen-
biischel (U,) in der Ebene (U, g;). Eine Ausnahme bildet der Punkt G,, da der
ihm zugeordnete Strahl # des Komplexes (TK) in der Fernebene liegt und ein
jeder seiner Punkte als sein Fernpunkt zu betrachten ist. Dadurch ist noch ein
Biischel (G;)von durch das Biischel (F,2) bestimmten Strahlen des Komplexes
(MK) in der Ebene (Gy, u) erhalten.

Die erwihnte, durch das Biischel (F,2) bestimmte Singularfliche entartet
deshalb in zwei Strahlbiischel (U,) und (G,) in den Ebenen (U, g,) und (G,, u),
wihrend jene auf gleiche Weise bestimmte Fliche, deren Erzeugenden durch
das Biischel (F,2) bestimmt sind in die Biischel (U;) und (G,) in den Ebenen (U,,
&) und (G,, u) zerfillt.

Diese singuliaren Flichen sind keine zerfallenen Kegelflichen, da sie aus je
zwei Biischeln mit verschiedenen Scheitelpunkten bestehen. Da auf ihnen die zer-
fallene Grundkurve (g, 4, G,U,, G,U,) des erwihnten Biischels der Quadriken
liegt, gehoren sie diesem Biischel an.

Alle jene Erzeugenden der Quadriken dieses Flachenbiischels, welche Strahlen
des Komplexes (MK) sind, bilden eine Kongruenz (K, MK) 1. Ordnung und 1.
Klasse, da sie die Transversalen der Geraden g, und u darstellen.

SATZ B 3. Alle jene Strahlen des Komplexes (MK), die durch alle Biischel
(F?) = (MF?) bestimmt sind und deren Mittelpunkte lings der Geraden g, liegen,
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wobei von der Singularitit des Punktes M € g, abgesehen wird, ist die Vereinigungs-
menge von unendlichen vielen Reguli, wobei von jedem hyperbolischen Parabolloid eines
Biischels genau ein Regulus stammt. Die Grundkurve 4. Ordnung dieses Biischels zer-
fallt in vier Erzeugenden, von denen zwei als Strahlen des Komplexes (MK) die Ver-
bindungsgeraden der Fernpunkte der Kurve g} mit den jeweils beztiglich des Biindels
(F? konjugiert sugeordneten Punkten der Geraden g sind, wahrend die Gerade gy
und die Ferngerade u der Ebene (M, g) dem anderen Regulus angehoren. Die beiden
singuliiren Quadriken dieses Biischels zerfallen in je zwei Strahlbiischel mit verschiede-
nen Scheitelpunkten, von denen einer umeigentlich ist.

SATZ B 4. Dic Strahlen des Komplexes (MK) aus dem Satz B 3 bilden eine
Kongruenz (K, MK) 1. Ordnung 1. Klasse. Diese Strahlen sind die Verbindungs-
geraden der Punkte der Geraden g, mit den Punkien der Ferngeraden u der Ebene
(M, g).

Die Strahlen des Nifeschen orientierten Komplex, welche den Punkten der
Geraden g und g, zugeordnet sind und die durch die Gesamtheit (MF?) bestimmt
sind, werden in einer anderen Arbeit betrachtet.
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Nastavak istrazivanja u skupu (MF?) 1. dio.
Kompleks (TK) i kompleks (MK)

Viasta Séurié-Cudovan
Sadriaj

Ovaj je rad nastavak moiih radova [11] i [12].

Sve kvadrike sveZnja (F? razvrstane su u jednoparametarski skup (MF?2)
pramenova (F?), a zajedni¢ka ploha svih tih pramenova je stozac M? sveinja (F?
s vthom u to¢ki M ek®.

Svakim od co'! pramenova skupa (MF?) odredena su &etiri kompleksa.

U poglavlju A obradene su tvorevine 3to ih &ine zrake kompleksa (TK) pri-
druZene toCkama po volji odabranog pravca g odnosno njemu s obzirom na stozac
M? konjugirano pridruZenog pravca g, € M, a odredene su svim pramenovima
(F?) = (MF?).

Pokazuje se da su one zrake kompleksa ( TK), koje su pridruZene tockama pravca
g i odredene pramenovima (F2) < (MF?), izvodnice jednog sustava izvodnica hi-
perboloida H2. Svi ti hiperboloidi ¢ine pramen /H?/, a temejna krivulja k4 4. reda
tog pramena raspada se u pravac g i krivulju g2 3. reda, koju &ine totkama pravca
g s obzirom na sveZanj (F? konjugirano pridruZene totke. Pramen [H?/ sadrZi
samo dvije singularne plohe, kojima se vrhovi nalaze u sjecidtima T}, (i = 1, 2)
pravca g i krivulje g3. Ti su stoSci odredeni s ona dva pramena (F2) < (MFZ)
(i =1, 2), koji odredu)u pravac g, kao zraku kompleksa (TK) pridruZenu sjeci$tima
T,(t=12) pravca g i one krivulje g2 2. reda, koju ¢ine totkama pravca g, s obzi-
rom na sveZanj (F? konjugirano pridruene tocke.

Poznato je da bilo koja ravnina dira tri kvadrike nekog pramena kvadrika.

Po volji odabrana ravnina pramena [g,] dira sve plohe pramena [H?|, a niz
dirali$ta nalazi se na pravcu g;. Iznimku &ine one dvije ravnine tog pramena, koje
sadrZe tangentu d, odn. d, krivulje g3 u to¢kama T, odn. Ty,, jer one diraju sve
kvadrike pramena [H?| upravo u tim totkama.

Zrake kompleksa (TK) odredene svim pramenovima (F2) < (MF?) i pri-
druZene totkama pravca 8> pri temu je toka M e g, smatrana njegovom regular—
nom totkom, leZe u ravnini (M, g), ko;a se podudara s ravninom konike gZ. Bilo
koji pravac ravnine (M, ) dvostruka je zraka kompleksa (TK) pridruzena dvjema
to¢kama pravca g, i odredena s dva pramena (F?) < (MF?). Jedno od sjeciita
svake zrake s krivuljom g2 pokazu)e kojoj je tocki pravca g, ta zraka pridruZena,
a drugo sjeciste pokazu)e, ko,un je pramenom (F?) ona odredena i to na temelju
pridruZenosti tolaka nizova (g,) i (g2) s obz1rom na sveZanj (F2 odnosno na teme-
lju sjecidta ravnine pramen [m] s krivuljom g2.

Sve zrake kompleksa (TK) koje Cine neki pramen (G) G € g2 u ravnini (M, g),
mozemo shvatiti da su pridruZene ili jednoj to¢ki G, € g, i odredene svim prame-
novima (F?) < (MF?) ili su one odredene jednim pramenom (F?) < (MF?) i
pridruZene svim tolkama Gy € g;.

U poglavlju B obradene su tvorevine $to ih &ine zrake kompleksa (MK), ako
se njihove sredi¥nje totke nalaze na pravcu g odnosno na pravcu g,, a odredene su
svim pramenovima (F2) < (MF?).
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Pokazuje se, da one zrake kompleksa (MK), kojima se sredi¥nje totke nalaze
na po volji odabranom pravcu g, a odredene su jednim pramenom (F?) < (MF?),
&ine izvodnice pravéaste plohe 3. stupnja, kojoj je pravac g jednostruka ravnalica.
Svim pramenovima (F?) < (MF?) odredene takve plohe ne &ine pramen, jer sve
one sadre osim pravca g jo§ samo tri zajedni¢ka pravca. Sve spomenute zrake
kompleksa (MK) odreduju kongruenciju (K,, MK) 2. reda i 1. razreda.

Zrake kompleksa (MK); kojima se sredi¥nje tocke nalaze na pravcu g, pri
¢emu je totka M € g, smatrana njegovom regularnom totkom, a odredene su jednim
pramenom (F2) < (MF?), odreduju jedan sustav izvodnica hiperbolitkog para-
boloida. Svim pramenovima (F?) < (MF?) odredeni hiperbolitki paraboloidi &ine
takav pramen, kojemu se temeljna krivulja 4. reda raspada u etiri pravca. Dvije
singularne plohe tog pramena raspadaju se u po dva pramena zraka s razli¢itim
vrhovima, od kojih se jedan nalazi u beskonaino dalekoj ravnini.

Sve zrake kompleksa (MK) koje &ine po jedan sustav izvodnica pramena
hiperboli¢kih paraboloida, odreduju kongruenciju (K, MK) 1. reda i 1. razreda,
buduéi da su one spojnice totaka pravca g, s totkama beskonatno dalekog pravca
u ravnine (M, g).

Primljeno u II. razredu
16. 6. 1987.
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