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EINIGE PROBLEME DIE DURCH DIE EINTEILUNG EINES BUNDELS
DER FLACHEN 2. GRADES IN ! BUSCHEL SOLCHER FLACHEN
ENTSTANDEN SIND, II TEIL ,

Viasta Séurié-Cudovan, Zagreb

Abstract. This paper considers the structures constituted by some sets of rays of the Nié:'s
oriented complex and the points associated to those rays which result from the partition of a bundle
of quadrics into a one-parametric family of pencils of quadrics.

EINLEITUNG

Diese Arbeit ist eine Fortsetzung meiner gleichnamigen Arbeit, 1. Teil [17].
Die Untersuchungen werden in einem solchen projektiven Raum P* durchge-
fithrt, der auf dem Modell des euklidischen Raumes E* aufgebaut wird und den
die Fernebene mit dem absoluten Kegelschnitt ergénzt.

Es sei ein allgemeines Flachenbiindel /F? der Flachen 2. Grades gegeben.
Durch ihn ist auch ein Biindel (F? der Polarrdume dieser Flichen bestimmt.
Die 2 Flachen des Biindels /F? bilden auch oo? Flachenbiischel /F?/ und eine
jede Fliche F? des Biindels /F? befindet sich in oo! Flichenbiischel /F?/. Die
Grundkurven 4. Ordnung dieser Flichenbiischel decken die Fliche F? und ha-
ben acht gemeinsame (assoziierte) Punkte, die auch gemeinsame Punkte aller
Flachen dieses. Biindels sind und seine Grundpunkte bilden [13].

Die Scheitel-Mittelpunkte der Singular-Kegelflachen des Biindels /F? bilden
eine Raumkurve k¢ 6. Ordnung. Die einem beliebigen Punkt M € k® beziiglich
der o? Polarrdume der Flichen des Biindels (F? konjugiertzugeordneten Punkte
bilden eine Gerade m, die die Trisekante der Kurve & ist. [13].

In der Arbeit [17] ist eine Singulir-Kegelfliche M? mit dem Scheitelpunkt
M € k® hervorgehoben. Eine beliebige Fliche des Biindels /F? ordnet mit dieser
Fliache M? ein Fliachenbiischel [F?/, und alle Flichen des Biindels [F? bestim-
men mit der Fliche M? eine Gesamtheit /MF?/. Diese Gesamtheit bilden jene
! Flachenbiischel /F?/, deren einzige gemeinsame Flache die Kegelfliche M?
wird. Der Punkt M e k® ist als Scheitelpunkt der gemeinsamen Kegelfliche M?
aller Biischel /F?/ = |MF?| auch der gemeinsame Eckpunkt aller Polartetraeder
der Polarraumbiischel (F?) = (MF?), u. zw. so, daf} je drei der tibrigen Eckpunkte
jedes einzelnen Tetraeders in derselben Ebene des Ebenenbiischels [m] liegen.
Eine beliebige Ebene dieses Ebenenbiischels [m] schneidet nidmlich die Kurve

135



kS in drei Punkten M, (n = 1, 2, 3) auf der Geraden s und in noch drei Punkten,
die die Eckpunkte eines von einem bestimmten Biischel (F?) < (MF?) verordne-
ten Polartetraeders sind.

Eine Ebene dieses Ebenbiischels [m] ist die Ebene (M, m), die einem Singu-
larbiischel (FZ) solcher Flachen 2. Grades zugeordnet ist, die alle die Ebene (M, m)
im Punkt M beriihren. Der zugeordnete Polartetraeder dieses Biischels (Fy,) artet
in die zweifache Ebene (M, m) aus, wihrend im Punkt M zwei Eckpunkte dieses
»Tetraeders« zusammenfallen [13].

Da unter der Biischel (F?) = (MF?) und der Ebenen des Ebenenbiischel
[m] eine bijektive Zuordnung besteht, und da eine beliebige Gerade das Ebenen-
biischel [m] in einer Punktreihe druchsetzt, werden wir, je nach dem Fall, die
Gesamtheit (MF?) auch als eine Reihe der Biischel (F?) betrachten [17].

Die der Geraden m beziiglich der Kegelfliche M? konjugiertzugeordnete Ge-
rade ist eine den Punkt M € kS enthaltende Gerade my, die eine Unisekante der
Kurve k¢ ist [17].

Durch ein jedes der cc? Polarraumbiischel (F2) des Biindels (F? sind auch
vier Komplexe bestimmt, u. zw. der Reyesche tetraedrale Komplex oder der Kom-
plex (TK) 2. Grades [13], [17); der Majcensche Komplex oder der Komplex
(MK) 3. Grades [2], [17]; der orientierte Nifesche Komplex oder der Komplex
(VN) 8. Grades [9], [11], [15], [16] und der Normalenkomplex 8. Grades [8].

Betrachtet man alle Biischel (F?) = (MF?), wird es auch interessant jene
Eigenschaften der erwihnten Komplexe zu untersuchen, die diese Gesamtheit
(MF?) verordnet. Da dieses Untersuchungsgebiet zu breit sein konnte, werden
unsere Untersuchungen vorliufig auf nur streng begrenzte Aufgaben gerichtet
werden. Wie im 1. Teil [17] dieser Arbeit, wo nur jene Strahlen des Komplexes
(TK) und des Komplexes (MK) untersucht werden, die auf gewisse Weise nur
bestimmten Gesamtheiten zugeordnet sind, werden auch in diesem 2. Teil jene
Strahlen des orientierten Nideschen Komplexes betrachtet, die auf bestimmte
Weise dem Punkt M € k% und den Punkten der Geraden m und m, zugeordnet
sind. Dabei ist immer von grofiten Interesse festzustellen, welchem Punkt ein
einzelner Strahl zugeordnet und durch welches der co! Biischel (F?) < (MF?)
er bestimmt ist.

D. DER ORIENTIERTE NICESCHE STRAHLKOMPLEX ODER
KOMPLEX (VN)

Definition. Ein durch ein Bischel (F?) bestimmter und einem beliebigen
Raumpunkt T zugeordneter Strahl : des Komplexes (TK) ist die Schnittgerade
der dem.Punkt T beziiglich der Polarrdume der Fliachen dieses Biischels (F?)
zugeordneten Ebenen. Eine aus dem Punkt T auf den Strahl ¢ gelegte Senkrechte
ist ein Strahl o des Komplexes (VN). Der Punkt.T wird der Punkt I des Strahles
o genannt, und sein Schnittpunkt mit dem Strahl ¢ als Punkt Z bezeichnet. Die
Punkte I und Z sind die Beriihrpunkte des Strahles o mit zwei Flachen dieses
Biischels /F?/. Ein beliebiger Raumpunkt ist der Punkt I fiir einen und der Punkt Z
fiir drei komplandren Strahlen des Komplexes (VN).

Durch
o =y (T)/(F?)
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wird kiirzer bezeichnet, daB der dem Punkt T beziiglich des Biischels (F?) zu-
geordnete Strahl o des Komplexes (V' N) seinen Punkt I im Punkt T hat. Diese
Bezeichnung werden wir doch nicht folgerichtig, sondern dann verwenden, wenn
damit geholfen wird, den Text zu verkiirzen und klarer zu machen.

Eine solche Bemerkung gilt auch fiir den Zeichen

t = @ (TH/(F?),

die bezeichnet, dafl der Strahl ¢ des Komplexes (TK), beziiglich des Biischels
(F?), dem Punkt T zugeordnet ist. [17]

Um den Text zu verkiirzen, werden wir auch ofters anstatt der Ausdriicke
»der Strahl des Komplexes (TK)«, und »der Strahl des Komplexes (VN) im glei-
chen Sinn nur »(TK) Komplexstrahle, bzw. »(VN) Komplexstrahl¢ oder auch
»Strahl (TK)«, »Strahl (VN )« verwenden.

a) Der Punkt M € k® und die (VN) Komplexstrahlen

In [15] wurde gezeigt, daf} fiir eine beliebige Gerade s einer Seitenebene des
Polaritetraeders eines Biischels (F?)

s = ¢ (A),] (F?) Geltung hat,

wobei der Punkt A4 der erwihnten Tetraederseitenebene gegeniiberliegender Eck-
punkt dieses Tetraeders ist.

Ebenso wurde gezeigt, daf} fiir eine, den Punkt 4 enthaltende Gerade r

r =y (A4),/ (F?) gil,

wobei, wie bekannt, der Punkt 4 der Punkt I des (VN) Strahles r wird und dessen
Punkt Z im Schnittpunkt mit der erwihnten gegeniiberliegenden Tetraederseiten-
ebene liegt.

Da der Punkt M der gemeinsame Eckpunt einer Gesamtheit der durch die
Biischelreihe (F2) = (MF?) bestimmten Polartetraeder ist, und da diesem Eck-
punkt M die gegeniiberliegenden Secitenebenen dieser Tetraeder ein Ebenen-
biischel [m] bilden, folgt, daf} eine beliebige den Punkt M enthaltende Gerade »
in jedem ihren Punkt je eine dieser Ebenen durchsetzt. Dabei ist keine Ausnahme
auch der Punkt M er, als der Durchstoflpunkt der Geraden r mit der Ebene (M,
m). Wie bekannt, im Fall des Singularflichenbiischels (F%,) artet der zugehdrige
Polartetraeder in die zweifache Ebene (M, m) aus, wihrend im Punkt M zwei
seine Eckpunkte zusammenfallen. Der Strahl r ist als der (VN) Komplexstrahl,
der durch (Fj,) bestimmt ist, zweideutig, und seine Punkte I und Z fallen in den
Punkt M.

Daraus folgt, dafi die Gerade r ein solcher ocol-deutiger (VN) Komplexstrahl
ist, den die Bischel (F?) der Reihe (MF?) bestimmen. Der Punkt M ist seinoo!-
-deutiger Punkt I, wihrend die Punkte Z lings dieses Strahles » liegen.

Es gilt also:
r=Y¥Y(M),N FHCMF?), rs M und
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SATZ DI. Eine beliebige dem Strahlbiindel {M} angehorige Gerade ist ein
solcher durch die Biischelrethe (F?) der Gesamtheit (MF?) bestimmter oo'-deutiger
(VN) Komplexstrahl, der den oo'-deutigen Punkt I im Punkt M hat, wéiihrend die
Punkte Z lings dieses Strahles liegen. Daberi besteht unter der Punkireihe Z v und
der Btischelreihe (F*) < (MF?) eine bijektive Zuordnung.

Ein viel interessanterer Fall entsteht dann, wenn jene durch die Biischel
(F?) c (MF?) bestimmten Strahlen (VN) betrachtet werden, deren Punkte Z im
Punkt M liegen.

Es ist bekannt, dafl jene durch ein Biischel (F?) bestimmten Strahlen (VN),
die den Punkt Z in einem Tetraedereckpunkt, z. B. M, des zugehorigen Polar-
tetraeders MBCD haben, die Erzeugenden einer Kegelfliche des Scheitelpunktes
M sind, do saf3 die Punkte I dieser Strahlen eine in der Ebene BCD liegende und
die Eckpunkte B, C und D enthaltende Kurve 73 3. Ordnung bilden [15].

Betrachtet man anstatt eines Biischels (F?) die Reihe der Biischel (F?) c
= (MF?), dann ist durch ein jedes dieser Biischel eine Kegelfliche (M, :3) 3.
Grades des Scheitelpunktes M bestimmt, da der Punkt M € k¢ der gemeinsame
Eckpunt aller co! Polartetraeder der Gesamtheit (MF?) ist. Da weiterhin die
diesem Eckpunkt M gegeniiberliegenden Polartetraederseitenebenen das Biischel
[m] bilden, liegt in einer jeden dieser Ebenen je eine Kurve 73, die auch die iibri-
gen drei Tetraederecken des betreffenden Tetraeders enthilt.

Uns interessiert: Ist eine beliebige den Punkt M enthaltende Gerade die
Erzeugende eines oder mehreren dieser Kegel? Bilden solche (M, i) Kegelflichen
ein Biischel und haben dadruch neun gemeinsame Erzeugenden, oder haben diese
Kegelflichen im Fall, daf} sie kein Biischel bilden, doch gemeinsame Erzeugenden,
und wieviel, oder sind alle Erzeugenden gemeinsam, so daf genau eine Kegel-
fliche entsteht?

Jede der Kurven 73 in den Ebenen des Biischel [m] schneidet die Gerade m
in drei Punkten. In erster Reihe interessiert uns ob diese Kurven einen gemein-
samen Punkt 7> € m haben. Die Gerade T*M wire dann ein solcher oo!-deutiger
(VN) Komplexstrahl, der durch ein jedes der co! Biischel (F?) < (MF?) bestimmt
wiére und dessen oo'-deutiger Punkt I im Punkt T* € m lige, wihrend sein Punkt
Z sich im Punkt M befinde.

Um dies zu bestétigen sollten alle (TK) Strahlen
t=@(T%), |V(F?) < (MF?

ein Strahlbiischel (M) in jener Ebene T3 des Biindels {M} bilden, die senkrecht
auf die Gerade T*M steht. Auf diese Weise wiirde die Gerade 7*M senkrecht auf
alle Strahlen des erwihnten Biischels (M) liegen. Dies wiirde weiterhin bedeuten,
daf} die dem Punkt T* e m beziiglich der Kegelfliche M? zugeordnete Polarebene
mit jener Ebene iibereinstimmen solle, die die Gerade m, und eine Fe ngerade
p spannen. Diese Gerade p soll die dem Fernpunkt T, der Geraden T*M beziiglich
des absoluten Kegelschnittes zugeordnete Polare sein.

Die den Punkten T €m beziglich der Kegelfiiche M? zugeordneten Polar-
ebenen bilden das bekannte Ebenenbiischel [m,]. Die Verbindungsgeraden TM
bilden in der Ebene (M, m) das Strahlbiischel (M) und durchsetzen die Fernebene
in Punkten T, der Ferngeraden n der Ebene (M, m). Jene Polaren p, die beztiglich
des absoluten Kegelschnittes den Punkten T, zugeordnet sind, bilden das Fern-
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strahlbiischel (P). Genau eine Polare p, dieses Biischels, die einem Punkt T, €%
zugeordnet ist, schneidet die Gerade m,. Dies bedeutet, dal es genau eine Ebene
des Ebenenbiischels [m,] gibt, die senkrecht auf genau eine Gerade ToiM des
Biischels (M) in der Ebene (M, m) liegt. Dem Schnittpunkt 7', der Geraden T, ;M
und m, ist eine Polarebene beziiglich der Kegelfliche M? zugeordnet, die aber in
allgemeinem mit der Ebene (p,, m,) nicht libereinstimmen kann, da der absolute
Kegelschnitt und die Fernkurve der Kegelfliche M? untereinander unabhiingig
sind. Daraus folgt, daf} auf der Geraden m kein Punkt T* mit beschriebenen Eigen-
schaften besteht, bzw., dal die erwahnten Kegelflichen (M, %) 3. Grades keine
gemeinsamen Erzeugenden in der Ebene (M, m) haben konnen.

Der Punkt M enthilt doch drei Geraden, die die gemeinsamen Erzeugenden
aller o! Kegelflichen (M, %) sind und die als Strahlen (VN) im Punkt M den
Punkt Z haben. Diese Geraden sind die Achsen der Kegelfliche M2, die die
gemeinsame Flache aller oo! Biischel (F?) « (MF?) ist.

Es ist namlich bekannt, daB die Fernebene die Flichen eines jeden Biischels
|F?| = |[MF?| in je einem Kurvenbiischel 2. Grades schneidet. Die gemeinsame
Kurve aller diesen Kurvenbiischel ist die Fernkurve k? der Kegelfidiche M?. Es
ist weiterhin bekannt, dafl ein jedes dieser Biischel mit dem absoluten Kegel-
schnitt je einen Kurvennetz bildet. Die Eckpunkte der Polardreiecke eines jeden
dieser Netze bilden eine Facobische Fernkurve 4 3. Ordnung 1. Geschlechtes [15].
Alle diese Kurven p haben nur drei gemeinsame Punkte, die der absolute Kegel-
schnitt und die Kurve &* bestimmen. Diese Punkte sind die Fernpunkte der Achsen
der Kegelfliche M?2.

Durch [16] ist es weiterhin bekannt, daf eine jede Achse der Flachen des
Biischels /F?/ ein solcher zweifacher (VN) Komplexstrahl ist, dem der Punkt 7
und der Punkt Z involutorisch zugeordnet sind. Ein solcher Strahl ist als ein In-
volutorstrahl des Komplexes (VN) genannt. Im Fall der Singulédrfliche befindet
sich einer der Punkte I — Z im Flachenscheitelpunkt, der mit dem Polartetraeder-
eckpunkt dieses Biischels (F2) iibereinstimmt, wahrend sich der involutorzuge-
ordnete Punkt Z — I im Schnittpunkt dieser Achse mit jener Tetraederseitenebene
befindet, die gegeniiber dem erwihnten Eckpunkt liegt.

Da eine jede der drei Achsen der gemeinsamen Fliche M? in jedem ihren
Punkt mit einer anderen Ebene des Ebenenbiischels [m] geschnitten wird, ist ein
jeder solcher Schnittpunkt als der Punkt J des Strahles (VN) einem streng bestimmten
Biischel (F?) = (MF?) zugeordnet, wihrend sich der Punkt Z aller diesen Strah-
len immer im Punkt M befindet.

Jede der drei Achsen der Kegelfliche M? ist deshalb auch ein ool-deutiger
(VN) Komplexstrahl, mit den Punkten I lings dieser Achse und dem gemeinsa-
men ool-deutigen Punkt Z im Punkt M.

Die Kegelfiache (M, %) 3. Grades konnen also nicht in eine Flache zusammen-
fallen, sie konnen aber auch nicht ein Flachenbuschel 3. Grades, mit 9 gemeinsa-
men Erzeugenden bilden. Je zwei dieser Kegelflichen haben aber, wie bekannt,
aufler der erwihnten drei, noch je sechs gemeinsamen Erzeugenden. Wir miissen
noch feststellen, ob eine beliebige Gerade r> M die Erzeugende einer, zwei oder
n solcher Kegelflichen ist, wo n eine endliche Zahl ist.

Nehmen wir vorlaufig ein Biischel (F2) der Gesamtheit (MF?) in Betracht.
Alle Strahlen (VN), deren Punkte Z im Punkt M liegen, haben, wie erwahnt, die
Punkte I langs einer Kurve 73 in jener Ebene des Ebenenbiischels [m], die diesem
Biischel (F2) zugeordnet ist. Aus [16] ist weiterhin bekannt, dafl der einem belie-
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bigen Punkt T e:® zugeordnete Strahl ¢ = ¢ (T),/ (F?), aufler dafl er den Punkt
M enthilt, auch die Kurve 72 in einem Punkt 7'; durchsetzt. Daraus folgt, daf
die Geraden TM und T, M senkrechte Stellung haben, so daf

TM = @ (Ty))| (F?); TM =y (T),/(F?)und T:M = v (Ty),/ (F?)
Geltung hat.

Eine beliebige Gerade r sei eine solche Verbindungsgerade TM. Es ist auch
bekannt, daf3 diese Gerade 7, als ein oo!-deutiger Strahl (TK), den die Biischel
(F?) =« (MF?) bestimmen, den Punkten eines die Gerade m schneidende Kegel-
schnittes r2? zugeordnet ist ([17], Satz B 9). Dieser Kegelschnitt r2 liegt in jener
Ebene, die die gemeinsame Polarebene eines jeden Punktes der Geraden r be-
ziiglich der Kegelfliche M? ist, und die deshalb auch den Punkt M € k6 enthiilt.
Die iibrigen fiinf Schnittpunkte dieser Ebene mit der Kurve k¢ bestimmen die
Kurve 2 vollkommen. Da die Gerade » und die Ebene des Kegelschnittes r2 in
allgemeinen keine senkrechte Lage haben, besteht deshalb in dieser Ebene nur
eine den Punkt M enthaltende Gerade r,, die die Gerade r senkrecht schneidet.
Daraus folgt, dal r, = T, M ist. Die Gerade r, schneidet aber die Kurve r2 in
noch genau einem Punkt, der T,,; genannt wird. Es gilt r = ¢ (Ty,),/ (F}), wo
(F*) # (F%) und (F}) = (MF?) ist.

Auf Grund des Gesagten folgt:

Wenn Ty, €r, auch Ty, €73 Geltung hat, mufl die Gerade r die Kurve 7}
in einem Punkt T, schneiden, wobei die Kurve 7} eine Gesamtheit der Punkte /
jener Strahlen (VN) ist, die das Biischel (F?) = (MF?) ordnet und deren Punkte
Z im Punkt M liegen.

Da auch eine Umkehr Geltung hat, folgt:
p(T)=¢(Ty) =r w(T) =y (T1,) = r/(F?), (F})

¢(T)=9(T1) =7,  p(Ty) =y (Ty) = rf(F?), (F})

Auf untereinander senkrecht gelegten Geraden r € M und r; 5 M befinden
‘sich genau je zwei Punkte I, die durch zwei Biischel der Gesamtheit (MF?2) be-
stimmt sind und deren zugeordnete Punkte Z zusammen in den Punkt M fallen.
Dies bedeutet weiterhin, dafl die Geraden r und r; die gemeinsamen Erzeugenden
von genau zwei Kegelflichen (M, 73) und (M, ¢}) 3. Grades sind, die die Biischel
(F?) und (F?) ordnen. Es ist klar, daf} diese zwei Kegelflichen noch je zwei Paare
gemeinsame und in Paaren senkrechte Erzeugenden haben.

Eine beliebige den Punkt M enthaltende Gerade r ist deshalb die gemeinsame
Erzeugende je zwei solcher Kegelflichen 3. Grades, die jene Strahlen (V' N) ordnen,
deren Punkte Z im Punkt M liegen. Dabei ist immer moglich festzustellen, welche
zwei Biischel der Gesamtheit (MF?) diesen Strahl bestimmen, da der Punkt [
eines jeden dieser zweifachen Strahlen an zugeordneten Kurven ¢3 in jenen Ebenen
des Bischels [m] liegen, die als die Polartetraederseitenebenen den betreffenden
Biischeln (F?) zugeordnet sind.

In einer beliebigen Ebene des Biischels [m] befindet sich also je eine Kurve
13, die je ein Biischel (F?) = (MF?) ordnet. Eine beliebige den Punkt M enthal-
‘tende Gerade r schneidet zwei dieser Kurven. Es stellt sich die Frage; schneiden
auch die Geraden des Biischels (M) in der Ebene (M, m) je zwei verschiedene
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Kurven 73? Wurde dies bedeuten, daf} je zwei verschiedene Kurven ¢3, die in ver-
schiedenen Ebenen des Biischels [m] liegen, sich im denselben Punkt der Geraden
m schneiden? ,

Zeigen wir zuerst, dafl das Letzte unmoglich ist.

Auf Grund des Satzes B 3 [17] folgt, dal eine beliebige Gerade des Biindels
M ein solcher (TK) Strahl ist, der einem bestimmten Punkt der Geraden m zu-
geordnet und durch ein bestimmtes Biischel (F?) — (MF?2) bestimmt ist. Die
einem beliebigen Punkt L € m zugeordneten und durch alle Biischel (F?) < (MF?)
bestimmten Strahlen (TK) bilden ein Strahlbiischel (M) in einer Ebene des Biischels
[m]. Genau ein Strahl dieses Biischels ist aber senkrecht auf die Gerade LM ge-
legt. Daraus folgt unmittelbar, daf§ der Punkt L auch der Punkt genau eines Strah-
les (VN) ist, dessen Punkt Z im Punkt M liegt. Dies hat weiterhin zur Folge, dafl
genau eine Kurve 72 die Gerade m im beliebigen Punkt L schneidet. Klar ist es
auch, daf} dieselbe Kurve 7* die Gerade m in drei Punkten schneidet, von deren
je zwei konjugiertimaginir sein kénnen. Es folgt:

SATZ D2. Durch ein beliebiges Biischel (F?) = (MF?) sind je drei jene (VN)-
Komplexstrahlen bestimmt, deren Punkte I auf der Geradden m liegen und deren ge-
metnsamer Punkt Z im Punkt M € kS liegt. Ein beliebiger Punkt der Geraden m ist
dabei der Punkt I eines solchen Strahles (VN).

Daf} auch eine jede Gerade de: Biischels (M) in der Ebene (M, m) je zwei
Kurven 73 schneidet, wird es auf folgende Weise bewiesen:

Der dem singuliren Fliachenbiischel (F3) < (MF?) zugeordnete Polartetra-
eder artet, wie bekannt, in die zweifache Ebene (M, m) aus, wihrend im Punkt M
zwei seine Eckpunkte fallen. Die I-Punktkurve 7}, jener durch das Bischel (FZ)
bestimmten Strahlen (VN), deren Punkte Z im Punkt M liegen, ist eine solche
in der Ebene (M, m) liegende Kurve, die im Punkt M den zweifachen Punkt hat.
Eine beliebige in der Ebene (M, m) liegende und dem Biischel (M) angehorende
Gerade schneidet die Kurve ¢}, aufier im zweifachen Punkt M in noch einem Punkt.
Eine solche Gerade ist deshalb durch das Biischel (Fi,) bestimmter dreideutiger
Strahl (VN), dessen Punkt Z sich im Punkt M befindet.

Die Biischelstrahlen (M) in der Ebene (M, m) sind die gemeinsamen Erzeu-
genden je einer reguldren Kegelfliche (M, i3) 3. Grades, die durch je ein regulires
Biischel (F?) < (MF?) bestimmt ist und immer einer derselben ausgearteten
Kegelflache (M, i3,), die das singuldre Biischel (FZ) ordnet.

Daraus folgt weiterhin, dafl eine beliebige Gerade r > M die Erzeugende je
zwei Kegelflichen (M, 13) ist, die zwei verschiedene Biischel (F2) = (MF?) ordnen,
dafl aber immer noch eine gemeinsame Erzeugende dieser zwei Kegelflichen
besteht, die senkrecht auf die Gerade r gelegt ist.

Setzen wir noch jene, den Strahlen (VN) des Biischels (M) in der Ebene
(M, m) auf die beschriebene Weise zugeordneten Strahlen (VN), die die Ergin-
zung zur zerfallenen Kegelfliche (M, 73,) bilden fest. Da die Strahlen des Biischels
(M) eine nichtabbrechende Gesamtheit bilden, werden auch die ihnen senkrecht
zugeordneten Strahlen eine nichtabbrechende Gesamtheit, also eine Kegelfliche
des Scheitelpunktes M bilden.

Wie bekannt, bilden die den Punkten L e m beziiglich der Kegelfliche M?
zugeordneten Polarebenen ein Ebenenbiischel [m], und in jeder diesen Ebenen
liegt ein Biischel (M) der Strahlen (TK)

ty, =@ (L) VY (F?) = (MF?)
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[17]. Die Punkte L € m der Reihe (m) und die Ebenen des Biischels [m] sind in
einer bijektiven Zuordnung. Da die Ferngeraden dieser Ebenen ein Strahlbiischel
(S,) bilden, wobei S, der Fernpunkt der Geraden m ist, sind auch die Punkte der
Punktreihe (m) und die Geraden des Geradenbiischels (S,) in bijektiver Zuordnung.
Die Geraden des Biischels (M) der Ebene (M, m) durchsetzen die Fernebene
lings der Ferngeraden n der Ebene (M, m). Die den Punkten N € n, beziiglich
des absoluten Kegelschnittes zugeordneten Polaren p bilden ein Fernstrahlbiischel
(P,)> so daf auch die Punkte der Reihe (n) und die Strahlen des Fernbischels
(P,) in einer bijektiven Zuordnung stehen. Da auch eine bijektive Zuordnung
unter der Punktreihen () und (n) besteht, mufi auch eine solche Zuordnung unter
der Fernstrahlbiischel (S,) und (P,) sein. Auf Grund dessen und des bekannten
Chaslesschen Korrespondenzprinzips folgt, daB sich die zugeordneten Strahlen
dieser zwei Strahlbiischel (S,) und (P,) in Punkten einer Kurve 2. O:dnung schnei-
den, die auch die Punkte S, und P, enthilt. Ein beliebiger Punkt T, dieser Fern-
kurve ist der Fernpunkt jener Geraden T'; > M, die als ein Strahl (TK) einem
streng bestimmten Punkt L € m zugeordnet ist und den ein bestimmtes Biischel
(F?) « (MF?) ordnet ([15], Satze B 3 und B 4). Dabei stehen die Geraden ¢,
und LM senkrecht, da die Gerade T,P, die Polare des Punktes N, beziiglich des
absoluten Kegelschnittes ist. Daraus folgt, daf3 die Verbindungsgeraden des Punk-
tes M mit den Punkten der erhaltenen Kurve 2. Ordnung, die Erzeugenden einer
Kegelflache ,M 2. Grades des Scheitelpunktes M sind. Diese Flidche ,M stimmt
weder mit der Kegelflaiche M? noch mit den Flichen des Biischels (M?) iiberein.

Die Kegelfliche (M, i3,) 3. Grades der Strahlen (VN), die das Biischel (F;,)
ordnet, zerfillt deshalb in das Strahlbiischel (M) in der Ebene (M, m) und in die
Kegelfliche ,M. Diese, den Biischel (M) bildenden Strahlen (VN), haben die
Punkte I langs der Kurve 7}, wahrend jene, die Kegelfliche ,M bildenden Strahlen,
die Punkte I im Punkt M €3}, haben. Die Punkte Z aller diesen Strahlen liegen
auch im Punkt M.

SATZ D3. Jene (VN) Komplexstrahlen, die durch das singuldre Fldchenbtischel
|F%| < |MF?| bestimmt sind und deren Punkte Z im Punkt M € k® liegen, bilden
eine Kegelfliche 3. Grades, die in Strahlbiischel (M) in der Ebene (M, m) und in
eine Kegelfliche ,M 2. Grades zerfdllt. Die Punkte I dieser Strahlen bilden in der
Ebene (M, m) eine Kurve i3y 3. Ordnung, deren zweifache Punkt im Punkt M liegt.

Die Kegelfliche ,M durchdringt jede der Kegelflichen des Biischels (M?)
in je vier Erzeugenden, unter denen eine immer die Gerade m, als ein Teil der
zerfallenen Grundkurve dieses Biischels (M?) ist. Die tibrigen drei Erzeugenden
derselben Kegelflache, die durch ein Biischel (F?) = (MF?) bestimmt sind, sind
jenen Punkten der Geraden m zugeordnet, die auch die Punkte jener Kurve i3
sind, die das betreffende Biischel (F?) ordnet (Satz D2).

Wenn in Betracht genommen wird, dafl der Polartetraeder des Biischels (F3,)
in die zweifache Ebene (M, m) ausartet, und dafl in Punk: M zwei seine Punkte
fallen, erhalten wir auch eine Verallgemeinung:

SATZ D4. Eine beliebige den Punkt M enthaltende Gerade ist ein solcher zwer-
deutiger (VN)-Komplexstrahl, den das Biischel (Fy) < (MF?) ordnet, dessen Punkt
I und Punkt Z sich im Punkt M befinden.

 In Allgemeinen kann man behaupten:

SATZ DS5. Jene durch ein Biischel (F?) der Gesamtheit (MF?) bestimmten
Strahlen (VN), die im Punkt M € k® den Punkt Z haben und deren Punkte I eine
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Kurve i3 3. Ordnung in der dem Punkt M gegeniiberliegenden Seitenebene des Polar-
tetraeders haben, bilden eine Kegelfliiche 3. Grades des Scheitelpunktes M. Alle solchen
Kegelfldchen 3. Grades, die die Bischel (F?) = (MF?) bestimmen, bilden eine Ge-
samtheit der o' Kegelflichen 3. Grades mit drei gemeinsamen Erzeugenden, die mit
den Achsen der Kegelfliche M? tibereinstimmen. Diese Achsen sing solche oo'-deuti-
gen Strahlen (VN), die durch alle Biischel (F 2) < (MF?) bestimmt sind und derin
Punkte I lings dieser Achsen liegen. Eine jede beliebige den Punkt M enthaltende
Gerade ist die Erzeugende je zwei der erwdhnten reguldren Kegelflichen 3. Grades,
die je zwei reguldre Biischel (F*) < (MF?) bestimmen.

Durch die Verbindung der Sitze D3, D4 und D5 folgt:

SATZ D6. Eine belichige den Punkt M enthaltende Gerade ist ein solcher vier-
deutiger (VN) Komplexstrahl, dem der gemeinsame Punkt Z im Punkt M liegr und
der durch zwei reguldre Flichenbiischel (F*) = (MF?) und durch ein singuldres Bii-
schel (F%,) bestimmt ist. Eine Ausnahme bilden die Strahlen des Biischels (M) in der
Ebene (M, m), die durch ein regulires Btischel (F 2)  (MFZ,) und durch das singuldre
Biischel (Fi,) bestimmt sind.

Da die erwihnten co! Kurven 72 auf allen Kegelfiachen (M, ¢*) nichtabbrechend
verbunden sind, bilden sie eine Fliche £y. Auf dieser Flache befinden sich, wie
bisher gezeigt wurde, die Achsen der Fliche M 2 < [F?, dann die Kurve k°, da je
drei ihre Punkte auf jeder der Kurven ¢* in den Ebenen des Ebenenbiischels [m]
liegen, und die Gerade m, als die einfachen.

Die Ordnung dieser Fliche .#,, werden wir durch die Anzahl der Durchstoss-
punkte mir einer beliebigen Geraden s bestimmen. Die Gerade s ist als eine Gesamt-
heit der Punkte I jener Strahlen (VN) aufzufassen, die alle Biischel (F?) = (MF?)
ordnen, und danach ist die Anzahl jener ihrer Punkte I zu bestimmen, deren zu-
geordnete Punkte Z im Punkt M liegen. ZweckmifBig ist deshalb jene den Punkt
M enthaltenden (TK) Komplexstrahlen zu bestimmen, die den Punkten der Ge-
raden s zugeordnet sind. Da der Punkt M der gemeinsame Eckpunkt aller Polar-
tetraeder der Biischel (F?)  (MF?) ist, konnen den Punkt M nur jene Strahlen
(TK) enthalten, die jenen Punkten zugeordnet sind, welche in dem Eckpunkt M
gegeniiberliegender Tetraederseitenebenen des betreffenden Biischels (F?) liegen.

Da die Gerade s eine jede der Ebenen des Ebenenbiischels [m] in genau einem
Punkt durchsetzt, ist einem jeden Punkt T €5 je ein den Punkt M enthaltender
und durch genau ein Biischel (F?) = (MF?) bestimmter Strahl (TK) zugeordnet.
Daraus folgt, da8 die Punkte T € s der Punktreihe (s) und die Ebenen des Biischels
[m], und damit auch die Biischel (F?) der Gesamtheit (MF?) und die den Punkt
M enthaltenden Strahlen (7TK) in einer bijektiven Zuordnung sind. Alle diesen
Komplexstrahlen (TK) sind die Erzeugenden einer Kegelfliche 3. Grades mit
dem Scheitelpunkt im Punkt M. Es ist nimlich bekannt, daB3 die, beziiglich des
Biindels (F2, den Punkten der Geraden r konjugiertzugeordneten Punkte eine
Raumkurve s® 3. Ordnung bilden, und die Verbindungsgeraden ihrer Punkte
mit dem Punkt M sind die Erzeugenden der erwihnten Kegelfliche.

Die Punkte Z jener Strahlen (VN), deren Punkte I auf der Geraden s liegen,
werden auf die iibliche Weise bestimmt. Die Fernpunkte der Erzeugenden der
Kegelfliche (M, s3) bilden eine Kurve 3. Ordnung, und die ihnen beziiglich des
absoluten Kegelschnittes zugeordneten Polaren p hiillen eine Kurve 3. Klasse ein.
Die Ebenen, die durch die Punkte der Geraden s und durch die ihnen bijektiv
zugeordneten Polaren p aufgespannt sind, bilden auf Grund des Chasleschen
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Korrespondenzprinzips eine Hiilltorse T4 4. Klasse. Eine jede dieser Ebenen ist
auf die sich zugeordnete Erzeugende der Kegelfiiiche (M, s3) senkrecht gelegt und
schneidet sie im Punkt Z jenes Strahles des Komplexes (VN), dessen Punkt
im zugeordneten Punkt der Geraden s liegt. Die Ebenen der Hiilltorse T4 4. Klasse
und die ihnen bijektiv zugeordneten Erzeugenden der Kegelfliche (M, s?) 3.
Grades schneiden sich auf Grund des Chasleschen Korrespondenzprinzips in
Punkten einer Kurve 27 7. Ordnung. Da uns nur jene (VN) Komplexstrahlen
interessieren, deren Punkte I auf der Geraden s liegen und deren Punkte Z sich
im Punkt M befinden, wird die Kurve 27 mit der Ebene (M, s) in 7 Punkten ge-
schnitten, wihrend diese Ebene die Kegelfliche (M, s3) in drei Erzeugenden
schneidet. Dies bedeutet, dafl sich in der Ebene (M, s) sieben solche Strahlen (VN)
befinden, deren Punkte I auf der Geraden s sind, aber nur vier unter diesen haben
den Punkt Z im Punkt M, wihrend die Punkte Z der iibrigen drei Strahlen an
drei Schnitterzeugenden der erwidhnten Kegelfliche liegen. Daraus folgt, daf3 die
Gerade s die gesuchte Flache .£,, in vier Punkten durchsetzt bzw., daf} die Ord-
nung dieser Fliache vier ist.

SATZ D7. Die Strahlen aller durch die Biischel (F?) < (MF?) bestimmten
Komplexe (VN), deren Punkte Z im Punkt M liegen und die die Kegelflichen aus
dem Satz DS. bilden, haben die Punkte I auf einer Fliche #, 4. Ordnung. Diese
Fléiche bildet die o' Kurven i* in den Ebenen des Ebenenbiischels {m). Auf der Fliche
Fu befinden sich: Drei Achsen der Kegelfliche M2, dann die Kurve kS und die Ge-
rade m, alle als die einfachen.

b) Die Gerade m als die Gesamtheit der Punkte / der Komplexstrahlen (V'N)

Es ist bekannt, dafl jene durch ein Biischel (F?) bestimmten Komplexstrahlen
(VN), deren Punkte I auf einer belibigen Geraden s liegen, eine Regelfliche P° 6.
Grades bilden, wihrend die Punkte Z dieser Strahlen eine Kurve 2% 5. Ordnung
bestimmen. Ist die Gerade s selbst ein (TK)-Komplexstrahl, dann bilden die, diesen
Punkten zugeordneten Strahlen (7TK) eine Kegelfliche 2. Grades, aber die Regel-
fliche P der Strahlen (V'N) und die Z-Punktkurve z* 5. Ordnung bleiben unzer-
fallen [15].

Fassen wir die Punkte der Geraden m als die Gesamtheit der Punkte I jener
Strahlen (V'N) auf, die die Gesamtheit (MF?) ordnet dann bilden solche Strahlen,
beziiglich ein jedes der Biischel (F?) < (MF?), je eine Fliche 6. Grades, und die
ihnen zugeordneten Punkte Z bilden je eine Kurve 2° 5. Ordnung. Jede dieser Kur-
ven befindet sich auf je einer Kegelfliche des Biischels (M?) und ist durch dasselbe
Biischel (F?) bestimmt, das auch die Erzeugenden dieser Kegelfliche, als die den
Punkten der Geraden m zugeordneten Strahlen (TK) o-dnet [17]. Alle nicht-
abbrechend verbundenen Punkte Z der Kurven z5 auf den Kegelflichen des
Biischels (M?2) bilden eine Fliche (Z, I,,), und die zugeordneten Strahlen des
Komplexes (VN) bilden eine Kongruenz (K, I,,). Bestimmen wir einige Eigen-
schaften und die Ordnung der Fliche (Z, I,), dann die Ordnung und die Klasse
der Kongruenz (K, I,,).

Die Fliche (Z, In)

Die Entstehung der Fliche (Z, I,) kann man auf zwei Arten betrachten. Im
ersten Fall ist diese Fliche, wie schon erwiihnt, als eine Gesamtheit der Kurven
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z° aufzufassen, wobei die Punkte einer jeden dieser Kurven den Punkten der
Punktreihe T em, beziiglich der Biischel (F?) — (MF?), zugeordnet sind.

Im zweiten Fall wird ein Punkt T em ausgewihlt, und die Strahlen ¢ =
=@ (T), |V (F*) = (MF?) werden bestimmt, [17]. Alle Strahlen ¢ bilden ein
Strahlbiischel (M) in jener Ebene H des Ebenenbiischels [m,], die dem Punkt
T, beziiglich der Kegelfliche M2, zugeordnete Polarebene ist. Die aus dem Punkt
T auf die Strahlen : des Biischels (M) gelegten Senkrechten schneiden, wie be-
kannt, diese Strahlen in den Punkten eines Kreises, der auch den Punkt M ent-
hallt, und die Gerade m, aufler im Punkt M, in noch einem Punkt schneidet.

Das Analoge gilt fiir einen beliebigen Punkt 7 €m und die ihm zugeordnete
Ebene H des Ebenenbiischels [m,].

Eine Ausnahme bilden doch die Punkte M, em (n = 1, 2, 3). Wie bekannt,
bilden die zugeordneten Strahlen (TK) kein Strahlbiischel (M) in je einer Ebene
H, (n = 1, 2, 3) des Biischels [m,], da alle einem jeden dieser Punkte zugeordneten
und durch die Biischel (F?) < (MF?) bestimmten Strahlen (TK) in einen Strahl
m, (n = 1, 2, 3) fallen. Dieser Strahl enthilt den Punkt M und ist eine Trisekante
der Kurve k¢ [17]. Da aus den Punkt M, nur eine Senkrechte auf die Gerade
m, (n = 1, 2, 3) gelegt sein kann, folgt, dal jene (VN)-Komplexstrahlen, die im
Punkt M, (z = 1, 2, 3) den Punkt I haben und die durch die Biischel (F2) der
Gesamtheit (MF?) bestimmt sind, in einen ool-deutigen Strahl zusammenfallen,
und im Schnittpunkt mit dem Strahl m, (n = 1,2, 3) den gemeinsamen Punkt
Z haben. Die Kreise dieser Punkte Z arten also in je zwei, sich auf der Geraden
m, (n =1, 2, 3) schneidende isotropen Geraden 1. Art aus.

Die Gerade m, befindet sich als eine einfache auch auf der Flache (Z, I,,).
Es ist bekannt, [17)], Satz B2, dafl die Gerade m, ein solcher oo!-deutiger Strahl
des Komplexes (TK) ist, der den Punkten der Geraden m zugeordnet wird und
den die Biischel (F?) = (MF?) ordnen. Es sei noch erwihnt, da8 unter der Punkt-
reihe (m) und der Biischelreihe (F?) — (MF?) eine bijektive Zuordnung besteht.
Die aus den Punkten der Geraden m auf den Strahl m, gelegten Senkrechten schnei-
den diesen Strahl in einem jeden seiner Punkte, so daB auch unter den Punkt-
reihen (m) und (m,) eine bijektive Zuordnung besteht. Jene (VN)-Komplexstrahlen,
deren Punkte I auf der Geraden m liegen, und deren Punkte Z auf der Geraden
m, sind, sind also mit einer, auf der Geraden m, senkrechten Ebene parallel und
bilden einen Regulus des hyperbolischen Paraboloides.

Die gesuchte Flache (Z, I,,) schneiden also die Ebenen des Biischels [m]
in solchen Kurven 3. Ordnung, die in die Gerade m, und in je einen Kreis zerfallen.
Drei dieser Kreise zerfallen in je zwei isotrope Geraden 1. Art und bestimmen die
auf der Geraden m, (n = 1, 2, 3) liegenden Kreispunkte der Fliache (Z, I,). Ein
jeder der librigen Kreise schenidet reel die Gerade m, auler im Punkt M in noch
je einem Punkt, der sich mit der Anderung der Ebene des Biischels [m,] auch
selbst dndert. Da ein jeder dieser Kreise auch die Ferngerade seiner Ebene in den
absoluten Punkten schneidet, folgt, dafl die Flache (Z, I,,) den absoluten Kegel-
schnitt enthalten mug.

Daraus kénnte folgen, daf8 die Ordnung der Fliche (Z, I,) gleich drei ist.
Um dies auch zu beweisen, wird diese Fliche mit einer beliebigen Ebene R ge-
schnitten. Diese Ebene schneidet auch das Kegelflachenbiischel (M?) in einem
Kurvenbiischel (k%) 2. Ordnung dem ein der vier Grundpunkte im Schnittpunkt
mit der Geraden m liegt. Wie bekannt, die Erzeugenden einer jeden der erwihnten
Kegelfldchen sind die Strahlen ¢ = ¢ (T), VT € m, die je ein Biischel (F?) c (MF?)
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ordnet, und auf einer jeden dieser Kegelflichen liegt eine Kurve z° der Punkte
Z jener Strahlen (VN), deren Punkte I auf der Geraden m liegen. Daraus folgt,
dafl sich auf einer beliebigen Schnittkurve k% in der Ebene R je fiinf Punkte Z
befinden, die genau diesem Kegelschnitt k22 zugeordnet sind, und noch je ein
Punkt Z im Schnittpunkt dieses Kegelschnittes mit der Geraden m, liegt. Alle
solchen in der Ebene R liegenden Punkte Z bilden eine Schnittkurve, die mit einer
jeden der Kurven eines Kegelschnittkurvenbiischels (k?) sechs gemeinsame Punkte
hat. Auf Grund des Chasleschen Korespondenzprinzips behauptet man, daf3 die
Ordnung dieser Schnittkurve gleich drei ist. Da weiterhin die Ebene R eine be-
liebige ist, folgt, daB die Ordnung der Flache (Z, I,,) gleich drei ist.

Die Fernebene schneidet die Fliache (Z, I,,) aufler im absoluten Kegelschnitt
in noch einer Geraden z!. Diese Gerade ist eine Gesamtheit der Punkte Z jener
Fernstrahlen des Komplexes (VN), deren Punkte I im Fernpunkt T, der Gera-
den m liegen. Die Strahlin

t =@ (Tn), |V (F?) = (MF?)

bilden namlich ein Strahlbiischel (M) in einer Ebene H,, des Biischels [m,]. Die
dem Fernpunkt dieser Strahlen, beziiglich des absoluten Kegelschnittes zugeordne-
ten Polaren p, bilden ein Fernstrahibiischel und seine Strahlen spannen mit dem
Punkt T, immer dieselbe Fernebene. Diese schneidet die Strahlen des erwahnten
Biischels (M) in seinen Fernpunkten, so dafl der Kreis der Punkte Z in der Ebene
H, = (M, z!) = (m, z') in die Ferngerade z' entartet.

Die Gerade 2! schneidet das absolute Kegelschnitt in zwei konjugiertimagi-
niren Punkten, die ¥ und K genannt seien. Die untereinander parallelen Ebenen
des Biischels [z!] schneiden die Fliche (Z, I,,) auler in der Geraden z' in noch
einem Kegelschnitt, der auch die Punkte ¥ und K des absoluten Kegelschnittes
enthalten muf} und so folgt, daB diese Schnittkurven Kreise sind.

Auf der Flache (Z, I, sind demnach zwei Systeme der Kreisschnitte. Ein
ist durch die Ebenen des Biischels [m,] bestimmt, wihrend das andere in parallelen
Ebenen des Biischels [21] liegt. Da im ersten Fall der gemeinsame Punkt aller
Kreise der Punkt M e m ist, und in zweitem, alle Kreise die Punkte ¥ € 2! und
K € 2! enthalten, folgt, dafl der eigentliche Punkt M und die konjugiert imagi-
nire Punkte ¥ und K des absoluten Kegelschnittes drei zweifache Punkte der
Flache (Z, I,,) sind.

Eine solche, den absoluten Kegelschnitt enthaltende Fliche, die einen eigen-
tlichen und zwei auf dem absoluten Kegelschnitt liegende Doppelpunkte hat, ist
auch als eine sphirische Fliache (Kugelfliche) 3. Ordnung bekannt [1], [3], [5],
[61, 12].

Es ist weiterhin bekannt, dafi eine Fliche 3. Ordnung unter den 27 Geraden,
mindestens 3 reele Geraden enthalten mufl. Einige von diesen konnen aber mehrdeu-
tig sein odre zusammenfallen. Eine beliebige Ebene schneidet die spharische Fla-
che in einer zyrkuliarkurve 3. Ordnung und ihre Asymptote hat den Fernpunkt in
ihrem Schnittpunkt mit der Ferngeraden der Flache.

Im Fall der sphirichen Flache (Z, I,) enhilt solche Asymptotenebene die
eigentliche Gerade m, und die zwei in die Ferngerade z' zusammenfallenden Ge-
raden. Da die Flache (Z, I,,) auBler der erwihnten Geraden m, und z' keine reelen
Geraden enthalten kann, sind alle iibrigen Geraden dieser Fliche imaginir, und
als die eindeutigen oder mehrdeutigen Geradenpaare enthalten die Kreispunkte
und die Doppelpunkte der Fliche (Z, I,,).
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Die Symmetrieebene der Flache (Z, I,,) enthilt die Mittelpunkte der Kreise
in den Ebenen de; Biischels [z'].

Vergleichen wir die Eigenschaften der sphérischen Fliche aus [5] und [12]
mit den Eigenschaften der Flache (Z, I,,), sind doch bestimmte Unterschiede zu
bemerken. Auf einer sphirischen Fliche, die als die FufSpunktfiiche eines Rota-
tionsparaboloides entstanden ist, liegen vier Kreispunkte, wihrend der reele Doppel-
punkt auch zweideutig als Kreispunkt gilt, der aber nicht auf der reelen eigentlichen
Geraden dieser Fliche liegt. Zum Unterschied dagegen, liegt der reele zweifache
Punkt M der Flache (Z, I,) auf der einzigen eigentlichen Geraden m, und ist
kein Kreispunkt.

Die Ordnung der Kongruenz (K, I,,)

Alle (VN)-Komplexstrahlen, deren Punkte I auf der Geraden m liegen, bil-
den eine Kongruenz. Thr Ordnung ist durch die Anzahl ihrer den beliebigen Punkt
S enthaltenden Strahlen bestimmt. Da ein jeder solche Strahl auch die Gerade m
schneiden muB}, werden uns nur jene in der Ebene (S, m) liegenden Strahlen inte-
ressieren. Diese Ebene schneidet auch die Fliche (Z, I,,) in einer Zyrkularkurve
23 3. Ordnung. Dabei sind einem beliebigen Punkt T € m zwei Punkte der Kurve
23 zugeordnet, u. zw. jene, in denen die Ebene (S, m) jenen Kreis schneidet, der
auf die beschriebene Weise dem Punkt T €m zugeordnet is: und der in einer
Ebene des Biischels [m,] liegt, wihrend einem beliebigen Punkt der Kurve z*
genau ein Punkt der Geraden m zugeordnet ist. Da die Ebene (S, m) in allgemeinen
keinen Singularpunkt der Flache (Z, I,,) enthilt, besteht in den erwihnten Zu-
ordnungen keine Ausnahme. Auf Grund des Chasleschen Korrespondenzprinzips
folgt, daB jene (VN)-Komplexstrahlen, die die Biischel (F?) = (MF?) ordnen,
deren Punkte I auf der Geraden m liegen und deren Punkte Z eine Kurve 23 3.
Ordnung bilden, eine in de- Ebene (S, m) liegende Kurve 5. Klasse einhiillen.
(D. h. 1 -2+ 3 1=25). Dies bedeutet, dafl den beliebigen Punkt S funf solche
Strahlen enthalten, bzw., daf§ die Ordnung der Kongruenz (K, I,,) gleich fiinf ist.

Die Klasse der Kongruenz (K, I,,) ist durch die Anzahl jener ihren in einer
beliebigen Ebene R liegenden Strahlen bestimmt. Diese Ebene schneidet die Ge-
rade m in einem Punkt 7. In der Ebene R kénnen deshalb nur jene, den Punkt
T enthaltenden Kongruenzstrahlen liegen. Wie bekannt, ist der Punkt T der Scheitel-
punkt einer Kegelfliche 2. Grades. Die Erzeugenden dieser Fliche sind jene Strah-
len (VN) deren zugeordnete Punkte Z auf einem Kreis in einer Ebene des Bi-
schels [m,] liegend. Da die Ebene R den erwihnten Kreis in genau zwei Punkten
hneidet ist auch die Anzahl der Kongruenzstrahlen in der Ebene R und damit
auch die Klasse dieser Kongruenz gleich zwei.

SATZ D8. Jene (VN) Komplexstrahlen, die durch die Biischelreihe (F*) = (MF?)
bestimme sind und deren Punkte I auf der Geraden m liegen, bilden eine Kongruenz
(K, I,,) 5. Ordnung und 2. Klasse.

Die Punkte Z dieser Strahlen (VN) bilden eine, den absoluten Kegelschnitt enthal-
tende sphdriche Fliche (Z, I,) 3. Ordnung, die drei Kreispunkte und drei Doppel-
punkte enthilt. Ein dieser Doppelpunkte liegt im Punkt M und die tibrigen zwei auf
dem absoluten Kegelschnitt. Auf dieser Fliche sind auch zwei Systeme der Kreis-
schnitte. Die Kreise eines dieser Systeme liegen in den Ebenen des Biischels [m], wah-
rend das andere System die Kreise in den paralellen Ebenen bilden, da alle diesen
Kreise die erwdhnten Punkte des absoluten Kegelschnittes enthalten. Die Mittelpunkte
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der Kreise dieses zweiten Systems liegen in der Symmetrieebene der Fliche (Z, I,,).
Eine der drei reelen Geraden dieser sphdrischen Fldche ist die Gerade my, wdihrend
die dibrigen zwei zusammenfallenden Ferngeraden die erwdhnten absoluten Punkte
verbinden.

Ein beliebiger Punkt der Geraden m ist als eine Gesamtheit der Punkte I solcher
Strahlen (VN) ool-deutig.

c)Die Geradem, alseine Gesamtheitder Punkte /der (VN)—Komplexstrahlen
Auf Grund der Siatze BS, B6 und B7 aus [17] folgt, dafl die (TK)-Strahlen

t =@ (T)/|V (F*) = (MF?)

fiir einen beliebigen T em, ein Strahlbiischel (7,) (T, € k) in der Ebene (M, m)
bilden, und auf Grund des Satzes B1 [17] folgt, daf} die dem Punkt M zugeordne-
ten und durch alle Biischel (F*) < (MF?) bestimmten Strahlen (7TK) einen line-
aren singuldren Komplex mit der Leitgreaden m bilden, wobei auch

m = ¢ (M), |V (F?) = (MF?)

Geltung hat. Jene Strahlen dieses singuliren Komplexes, die ein dieser Biischel
(F?*) ordnet, bilden eine Kongruenz (0, 1) in jener Ebene des Biischels [m], die
dem Punkt M beziiglich dieses Biischels polar zugeordnet ist. Es sei noch erwihnt,
dafl die Gerade % eine Gesamtheit jener, den Punkten der Geraden m, beziiglich
des Bundels (F? konjugiertzugeordneten Punkte ist [17].

Da der Punkt M € m, als eine Gesamtheit der Punkte I, bzw. Punkte Z der
Strahlen (VN) in Da) betrachtet wurde, werden uns jetzt die iibrigen Punkte
T € m, als Punkte I der Strahlen (VN) interessieren.

Ein beliebiger Punkt T e m, ist der Scheitelpunkt einer Kegelfiiche 2. Gra-
des jener Strahlen (VN), deren Punkte Z auf einem Kreis %2 in der Ebene (M, m)
liegen. Dies ist evident wenn wir in Betracht nehmen, dafl die (VN) Komplex-
strahlen jene Geraden sind, die aus dem Punkt 7 auf die erwéhnten Biischelstrahlen
(T,) gelegten Senkrechten sind. Die Gerade m schneidet den Kreis k2 in zwei
Punkten, was weiterhin bedeutet, dal den Punkt T jene zwei Strahlen (V' N) enthal-
ten, deren Punkte Z auf der Geraden m liegen. Diese zwei Strahlen sind durch
verschiedene Biischel (F?) < (MF?) bestimmt, u. zw. durch jene, die auch jene
Strahlen (TK) des Biischels (7T,) ordnen, auf denen die Punkte Z liegen. Andert
der Punkt T €m, seine Stellung, #ndert sich auch der Punkt T, und auch der
zugeordnete Kreis AZ.

Es stellt sich die Frage: Schneiden sich je zwei dieser Kreise oder auch alle
in denselben zwei Punkten der Geraden m, oder schneidet ein jeder dieser Kreise
die Gerade m in zwei verschiedenen Punkten; decken die Kreise k2 die ganze
Ebene (M, m), und ist dabei die Ebene (M, m) eine einfache oder mehrfache?

Setzen wir voraus, alle Kreise k2 der Ebene (M, m)schneiden sich in demselben
zwei Punkten T, e m (n = 1, 2) schneiden, miissen wir fest und dann stellen, dal
dies unmoglich ist. Der Punkt z. B. T, sollte dann ein Scheitelpunkt des (TK)-
-Strahlbiischels (T;) sein, was weiterhin bedeuten wiirde, daff ein jeder seiner
Strahlen einem anderen Strahlbiischel (7,) (T, € k) angehért. Dies hitte zur Folge,
daf3 die Strahlen (TK) des Biischels (T';) der Punktreihe T € m, zugeordnet sind,
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aber durch genau ein Biischel (F?) der Gesamtheic (MF?) bestimmt sind ([17],
Satz B6). Aus [15] ist es weiterhin bekannt, dal jene Strahlen (VN), die durch
ein Biischel (F?) bestimmt sind und deren Punkte [ auf einer den Scheitelpunkt
der Singularflache enthaltender Geraden liegen, solche Regelflache 6. Grades bilden,
die in eine Flache 4. Grades und die in Kegelflache 2. Grades zerfillt. Die Punkte
Z dieser Strahlen (VN) bilden eine Zyrkuldrkurve 3. Ordnung 0. Geschlechtes
und einen Kreis.

Da auch die Gerade m, eine solche den Scheitelpunkt M der gemeinsamen
Kegelfliche M? aller Biischel /F?/ < |MF?| enthaltende Gerade ist, konnen wir
diese bekannten Resultate auch in unserem Fall verwenden. Dabei ist der Punkt
M primér als ein Punkt der Geraden m, und erst sekundér als ein Kegelflachen-
scheitelpunkt bzw. gemeinsamer Eckpunkt aller Polartetraeder der Gesamtheit
(MF?) aufzufassen.

Die den Punkten der Geraden m, als Punkten I zugeordneten und durch ein
Biischel (F?) ¢ (MF?) bestimmten Punkte Z bilden also in der Ebene (M, m)
eine Zyrkularkurve ¢} 3. Ordnung mit dem zweifachen Punkt im Punkt T, und
die dem Punkt M € m, zugeordneten Punkte Z bilden einen Kreis, der in jener
Ebene des Ebenenbiischels [m] liegt, die diesem Eckpunkt M gegeniiberliegende
Tetraederseitencbene ist. Dies hat zur Folge, daf} auf der Geraden i, zwei solche
Punkte I zweier Strahlen (VN) liegen, deren gemeinsame Punkt Z im Punkt T,
liegt, und beide dieser Strahlen durch dasselbe Bischel (F?) bestimmt sind. Es
ist klar, daf die analogen Folgerungen fiir einen jeden Punkt der Geraden m Gel-
tung haben. .

Die Gerade m = ¢ (M), |V (F?) < (MF?) selbst ist der Strahl eines jeden
in der Ebene (M, m) liegenden Biischels (T), V (T,) € m. Die Strahlen je eines
dieser Biischel (T,) sind die den Punkten der Geraden m zugeordneten Strahlen
(TK), die durch je eines der Biischel (F?) c (MF?) bestimmt sind [16]. Genau
eine Senkrechte kann aus dem Punkt M auf die Gerade m gelegt werden. Der
Schnittpunkt Z,, dieser Senkrechte mit der Geraden m ist der gemeinsame Punkt
jener Zyrkularkurven ¢} 3. Ordnung, die durch ein jedes der Biischel (F ) « (MF?)
bestimmt sind und die jene, den Punkten I lings der Geraden m; zugeordnete
Punkte Z bilden. Die Gerade m schneidet deshalb jede der Zyrkuldrkurven in der
Ebene (M, m) im Punkt Z,, und die ihrem zweifachen Punkt.

SATZ D9. Ein beliebiger Punk' T € my ist der Punkt I solcher zwei Strahlen
(VN), deren sugeordnete Punkte Z auf der Geraden m liegen. Diese Strahlen sind
aber durch zwei verschiedene Biischel (F?) — (MF?) bestimmt. e zwei Punkte der
Geraden m,, sind solche Punkte I der Strahlen (VN), deren zugeordnete Punkie Z
im denselben Punkt der Geraden m liegen und durch dasselbe Biischel (F*) < (MF?)
bestimme sind. Dabei ist der Punk: M als ein veguldver Punkt der Geraden my, auf-
zufassen.

Die Behauptung des Satzes D9 ist in keinem Gegensatz mit jener aus [15]
bekannten Tatsache, daf ein belicbiger Raumpunkt 7' der Punkt Z jener drei
Strahlen (VN) ist, deren Punk e I auf dem Strahl ¢ = ¢ (7), | (F?) liegen.’

Auf der Geraden m, sind auch drei Punkte I der Drei, durch ein Biischel
(F2) = (MF?) bestimmten Strahlen (VN), deren gemeinsame Punkt Z in einem
Punk. 7, € m liegt. Ein dieser Punkte I liegt aber im Punkt M € my, der jetzt als
ein Polartetraedereckpunkt des Biischels (F7) aufzufassen ist.

Stellen wir noch heraus, dal ein beliebiger Punkt S der Ebene (M, m) ein
Punkt Z solcher zwei Strahlen (V' N) ist, deren Punkte I im verschiedenen Punkten
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der Geraden my liegen und durch verschiedene Biischel (F?) < (MF?) bestimmt
sind. Dabeli ist aber der Punkt M € m, als ein reguldrer Punkt dieser Geraden zu
betrachten.

Ein beliebiger Punkt S der Ebene (M, m) ist der Trager eines in der Ebene
(M, m) liegenden (TK)-Strahibiischels (S), wobei der Schnittpunkt eines jeden
dieser Strahlen mit der Geraden k zeigt, welchem Punkt T €my dieser Strahl
zugeordnet ist, und sein Schnittpunkt mit der Geraden m ordnet, durch welches
der Biischel (F?) = (MF?) er als ein Strahl (TK) bestimmt ist ([17], Satz BS).
Es ist klar, daf} die Strahlen (TK) des Biischels (S), die Punkte der Reihe (i)
und die Biischel (F?) der Biischelreihe (MF?) einander eindeutig bestimmen,
und daf8 dabei ein jedes Biischel (F?) < (MF?) in Betracht genommen ist. Auch
hier ist auf iibliche Weise leicht zu beweisen, daf} die, aus den Punkten der Gera-
den m, auf die ihnen zugeordneten Strahlen des Biischels (§) gelegten Senk-
rechten, diese in Punkten einer in der Ebene (M, m) liegenden Zyrkularkurve 3.
Ordnung schneiden. Diese Kurve hat, wie bekannt, den zweifachen Punkt im
Punkt S und ist durch die Punkte Z jener Strahlen (VN) gebildet, die lings der
Geraden m, die Punkte I haben. Dies hat zur folge, dafi ein beliebiger Punkt S
der Ebene (M, m) ein Punkt der Z zwei verschiedenen Strahlen (VVN) ist, die durch
verschiedene Biischel (F?) < (MF?) bestimmt sind.

Auf Grund des Gesagten folgt, dafl die Punkte Z jener Strahlen (VN), deren
Punkte I auf der Geraden m liegen und die durch ein jedes der Biischel (F?) <
= (MF?) bestimmt sind, die zweifache Ebene (M, m) bilden. Die Gerade m,
ist dabei als eine Gesamtheit der Punkte I oo!-deutig.

Alle Strahlen 0 = v (T), |V (F?) < (MF?) V T e m, bilden deshalb eine Kon-
gruenz (K, I,,). Um die Ordnung und Klasse dieser Kongruenz bestimmen zu
konnen, wird der Punkt M als ein reguldrer Punkt M € m, also als kein gemein-
samer Eckpunkt der oo! Polartetraeder der Gesamtheit (MF?) betrachtet.

Die Ordnung der Kongruenz (K, I,)

Alle einen beliebigen Raumpunkt R enthaltenden Strahlen dieser Kongruenz
miissen den Punkt I auf der Geraden m; haben und liegen deshalb in der Ebene
(R, my). Die Punkte Z dieser Strahlen konnen nur auf der Schnittgeraden r der
Ebenen (R, m,) und (M, m) liegen. Unter den Punktreihen (m,) und (r) besteht
eine zwei-zweideutige Zuordnung. Einem beliebigen Punkt " € m, sind nimlich,
als dem Punkt I, zwei jene Punkte der Geraden r zugeordnet, in denen die Gerade
r jenen Kreis %! schneidet, den die, dem Punkt T als dem Punkt I zugeordneten
und durch die Biischel (F?) = (MF?) bestimmten Punkte Z in der Ebene (M, m)
bilden. Die zwei erwihnte Punkte Z sind durch verschiedene Biischel (F?) be-
stimmt. Auch ein beliebiger Punkt S € r ist der Punkt Z jener zwei Strahlen (VN),
deren zugeordnete Punkte I in verschiedenen Punkten auf der Geraden my lie-
gen, die aber verschieden von Punkt M sind, und die diezwei verschiedene Biischel
(F?) < (MF?) verordnen. Auf Grund des Chaslesschen Korrespondenzprinzips
folgt, daf3 alle Strahlen o =y (7), |V (F*) < (MF?), VT €m,, die die Punkte
Z auf der Geraden r haben, eine Kurve 4. Klasse einhillen 2 -1 42 -1 =4).
Dies hat zur folge, dafy vier diese Strahlen den Punkt R enthalten, und daf§ die
Ordnung der Kongruenz (K, I,,) gleich vier ist.

Die Klasse der Kongruenz (K, I,;)

Alle Strahlen dieser Kongruenz, die in einer beliebigen Ebene R liegen, ha-
ben die Punkte I im Schnittpunkt 7" der Ebene R mit der Geraden m und die
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Punkte Z auf der Schnittgeraden r der Ebenen R und (M, m). Da aber alle jenen
Strahlen (VN), die den Punkt I im Punkt T €m, haben, eine Kegelfliche 2. Gra-
des bilden und die Punkte Z dieser Strahlen einen Kreis k2 in der Ebene (M, m)
bilden, ist es klar, da} auf der Geraden r zwei Schnittpunkte mit diesem Kreis
liegen, bzw., daf sich in der Ebene R zwei, durch verschiedene Biischel (F?) c
< (MF?) bestimmte Strahlen dieser Kongruenz befinden.

SATZ DI10. Fene (VN) Komplexstrahlen, die durch alle Biischel (F?) = (MF?)
bestimme sind und deren Punkte I ldngs der Geraden my liegen, wo aber den Punkt
M e my als einen reguliren Punkt dieser Geraden aufzufassen ist, bilden eine Kon-
gruenz (K, Iz) 4. Ordnung und 2. Klasse. e vier dieser, einen Raumpunkt enthalten-
den, bzw. je zwei in einer beliebigen Ebene liegenden Strahlen (VN) dieser Kongruenz,
sind durch verschiedene Biischel (F?) < (MF?2) bestimmt.

Die Punkte Z aller diesen Strahlen (VN) bilden die zweifache Ebene (M, m),
waihrend die Gerade my, als die Gesamtheit der Pumkte I dieser Strahlen eine oo'-
deutige 1ist.

SATZ DI11. Yene (VN) Komplexstrahlen, die durch die Biischel der Gesamtheit
(MF?) bestimmt sind, und deren Punkte I in einem Punkt T €my, liegen, bilden eine
Kegelfliche 2. Grades, wihrend die ihnen zugeordneten Punkte Z einen Kreis in der
Ebene (M, m) bilden. Es gibt keine zwei Erzeugenden dieser Kegelfliche die durch
dasselbe Biischel (F?) < (MF?) bestimmt werden.

d) Die Gerade m als eine Gesamtheit der Punkte Z der (VN)
Komplexstrahlen

Es ist bekannt, daB ein beliebiger Raumpunkt T der Punkt I jener drei durch
ein Biischel (F?) bestimmten Strahlen (VN) ist, deren Punkte I auf dem Strahl
t =@ (T), | (F?) liegen [15].

Die Strahlen (TK) t = ¢ (T), [(F?) c (MF?), YT € m bilden die Erzeugen-
den einer Kegelflache 2. Grades des Flichenbiischels (M?) [17]. Auf einer jeden
dieser Erzeugenden liegen je drei Punkte [ jener Strahlen (VN), deren zugeordne-
te Punkte Z auf der Geraden m liegen. Alle diesen Punkte I bilden eine den Punkt
M enthaltende Raumkurve i7 7. Ordnung, wihrend die Gerade m als eine Gesamt-
heit der Punkte Z dreifach ist {15].

Nehmen wir ein jedes Biischel (F2) < (MF?) in Betracht, werden die auf
die beschriebene Weise zugeordneten Strahlen (TK) die Erzeugenden der oo’
Kegelflachen des bekannten Biischels (M?) bilden und die auf diesen Kegelfldchen
liegenden und nichtabbrechend verbundenen Kurven 77 bilden eine Fliche (7, Z,,).
In diesem Fall ist die Gerade m als eine Gesamtheit der Punkte Z der Strahlen
(VN) 3 - ol-deutig einzunehmen, wihrend der Punkt M als der gemeinsame
Scheitelpunkt aller co! Kurven 17 auf der Fliche (I, Z,,) co!'-deutig ist.

Die Entstehung der Flache (I, Z,,) ist auch aus einem anderen Standpunkt
moglich. Es ist bekannt, dafl die einem beliebigen Punkt T € m zugeordneten
Strahlen

t, = ¢ (Ty), |V (F?) = (MF?)

ein Strahlbiischel (M) in einer Ebene ; des Ebenenbiischels [n,] bilden. Auf
einem beliebigen dieser Strahlen liegen je drei Punkte I jener drei Strahlen (VN),
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deren gemeinsamer Punkt Z im Punkt T liegt und die durch eines der Biischel
(F?) = (MF?) bestimmt sind. Ein der drei erwihnten Punkte I liegt immer im
Punkt M. Alle nichtabbrechend verbundene Punkte I auf allen Strahlen (7K)
des Biischels (M) bilden eine Kurve, die zusammen mit der zweifachen Geraden
my (Satz DY) die Schnittkurve der Ebene 7, und der Fliche (I, Z,) bilden.

Um die Ordnung der Flache (I, Z,,) bestimmen zu koénnen wird die Anzahl
der Durchstosspunkte dieser Fliche mit einer beliebigen Raumgeraden e bestimmt.
Uns wird deshalb die Anzahl jener durch die Gesamtheit (MF?2) bestimmten
Strahlen (VN) interessieren, deren Punkte I auf der Geraden e liegen und deren
Punkte Z sich auf der Geraden m befinden.

Konnte der Punkt Z eines Strahles (VN) auf der Geraden m und der Punkt
I dieses Strahles auf der Geraden e liegen, mufte der diesem Punkt I, beziiglich
eines der Biischel (F?) = (MF?) zugeordneter Strahl (TK) diesen Punkt Z ent-
halten.

Deswegen werden uns nur jene durch die Gesamtheit (MF?) bestimmten
die Gerade m schneidenden und den Punkten der Geraden e zugeordneten Strahlen
(TK) interessieren.

Alle Strahlen s = ¢ (S), |V (F?) = (MF?), S €m sind die Erzeugenden der
Kegelflichen des Biischels /M?/ 2. Grades mit dem gemeinsamen Scheitelpunkt M
([17], Satz B3). Die den Punkten der Geraden m beziiglich der K-gelfliche M? <
c |[MF?| zugeordneten Polarebenen bilden, wie bekannt, ein Ebenenbiischel [m,].
Die beliebige Gerade e durchsetzt eine jede dieser Kegelflichen des Biischels
[M?[ in je zwei Punkten, ein jeder Punkt der Geraden e liegt aber auf einer diesen
Kegelflichen und in einer Ebene des Ebenenbiischels [m.]. Man kann aus diesem
Grunde behaupten, dafl einem beliebigen Punkt 7T € e genau ein, die Gerade m
schneidender (TK) Komplexstrahl ¢ zugeordnet ist. Dieser Strahl ¢ ist durch
dasselbe Biischel (F?) = (MF?) bestimmt, durch das auch jene, den Punkt T ee
enthaltende Erzeugende einer Kegelfliche des Kegelbiischels (M?) verordnet ist,
und jenem Punkt der Geraden m zugeordnet, dem auch die den Punkt T € ¢ ent-
haltende Ebene des Ebenenbiischels [m,] zugeordnet ist.

Es ist weiterhin bekannt, dafl die den Punkten einer Geraden e bezliglich der
Flichen des Biindels (F? konjugiertzugeordneten Punkte eine Raumkurve e3 3.
Ordnung bilden. Wegen der bijektiven Zuordnung der Punktreihen (e) und (e3)
und auch (¢) und (m), besteht auch die bijektive Zuordnung unter der Reihen
(m) und (e®). Die Verbindungsgeraden so zugeordneter Punkte sind die den Punk-
ten der Geraden e zugeordneten und durch die Biischel (F?) < (MF?) bestimmten
Strahlen (TK). Dabei sind durch dasselbe Biischel (F2) je zwei Strahlen (TK)
bestimmt. Auf Grund dessen und des Chaslesschen Korresyondenzprinzips
" folgt, daf solche Strahlen (TK) eine Regelfliche E 4. Grades (1 - 1 + 1 - 3) bilden,
deren Gerade m die einfache Leitgerade ist.

Um jetzt auch die Ordnung der Flache (Z, Z,,) bestimmen zu kénnen, wird
die Anzahl jener Strahlen (VN) festgestellt, deren Punkt I auf der Geraden e und
die Punkte Z auf der Geraden m liegen. Dies wird auf die iibliche Weise getan.

Die Fernkurve der Fliche E ist 4. Ordnung. Die den Punkten dieser Kurve
beziiglich des absoluten Kegelschnittes zugeordneten Polaren p bilden eine Fera-
kurve 4. Klasse. Die Punkte der Reihe (¢) und die Tangenten p dieser Fernkurve
sind bijektiv zugeordnet. Die Ebenen die durch die¢se zugeordneten Elemente
aufgespannt sind, bilden auf Grund des Chaslesschen Prinzips eine Hiilltorse 5,
Klasse (1 - 1 4+ 4 - 1). Die Ebenen dieser Hiilltorse schneiden die ihnen bijektiv
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zugeordneten Erzeugenden der Fliche E 4. Grades in einer Kurve z° 9. Ordnung
(1 -4 41 -5). Die Punkte dieser Kurve sind die Punkte Z der (VN) Komplex-
strahlen 0 =y (7), /V (F?) < (MF?), VT €e. Dabei sind die Punkte der Reihe
e und die Biischel (F?) der Gesamtheit (MF?) einander eindeutig zugeordnet.

Eine beliebige Ebene des Ebenenbiischels [m] schneidet diese Kurve 2° in
neun Punkten und die Flache E aufier in der Geraden m in noch je drei Erzeugen-
den. Da auf einer jeden dieser Erzeugenden ein Punkt Z liegt, miissen sich die
tibrigen sechs Schnittpunkte mit der Kurve 2° auf d=r Geraden m befinden. Da-
raus folgt, dafl auf der Geraden m sechs Punkte Z jeaer Strahlen (VN) liegen,
de~en Punkte [ sich auf einem beliebigen Geraden e befinden. Dies aber bedeutet,
daf} die Gerade ¢ die Flache (I, Z,,) in s=chs Punkten durchsetzt, bzw. daf§ die
Ordnung dieser Fliche gleich sechs ist.

Um dies bestitigen zu koénnen wird eine beliebige die Gerade m, schneidende
Gerade s betrachtet, und die Anzahl ihrer Schnittpunkte mit der Fliche (Z, I,,)
bestimmt. Damit ist eine beliebige unter o0 Sekanten der Geraden m, ausge-
wihlt und eine grofie Allgemeinheit erhalten.

Es ist klar, daf} eine solche Gerade s in genau einer Ebene des Ebenenbiischels
[m] liegen mufi. Diese Ebene (s, m) ist als eine Polarebene der Kegelfliche M2,
einem bestimmten Punkt T,, € m zugeordnet. Dies bedeutet, daf3 auch die Strahlen
t =@ (T), |V (F?) < (MF?, Tes den Punkt T, enthalten miissen. Dabei ist
noch zu betonnen, daf in der Ebene (s, m,) ein Biischel (M) jener Strahlen ¢,, =
=@ (T [V (F?) « (MF?) liegt, die die Gerade s schneiden. Auf diese Weise
ist ein jeder Punkt T €s dem Punkt T, durch ein bestimmtes Biischel (F?) <
< (MF?) zugeordnet. Da auch eine Umkehr Geltung hat, folgt, da3 einem belie-
bigen Punkt T €s zugeordneter und den Punkt T, enthaltender Strahl (TK)
durch das bestimmte Biischel (F?) « (MF?) verordnet ist. Auch die den Punkten
der Geraden s beziiglich des Biindels (F? konjugiertzugeordneten Punkte bilden
eine Raumkurve &} 3. Ordnung. Fiir den Zerfall dieser Kurve gibt es in Allgemei-
* nen keine Ursache. Die Punkte T € s und die Punkte der Kurve £ sind in einer
bijektiven Zuordnung und daraus folgt, da} die Strahlen

Iy = <P(T),/V (Fz) & (MFZ): VTes

eine Kegelflache (T, &) 3. Grades des Schneitelpunktes T, bilden. Dem Schnitt-
punkt T, der Geraden s und m, ist, beziiglich des Biindels (F?, ein Punkt K € &
in der Ebene (M, m) konjugiertzugeordnet, so dafl die Kurve &3 die Ebene (M, m)
im Punkt K durchsetzt. Die Strahlen

t =@ (T, |V (F?) = (MF?)

bilden das Biischel (K) in der Ebene (M, m) ([17]. Satz B7).

Jene den Punkten der Geraden s zugeordneten und die Gerade m schneiden-
den Strahlen (TK), die auf die beschricbene Weise die Biischel (F?) = (MF?)
ordnen, bilden also auch eine Regelfiiche 4. Grades, die aber in die Kegelfliche
(T, k) 3. Grades und in Strahlbiischel (K) in der Ebene (M, m) zerfillt. Die
Gerade T, K ist eine Erzeugende der Fliche (T, %2 und ein Strahl des Biischels
(K). Die Z-Punktkurve jener Strahlen (VN), deren Punkte I auf der Geraden s
liegen, wird auf die iibliche Weise, aber doch getrennt, fiir die Kegelflache und das
Biischel (K), betrachtet.
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Die Kegelfiache (T, &2) ist 3. Grades. Die den Punkten ihrer Fernkurve 3.
Ordnung, beziiglich des absoluten Kegelschnittes konjugiertzugeordneten Polaren
# hiillen eine Kurve 3. Klasse ein. Auf Grund des Chaslesschen Korrespondenz-
prinzips folgt weiterhin, da die durch die bijektiv zugeordneten Polaren p und
die Punkte der Geraden s aufgespannten Ebenen eine Hiilltorse 4. Klasse bilden.
Die bijektiv zugeordneten Erzeugenden der Kegelfliche (T, ki) und die Ebenen
der Hiilltorse 4. Klasse durchsetzen sich in Punkten einer Kurve 27 7. Ordnung
(3-1+4-1), die die Punkte Z jener Strahlen (VN) bilden, deren Punkte [
auf der Geraden s liegen. Eine beliebige Ebene des Biischels [m] schneidet die
Kegelflache (T, k2) (T, €m) in drei Erzeugenden und die Kurve 27 in sieben
Punkten. Da auf einer jeden dieser Erzeugenden ein Punkt Z liegt, liegen die
iibrigen vier Schnittpunkte auf der Geraden m u. zw. in ihrem Punkt T, der
auch der Scheitelpunkt der Kegelfliche (T, k2) ist.

Die aus dem Punkt T, auf die Strahlen des Biischels (K) in der Ebene (M, m)
gelegten Senkrechten schneiden diese Strahlen in Punkten eines Kreises den die
Gerade m in zwei Punkten schneidet.

Daraus folgt, daf auf der Geraden s sechs (4 + 2) solche Punkte I der Strahlen
(VN) liegen, deren zugeordnete Punkte Z sich auf der Geraden m befinden, wie
behauptet. Da zwei solcher Punkte I im beliebigen Punkt T, € m; sind, folgt
in allgemeinen, daf8 die Gerade m, auf der Flache (I, Z,) eine zweifache ist.

Auf der Fliche (I, Z,,) befinden sich auch die Geraden m, (n =1, 2, 3), die
die Trisekanten der Kurve k° sind und die den Punkten M,em A M, €k®
(n = 1, 2, 3) beziiglich des Biindels (F? die konjugiertzugeordneten Punkte bilden.
Fiir die Geraden gilt auch m, = ¢ (M,), |V (F?) = (MF?),(n = 1, 2, 3). Auf Grund
des Satzes B15. [17] folgt, da} die einem beliebigen Punkt T €m, zugeordneten
Strahlen ¢ = ¢ (T), |V (F?) = (MF?) ein Strahlbiischel (M,) in einer den Punkt
M enthaltenden Ebene G, bilden. Die aus dem Punkt 7 auf die erwihnten Strah-
len (TK) gelegten Senkrechten schneiden diesen in Punkten eines Kreises, der
den Punkt M, enthalten muf}. Dies bedeutet, daB} ein beliebiger Punkt T em,
auch ein Punkt I eines durch ein Biischel (F?) « (MF?) bestimmten Strahles
(VN)ist, der seinen Punkt Z im Punkt M, hat, und daf die Gerade m, (n = 1, 2, 3)
auf der Fliache (I, Z,,) als eine einfache liegt. '

Es ist auch bekannt, dafl jene den Punkten der Geraden m, (n = 1,2, 3)
zugeordneten Strahlen (TK), die durch ein Biischel (F}) = (MF?) bestimmt sind
ein Strahlbiischel (M,) in einer Ebene G, bilden. Die aus den Punkten der Gera-
den m, (n = 1,2,3) auf diese Strahlen gelegten Senkrechten schneiden diese,
wie bekannt, in Punkten einer Zirkularkurve 3. Ordnung mit dem zweifachen
Punkt im Punkt M, (n = 1, 2, 3). Dies bedeutet, daf3 auf der Geraden m, je zwei
solche Punkte I der zwei, durch dasselbe Biischel (F?) < (MF?) bestimmten Strah-
len (VN) bestechen, deren Punkte Z in demselben Punkt M, em (n=1,2,3)
liegen.

Dies hat weiterhin zur Folge, daf} eine jede auf der zugeordneten Kegelfidche
des Biischels (M?) liegende Kurve 7 7. Ordnung den Punkt M enthalten und die
Gerade m, (n = 1, 2, 3) in noch je zwei verschiedenen Punkten durchsetzen muSfi.

Alle jenen (VN) Komplexstrahlen, die durch die Biischel (F?) = (MF?) be-
stimmt sind und deren Punkte Z auf der Geraden m liegen, bilden eine Kongruenz
(K, Z,).

Um die Ordnung dieser Kongruenz (K, Z,) bestimmen zu konnen, werden
jene einen beliebigen Raumpunkt R enthaltenden Kongruenzstrahlen betrachtet.
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Da alle diesen Strahlen die Punkte Z auf der Geraden m haben, miissen sie allen
in der Ebene (R, m) liegen. Diese Ebene schneidet die Fliche (I, Z,,) 6. Grades
in einer Kurve ¢ 6. Ordnung, fiir die bekannt ist, da} sie im Schnittpunkt mit
der Geraden m, den zweifachen Punkt hat. Uns werden jene den Punkt R enthal-
tenden und der Ebene (R, m) angehorenden Strahlen (VN) interessieren, deren
Punkte I auf der Kurve ¢ liegen und deren Punkte Z sich auf der Geraden m
befinden. Die Ebene (R, m) schneidet die Ebenen des Biischels [m,] in Geraden
s eines Schnittbiischels (M), wo M, € m, ist. Auf einem jeden dieser Geraden s
sind vier Punkte der Schnittkurve ¢, wihrend der gemeinsame Punkt M, aller
Geraden s der zweifache Punkt dieser Kurve 76 ist. Da die Geraden s in Ebenen
des Biischels [m] liegen, ist einer jeden Geraden s jener Punkt T, € m zugeordnet,
dem auch die betreffende Ebene des Biischels [m,], beziiglich der Kegelfliche
M?, zugeordnet ist. Alle diesen Behauptungen folgen direkt aus den Tatsachen,
die beim bestimmung der Ordnung der Fliche (I, Z,) in Betracht genommen
wurden. In der Ebene (R, m) liegen doch zwei jene Strahlen (VN), welche die
Punkte I im Punkt M, € m, und die Punkte Z auf der Geraden m haben; diese
sind aber in allgemeinen keine den Punkt R enthaltenden Strahlen.

Einem beliebigen Punkt T,, € m, der als ein Punkt Z aufzufassen ist, sind je
vier Punkte I der Kurve i® zugeordnet. Einem beliebigen Punkt der Kurve 76 ist
aber nur ein Punkt der Geraden m zugeordnet. Auf Grund dessen und des Chasles-
schen Korrespondenzprinzips folgt, daf3 die Verbindungsgeraden so zugeordne-
ter Punkte eine Kurve 10. Klasse einhiillen (1 - 4 4 1 - 6). Dies bedeutet, daf3
den beliebigen Punkt R 10 solche Geraden enthalten, bzw. daf3 die Ordnung der
Kongruenz (K, Z,,) gleich zehn ist.

Bestimmen wir auch ihre Klasse. Eine beliebige Ebene A durchsetzt die Ge-
rade m in genau einem Punkt T & m. Alle Strahlen der Kongruenz (K, Z,) haben
die Punkte Z auf der Geraden m und auf diese Weise werden in der Ebene A4 nur
jene Kongruenzstrahlen liegen, die die Punkte Z im Punkt T em haben. Dies
hat zur Folge, daf8 die Punkte I dieser Strahlen (V'N) in der Schnittgeraden s der
Ebene A mir jener Ebene des Ebenenbiischels [m,] liegen, die dem Punkt T beziig- .
lich der Kegelfliche - M? polarzugeordnet ist. Die Gerade s durchsetzt die Flache
(I, Z,) in 6 Punkten. Die diesen Punkten I zugeordneten Punkte Z liegen alle
auf der Geraden m, u. zw. so, daf3 vier von diesen im Punkt T € m liegen, wahrend
die dem Schnittpunkt T, der Geraden s und m, zugeordneten Punkte Z in allge-
meinen keine in dem Punkt 7T fallenden Punkte sind. Daraus folgt, daf3 in der
Ebene A vier Strahlen der Kongruenz (K, Z,) liegen, und die Klasse dieser Kon~-
gruenz ist gleich vier.

Die Gerade m durchsetzt die Flache (I, Z,) 6. Ordnung in 6 Punkten, was
bedeutet, daf} sich auch die diesen Punkten zugeordneten Punkte Z auf der Ge-
raden m befinden, bzw., daf3 die Gerade m ein sechsdeutiger Strahl dieser Kon-
gruenz (K, Z,) ist.

SATZ DI12. Jene (VN) Komplexstrahlen die die Biischel (F?) < (MF?) be-
stimmen und deren Punkte Z auf der Geraden m liegen, bilden eine Kongruenz 10.
Ordnung und 4. Klasse.

Die nichtabbrechend verbundenen Punkte I solcher Strahlen bilden eine Fldche
I, Z,) 6. Ordnung, auf der die Gerade my eine zweifache ist und die Geraden m,
(n =1, 2, 3) einfach sind. Der Punkt M ist auf dieser Fliche co'-deutig.

Die Gerade m is als eine Gesamtheit der Punkte Z der Strahlen der Kongruenz
(K, Z,) 3 - col-deutig.
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¢) Die Gerade m, als eine Gesamtheit der Punkte Z der (VN)
Komplexstrahlen

Die Gerade m; soll die Gesamtheit der Punkte Z jener, durch die Biischel
(F?) =« (MF?) bestimmten Strahlen (VN) sein. Die Punkte I dieser Strahlen
liegen auf den (TK) Komplexstrahlen ¢t = ¢ (T), [V (F?) <« (MF?, YT em, in
der Ebene (M, m) ([17], Sitze B6 und B7).

Da auch der Punkt M em; ist und als eine Gesamtheit der Punkte Z der
Strahlen (V'N) im Abschnitt D a) betrachtet wurde, ist in weiteren Untersuchun-
gen der Punkt M als ein regulédrer Punkt dieser Geraden m aufzufassen. Im Endresul-
taten werden doch die Ergebnisse aus D a) in Betracht genommen.

In [15] wurde bewiesen, dafl die I-Punktkurve 7 7. Ordnung jener Strahlen
(VN), die ein Biischel (F?) ordnet und deren Punkte Z lings jener Geraden lie-
gen, die einen Eckpunkt des zugeordneten Polartetraeders enthilt, in eine Kurve
3. Ordnung und in eine Kurve 4. Ordnung zerfillt. Die Ebene dieser Kurve 3.
Ordnung stimmt mit jener Ebene des Polartetraeders iiberein, die gegeniiber dem
erwihnten Eckpunkt liegt, wihrend sich die Kurve 4. Ordnung in einer Ebene
dieses Eckpunktes befindet.

In unserem Fall liegen alle solchen Kurven 4 4. Ordnung, die ein jeder Biischel
(F?) < (MF?) ordnet, in der Ebene (M, m). Es stellt sich die Frage, ob alle diese
Kurven die ganze Ebene (M, m) decken, und wenn dies stattgefunden ist, ist
ein beliebiger Punkt dieser Fliche als Punkt I einfach oder mehrfach?

Die Gerade m ist eine hervorgehobene Gerade der Ebene (M, m). Wie bekannt,
ein beliebiger ihrer Punkte ist ein solcher Punkt I, dem der zugeordnete Punkt Z
im Punkt M € m, liegt und der Punkt I noch eines Strahles (VN) ist, dessen Punkt
Z aber im Schnittpunkt der Geraden m; mit jener Senkrechte liegt, die aus dem
Punkt I auf die Gerade m, gelegt ist (D a) Satz D2 und D d)). Diese zwei Strahlen
(VN) sind durch verschiedene Biischel (F?) = (MF?) bestimmt.

Auf Grund des Satzes B11 [17] folgt, dal die einem beliebigen Punkt S der
Ebene (M, m) zugeordneten Strahlen ¢ = ¢ (T), |V (F?) < (MF?) ein Strahlbii-
schel (S;) in der Ebene (S;, m,) bilden. Dabei sind die Punkte S und S, die, be-
ziiglich des Bundels (F? konjugiertzugeordneten Punkte und ein jeder Strahl ¢
ist durch ein anderes Biischel (F2) « (MF?) bestimmt. Die aus dem Punkt S
auf die Strahlen des Biischels (S;) gelegten Senkrechten schneiden diese in Punk-
ten eines Kreises, den die Gerade m, in zwei Punkten schneidet. Daraus folgt,
daf} ein beliebiger Punkt S der Ebene (M, m) der Punkt I je zwei solcher Strahlen
(VN) ist, die durch zwei verschiedene Biischel (F?) = (MF?) bestimmt sind und
deren Punkte Z auf der Geraden m, liegen.

Wechselt der Punkt S seine Stellung in der Ebene (M, m) wechseln sich auch
die zwei zugeordneten Strahlen (VN) mit den Punkten Z auf der Geraden m,.
Da es in der Ebene (M, m) co? Punkte gibt, man kann erwarten, daf ein beliebiger
Punkt der Geraden m, als der Punkt Z solcher Strahlen (VN) co!-deutig ist. Alle
solcher Strahlen (VN) bilden eine Kongruenz (K, Z,;) mit der Leitgeraden m,.

Betrachten wir doch die Gesamtheit der Punkte 7 jener Strahlen (V'N), deren
Punkte Z in einem beliebigen Punkt S; € m, liegen und die durch alle Biischel
(F?) = (MF?) bestimmt sind. Wie aus [17] B d) bekannt ist, bilden die (TK)
Komplexstrahlen ¢ = ¢ (S,), [V (F?) < (MF?), S; em, ein Strahlbiischel (S,,)
in der Ebene (M, m), wobei die Punkte S, und S, € k beziiglich des Biindels
(F? konjugiertzugeordnet sind. Ein jeder Strahl (7K) des Biischels (S,,) ist durch
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ein anderes Biischel (F?) = (MF?) bestimmt. Durch das betreffende Biischel (F?)
sind auch jene drei Strahlen (V' N) verordnet, die auf diesem Strahl (7K) die Punkte
I haben, wihrend der gemeinsame Punkt Z dieser Strahlen im Punkt §; em,
liegt. Alle nichtabbrechend verbundenen Punkte I auf den Strahlen des Biischels
(S, bilden eine Kurve ¢*, der unbekannten Ordnung x. Jene Strahlen (VN),
die im Punkt S, die Punkte Z haben, bilden eine Kegelfliche x-tes Grades. Ver-
andert der Punkt S, €m, seine Stellung, dndert sich auch die Kegelfliche (S,, ©*).

Die Ordnung x dieser Kurve wird auf iibliche Weise durch die Anzahl der
Schnittpunkte der Kurve mit einer beliebigen Geraden s der Ebene (M, m) be-
stimmt. Die Gerade s ist als eine Gesam heit der Punkte I der Strahlen (VN)
aufzufassen und da bleibt noch die Anzahl jener Strahlen zu bestimmen, die die
Punkte Z im Punkt S; € m, haben. Ein belicbiger Punkt der Geraden s liegt dabei
genau auf einem Strahl des Biischels (Sy,). Jene, den Punkten der Geraden s,
beziiglich des Biindels (F? konjugiertzugeordneten Punkte bilden eine Kurve s>
3. Ordnung. Da die Gerade s die Gerade m schneidet, enthilt die Kurve s* den
Punkt M und da die Gerade s keine den Punkt S,, enthaltende Gerade ist, kann
auch die Kurve s® den Punkt S, nicht enthalten. Da weiterhin die Punkte S €5
der Reihe (s) und die Biischel (F?) = (MF?) in ciner bijektiven Zuordnung sind,
folgt, daB die durch diese Zuordnung bestimmten Strahlen ¢ = ¢ (T), |V (F?) <
= (MF?), VT €5 eine Regelfliche 4. Grades bilden, die in eine Kegelfliche (S,,
s3) 3. Grades und in Strahlbiischel (M) in einer Ebene des Biischels [m,] zerfallt
([17], Satz B3, P. 1). Der Strahl S; M ist in diesen beiden Gesamtheiten gemein-
sam.

Uns interessieren die Erzeugenden der Kegelfliche (S, s*). Die Punkte der
Reihe (s) und die Erzeugenden dieser Kegelflache sind bijektiv zugeordnet. Die
Senkrechten, die aus den Punkten der Geraden s auf die ihnen zugeordneten
Erzeugenden der Kegelflache gelegt sind, sind die Strahlen (VN) mit den Punkten
I auf der Geraden s und den Punkten Z auf der Kegelfliche. Die Kurve der Punkte
Z wird auf die iibliche Weise betrachtet. Die Fernebene schneidet die Erzeugenden
der Kegelfliche in Punkten einer Kurve 3. Ordnung, und die diesen Punkten
beziiglich des absoluten Kegelschnittes zugeordneten Polaren p bilden eine Kurve
3. Klasse. Die Ebenen, die durch diese Polaren p und durch die ihnen bijektiv
zugeo ‘dneten Punkte der Geraden s aufgespannt sind, bilden auf Grund des Chas-
lesschen Korrespondenzprinzips eine Hiilltorse 4. Klasse. Thre Ebenen und die
ihnen bijektiv zugeordneten Erzeugenden der Kegelfliche (S, s®) schneiden sich
in Punkten einer Raumkurve z7 7. Ordnung, die die Punkte Z jener Strahlen
(VN) bilden, fiir die 0 = ¢ (S), |V (F?) < (MF?), VS €5 geltung hat.

Die Ebene (S, s) schneidet die Kegelflache (S, s®) in drei Erzeugenden und
die Kusve 27 in sieben Punkten. Da auf einer jeden dieser drei Erzeugenden je
ein dieser Punkte Z liegt, folgt, dafl die tbrigen vier Punkte Z im Schnittpunkt
S, e m, der Kegelfliche (S, s3) liegen miissen, bzw. dafl die Gerade s die Kurve
+* in vier Punkten schneidet, so daf} sie 4. Ordnung ist.

Es ist klar, daf8 die analogen Resultate fiir eine beliebige Gerade s der Ebene
(M, m), beziiglich eines Strahlbiischels (S), aber auch beziiglich eines beliebigen
‘Biischels der Strahlen (TK) mit dem Scheitelpunkt in einem beliebigen Punkt
der Geraden k Geltung haben. Daraus folgt:

SATZ DI13. Jene durch die Gesamtheit (MF?) bestimmten Strahlen (VN),
deren Punkte Z in einem beliebigen Punkt der Geraden my, liegen, bilden eine Kegel-
fliiche 4. Grades, mit dem Scheitelpunkt in dem erwihnten Punkt Z, wihrend die
Punkte I dieser Strahlen eine Kurve 4. Ordnung in der Ebene (M, m) bilden.
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Hier konnen wir auch ein geeignetes Vergleichen tun.

Die Punkte I jener Strahlen (VN), die durch ein Biischel (F?) = (MF?)
bestimmt sind und deren Punkte Z eine Reihe (my) bilden, bilden in der Ebene
(M, m) eine Kurve 4. Ordnung. Dabei ist der Punkt M em, als ein reguldrer
Punkt dieser Geraden aufzufassen. Aber:

Die Punkte I jener Strahlen (VN), die durch die Reihe der Biischel (F?) <
c (MF?) bestimmt sind und deren Punkte Z in einem Punkt der Geraden my
liegen, bilden in der Ebene (M, m) eine Kurve 4. Ordnung.

Eine beliebige Ebene schneidet die Gerade m in einem Punkt, der als Punkt
Z der Strahlen (VN) aufzufassen ist und schneidet die diesem Punkt zugeordnete
I-Punktkurve in der Ebene (M, m) in vier Punkten. Daraus folgt, daB in dieser
Ebene vier Strahlen der Kongruenz (K, Z,,) liegen und die Klasse der Kongruenz
ist gleich vier.

Um die Ordnung der Kongruenz bestimmen zu konnen, missen wir jene
einen beliebigen Raumpunkt R enthaltenden und in der Ebene (R, m,) liegenden
Strahlen dieser Kongruenz betrachten. Diese Ebene schneidet die Ebene (M, m)
langs einer Geraden r, die den Punkt M € m enthalten muf}.

Man kann gleich auf Grund des Satzes D6 behaupten, daf} die Verbindungs-
gerade RM ein vierdeutiger Strahl dieser Kongruenz ist.

Die Punkte I aller iibrigen Strahlen dieser Kongruenz miissen auf der Geraden
r liegen. Uns wird die Klasse der Kurve jener Strahlen (V'N) interessieren, deren
Punkte I auf der Geraden r liegen und deren Punkte Z sich auf der Geraden m
befinden. Der Punkt M wird dabei als ein reguldrer Punkt der Geraden r und
my, betrachtet.

Wie bekannt, ein beliebiger Punkt der Geraden r ist der Punkt I je zwel jener
Strahlen (VN), deren Punkte Z auf der Geraden my liegen, wihrend ein beliebiger
Punkt der Geraden m, der Punkt Z von vier jener Strahlen (VN) ist, deren Punkte
[ sich auf der Geraden r befinden. Die Punkte der Reihen (r) und (m,) sind deshalb
in einer (2—4)-deutigen Zuordnung. Auf Grund dessen und des Chaslesschen
Korespondenzprinzips folgt, daf3 die Verbindungsgeraden der so zugeordneten
Punkte eine Kurve 6. Klasse einhiillen (1 -2 + 1+ 4), und dafl den Punkt R
sechs diese Tangenten enthalten.

Daraus folgt, daB ein beliebiger Raumpunkt R sechs erwéhnte und noch vier
dem Punkt M zugeordnete Strahlen (Satz D7), also zehn Strahlen der Kongruenz
(K, Z,y) enthilt. Dies bedeutet, daf3 die Ordnung dieser Kongruenz gleich zehn
ist.

SATZ D14. Fene durch die Biischel (F?) = (MF?) bestimmten Strahlen (VN),
deren Punkte Z lings der Geraden my, liegen, bilden eine Kongruenz (K, Z ) 10.
Ordnung und 4. Klasse. Jene dieser Strahlen, die die Punkte Z im Punkt M em,
haben, bilden eine Kongruenz (4,0), und die Punkte I bilden eine Fliche £y 4. Ordnung
(Satz D7). Die tibrigen Strahlen dieser Kongruenz (K, Z) bilden eine Kongruenz
6. Ordnung und 4. Klasse und die zugeordneten Punkte I bilden die zweifache Ebene
(M, m). .

Wenn wir die Resultate der Sitze D12 und D14 vergleichen, kann behaupten
werden, daf8 diese im Wesentlichen iibereinstimmen. Die im Satz D14 gegebenen
Tatsachen zeigen uns aber deutlich, auf welche Weise die Singuldrelemente den
Eindruck auf die Ausartung der Kongruenz (K, Z,) und auf die Ausartung der
Flache der zugeordneten Punkte I haben. '
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Angenommen in II. Abteilung
26. 6. 1985.

Neki problemi nastali razvrstavanjem sveinja ploha 2. stupnja u oo!
pramenova takvih ploha, II. dio

Viasta Séurié-Cudovan, Zagreb

SadrZaj

Ovaj je rad nastavak mog istoimenog rada [17], I. dio.

Dan je opéenit sveZanj [F? ploha 2. stupnja. Svakom od tih ploha odreden je i
njen polarni prostor, pa je s [F? odreden i sveZanj (F? polarnih prostora tih ploha.
Svih o0? ploha sveZnja [F? moZe se razvrstati u o0? pramenova [F?/, odnosno u
002 pramenova (F?) njihovih polarnih prostora. Bilo koja ploha F? sve’nja nalazi
se u oo! pramenova /F?/. Temeljne krivulje 4. reda tih pramenova prekrivaju plohu
F? i imaju 8 zajedni¢kih (asociiranih) tofaka. Vrhovi — sredi$ta singularnih ploha
sveznja [F? odreduju prostornu krivulju k¢ 6. reda, koju odreduju i vrhovi auto-
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polarnih tetraedara pramenova (F?) sadrZanih u sveznju (F?. Bilo kojoj to¢ki M € k°
konjugirane su s obzirom na plohe sveZnja (F? tofke nekog pravca m, koji
je trisekanta krivulje k. Sjeci$tima M, (n = 1, 2, 3) pravca m s krivuljom k¢ ko-
njugirano su s obzirom na sveZanj (F? pridruZene trisekante m, (n = 1, 2, 3) kri-
vulje k°, koje sadrze tocku M.

U radu je istaknuta jedna singularna ploha M? s vrhom i srediStem u po volji
odabranoj tocki M e kS. Bilo koja ploha sveZnja /[F? odreduje se stoScem M? jedan
pramen [F?/, a sve plohe sveZnja odreduju skup /MF?/. On je sastavljen od tak-
vog skupa od co! pramenova, kojima je zajednitka ploha stozac M>.

Totka M e kS je kao vrh zajedni¢kog stoica svih pramenova [F?/ < |MF?|
ujedno i zajednitki vrh svih autopolarnih tetraedara pramenova (F?) = (MF?),
tako da se po tri preostala vrha pojedinog tetraedra nalaze u istoj ravnini pramena
[m]. Bilo koja ravnina pramena [m] sijeCe krivulju k° u tri tocke M, (n = 1, 2, 3)
na pravcu m i u tri vrha tetraedra nekog odredenog pramena (F 2). Jedna ravnina
tog pramena [m] je i ravnina (M, m), koja je pridruZzena singularnom pramenu
|F3,/ takvih ploha, koje sve diraju ravninu (M, m) u tocki M. Autopolarni tetraedar
tog pramena raspada se u dvostruku ravninu (M, m), dok u totku M padaju dva
njegova vrha.

Izmedu ravnina pramena [m] i pramenova (F?) < (MF?) postoji bijektivna
pridruZenost.

Totkama pravca m pridruZene polarne ravnine s obzirom na stoZac M? Cine
pramen ravnina, a 0s 7, tog pramena je pravac konjugiran pravcu m s obzirom na
stozac M2. Pravac my je unisekanta krivulje 4° i sadrZi to¢ku M € k®.

Svakim od pramenova (F?) = (MF)? odredena su Cetiri kompleksa zraka, i to:
Reyeov tetraedarski kompleks 2. stupnja ili kompleks (TK); Majcenov kompleks 3.
stupnja ili kompleks (MK); Nieov orijentirani kompleks 8. stupnja ili kompleks
(VN) i kompleks normala 8. stupnja.

Iz literature su poznata mnoga svojstva tih kompleksa odredenih jednim pra-
menom (F?). Interesantno je istraZiti svojstva tih kompleksa odredena skupom
(MF?3), kojeg ¢ini co! pramenova (F?). Jasno je dasu opdenita istraZivanja u tom
skupu preopsirna, pa se u radu nuZno moralo ograniliti na samo neke probleme.
U I. dijelu istrazivan je kompleks (TK) i kompleks (MK), dok je u ovom II. dijelu
istra¥ivan kompleks (VN). Interesiraju nas uglavnom one zrake tih kompleksa
koje su na odredeni nadin pridruZene toki M, odnosno totkama pravaca m i pra-
vca m,. Pri tim je istraZivanjima posebna paZnja usmjerena na to da se za bilo koju
zraku spomenutih kompleksa utvrdi kojim je pramenom iz skupa (MF?) ona odre-
dena i kojoj je tocki pridruZena.

KOMPLEKS (VN)

Nekoj to¢ki T pridruZena zraka ¢ kompleksa (TK) odredena jednim pramenom
(F?) presjetnica je polarnih ravnina pridruZenih tocki 7 s obzrom na polarne
prostore ploha pramena [F?/. Okomica poloZena iz totke T na zraku ¢ zraka je o
kompleksa (V'N), odredena istim pramenom (F?). Totka T nazvana je tockom
I zrake o, a njeno sjeciste sa zrakom ¢ je totka Z te zrake o. Bilo koja tocka T prostora
je totka I jedne zrake kompleksa (VN) i tatke Z triju takvih zraka, kojima se tocke
I nalaze na zraci ¢t kompleksa (TK) pridruZenoj tocki T. v
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Radi li se o skupu (MF?), svakim je njegovim prémenom (F?) = (MF*?
odredena po jedna zraka kompleksa (TK) i po jedna zraka kompleksa (VN), koje
su pridruZene istoj po volji odabranoj tocki T.

U prvom nas redu interesiraju zrake kompleksa (VN), kojima se tocka I, od-
nosno tolka Z, nalazi u tofki M € kS.

Poznato ‘e da su pravci koji sadrZe jedan vih autopolarnog tetraedra nekog
pramena (F2) takve zrake kompleksa (VN) koje u spomenutom vrhu imaju tofku J,
dok im se to¢ka Z nalazi u ravnini tetraedra nasuprotnoj tom vrhu. Kako je tocka
M zajednicki vrh co! autopolarnih tetraedara skupa (MF?), a vchu M nasuprotne
ravnine tih tetraedara odreduju pramen [m], lako se zaklju¢uje da je bilo koji pravac
snopa {M} takva co'-znalna zraka kompleksa (V'N) odredena nizom pramenova
(F?) c (MF?), kojoj se co!-zna¢na toka I nalazi u tocki M, a to¢ke Z joj leZe duz
same zrake. Pritom postoji izmedu niza to¢aka Z ravnina pramena [m] i pramenova
(F?) = (MF?) bijektivna pridruZenost.

Mnogo interesantniji i kompliciraniji slu¢aj nastaje kad se istraZuju one zrake
kompleksa (VN) kojima se totke Z nalaze u totki M. PrikaZimo neke rezultate:

Bilo kojim pramenom (F2) < (MF?) odredene su po tri zrake kompleksa (VN)
koje imaju na pravcu m totku 7, a zajednicka tocka Z im je u todki M € k°. Bilo koja
tocka pravca m je pritom tocka I jedne takve zrake.

Bilo koji pravac vrha M je takva dvozna¢na zraka kompleksa (V'N) odredena
pramenom (F2,) = (MF?) kojoj se i to¥ka I i totka Z nalaze u totki M.

Zrake kompleksa (VN) odredene jednim od pramenova (F?).c (MF?), kojima
se tocka Z nalazi u to¢ki M, izvodnice su stodca 3. stupnja s vrhom u tocki M.
Tolke I tih zraka odreduju krivulju 3. reda u ravnini autopolarnog tetraedra na-
suprotnog vrhu M, Kkoja sadrZi preostala tri vrha tetraedra.

Svi takvi stodci 3. stupnja odredeni svakim od oo! pramenova (F?) = (MF?)
Cine skup od oo, stoZaca 3. stupnja. Tri zajednicke izvodnice tih stoZaca podudaraju
se s osima sto$ca M2. Te su osi takve oo!-znaéne zrake kompleksa (V'N), odredene
skupom (MF?), kojima se to¢ke I nalaze duz same osi. Bilo koji pravac vtha M
izvodnica je po dvaju spomenutih stoZaca 3. stupnja odredenih s po dva regularna
pramena (F?) skupa (MF?).

Stozac 3. stupnja zraka kompleksa (VN) odredenih pramenom (F},), kojima
se tocka Z nalazi u to¢ki M e k2, raspada se u pramen zraka (M) u ravnini (M, m)
i u stozac , M 2. stupnja s vrhom takoder u to¢ki M. Tocke I tih zraka Cine krivulju
i3, 3. reda u ravnini (M, m). Ta krivulja sadrzi i to¢ku M kao dvostruku.

Bilo koji pravac vrha M jest &etveroznalna zraka kompleksa (PN), kojoj se
Zetveroznadna totka Z nalazi u to¢ki M, a odredena je s po dva regularna pramena
(F?) = (MF?) i jednim singularnim pramenom (Fj) tog skupa (MF?). Iznimku
¢ine pravci pramena (M) u ravnini (M, m) koji su odredeni jednim regularnim
pramenom (F2?) = (MF?) i singularnim pramenom (Fj). :

Izvodnice svih spomenutih stoZaca 3. stupnja, koje su ujedno i zrake komplek-
sa (VN) odredene svakim od pramenova (F?) = (MF?), kojima se totke Z nalaze
u todki M e kS i &ine kongruenciju (4, 0), imaju to¢ke I na plohi £y, 4 reda.. Ta je
ploha salinjena od co! krivulja 3. reda u ravninama pramena [m]. Na plohi Iy
nalaze se tri osi stofca M?, pravac m i krivulja k® kao jednostruki.

Neka je pravac m skup tolaka I araka kompleksa (VN).

© .. Poznato je da totkama pravca m pridruZene zrake kompleksa (TK), koje su
. odredene pramsnovima (F?) c (MF?), odreduju izvodnice pramena stoZaca (M?)
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sa zajedni¢kim vrhom u toki M, pri ¢emu su izvodnice istog stoSca odredene
istim pramenom (F?), odnosno da takve zrake kompleksa (TK) odreduju pramenove
(M) u ravninama pramena [m], pri ¢emu su zrake istog pramena (M) pridruZene
istoj to¢ki pravca m, ali odredene svim pramenovima (F?) < (MF?) [17]. Shvatimo
li pravac m skupom to¢aka I zraka kompleksa (VN), tada pridruZene zrake komplek-
sa (VN) odredene jednim pramenom (F?) odreduju pravlastu plohu 6. stupnja,
a tocke Z tih zraka odreduju krivulju 2° 5. reda, koja se nalazi na toj plohi, odnosno
na pridrufenom sto$cu pramena (M?). Uzmemo li u obzir sve pramenove (F*) <
< (MF?), tada zrake kompleksa (VN) kao izvodnice ploha 6. stupnja odreduju
neku kongruenciju (K, I,,), a kontinuirano povezane tofke Z krivulja 2° neku plo-
hu (Z, 1,).

U radu se pokazuje da je ploha (Z, I,,) 3. reda. Ravnine pramena [m,] sijeku
je u kruZnim presjecima, $to znati da ta ploha sadrZi i apsolutnu koniku. Tri sje-
cista M, (n = 1,2, 3) pravca m i krivulje k® su oo’-znatne totke I oo'-znatnih
zraka kompleksa (VN), koje imaju zajedni¢ku oo'-znalnu toCku Z na pravcu m,
(n = 1,2, 3). Takve su totke Z krugne tolke plohe (Z, ), pa se kruZnice u rav-
ninama (my, m,) (n = 1, 2, 3) raspadaju u po dva izotropna pravca. Od triju real-
nih pravaca plohe pravac m, je konacan, dok su preostala dva u beskonacno dalekoj
ravnini zajedno pala pravca i ¢ine beskona&no daleki pravac z' asimptotske ravnine
plohe (Z, I,,). Na plohi postoje i tri dvostruke toCke, od kojih je jedna u toCki M,
dok su preostale dvije konjugirano imaginarne i nalaze se u sjeciStima pravca 2,
s apsolutnom konikom.

Ploha (Z, I,,) i sferi¢na ploha 3. reda nastala kao noZi$na ploha rotacijskog
paraboloida imaju dosta sli¢nih svojstava, ali i razlika, posebno u poloZaju kruznih
i dvostrukih tocaka.

Kongruencija (K, I,,) je 5. reda i 2. razreda.

U radu je nadalje promatran pravac my, kao skup tofaka I zraka kompleksa
(VN), odredenih pramenovima (F?) = (MF?). Kako je totka M ek® kao skup
totaka I odnosno totaka Z kompleksa (VN) veé ranije odredena, smatra se u tim
istra¥ivanjima tocka M regularnom tolkom pravca my, ali se u konatnom rezul-
tatu uzima u obzir i njen doprinos.

Poznato je da totkama pravca m, pridruZene zrake kompleksa (TK) koje su od-
redene pramenovima (F?) = (MF?) ¢ine pramenove pravaca u ravnini (M, m)
[17]. Buduéi da regularnim totkama pravca m, Konjugirane tocke s obzirom na
svezanj (F? ine neki pravac k u ravnini (M, m), to bilo kojoj tocki T" pravca m,
pridruzene zrake kompleksa (TK), s obzirom na niz pramenova (F?) < (MF?),
odreduju pramen zraka u ravnini (M, m) s vrhom u nekoj to¢ki pravca k. Pritom
je svaka zraka tog pramena odredena drugim pramenom (F?) < (MF?).

Zrake kompleksa (V'N) koje u bilo kojoj tocki T € my imaju tocku I Cine sto-
7ac 2. stupnja, dok pridruZene tocke Z odreduju u ravnini (M, m) kruZnicu. Ne
postoje dviie izvodnice tog stoica koje su odredene istim pramenom (F?) < (MF?).
Kako spomenuta kruZnica sije¢e pravac m u dvije tocke, izlazi da je bilo koja tocka
T e m, todka I dviju takvih zraka kompleksa (VN), kojima se tocke Z nalaze na
pravcu m, ali su te zrake odredene s dva razlitita pramena (F?) < (MF 2). Nadalje
slijedi da su po dvije totke pravca m takve totke I zraka kompleksa (V'N) kojima se
pridru¥ene tocke Z nalaze na istoj tolki pravca m i odredene su istim pramenom
(F2). Zrake kompleksa (VN) odredene pramenovima (F?) < (MF?) kojima se totke
I nalaze du? pravca m,, pri ¢emu smatramo totku m € M, regularnom tockom tog
pravca, &ine kongruenciju 4. reda i 2. razreda. Po Cetiri zrake te kongruencije, koji
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sadrZe po volji odabranu tocku prostora, odnosno po dvije zrake koje leZe u istoj
ravnini, odredene su razli¢itim pramenovima (F?) < (MF?). Totke Z svih takvih
zraka (VN) &ne dvostruku ravninu (M, m), dok je pravac m kao skup to¢aka I oo~
znalan. :

Mnogo sloZeniji problem nastaje kad se odreduje kongruencija, onih zraka
kompleksa (VN) odredenih skupom pramenova (MF 2) kao i ploha koju ¢ine tocke I
tih zraka, ako se njihove tocke Z nalaze na pravcu m, odnosno na pravcu my.

Znamo naime da je bilo koja totka T prostora totka Z triju zraka kompleksa
(VN) odredenih jednim pramenom (F?), kojima se to¢ke I nalaze na zraci kompleksa
(TK) pridruzenoj tocki T. To¢kama pravca m pridrufene i pramenovima (F?) <
< (MF?) odredene zrake kompleksa (TK) &ine izvodnice stoZaca pramena (M?).
Na svakoj toj izvodnici nalaze se po tri to¢ke I zraka kompleksa (VN), kojima se
pridruZene tocke Z nalaze na pravcu m. Po jedna od triju to¢aka I nalazi se uvijek u
tocki M. Sve kontinuirano povezane totke I odreduju neku plohu (1, Z,), za koju
se pokazuje da je 6. reda. Na njoj je pravac dvostruk, pravei m, (n = 1, 2, 3)
su jednostruki, a totka M je oo'-znatna.

Zrake kompleksa (VN) odredene pramenovima (F?) < (MF?) kojima se tocke
Z nalaze duz pravca m &ine kongruenciju (K, Z,,) 10. reda i 4, razreda. i

Promatra li se pravac m, kao skup to¢aka Z zraka kompleksa (VN) odredenih
skupom pramenova (MF?), smatrat e se ponovno totka M € m, regularnom toc-
kom tog pravca, buduéi da je kao vrh zajedni¢ke plohe M 2 gvih pramenova (F?) <
< (MF?) obradena veC ranije.

Kako totkama pravca my pridruZene zrake kompleksa (TK) leze u ravnini
(M, m), u radu se pokazuje da zrake kompleksa (VN) odredene pramenovima skupa
(MF?) kojima se to¢ka Z nalazi u bilo kojoj totki pravca m, odreduju stoZac 4.
stupnja s vrhom u spomenutoj tocki Z, dok tocke I tih zraka &ine u ravnini (M, m)
neku krivulju 4 reda.

Uodkeno je i ovo:

Tolke I zraka kompleksa (V'N) odredene jednim pramenom (F?) iz skupa
{MF?), kojima totke Z &ine niz (my), odreduju u ravnini (M, m) krivulju 4. reda.
Totku M € m, smatramo pritom regularnom tockom pravca .

Ali: Totke I zraka kompleksa (VN) odredene nmizom pramenova (F*) <
< (MF?) kojima se totke Z nalaze u jednoj toCki pravca my &ine u ravnini (M, m)
krivulju 4. reda.

Sve zrake kompleksa (VN) odredene pramenovima (F?) < (MF?) kojima se
tocke Z nalaze duZ pravca m, Cine kongruenciju 10. reda i 4. razreda, koja se raspada
u kongruenciju (4, 4), onih zraka kompleksa (VN) koje imaju to¢ku Z u tocki M
i u kongruenciju (6, 4) onih zraka kojima je to¢ka Z u regularnim totkama pravca
m,. Kontinuirano povezane tocke I tih zraka kompleksa (VN) odreduju plohu 4.
reda ako se pridruZene totke Z nalaze u todki M, odnosno dvostruku ravninu
(M, m) ako su toCke I duz pravca my.

Primljeno u II. razredu
26. 6. 1985.
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