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EINIGE PROBLEME DIE DURCH DIE EINTEILUNG EINES BUNDELS
DER FLACHEN 2. GRADES IN «! BUSCHEL SOLCHER FLXCHEN
'ENTSTANDEN SIND, I TEIL

Viasta Surié-Cudovan, Zagreb

Abstract In the paper a number of problems, which result from the partition of a bundle
of quadncs into a one-parametric family of pencils of quadncs, are formulated and solved.

A. GRUNDEIGENSCHAFTEN EINES FLACHENBUNDELS

In einem projektiven Raum P3, der auf dem Modell des durch die Fernebene
erginzten euklidischen Raumes E3 gebaut wird, sei ein allgemeines Flichenbiin-
del /F? der Flachen 2. Grades gegeben. Noch Th. Reye hat seine Grundeigen-
schaften in [9] dargestellt. Erinnern wir uns an einige von ihnen.

Ein Flichenbiindel /F? 2. Grades ist.durch drei nicht in einem Flachenbiischel
|F?| liegende Flachen 2. Grades bestimmt. Durch eine jede dieser o2 Flichen des
/F? Biindels ist auch ihr Polarraum bestimmt, so dass einem /F? Biindel auch
ein Polarraumbiindel (F? zugeordnet ist. Die c0? Fliachen des /F? Biindels bilden
auch 002 Flachenbiischel und eine jede Fliche F? des /[F2 Biindels befindet sich
in co! Flachenbiischel /F?/. Die Grundkurven 4. Ordnung dieser Flachenbiischel
decken die Fliche F? und haben. acht gemeinsame (assoziierte) Punkte, die auch
gemeinsame Punkte aller Flichen dieses Biindels sind und bilden seine Grund-
punkte.

- Die Polarebenen eines beliebigen Punktes T Bilden in Bezug auf die Polar-
riaume einer jeden der Flachen des (F? Biindels ein Ebenenbiindel. Der Scheitel-
punkt T, dieses Biindels ist der dem Punkt 7, beziiglich des (F? Biindels, konjugi-
ert zugeordnete Punkt. Die den Punkten einer beliebigen Geraden s, beziiglich
des (F2 Biindels konjugiert zugeordneten Punkte, bilden eine kubische Raum-
kurve s3

Zwe1 beliebige Punkte R und S liegen auf genau einer Fliache des |F? Biindels.

Die Scheitel-Mittelpunkt der Kegeliflachen des [F> Biindels bilden eine
Kernkurve ¢ 6. Ordnung dieses Biindels. Die Kurve k¢ hat keine Doppelpunkte.
Einem beliebigen Punkt M e k¢ sind, beziiglich der co? Flichen des (F? Biindels,
die Punkte einer Geraden m konjugiertzugeordnet. Diese Gerade m ist eine Tri-
sekante der Kurve 2. Den Schnittpunkten M, (n = 1, 2, 3) der Geraden m mit
der Kurve %% sind auf diese Weise die Punkte der Trisekanten m, (n = 1, 2, 3)
der Kurve kS konjugiert zugeordnet. Diese Trisekanten enthalten den Punkt M.
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Durch ein der c0? (F?) Polarraumbiischel des (F? Biindels sind auch vier
Komplexe bestimmt u. zw. der Reyesche tetraedrale Komplex oder der (TK)
Komplex 2. Grades, der Majcensche Komplex oder der (MK) Komplex 3. Grades,
der orientierte Niesche Komplex oder der (VN) Komplex 8. Grades und der
Normalenkomplex 8. Grades.

V. Niée untersuchte in seinen Arbeiten [2] [3], [6] und [8] einige Eigen-
schaften des (F? Biindels wie auch die Eigenschaften der durch ihn bestimmten
Komplexe. Solche Untersuchungen koénnen auf verschiedenen Grundlagen basi-
eren. In den Arbeiten [6] und [8] sind z. B. einige Eigenschaften der einzelnen
Kompiexe des allgemeinen Biindels untersucht, wo aber das Biindel als das Ganze
betrachtet wird, wiahrend in [4] ein spezielles Biindel untersucht ist, dem alle
Biischel den gemeinsamen Polartetraeder haben.

Uns wird ein allgemeines Flichenbiindel (F? interessieren, das aber in Gesamt-
heiten von oo! Fliachenbiischel [F?/ geteilt wird. Ein beliebiger Punkt M der
Kernkurve kS sei der Scheitel - und Mittelpunkt einer Singularflache d. h. einer
Kegelfliche M? dieses Biindels. Eine beliebige Fliche des Biindels ordnet mit
der Fliache M? ein Fliachenbiischel /F?/ und alle Flichen des [F? Biindels ordnen
mit der Fliache M? eine Gesamtheit /MF?/, die eine solche Reihe der co?! Flichen-
biischel /F?/ bilden, deren einzige gemeinsame Fliche die Kegelfliche M? wird.

Andert der Punkt M seine Stellung lings der Kurve k%, wird ein jedes Mal
eine andere Gesamtheit /MF?/ bestimmt. Da die Eigenschaften einer jeden solcher
Gesamtheiten analoge sind, werden unsere Untersuchungen auf nur einer Gesamt-
heit /MF?| basieren.

Der Punkt M e k¢ ist als der Scheitel - und Mittelpunkt der gemeinsamen
Kegelfiiche M? aller Biischel /F/ im [MF?{, auch der gemeinsame Eckpunkt aller
Polartetraeder der einzelnen Polarraumbiischel (F?), so dass sich drei iibrige
Eckpunkte jedes einzelnen Tetraeders in derselben Ebene des Ebenenbiischels
[m] befinden. Dies ist moglich, da die Gerade m die, dem Punkt M konjugiert-
zugeordneten Punkt beziiglich der Polarrdume jede der Flichen des (F? Biindels
bilden. Eine beliebige Ebene des Ebenenbiischels [m] schneidet die Kernkurve k¢
ausser in drei Punkten M, (n = 1, 2, 3) der Geraden m in noch drei Punkten, die
die Eckpunkte des Polartetraeders eines bestimmten (F?) Biischels im (MF?) sind.
Eine Ebene des Biischels [m] ist die Ebene (M, m), die einem singuldren Fla-
chenbiischel [F,,2/ angehort. Alle Flachen dieses Biischels beriihren die Ebene (M)
im Punkt M und der erwihnte Polartetraeder wird in die zweifache Ebene (M, m)
ausarten, wihrend im Punkt M die zwei Eckpunkte dieses »Tetraeders¢ zusa-
mmenfallen. [9].

Eine jede Ebene des Ebenenbiischels [m] ist als die, dem Scheitelpunkt M
gegeniberliegende Seitenebene des Polartetraeders, einem streng bestimmten Biis-
chel (F?) der Gesamtheit (MF?) zugeordnet. Unter die Ebenen des Ebenenbiischels
[m] und die Biischel (F?) im (MF?) besteht deswegen eine bijektive Zuordnung.
Da weiterhin eine beliebige Gerade s die Ebenen des Bischels [m] in einer Punkt-
reihe (5) durchstosst, besteht auch unter die Punkte dieser Reihe (s) und die
Biischel (F?) im (MF? eine bijektive Zuordnung, Aus diesem Grunde werden
wir ofters die Gesamtheit der (F?) Biischel im (MF?) auch als eine Reihe der (F?)
Biischel im (MF?) betrachten.

Die den Punkten der Geraden m, beziiglich der Kegelfliche M? zugeordneten
Polarebenen, bilden ein Ebenenbiischel, dessen Achse eine Gerade m, ist. Die
Geraden m und m, sind beziiglich der Kegelfliche M? konjugiertzugeordneten
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Geraden. Die Gerade m, enthilt den Punkt M € k° und ist eine Unisekante dieser
Kernkurve kS

Auch hier sind durch die einzelnen Biischel (F2) im (MF?) vier erwihnte Kom-
plexe bestimmt. Im I Teil dieser Arbeit werden die Strahlen des (TK) Komplexes
und des (MK) Komplexes betrachtet und im II Teil werden die Strahlen des (VN)
Komplexes untersucht. Wegen des Wunsches dass die Arbeit nicht zu breit wird,
werden unsere Untersuchungen nur auf streng begrentzte Aufgaben gerichtet. Uns
werden nur jene Strahlen der erwihnten Komplexe interessieren, die auf gewisse
Weise dem Punkt M und den Punkten der Gerade m und m zugeordnet sind.
Dabei wird immer von grossten Interesse sein, welchem Punkt ein einzelner
Strahl zugeordnet ist und durch welches der oo! Biischel (F?) der Gesamtheit
(MF?) er bestimmt wird.

B. DER (TK) KOMPLEX

Durch ein beliebiges Biischel (F2) der Gesamtheit (MF 2) ist ein bekannter
Reyesche tetraedrale Komplex oder (TK) Komplex 2. Grades bestimmt. Ein dem
beliebigen Punkt T zugeordneter Strahl ¢ dieses Komplexes ist die Schnittgerade
der, dem Punkt T beziglich der Polarrdume der Flachen des Biischels (F2) zu-
geordneten Polarebenen. Eine solche Punkt-Strahl Zuordnung wird ofters durch

t = ¢ (T), (F?)

bezeichnet. Dabei werden wir aber nicht streng folgerichtig sein.

Auf diese Weise wird im Fall der Gesamtheit (MF?) durch ein jedes (F?)
Biischel je ein Strahl des (TK) Komplexes bestimmt. Alle Strahlen

t =g (T), [V (F?) = (MF?)]

liegen in einer Ebene, die die Polarebene des beliebigen Punktes T beziiglich der
Kegelfliche M? ist und enthalten den Punkt T, der dem Punkt T, beziglich
des (F? Biindels konjugiertzugeordnete Punkt ist. Diese (TK) Strahlen bilden
also ein Strahlbiischel (7). Auf solche allgemeinen Fille werden wir aber verzi-
chten.

a) Die dem Punkt M zugeordneten (TK) Komplexstrahlen

Es ist bekannt, dass die, einem beliebigen Eckpunkt 4 des Polartetraeders
eines Biischels (F2), zugeordneten Strahlen des (TK) Komplexes, allen Geraden
jener Seitenebene dieses Tetraeders sind, die gegeniiber des Punktes A liegt. Da
der Punkt M der gemeinsame Eckpunkt von ool Polartetracder der (F2) Biischel
der Gesamtheit (MF?) ist und die dem Punkt M gegeniiberliegenden Seitenebenen
dieser Tetraeder das Ebenenbiischel [m] bilden, folgt:

SATZ Bl. Jene (TK) Komplexstrahlen die durch die Biischelreihe (F*) der
Gesamtheit (MF?) bestimmt werden und dem Punkt M zugeordnet sind, bilden einen
singuldren linearen Komplex mit der Leitgeraden m. Die durch ein (F*) Biischel be-
stimmten Strahlen liegen in jener Ebene des Ebenenbiischels [m] die die Seitencbene
des Polartetraeders dieses (F?) Biischels ist und bilden eine Kongruenzs 0., 1.).
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b) Die dem Punkten der Geraden m zugeordneten (TK)
Komplexstrahlen

Ein beliebiger Punkt der Geraden m ist, wie bekannt, ein dem Punkt M bezii-
glich des (F? Biindels konjugierter Punkt. Es gilt deswegen

m =g (M), |V (F?) = (MF?)].

Dies hat zur Folge, dass der, einem beliebigen Punkt T em zugeordnete Strahl
t = @ (T), den irgendein (F?) Biischel aus (MF?) ordnet, den Punkt M enthalten
muss.

Die den Punkten der Geraden m zugeordneten (TK) Strahlen werden auf
zwei Arten betrachtet werden.

Im ersten Fall werden wir jene, einem Punkt T € m zugeordneten und durch
alle (F?) im (MF?) bestimmten (TK) Komplexstrahlen betrachten und im zweiten,
werden jene (TK) Strahlen betrachtet, die je ein bestimmtes (F2) Biischel der
Gesamtheit (MF?) ordnet und die der Punktreihe (m) zugeordnet sind. Auf diese
Weise wird es ausfiirbar fiir einen jeden den Punkt M enthaltenden (TK) Strahl
festzustellen, welchem Punkt der Geraden m er zugeordnet ist und durch welches
der (F?) Biischel im (MF?) er bestimmt wird. ‘

1. Einem beliecbigen Punkt T e m wird die, beziiglich der Kegelfliche M?2,
zugeordnete Polarebene eine Ebene des Biischels [m,] sein, die auch als ein Tréager
eines Biischels (M) der (TK) Strahlen

t =g (T), |V (F?) < (MF?)]
dienen wird.

Verandert der Punkt T e m lings der Geraden m seine Stellung, dndert sich
auch die zugeordnete Polarebene des Ebenenbiischels [m] und die zugeordneten
(TK) Strahlen bilden immer in ihr ein Biischel (M). Nehmen wir alle Punkte der
Geraden m in Betracht, haben wir ein Strahlbiindel {M} erhalten, wobei immer
bekannt wird, welchem Punkt 7 e m der betreffende Strahl zugeordnet ist.

Eine Ausnahme bilden doch die drei Punkte M, em A M, €kS (n = 1, 2, 3).
Die zugeordneten Strahlen

my = @ (M), |V (F?) = (MF?)| (n=1,2,3)

bilden kein Strahlbiischel da sie allen in dem Strahl m, (n = 1, 2, 3) zusam-
menfallen. Dabei diirfen wir aber nicht vergessen, dass die Punkte der Kurve kS
die Singuldrpunkte in Bezug auf den (TK) Komplex sind und dass jedem der
Punkte M, (n = 1, 2, 3) ausser des Strahlesm, (n = 1, 2, 3) auch der ganze singu-
lare lineare Komplex der (TK) Strahlen mit der Leitgeraden m,(n =1, 2, 3)
zugeordnet ist, so wie es fiir die, dem Punkt M zugeordneten (TK) Strahlen Gel-
tung hat (Satz Bl).

Dabei ist doch das Folgende evident: Fassen wir den Punkt M, (n = 1, 2, 3)
in erster Reihe als einen Punkt der Geraden m auf, dann sind die ihm durch alle
(F?) Biischel im (MF?) zugeordneten Strahlen im Strahl m, (n = 1, 2, 3) zusam-
mengefallen; nehmen wir aber den Punkt M, (n = 1, 2, 3) als einen Punkt der
Kernkurve k% an, dann betrachten wir diesen Punkt auch als den gemeinsamen
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Eckpunkt der oo! Polartetraeder einer Gesamtheit (M, F?) (n = 1,2, 3) von je
co! Biischel und die zugeordneten (TK) Komplexstrahlen bilden den erwihnten
singuliren linearen Komplex. Da uns aber vorldufig keine Gesamtheit (M, F?)
(n = 1, 2, 3), sondern nur die Gesamtheit (MF?) interessiert, wird nur

my = ¢ (M), [V (F?) =« (MF*)] (n=1,2,3)

stattfinden.

2. Die der Punktreihe (m) zugeordneten (TK) Strahlen, die ein bestimmtes
(F?) Biischel der Gesamtheit (MF2) ordnet, sind die Erzeugenden einer Kegel-
fliche 2. Grades die den Scheitelpunkt im Punkt M hat. Drei ihrer Erzeugenden
sind die erwihnten Trisekanten m, (n = 1, 2 3) der Kernkurve k8. Auf der Ke-
gelflache liegt noch eine hervorgehobene Erzeugende u. zw. die Grade m,. Dies
folgt direkt aus Bb)1.

Tauschen wir das (F?) Biischel im (MF?) um, andert sich auch die zugeord-
nete Kegelfliche, der die Erzeugenden (TK) Strahlen sind. Die vier erwihnte
Erzeugenden bleiben aber immer dieselben. Daraus folgt, dass die den Punkten
der Geraden m zugeordneten und durch die Biischel der Gesamtheit (MF?) be-
stimmten (TK) Strahlen die Erzeugenden eines Kegelflichenbiischels (M?) sind.
Der gemeinsame Scheitelpunkt dieser Kegelflichen liegt im Punkt M und die
Biischelgrundkurve 4. Ordnung zerfillt in die Geraden m, (n = 1, 2, 3) und m,.
Wahrend der Strahl m, (n = 1, 2, 3) demselben Punkt M, em zugeordnet und
durch jeden der (F?) Biischel im (MF?) bestimmt ist, ist der Strahl m, einem
jeden der Punkte der Geraden m zugeordnet (ausschliesslich die Punkte M, (n =
=1,2,3)) und in jedem Fall durch ein anderes (F2) Biischel der Gesamtheit
(MF?) bestimmt.

SATZ B2. Der Geraden m, beziiglich der Kegelfliiche M? konjugiertzugeord-
nete Gerade m,, ist etn o0'-deutiges (TK) Komplexstrahl, der der Punktreihe (m)
zugeordnet ist und durch die Reihe der (F?) Biischel der Gesamtheit (MF?) bestimmt
ist. Eine Ausnahme bilden dabei nur die Punkte M, em (n = 1, 2, 3).

SATZ B3. Jene (TK) Komplexstrahlen die durch die (F*) Biischel der Gesamt-
heit (MF?) bestimmt sind und den Punkten der Geraden m zugeordnet sind bilden:

a) die Strahlen der Biischel (M) in den Ebenen des Ebenenbiischels [m,] u. zw.
so, dass die einem Punkt der Geraden m zugeordneten und ein Strahlbiischel (M)
bildenden (TK) Strahlen, durch alle (F*) Biischel der Gesamtheit (MF?) bestimmt
sind, bzw.

b) die o' Kegelfiichen eines Fldchenbiischels [M?| 2. Grades des gemeinsamen
Scheitelpunktes M. Die Grundkurve 4. Ordnung dieses Biischels zerfillt in die Geraden
m,, m,, my und m, so, dass die Erzeugenden derselben Kegelfiiche durch ein (F)?
Biischel im (MF?) bestimmt sind und den Punkten der Reihe (m) zugeordnet sind.

SATZ B4. Alle in Satz B3 erwdhnten (TK) Strahlen bilden ein Strahlbiindel

{M}. Jeder Strahl t dieses Biindels {M} liegt also in einer Ebene des Ebenenbiischels

{m,]} und ist die Erzeugende einer Kegelfiiche des |M?| Biischels. Angehirigkeit dem
Biischel [m,] bestimmt, welchem Punkt der Geraden m dieser Strahl zugeordnet ist
smd Angehorigkeit der Kegelfliche, durch welches (F?) Biischel im (MF?*) er bestimmt
ist.

= .. Leicht ist auch zu behaupten, dass die, den Punkten der Geraden m, bezii-

-glich des (F? Biindels konjugiertzugeordneten Punkte, solche Kurve 3. Ordnung
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bilden, die in drei Geraden m, (n = 1, 2, 3) zerfillt. Diese Geraden sind zwar
den Punkten M, em(n = 1,2,3) konjugiertzugeordnet wihrend allen ibrigen
Punkten der Geraden m der konjugiertzugeordnete Punkt der Punkt M ist, den
auch die Geraden m, (n = 1, 2, 3) enthalten. .

c) Die den Punkten der Geraden m; zugeordneten (TK) Komplexstrahlen

Es ist bekannt, dass jene (TK) Komplexstrahlen, die den Punkten jener Ge-
raden a zugeordnet sind, die auch einen Eckpunkt z. B. A4 des Polartetraeders
ABCD eines (F?) Biischels 2. Grades enthilt, eine solche Flache 2. Grades bilden,
die in zwei Strahlbiischel zerfillt. Der Scheitelpunkt der beiden Biischel liegt in
der Ebene (BCD) in jenem Punkt 7, fir dem

a=q)(T),(F2)’

Geltung hat. Dem Punkt A € a selbst, der primir als ein Punkt dieser Geraden
a und erst sekundir als der Tetraedereckpunkt aufzufassen ist, ist der Strahlbii-
schel (T) in der Ebene (BDC) zugeordnet, wihrend die allen iibrigen Punkten
T, € a zugeordneten (TK) Strahlen den Biischel (T) in einer Ebene des Eck-
punktes A bilden. Diese Ebene ist die gemeinsame Polarebene, die den Punkten
T, € a, beziiglich jener Kegelfliche des (F?) Biischels zugeordnet ist, welche den
Scheitelpunkt im Punkt A4 hat. Es ist klar, dass der gemeinsame Strahl der erwéhn-
ten zwei Biischel (T) dem Punkt A zugeordnet ist.

Da auch die Gerade m, den Punkt M enthilt, der wie bekannt, der gemein-
same Eckpunkt aller co! Polartetraeder der (F?) Biischel im (MF?) ist, folgt auf
Grund des eben erwihnten, dass jene Rolle, die im (F?) Bischel die beschriebene
Gerade a spielt, in der Gesamtheit (MF?) die Gerade m, annimmt.

Die den Punkten der Geraden m,, beziiglich der Kegelfliche M2, zugeordnete
gemeinsame Polarebene, ist die Ebene (M, m). Daraus folgt gleich, dass die den
Punkten T € m, zugeordneten Strahlen ¢, = @ (T), die ein beliebiger (F?) Bi-
schel der Gesamtheit (MF?) ordnet, in der Ebene (M, m) liegen miissen und ein
solches Strahlbiischel bilden, das den Scheitelpunkt auf der Geraden m hat. Dabei
ist der Punkt M € m, als cin reguldrer Punkt dieser Geraden aufzufassen.

Durch ein beliebiges Biischel (F?) der Gesamtheit (MF?) bestimmte Strahlen
tl S (p (Tk) fur alle Tk = mk,

bilden in der Ebene (M, m) ein Strahlbiischel (T,). Der Punkt T, € m ist ein sol-
ches dass fiir ihm

m = @ (T, (F)
Geltung hat. ,

Alle dem Punkt M e m, zugeordneten und durch das (F}) Biischel bestimm-
ten (TK) Strahlen bilden, wie schon erwihnt, ein Strahlbiischel (T,) in jener
Ebene des Biischels [m], die auch dem Punkt M gegeniiberliegende Seitenebene
jenes Polartetraeders ist, dessen das (Fi) Biischel verordnet. '

Wihlen wir ein anderes Biischel (F) der Gesamtheit (MF?) aus, dann bilden
die zugeordneten Strahlen
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t2 = (P (Tk)’ (F;) fur alle Tk € mk

ein neues Biischel (T,) (T, € m) in der Ebene (M, m) un auch ein neues Biischel
(T,) in jener Ebene des Biischels [m], die die Seitenebene dem Biischel (F2%) zu-
geordnetes Polartetraeders ist. Auf Grund des Satzes B3aq) ist dabei Ty # T,.
( g\naloge Folgerungen gelten auch fiir irgendein Biischel (F?) der Gesamtheit
MF?).

Bestimmen wir noch die Kurve 3. Ordnung, die den Punkten der Geraden
m,, beziiglich des (F? Biindels, konjugiertzugeordneten Punkte bilden. Wie bekannt,
bilden solche, dem Punkt M € m, konjugiertzugeordneten Punkte die Gerade m.

Einem beliebigen Punkt T, € m, ist jener Punkt der Ebene (M, m) konju-
giert, in dem sich die diesem Punkt zugeordneten (TK) Strahlen der Biischel
(T,) und (T,) schneiden, weil diesen Punkt auch andere dem Punkt T, zugeord-
neten und durch (F?) Biischel der Gesamtheit (MF?) bestimmten (TK) Strahlen
enthalten. Der Punktreihe (7)) (T, €m,) zugeordnete Strahlen der Biischel
(T,) und (T,) schneiden sich wegen der bijektiven Zuordnung und auf Grund
des Chasleschen Korrespondenzprinzipes in den Punkten einer Kurve 2. Ordnung,
die auch in zwei Geraden zerfallen kann. Dies geschieht dann, wenn der, demsel-
ben Punkt zugeordnete Strahl eines Strahlbiischels den Scheitelpunkt des anderen
Biischels enthilt und umgekehrt. In unserem Fall ist dies fiir den Punkt M em,
stattgefunden. Die iibrigen zugeordneten (TK) Strahlen der Biischel (T,) und
(T,) und damit auch der anderen Biischel (T ) (T, € m), schneiden sich deswegen
langs einer Geraden k in der Ebene (M, m). Diese Gerade k ist also die Gesam-
theit der, den Punkten der Geraden m, beziiglich der (F?) Bischel im (MF?)
konjugiertzugeordneten Punkte. Keine Ausnahme bildet dabei auch der Punkt
M em,, da ihm der Schnittpunkt der Geraden m und & konjugiertzugeordnet
ist.

Die Gerade % ist keine den Punkt M enthaltende Gerade. Enthilte sie diesen
Punkt, dann miisste ein Punkt T € m, bestehen, dem die zugeordneten und durch
ein jedes (F?) Bischel im (MF?) bestimmten (TK) Strahlen sich im Punkt M
schneiden miissten. Sollte aber ein Strahl z. B. ¢, des Biischels (T,), der durch das
Biischel (F?) bestimmt ist, den Punkt M enthalten, miisste er dem Schnittpunkt
der Geraden m, mit jener Ebene des Ebenenbiischels [m] zugeordnet sein, die
Seitenebene des Polartetraeders des (F7) Biischels ist. Wie bekannt, schneiden
die Ebenen des Biischels [m] die Gerade m, in einer Punktreihe, so dass eine bi-
jektive Zuordnung unter der Punktreihe (m,), der Ebenen des Ebenenbiischels
[m] und der Reihe der (F?) Biischel der Gesamtheit (MF?) besteht. Daraus folgt,
dass jene, den Punkt M enthaltenden (TK) Strahlen, die den Punkten der Geraden
m, zugeordnet sind, ein Strahlbiischel (M) in der Ebene (M, m) bilden. Dabei ist
ein jeder Strahl durch ein anderes und vollkommen bestimmtes (F2) Biischel aus
(MF?) bestimmt. Es kann also kein erwahnter Punkt T, € m, stattfinden, der dem
Punkt M beziiglich des (F? Biindels konjugiertzugeordnet ist und die Gerade k
kann den Punkt M nicht enthalten, wie behauptet.

SATZ BS. Die den Punkten der Geraden m, beziglich des (F* Biindels konjugi-
ertzugeordneten Punkte bilden eine in der Ebene (M, m) liegende Kurve 3. Ordnung,
die in eine den Punkt M nicht enthaltende Gerade k und in die zweideutige Gerade m
gerfdllt. Jeder Punkt der Geraden m ist dem Punkt M konjugiertzugeordnet und auch

der »Schnittpunke« der inzidenten, dem Punkt M zugeordneten (TK) Strahlen, die
die (F?) Biischel der Gesamtheit (MF?) ordnen.
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SATZ B6. Die einem beliebigen Punkt T, € m, zugeordneten (TK) Strahlen,
die ein jedes der (F?) Biischel der Gesamtheit (MF?) ordnet, bilden ein Strahlbiischel
in der Ebene (M, m), so dass der Scheitelpunkt dieses Biischels in jenem Punkt der
Geraden k liegt, der dem Punkt T beziiglich des (F? Biindels konjugiertzugeordnet ist

SATZ B7. Die den Punkten der Geraden m, zugeordneten und durch die Reihe
der (F?) Biischel der Gesamtheit (MF?) bestimmten (TK) Komplexstrahlen, bilden
solche Strahlbiischel in der Ebene (M, m), deren Scheitelpunkte eine Rethe (m) bilden,
wdhrend dem Punkt M € m, selbst, solche zugeordneten Strahlen in jeder Ebene des
Ebenenbiischels [m] je ein Strahlbiischel bilden. Die Scheitelpunkte auch dieser
Biischel liegen lings der Geraden m.

Auf Grund der Sitze B5, B6 und B7 folgt:

SATZ BS. Efne beliebige in der Ebene (M, m) liegende Gerade s (s £ m und
s = k) ist ein (TK) Komplexstrahl. Sein Schnittpunkt mit der Geraden k ordnet
welchem Punkt der Geraden m, dieser Strahl zugeordnet ist und sein Schmttpunkt
mit der Geraden m zeigt durch welches der (F?) Biischel im (MF?) als ein (TK)
Komplexstrahl bestimme ist.

Eine Ausnahme davon bilden die Strahlen der Biischel (M,) (n = 1, 2, 3),
M, e m. Fiir einen jeden dieser Strahlen ist es auf Grund des Satzes B8. moglich
zu bestimmen, welchem Punkt der Geraden m, er zugeordnet ist, nicht aber auch
welches der (F?2) Biischel im (MF?) ihn bestimmt.

Erwahnen wir schon )etzt, dass die, den Punkt M, (n =1, 2, 3) (M emA
A M,e k6) enthaltenden und in der Ebene (M, m) liegenden (TK) Strahlen noch
eine gewisse Menge ausserordentlicher Eigenschaften haben, wie dies in Satz B14
dargestellt wird.

Fiir nachfolgende Untersuchungen des Nlceschen orientierten Komplexes
sollen wir feststellen

d) Noch einige Tatsachen iiber den (TK) Komplex

Eine beliebige den Punkt M enthaltende Gerade r kann man als einen soichen
(TK) Komplexstrahl aufzufassen, der durch ein jedes (F?) Biischel der Gesamtheit
(MF?) bestimmt wird. Die Gerade r ist deshalb ein oco!-deutiger Strahl dieses
Komplexes, den die Gesamtheit (MF?) ordnet, beziiglich eines (F?) Biischels
aber eindeutig ist.

Ein solcher, den Punkt M enthaltende (TK) Strahl » wird durch ein bestim-
mtes Biischel (F}) der Gesamtheit (MF?) genau dann verordnet, wen er einem
Punkt T, zugeordnet wird, der in jener Ebene des Biischels [m] liegt, die die Seiten-
ebene des Polartetraeders des (F}) Biischels ist. Nehmen wir anstatt des (F?) ir-
gend ein anderes Biischel (F?) (n = 2, 3, 4...) der Gesamtheit (MF?) in Betracht,
wird in der betreffenden Ebene des Biischéls {m] ein solcher Punkt T, (» = 2, 3,4
...) liegen, fur dem '

. r =@ (T,), (F.?)
Geltung hat.

Es stellt sich die Frage, was ist die Gesamtheit jener Punkte T,, deren zu-
geordnete (TK) Strahlen in Strahl r fallen.

Auf Grund des Satzes B3. folgt, dass ein streng bestimmter Punkt Tem
besteht, fiir dem r = ¢ (T) durch ein bestimmtes (F?) der Gesamtheit (MF?)
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Geltung hat. Die gesuchte Gesamtheit muss deshalb den Punkt T € m enthalten
und eine solche sein dass in jeder Ebene des Biischels [m] noch je ein ihrer Punkte
T, liegt. Dies ist nur dann méglich, wenn die Punkte T, einen Kegelschnitt r2
bilden, den die Gerade m im Punkt T schneidet. Dieser Kegelschnitt liegt in
jener Ebene R des Punktes M, die die gemeinsame, den Punkten der Geraden r
zugeordnete Polarebene beziiglich der Kegelflache M? ist.

SATZ B9. Eine belicbige den Punkt M enthaltende Gerade r ist ein oo '-deuti-
ger Strahl des (TK) Komplexes, der den Punkten eines, die Gerade m schneidenden
Kegelschnittes zugeordnet ist und den die Biischel (F?) der Gesamtheit (MF?) ordnen.

Daraus folgt weiterhin:

SATZ B10. Die den Punkten einer, den Punkt M enthaltender Geraden r,
beziiglich des (F? Biindels konjugiertzugeordneten Punkte, bilden eine Kurve 3. Ord-
nung, die in einen Kegelschnitt r* und in die Gerade m zerfdllt. Die Ebene des Kegel-
schwittes »* ist die gemeinsame Polarebene, die den Punkten der Geraden r beziglich
der Kegelfliche M? zugeordnet ist und den Punkt M enthalt. Der Kegelschnitt r?
enthdlt fiimf Punkte der Kernkurve k® 6. Ordnung, durch die er wvollkommen bes-
tinmme ist.

Die Ebene R des Kegelschnittes »? schneidet nimlich die Kernkurve k¢ 6.
Ordnung in sechs Punkten von deren ein der Punkt M ist und die iibrigen fiinf
auf dem Kegelschnitt 72 liegen. Dies werden wir auf indirekte Weise feststellen.

Auf Grund des Satzes B10. ist uns bekannt, dass unter den Punktreihen (r)
und (r2) eine bijektive Zuordnung besteht, wihrend dem Punkt M e r selbst, die
konjugiertzugeordneten Punkte die Gerade m bilden. Die den Punkten dieser, in
die Kurve 72 und in die Gerade m zerfallener Kurve 3. Ordnung, konjugiertzu- -
geordneten und beziiglich des (F? Biindels bestimmten Punkte, sollen eine Kurve
9. Ordnung bilden. Dabei muss aber die erwihnte Zuordnung unter den Punkten
der Reihen (r) und (r?) erhalten sein. Dies ist aber nur in jenen Fall méglich,
wenn diese Kurve 3. Ordnung acht solche Punkte enthilt, denen die beziiglich
(FP? - konjugiertzugeordneten Punkte, acht die Gerade r schneidende Geraden
bilden. Eine solche Eigenschaft haben nur die Punkte der Kernkurve k°©.

Die dem Punkt M beziiglich des (F? Biindels konjugiertzugeordneten Punkte
bilden wie bekannt, die Gerade m, die auch drei Punkte-M, (n = 1, 2, 3) enthalt
und die diesen Punkten, beziiglich-des (F? Biindels koniugiertzugeordneten Punk-
te, bilden die Geraden m, (n = 1, 2, 3), die den Punkt M enthalten und dadurch
die Gerade r schneiden.

~ Alle den Punkten der Kernkurve kS, beziiglich des (F? Biindels konjugiert-
zugeordneten Punkte bilden die Trisekanten dieser Kurve und ordnen eine Regel-
flaiche 8. Grades. [3]. Die Gerade r durchdringt diese Fliche in acht Punkten
von deren drei im Punkt M e r liegen. Die iibrigen fiinf Schnittpunkte sind jenen
Punkten der Kurve r? konjugiertzugeordnet, die die gemeinsamen Punkte der
Kurven r% und %¢ sind.

Ein beliebiger Punkt L; e r der in jener Ebene des Ebenenbiischels [m] liegt,
die die Seitenebene des Polartetracders eines (F}) Biischels der Gesamtheit (MF?)
ist, hat beziiglich des (F? Biindels, einen konjugiertzugeordneten Punkt T, € r2.
Dies bedeutet, dass der Strahl ,

L =¢ (Ll)a (FD
die Punkte 7; und M enthalten muss und dadurch in der Ebene R liegen soll.
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Die Gerade ¢, schneidet aber die Kurve 2 in noch einem Punkt 7,. Dies hat
zur Folge, dass auf der Geraden » noch ein Punkt L, liegen muss, fiir den

ty =t = ¢(Ty), (F3) = (MF?)
Geltung hat.

Es ist klar, dass die Punkte L, und L, der Geraden r, die Schnittpunkte dieser
Geraden mit jener Kurve ¢2 sind, deren Punkte den Punkten der Geraden ¢, =¢;
konjugiertzugeordnete Punkte beziiglich des (F* Biindels sind.

Eine beliebige Gerade des Biischels (M) in der Ebene R ist deshalb ein solcher
(TK) Komplexstrahl, der durch zwei verschiedene Biischel im (MF?) bestimmt
ist und zu den zwei verschiedenen Punkten der Geraden r zugeordnet ist.

SATZ Bl1. Auf einer belichigen den Punkt M enthaltenden Geraden liegen
zwei solche Punkte, denen zugeordnete und durch zwei verschiedene (F*) Biischel
der Gesamtheit (MF?) bestimmte (TK) Komplexstrahlen zusammenfallen und wieder
eine den Punkt M enthaltende Gerade bilden.

Weiterhin ist bekannt, dass die den Punkten einer Ebene, beziiglich des (F?
Biindels konjugiertzugeordneten Punkte, eine Fliche 3. Ordnung bilden. Auch
die den Punkten der Ebene (M, m) konjugiertzugeordneten Punkte bilden eine
Fliache (M, m)} 3. Ordnung. Auf dieser Flache liegt die Gerade m, als eine Gesamt-
heit jener Punkte, die den Punkten der Geraden % konjugiertzugeordnet sind und
noch sechs Geraden, die den Schnittpunkten der Ebene (M, m) mit der Kernkurve
26 konjugiertzugeordnete Punkte bilden. Vier dieser Geraden sind die schon gut
 bekannten Geraden m;, m,, m; und m.

Einem beliebigen Punkt C der Ebene (M, m) ist beziglich des (F? Biindels
ein Punkt C, der Flache (M, m)} zugeordnet. Auf Grund des Satzes B8. wissen
wir, dass der Punkt C der Scheitelpunkt eines Biischels (C) der (TK) Strahlen
in der Ebene (M, m) ist. Ein beliebiger Strahl ¢, dieses Biischels (C) ist dem bestim-
mten Punkt C, € m, beziiglich des bestimmten Biischels (F?) < (MF?) zugeord-
net. Dies bedeutet, dass auch der, dem Punkt C zugeordnete und durch das (F?)
Biischel bestimmte (TK) Strahl ausser des Punktes C, noch den Punkt C; € m;
enthalten muss. Dabei ist den Punkt C als einen Punkt der Geraden ¢, aufzufas-
sen. Da auf Grund des Satzes BS. eine bijektive Zuordnung unter den Strahlen
des Biischels (C) und den Biischeln (F?) der Reihe (MF?) und auch unter den
Strahlen des Biischels (C) und den Punkten der Reihe (m;) besteht, wird dem
Punkt C, wenn ihn als einen Punkt eines anderen Strahles ¢, des Biischels (C)
aufzufassen ist, ein neuer den Punkt C, enthaltender (TK) Komplexstrahl zugeord-
net, der den Strahl m, in jenem Punkt C, schneidet, fiir dem

' ¢z = ¢ (Cy), (F2)
Geltung hat.

Auf Grund dessen folgt:

SATZ B12. Dic einem Punkt C der Ebene (M, m) zugeordneten und durch
die (F?) Biischel der Gesamtheit (MF?) bestimmten (TK) Komplexstrahlen bilden
ein Strahlbiischel (C,) in der Ebene (Cy, m,), wobei die Punkte C und C, die konjugi-
ertzugeordneten Punkte beziiglich des (F? Biindels sind. Ein beliebiger Strahl des
Biischels (C,) ist durch ein streng bestimmies Biischel (F*) der Gesamtheit (MF?)
festgesetzt.
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Nehmen wir alle Punkte der Ebene (M, m) in Betracht, bilden die diesen
Punkten auf die beschriebene Weise zugeordneten (TK) Strahlen, die alle Bi-
schel (F?) der Gesamtheit (MF?) ordnen, einen singuldren linearen Komplex mit
der Leitgeraden m,, wihrend die, dem Punkt M selbst zugeordneten (TK) Strah-
len einen anderen linearen singuliren Komplex mit der Leitgeraden m bilden.
(Satz B1).

Uns interessiert, ob ein beliebiger Strahl des ersten dieser Komplexe einfach
oder mehrfach ist.

Wie bekannt, der einem beliebigen Punkt C, € m,, beziiglich des (F* Biindels
konjugiertzugeordnete Punkt ist ein Punkt C,, € k. Die Strahlen

t, =@ (Cy) |V (F7) = (MF?)

bilden ein (C,,) Biischel in der Ebene (M, m), wobei einen jeden Strahl ¢, dieses
Biischels (C;;) ein bestimmtes Biischel (F}) der Gesamtheit (MF?) ordnet. Die
den Punkten eines Strahles z; des Strahlbiischels (C;;) konjugiertzugeordneten
Punkte bilden eine Kurve ¢z} 3. Ordnung, die auch den Punkt C, em,; enthilt.
Jene (TK) Strahlen die den Punkten der Geraden ¢, zugeordnet sind und durch
das Bischel (F?) bestimmt sind, bilden die Erzeugenden einer Kegelflache
(Cy, #}) 2. Grades, die den Scheitelpunkt im Punkt C, hat.

Ist anstatt des Strahles z, irgend ein anderer Strahl z, des Biischels (Ci4)
in Betracht genommen, werden auf die analoge Weis¢ die Erzeugenden einer
anderen Kegelflache (C;, £2) 2. Grades bestimmt, die das (F?) Biischel der Reihe
(MF?) ordnet. Beriicksichtigen wir alle Strahlen des Biischels (C,,) der Ebene
(M, m), sind damit auch alle Punkte dieser Ebene in Betracht genommen, so dass
unter den Geraden des Biischels (C,,) und den Biischeln (F2) der Reihe (MF?)
eine bijektive Zuordnung besteht.

Der Punkt C, e m, ist der Scheitelpunkt von ool Kegelflichen 2. Grades
von denen sich je zwei in vier Erzeugenden durchdringen. Diese Flichen bilden
doch kein Biischel und ein beliebiger, den Punkt C,; enthaltende (TK) Komplex-
strahl ist mindestens zu zwei verschiedenen Punkten den Ebene (M, m) zugeordnet
und durch zwei verschiedenen Biischel (F2) der Gesamtheit (MF?) bestimmt.
Da es sich hier doch um genau zwei verschiedene Punkte handelt, folgt auf Grund
der Tatsache, dass eine jede Gerade des Punktes C, die erwihnte Flache (M, m); 3.
Ordnung ausser im Punkt C, in noch genau zwei Punkten durchsetzt.

Da die analogen Folgerungen fiir ein beliebiges Punkt der Geraden m; Gel-
tung haben, folgt:

SATZ BI13. Eine beliebige die Gerade m, schneidende Gerade c st ein solcher
zweifacher (TK) Komplexstrahl, der zu zwei verschiedenen Punkten der Ebene (M, m)
zugeordnet ist und durch zwei verschiedene Biischel (F 2) der Gesamtheit (MF?)
bestimmt ist. Einen beliebigen Punkt der Geraden m, enthalten je vier solche Geraden
¢, die durch dieselben zwei Biischel aus (MF?) bestimmt sind.

Fiir weitere Untersuchungen ist auch die Gerade
m, = (M), |V (F*) = (MF?)| Myem A M, ek (n=1,2, 3)V
interessant. Diese Gerade ist, wie bekannt, auch eine Trisekante der Kernkurve %°.

1) Bis Ende dieser Abteilung B soll stets beim Index # (n = 1, 2, 3) stehen.
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Da die Gerade m, auch den Punkt M enthalt, der der gemeinsame Eckpunkt
aller Polartetraeder der Gesamtheit (MF?) ist, bilden auch die den Punkten die-
ser Geraden m, zugeordneten (TK) Strahlen, die ein jeder der Biischel (F?) der
Reihe (MF?2) ordnet, zwei Strahlbiischel (M,). Die Ebene eines dieser Biischel,
den die, dem Punkt M em, zugeordneten (TK) Strahlen bilden, ist eine schon
gut bekannte Ebene des Ebenenbiischels [m], die das betreffende (F?) Biischel
ordnet. Solche Strahlen werden uns jetzt nicht interessieren.

Die Ebene G, des anderen Strahlbiischels (M,) ist eine den Punkten der
Geraden m, beziiglich der Kegelfidache M? polarzugeordnete und den Punkt M
enthaltende Ebene, die die Gerade m im Punkt M, schneidet. In dieser Ebene
werden deswegen auch alle den Punkten der Geraden m, zugeordneten (TK)
Komplexstrahlen liegen, die alle (F?) Biischel der Gesamtheit (MF2) ordnen.
Ein jeder dieser Strahlen ist als ein (TK) Strahl oo t-deutig.

Man kann die Frage stellen, ist ein beliebiger Strahl des Biischels (M,) in
der Ebene G, einem Punkt der Geraden m, zugeordnet und durch alle (F 2) Biis-
chel der Gesamtheit (MF?) bestimmt oder ist dieser Strahl der Punktreihe (m,)

zugeordnet und durch die Reihe der Biischel aus (MF?) bestimmt. Es wird ge-
zeigt, dass beides stattgefunden werden.

Denen von Punkt M verschiedenen Schnittpunkten M,; und M,, der Ge-
raden m, mit der Kernkurve k%, sind zwei (TK) Komplexstrahlen m,; und m,;
in der Ebene G, zugeordnet. Diese Strahlen enthalten den Punkt M,, sind als
(TK) Strahlen durch alle Bischel (F?) im (MF?) bestimmt und enthalten die,
den Punkten M,, und M,, beziiglich des (F? Biindels konjugiertzugeordneten
Punkte.

Jeder der ibrigen Strahlen des Biischels (M,) in der Ebene G, ist als (TK)
Komplexstrahl der Punktreihe (m,) zugeordnet und durch die Biischelreihe der
Gesamtheit (MF?) bestimmt. So ist z. B. der Strahl M, M ein oo!-deutiger (TK)
Komplexstrahl, der der Punktreihe (m,) zugeordnet ist. Die Ebenen des Biischels
[m)] schneiden, wie bekannt, die Gerade m, in einer Punktreihe (m,), die bijektiv
zur Biischelreihe der Gesamtheit (MF?) ist. Einem beliebigen Punkt T der Geraden
m, ist der zugeordnete (TK) Komplexstrahl in die Gerade M,M gefallen und
durch jenes Biischel (F?) der Gesamtheit (MF?) verordnet, dem auch die, den
Punkt T enthaltende Tetraederseitenebene (T, m) zugeordnet ist. Eine Ausnah-
me bilden nur die Punkte M, M,, und M,, der Geraden m,, die auch die Punkte
der Kernkurve k¢ sind.

Die dem Punkt M em, zugeordneten (TK) Komplexstrahlen fallen nicht
zusammen, bilden aber ein Strahlbiischel (M,) in der Ebene G, u. zw. so, dass
der durch ein (F?) Biischel bestinmte Strahl ¢, = ¢ (M) in die Schnittgerade
der Ebene G, mit jener Ebene des Biischels [m] fallt, die dem Eckpunkt M gegen-
iiberliegende Seitenebene jenes Polartetraeders ist, den das Biischel (F?) verord-
net. .
Die cinem beliebigen Punkt T € m, zugeordneten und durch die Biischel
(F?) der Gesamtheit (MF?) verordneten (TK) Komplexstrahlen, bilden ein Strahl-
biischel (M,) in der Ebene G,, wie dies auch in allgemeinem Fall bekannt wird.

SATZ Bl4. Die den Punkten der Geraden m,, die auch die Trisekante der
Kernkurve k¢ und auch ein dem Punkt M, € m beziiglich aller Biischel der Gesamt-
heit (MF?) zugeordneter (TK) Komplexstrahl ist, zugeordneten (TK) Strahlen
bilden ein Strahlbiischel (M,) in einer Ebene G,. Diese den Punkt M enthaltende
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Ebene ist die gemeinsame Polarebene, die den Punkten der Geraden m, beziiglch der
Kegelfliche M? zugeordnet ist.

Diese Zuordnung ist eine solche, dass:

a) Eine beliebige Gerade ¢ des Biischels (M,) ein ool-deutiger (TK) Kom-
plexstrahl ist, der der Punktreihe (m,) zugeordnet und durch die Biischelrethe (MF?)
verordnet ist, u. zw. so, dass die Punkte der Reihe (m,) und die Biischel (F?) der Ge-
samtheit (MF?) in einer bijektiven Zuordnung stehen.

b) Die einem beliebigen Punkt T e€m, zugeordneten (TK) Komplexstrahlen,
die die Rethe der (F?) Biischel der Gesamtheit (MF?) verordnet, ein Strahlbiischel
(M,) bilden. Eine Ausnahme geben nur die Schnittpunkte M,, und M,, der Geraden
m, mit der Kernkurve kS, da die ihnen zugeordneten (TK) Komplexstrahlen, die
alle Biischel der Gesamtheit (MF?) verordnen, in die Geraden m,; und m,, fallen.

¢) Durch ein beliebiges Biischel (F?) der Gesamtheit (MF?) sind die, den Punk-
ten der Geraden m, ein Biischel (M,,) bildenden (TK) Strahlen in der Ebene G, zugeord-
net; dabei ist aber den Punkt M als einen reguldren Punkt der Geraden m, zu betrach-
ten.

C. DER (MK) KOMPLEX

Der Majcensche Komplex oder der (MK) Komplex, den ein (F2) Biischel
verordnet, ist durch eine solche Gesamtheit der Geraden gebildet, die je eine
Flache des [F?/ Bischels im Unendlichen berithren. [1], [10]. Der andere der
zwei Berithrungspunkte einer jeden dieser (MK) Komplexstrahlen ist ein eigent-
licher Punkt und ist als Mitrelpunkt des (MK) Strahles gennant. Ein beliebiger
Raumpunkt ist der Mittelpunkt eines (MK) Strahles. Ein beliebiger Fernpunkt
ist der Scheitelpunkt eines Biischels der gleichlaufenden (MK) Strahlen. Die ei-
nen beliebigen Raumpunkt enthaltenden (MK) Strahlen bilden, wie bekannt, eine
Kegelfldche 3. Grades und die Mittelpunkte dieser Strahlen bilden eine Raum-
kurve 4. Ordnung. Der (MK) Komplex ist deshalb 3. Grades.

Ein (TK) Strahl und ein (MK) Strahl, die demselben Raumpunkt zugeordnet
sind, sind auch untereinander parallel.

Betrachten wir aber die Gesamtheit (MF?), dann ist durch ein jedes (F?)
Biischel dieser Gesamtheit ein (MK) Komplex bestimmt. Uns werden vorlaufig
jene seiner Strahlen interessieren, deren Mittelpunkte sich im Punkt M bzw.
auf der Geraden m und m, befinden. Die Ursache fiir eine solche Untersuchungs-
verengerung ist dieselbe, wie es beim (TK) Komplex stattgefunden hat.

a) Die dem Punkt M zugeordneten (MK) Komplexstrahlen

In [10] wurde. es gezeigt, dass jene (MK) Komplexstrahlen die einem Schei-
telpunkt z. B. 4 der Singular-Kegelfidche des /F?/ Biischels enthalten, wobei der
Punkt 4 der Eckpunkt des zugeordneten Polartetraeders ABCD dieses (F2) Bi~
schels ist, eine solche Kegelfiiche 3. Grades bilden, die in eine Kegelfidche 2.
Grades mit dem Scheitelpunkt im Punkt 4 und in ein Strahlbiischel (4) zerféllt.
Die Erzeugenden dieser Kegelfliche iibereinstimmen mit den Erzeugenden der
erwihnten Kegelfliche des /F?/ Biischels und die Mittelpunkte dieser (MK)
Strahlen halbieren die Strecke die auf den Erzeugenden von der Grundkurve
k* 4. Ordnung des [F?/ Biischels bestimmt wird. Solche Mittelpunkte bilden
eine neue Kurve 4. Ordnung. Jene den Biischel (4) bildenden (MK) Strahlen
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liegen in einer Ebene, die parallel mit der Ebene (BCD) ist und die Mittelpunkte
dieser Strahlen liegen im Punkt A.

Im Fall der Gesamtheit (MF?3) ist, wie bekannt, die Kegelfliche M? die ge-
meinsame Fliche aller ihren (F2) Biischel und der Punkt M e k° ist der gemein-
same Eckpunkt von oo! Polartetraeder, wahrend die dem Eckpunkt M gegenii-
berliegenden Seitenebenen dieser Tetraeder ein Ebenenbischel [m] bilden.

Eine beliebige Erzeugende der Kegelfliche M? ist deshalb, als ein (MK)
Komplexstrahl, durch ein jedes dieser (F2) Biischel bestimmt und als solcher
oo !-deutig ist. Da alle Grundkurven k* der Reihe der Biischel (F?) im (MF?)
die Kegelfliche M? decken, ist es leicht zu beweisen, dass auch die Mittelpunkt-
kurven 4. Ordnung dieser (MK) Strahlen die Flache M? decken.

Jene, durch die Gesamtheit (MF?) bestimmten (MK) Komplexstrahlen, deren
Mittelpunkte sich im Punkt M befinden, bilden ein Biindel {M}. Die durch ein
(F?) Biischel verordneten (MK) Strahlen liegen in einer den Punkt M enthaltender
Ebene, die parallel mit jener Ebene des Ebenenbiischels [m] liegt, die als die Po-
lartetraederseitenebene diesem (F?) Biischel angehort. Der Punkt M selbst ist
als der Mittelpunkt dieser Strahlen co?-deutig.

SATZ Cl. ene, den Punkt M enthaltenden (MK) Komplexstrahlen, die
durch die Reihe der Biischel (F?) im (MF?) verordnet sind bilden:

a) eine Kegelfliche 2. Grades der oo'-deutigen Strahlen, deren Erzeugenden mit
den Erzeugenden der Kegelfliche M? des (F* Biindels tibereinstimmen; die Mittel-
punkte dieser Strahlen, die durch je ein Biischel (F*) der Gesamtheit (MF 2) bestimmt
sind, bilden auf der Flache M? eine Kurve 4. Ordnung und alle solchen Mittelpunkt-
kurven vuiberdecken die Flache M?*

b) ein Biindel {M} solcher Strahlen, die im Punkt M den Mittelpunkt haben,
wobei jene Strahlen die je ein (F?) Biischel verordnet ein Strahlbiischel (M) bilden.
Die Ebene dieses Biischels ist mit jener Ebene des Ebenenbiischels [m}] parallel, die
auch die Tetraederseitencbene des betreffenden (F?) Biischels ist.

b) Die (MK) Komplexstrahlen mit den Mittelpunkten auf der Geraden m

Es ist bekannt, dass die den Punkten T e m, durch ein Biischel (F?) der Ge-
samtheit (MF?) bestimmten (TK) Strahlen, eine Kegelfliche des Scheitelpunktes
M bilden (Satz B3 b)). Da jene (MK) Strahlen, die durch dasselbe (F?) Bischel
bestimmt sind und deren Mittelpunkte auf der Geraden m liegen, mit den Erzeugen-
den dieser Kegelfiache parallel sind, folgt auf Grund des bekannten Chaslesschen
Korrespondenzprinzippes, dass solche (MK) Strahlen eine Regelfidche (mMK)
3. Grades bilden, der die Gerade m eine einfache Leitgerade ist. Die Erzeugenden
dieser Flache sind namlich die Verbindungsgeraden der Punkte der Geraden m
mit den ihnen bijektiv zugeordneten Punkten jener Fernkurve 2. Ordnung, die
die Fernpunkte der erwihnten (TK) Strahlen bilden. Nehmen wir aber alle Biis-
chel (F?) der Gesamtheit (MF?) in Betracht, bilden die zugeordneten (TK) Strah-
len die Erzeugenden des bekannten Kegelfldchenbiischels (M?), dem die Grund-
kurve 4. Ordnung in die Geraden m,, m,, m3 und m, zerfillt. Daraus folgt, dass
alle auf die beschriebene Weise bestimmten Flichen (mMK) eine Gesamtheit
solcher Flichen 3. Grades bilden deren drei gemeinsame Erzeugenden die Ver-
bindungsgeraden der Punkte M, em (n=1,2,3) mit den Fernpunkten der
zugeordneten Geraden m, (n = 1, 2, 3) sind, wihrend die Gerade m die einfache
Leitgerade einer jeden dieser Flichen (mMK) ist.
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Die Gerade m, ist, wie bekannt, ein solcher (TK) Strahl, der einem jeden
Punkt der Geraden m zugeordnet ist, jedesmal aber durch ein anderes (F2) Biis-
chel des Gesamtheit (MF?2) bestimmt ist (s. Bb)). Dies bedeutet weiterhin, dass
sich auf jeder der Flichen (mMK) eine solche Erzeugende befindet, die die Ver-
bindungsgerade eines Punktes der Geraden m mit dem Fernpunkt E,, der Geraden
m, ist. Alle solchen (MK) Strahlen bilden ein Biischel (E,) der gleichlaufenden
Strahlen in der Ebene (E,, m).

Daraus folgt, dass alle solchen (MK) Komplexstrahlen, die die Biischel (F2)
der Gesamtheit (MF?) bestimmen und deren Mittelpunkte auf der Geraden m
liegen, eine Kongruenz (K,, MK) bilden.

Um die Ordnung und Klasse dieser Kongruenz bestimmen zu kdnnen, erin-
nern wir uns noch einmal, dass die efnem beliebigen Punkt T" € m zugeordneten
(TK) Komplexstrahlen, die durch alle Biischel (F?) im (MF?) bestimmt sind, ein
Strahlbiischel (T) in einer Ebene des Ebenenbiischels [m,] bilden (Satz B3a)).
Dies bedeutet, dass auch jene (MK) Strahlen, die im Punkt T e m ihren. Mittel-
punkt haben, ein in jener Ebene liegendes Strahlbiischel (T) bilden, die parallel
mit der erwiahnten Ebene des Biischels [m,] ist.

Eine beliebige Ebene schneidet die Gerade m in einem Punkt T und das
erwihnte zugeordnete Biischel (T) der (MK) Strahlen, in einem seiner Strahlen.
Die gesuchte Kongruenz hat also die Klasse ein.

Die Ordnung der Kongruenz ist durch die Anzahl einen beliebigen Raum-
punkt R enthaltender Strahlen bestimmt. Um ein den Punkt R enthaltender (MK)
Komplexstrahl der Kongruenz (K, MK) angehoren konnte, muss-sein Mittel-
punkt auf der Geraden m liegen. Uns interessieren deshalb nur die, in der Ebene
(R, m) liegenden (MK) Strahlen, die auch dem Biischel (R) angehoren. Die Ebene
(R, m) schneidet jede der Ebenen des Biischels [m,] in einer Geraden, was weiter-
hin bedeutet, dass sie auch jede Ferngerade dieser Ebenen in je einem Punkt schnei-
det. Auf Grund des Satzes B3a) folgt, dass die Punkte der Reihe (m) und die
Punkte der Ferngeraden der Ebene (R, m) in einer bijektiven Zuordnung sind.
Da weiterhin ein (TK) Strahl und ein (MK) Strahl, die demselben Raumpunkt
zugeordnet sind, auch untereinander parallel sind folgt, dass die Verbindungs-
geraden der zugeordneten Punkte der erwihnten Reihen 1. Ordnung die (MK)
Komplexstrahlen sind. Auf Grund des Chaslesschen Korrespondenzprinzippes,
hiillen sie allen eine Kurve e2 2. Klasse in der Ebene (R, m) ein. Daraus folgt,
dass den Punkt R zwei solche Strahlen enthalten und die Ordnung der Kongruenz
(K, MK) gleich zwei ist.

Die Kurve e? 2. Klasse bilden je zwei solche (MK) Strahlen, die dasselbe
Biischel (F?) der Gesamtheit (MF?) ordnet. Die Ebene (R, m) schneidet némlich
die Fernkurve jeder der Kegelflichen des Buschels (M?) (Satz B3b)) in je zwei
Punkten, die auch die Fernpunkte der erwihnten (MK) Strahlen sind. Je zwei
(MK) Strahlen die dasselbe Biischel (F?) verordnet, schneiden sich in einem
Punkt S in der Ebene (R, m). Ein solcher Punkt S ist aber in allgemeinem von
dem beliebigen Punkt R der Ebene (R, m) verschieden. Daraus folgt, dass je zwei
den Punkt R enthaltende (MK) Strahlen der Kongruenz (K, MK) in allgemeinen
durch zwei verschiedene Biischel (F?) im (MF?) bestimmt sind.

SATZ C2. Jene (MK) Komplexstrahlen, die durch die Reihe der Biischel (F?)
der Gesamtheit (MF?) bestimme sind und deren Mittelpunkte auf der Geraden m

legen, bilden eine Kongruenz (K,, MK) 2. Ordnung und 1. Klasse. Diese Kongruenz
ist-durch ! Flachen 3. Grades gebildet, u. zw. so, dass eine jede dieser Fldchen durch
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ein Bischel (F?) der Gesamtheit (MF?) bestimmt ist. Die einfache Leitgerade einer
jeden dieser Flachen ist die Gerade m und ihre gemeinsamen Erzeugenden sind die
Verbindungsgeraden der Punkte M, € m mit den Fernpunkten der Geraden m, (n =
= 1,2, 3).

¢) Die (MK) Komplexstrahlen mit den Mittelpunkten auf der Geraden m,

Die den Punkten der Geraden m, zugeordneten und durch ein beliebiges
Biischel (F2) der Gesamtheit (MF?) bestimmten (TK) Komplexstrahlen bilden,
wie bekannt, eine Kegelfliche 2. Grades, die in zwei Strahlbiischel zerfillt und
derer Scheitelpunkt in einem bestimmten Punkt T, € m liegt. Dabei bilden jene,
dem Punkt M em, zugeordneten (TK) Strahlen ein Strahlbiischel (T,,) in jener
Ebene des Ebenenbiischels [m], die auch die Seitenebene des, dem Biischel (F?)
zugeordneten Polartetraeders ist. Allen anderen Punkten der Geraden m,, ein-
schliessend auch den Punkt M als einen reguliren Punkt, bilden die zugeordneten
(TK) Strahlen das Strahlbiischel (T,,) in der Ebene (M, m) (Satz B7).

Da iiber jene, dem Punkt M € k6 zugeordneten (TK) — und (MK) Komplex-
strahlen in a) gesprochen wurde, werden uns vorlaufig.nur jene in der Ebene
(M, m) liegenden (TK) Strahlen interessieren. Die Fernpunkte dieser Strahlen
liegen in der Ferngeraden » der Ebene (M, m). Diese Punkte sind die Fernpunkte
jener, durch das Biischel (F?) bestimmten (MK) Strahlen, deren Mittelpunkte
lings der Geraden m, liegen. Unter die Punktreihen (m,) und (n) besteht auf
diese Weise eine bijektive Zuordnung und auf Grund des Chaslesschen Korrespon-
denzprinzippes folgt, dass jene (MK) Komplexstrahlen, die die Verbindungs-
geraden so zugeordneter Punkte sind, einem Regulus des hyperbolischen Para-
boloides bilden. Die zwei Erzeugenden des anderen Reguli sind die Geraden n
und m,.

Nehmen wir anstatt des erwihnten Biischels (F?) ein anderes Biischel (F?)
der Gesamtheit (MF?) an, wird sich zwar die Zuordnung unter die Punkte der
Geraden n und m, andern, bleibt aber bijektiv und die Verbindungsgeraden auch
solcher Punkte werden einen Regulus eines neuen hyperbolischen Paraboloides
bilden. In Bb) wurde niamlich gezeigt, dass die einem beliebigen Punkt -T € m,
zugeordneten (TK) Strahlen die ein jedes der Biischel (F2) der Gesamtheit (MF?)
verordnet, ein Strahlbiischel (K) solcher Strahlen in der Ebene (M, m) bilden,
wo K € k ist. Dies bedeutet weiterhin, dass derselbe Punkt T € m, der Mittelpunkt
eines Biischels (T) jener in der Ebene (7, ) liegenden (MK) Strahlen ist, deren
jeder Strahl durch ein anderes Biischel (F?) der Gesamtheit (MF?) bestimmt ist.

Eine Ausnahme bildet nur der Punkt M € m,, da fiir ihm immer
m = @ (M), |V (F?) = (MF?)|

Geltung hat. Die Verbindungsgerade des Fernpunktes S, der Geraden m mit
dem Punkt M ist ein solcher (MK) Strahl, den ein jeder der Biischel (F?) der
Gesamtheit (MF?) ordnet. Er ist deshalb noch eine gemeinsame Erzeugende aller
hyperbolischen Paraboloide, die auf die beschriebene Weise alle Biischel (F?*) im
(MF?) verordnen. ;

Noch ein Punkt der Geraden m, hat als der Mittelpunkt der (MK) Strahlen
eine Sonderstellung. Auf der Geraden m, muss ein solcher Punkt T, liegen, dem
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der, beziiglich des (F? Biindels konjugiertzugeordnete Punkt, im Fernpunkt K,
der Geraden k liegt. Dies bedeutet, dass alle Strahlen

t =@ (Ty), |V (F?) = (MF?)|, Ty em,

ein Biischel (K,) in der Ebene (M, m)bilden, wihrend der Punkt K, der gemein-
same Fernpunkt aller diesen parallelen (TK) Strahlen ist. Jene (MK) Strahlen,
die seinen Mittelpunkt im Punkt T € m, haben, haben deshalb auch den gemein-
samen Fernpunkt im Punkt K,, was bedeutet, dass alle solchen Strahlen in die
Verbindungsgerade T, K, fallen. Diese Gerade ist die vierte gemeinsame Erzeu-
gende aller co! hyperbolischen Paraboloide, deren einen Regulus jene (MK)
Strahlen bilden, die die Mittelpunkte auf der Geraden m, haben und die durch
alle (F?) Biischel der Gesamtheit (MF?) bestimmt sind.

Alle diesen hyperbolische Paraboloide bilden deshalb ein Biischel der Flichen
2. Grades, dem die Grundkurve &* 4. Ordnung in vier Erzeugende: n, m,; MS,,
und T, K, zerfillt, von denen je zwei demselben Regulus angehoren.

Die Erzeugenden dieser Paraboloide bilden eine Kongruenz 1. Ordnung
und 1. Klasse, was direkt aus der Tatsache folgt, dass diese Flichen ein Biischel
2. Grades bilden.

Daraus folgt:

SATZ C3. Die durch die Rethe der Biischel (F2) der Gesamtheit (MF?) bestim-
mten (MK) Komplexstrahlen, deren Mittelpunkte lings der Geraden m, liegen, bilden
eine Kongruenz, die zerfdllt in:

a) etne Kongruenz (1., 0.) der Strahlen aus den Satz Clb)

b) eine Kongruenz (1., 1.) jemer Strahlen, die die Transversalen der Geraden
n und m, sind, wobei die Gerade n die Ferngerade der Ebene (M, m) ist.

SATZ C4. Die (MK) Komplexstrahlen aus den Satz C3b) sind die Erzeu-
genden je eines Regulus ein Biischel bildenden hyperbolischen Paraboloide. Die Grund-
kurve dieses Biischels zerfdllt in vier Erzeugenden von deren zwei u. 2w. m, und n
dem anderen Reguli angehiren.

Weitere Untersuchungen in der Gesamtheit (MF?2) werden den Niceschen
orientierten Strahlkomplex betrachten und werden im II Teil ausgefiihrt.
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Neki problemi nastali razvrstavanjem sveinja ploha 2. stupnja u oo!
pramenova takvih ploha, I dio

Viasta S¢urié - Cudovan, Zagreb
Sadriaj

Istaknimo neka od osnovnih svojstava sveZnja [F? ploha 2. stupnja koja je
istrazio jo§ Th. Reye u [9].

Svezanj ploha 2. stupnja odreden je s tri njegove plohe koje ne leZe u istom
pramenu. Svakom od co? ploha 2. stupnja sveZnja |F? odreden je i njezin polarni
prostor, pa je sveZnjem [F? odreden i sveZanj polarnih prostora (F? tih ploha.
002 ploha sveinja odreduje co® pramenova /F?/ ploha 2. stupnja, a svaka se ploha
F? sveinja nalazi u co' pramenova [F?|. Temeljne krivulje tih oo’ pramenova
prekrivaju plohu F? i imaju osam zajedni¢kih (asociranih) toCaka, koje su zajed-
ni¢ke za sve plohe sveZnja. '

Sredidta-vrhovi svih stozaca sveznja [F? leZe na prostornoj krivulji k¢ 6. reda,
koju &ine i glavne totke svih pramenova polarnih prostora (F?) sadrZanih u sveZnju
(F2. Bilo kojoj totki M € k° konjugirane su s obzirom na o0? ploha sveZnja totke
neke zrake m koja je trisekanta krivulje k6. Sjeci§tima M, (n = 1, 2, 3) zrake m
i krivulje k¢ pridruZene trisekante m, (n = 1, 2, 3) sadrze tocku M.

U radu je promatran opéenit sveZanj [F?, shva¢en kao skup od oo! pramenova
[F?|. Bilo koja totka M krivulje k® vrh je i srediSte singularne plohe, tj. nekog
stosca M? tog svenja. Bilo koja ploha sveZnja [F? odreduje sa stocem M? jedan
pramen |F?/, a sve plohe sveZnja [F? odreduju skup /MF?|, kojeg ¢ini niz od oot
pramenova [F2/ kojima je zajednitka ploha stoZac M?2.

IstraZivanja se vrie u jednom takvom skupu /MF?|. Posve je jasno da su una-
to¢ ograniCenju na co! pramenova /F?/ unutar skupa /[MF?/ mogucnosti pristupa
problemu kao i sadr¥aju istraZivanja vrlo velika, pa su se istraZivanja usmijerila
na strogo odredene zadatke.

Toka M € k° je kao vrh zajedni¢kog stofca svih co! pramenova [F? skupa
[MF?| ujedno i zajednitki vrh njima pridruZenih autopolarnih tetraedara. Po tri
preostala vrha pojedinog tetraedra nalaze se u istoj ravnini pramena [m}. Znamo
naime da su totke pravca m konjugirane totki M s obzirom na polarni prostor
svake od ploha sveZnja (F2. Bilo koja ravnina pramena [m] sijee krivulju ¢ u
tri totke M, (n = 1,2, 3) na pravcu m i u tri vrha tetraedra nekog odredenog pra-
mena (F?). Jedna ravnina tog pramena [m] je i ravnina (M, m) pridruZena singular-
nom pramenu (Fy?) takvih ploha, koje sve diraju ravninu (M, m) u to¢ki M. Auto-
polarni tetraedar tog pramena raspada se u dvostruku ravninu (M, m), dok u sam
vrh M padaju dva vrha tog tetraedra.
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Tolkama pravca m, s obzirom na stozac M2, pridruZene polarne ravnine odre-
duju pramen ravnina kojima je os pravac m, konjugiran pravcu m s obzirom na
isti stoac. Pravac m, sadrZi to¢ku M e k® i unisekanta je krivulje £S.

Svakim od pramenova (F?) skupa (MF?) odredena su i &etiri kompleksa:
tetraedarski kompleks ili kompleks (TK) 2. stupnja, Majcenov kompleks ili komp-
leks (MK) 3. stupnja, orijentirani Ni¢eov kompleks ili kompleks (VN) 8. stupnja
te kompleks normala 8. stupnja.

Kako su iz literature poznata mnoga svojstva pojedinih kompleksa, bilo je
interesantno istraZiti svojstva tih kompleksa bazirana na skupu (MF?2). Jasno je
da su opdenita istraZivanja i u skupu od co! pramenova jo$§ uvijek toliko op$irna
da se u radu nuzno moralo ograniditi na samo neke probleme. U I dijelu rada is-
trazuje se kompleks (TK) i kompleks (MK), a u II dijelu rada kompleks (VN).
Zasad nas interesiraju zrake tih kompleksa koje su na odredeni nacin pridruZene
to¢ki M, odnosno to¢kama pravaca m i m,. Pri tim je istraZivanjima posebna paZnja
usmjerena na to da se za bilo koju zraku spomenutih kompleksa utvrdi kojim je
pramenom iz skupa (MF?) ona odredena i kojoj je tocki pridruZena.

KOMPLEX (TK)

Nekoj to¢ki T pridruZena zraka kompleksa (TK) odredena jednim pramenom
(F?) presjetnica je polarnih ravnina pridruZenih to¢ki T s obzirom na polarne
prostore ploha pramena (F?). ;

Radi li se o skupu (MF?), svakim je njegovim pramenom (F?) odredena jedna
zraka kompleksa (TK) pridruZena istoj to¢ki 7.

U prvom nas redu interesiraju zrake kompleksa (TK) pridrusene tolki M € kS.
Pokazuje se da sve takve zrake, odredene nizom (F?) skupa (MF?), &ine singularni
linearni kompleks s ravnalicom m. Pri tome zrake odredene jednim pramenom
(F?) leze u jednoj ravnini pramena [m].

Tolkama pravca m pridrufene zrake kompleksa (TK) promatrat éemo na dva
nacina.

Bilo kojoj to¢ki T € m pridruZena je s obzirom na stoZac M? polarna ravnina
iz pramena [m,]. Ona je nosilac pramena (M) zraka kompleksa (TK) pridruZenih
totki T i odredenih svakim od pramenova (F?) skupa (MF2?). Uzmemo li u obzir
sve toCke pravca m, dobili smo snop {M} zraka kompleksa (TK), pri ¢emu uvijek
znamo kojoj to¢ki T € m je pridruZena doti¢na zraka. '

ToCkama pravca m pridruZzene zrake kompleksa (TK), odredene jednim pra-
menom (F?) skupa (MF?), izvodnice su sto$ca 2. stupnja s vchom u tocki M. Tri
izvodnice tog sto$ca su trisekante m, € k® A M, em(n = 1,2, 3). Na stoScu lezi
jo$ jedna istaknuta izvodnica, i to pravac m, §to slijedi neposredno iz prethodnog
stavka. Promjenom pramena (F2) skupa (MF?) mijenja se i stoZzac 2. stupnja zraka
kompleksa (TK) s vrthom u to¢ki M, ali Cetiri spomenute izvodnice ostaju na njemu
nepromijenjene. Odavde odmah slijedi da tofkama pravca m pridruZene zrake
kompleksa (TK), odredene nizom pramenova (F?) skupa (MF?), ¢&ine izvodnice
jednog pramena stoZaca (M?) 2. stupnja sa zajedni¢kim vrhom u to¢ki M. Temeljna
krivulja 4. reda tog pramena raspada se u pravce m, (n = 1,2, 3) i pravac m.
Dok su zrake m, pridruZene tolkama M, em (n = 1, 2, 3) i odredene svakim od
pramenova (F?) skupa (MF?), zraka m, je pridruZena svakoj od toCaka pravca m,
i to svaki puta drugim pramenom (F?).
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Bilo koji pravac r vrha M je prema tome zraka kompleksa (TK) pridruZena
toéno odredenoj toki T €m i odredena tocno odredenim pramenom (F?) skupa
(MF?). \
Poznato je medutim da je bilo koji pravac koji sadrzi jedan vrh autopolarnog
tetraedra ujedno i zraka kompleksa (TK) pridruZena jednoj tocki tom vrhu na-
suprotne ravnine tetraedra. Kako je totka M zajednicki vrh oo! autopolarnih
tetraedara skupa (MF?2), to je i pravac r co'-zna¢na zraka kompleksa (TK) odrede-
na tim skupom, ali jednoznatna s obzirom na jedan pramen (F?) skupa (MF?).
Pokazuje se da je skup to¢aka kojima je pridruZena zraka r kao ool-znadna zraka
kompleksa (TK), neka konika r? koja leZi u zajednikoj polarnoj ravnini pridruZe-
noj totkama pravca r s obzirom na stozac M? i sijete pravac m u tocki 7. Konika
r2 sadr#i 5 totaka krivulje k6 koje je u potpunosti odreduju.

Totkama pravca r konjugirane tocke s obzirom na svezanj (F? odreduju krivu-
lju 3. reda koja se raspada u koniku r? i pravac m. ‘

Tockama pravca m, konjugirane tocke s obzirom na plohe sveZnja (F? ¢ine
krivulju 3. reda, koja se raspada u neki pravack ravnine (M, m) i u dvostruki pravac
m. Pri tome je svaka totka pravca m konjugirana tocki M, ali je ujedno i »sjeciSte«
incidentnih zraka kompleksa (TK) pridruZenih to¢ki M i odredenih pramenovima
(F?) skupa (MF?). Bilo kojoj tocki Ty pravca my pridruzene zrake kompleksa (TK),
odredene nizom (F?) skupa (MF?) &ine pramen zraka u ravnini (M, m), s vthom u
onoj to&ki T € k koja je konjugirana to&ki 7T, s obzirom na sveZanj (F2.

Totkama pravca my pridruzene zrake kompleksa (TK), odredene jednim od
pramenova (F?) skupa (MF?), odreduju pramen zraka u ravnini (M, m) s vrhom
na pravcu m i jo§ jedan pramen istog vrha pridruZen to¢ki M €m;, u onoj ravnini
autopolarnog tetraedra tog pramena (F?) koja je nasuprotna vrhu M. Nizom prame-
nova (F2) skupa (MF?) odredene zrake kompleksa (TK), koje su pridruZene tocka-
ma pravca m,, ¢ine pramenove u ravnini (M, m) kojima vrhovi ¢ine niz (m), dok
samoj totki M € m, pridruZene zrake kompleksa (TK) &ine po jedan pramen u
svakoj od ravnina pramena [m], pri emu se totka M smatra u prvom redu tockom
pravca m,.

Bilo koji pravac s (s & m A s % k) ravnine (M, m) zraka je kompleksa (TK).
Njezino sjeciite s pravcem k odreduje kojoj tocki pravca my, je pridruZena, a sjeciste
s pravcem m pokazuje kojim od pramenova (F?) skupa (MF?) je ona odredena.

Nadalje se pokazuje da zrake kompleksa (TK) pridruZene nekoj totki C ravnine
(M, m) &ne pramen zraka (C,) u ravnini (Cy» my), pri ¢emu su totke C i C, konju-
girane s obzirom na sveanj (F2. Bilo koja zraka pramena (C,) odredena je to¢no
jednim pramenom (F2) skupa (MF?). Uzmemo li u obzir sve totke ravnine (M, m),
osim same totke M, tada njima na opisani nain pridruZene zrake kompleksa
(TK), odredene nizom pramenova (F?) skupa (MF?), &ine singularni linearni
kompleks s ravnalicom m,. Kod toga je bilo koji pravac ¢ koji sijeCe pravac m
takva dvostruka zraka kompleksa (TK) koja je pridruZena dvijema razli¢itim
totkama ravnine (M, m) i odredena razli¢itim pramenovima iz skupa (MF?). Po
Zetiri takva pravca ¢ odredena s ista dva pramena (F 2) iz skupa (MF?) sijeku se
u istoj toCki pravca m,.

KOMPLEKS (MK)

Majcenov kompleks ili kompleks (MK), odreden jednim pramenom (F?,
skup je takvih pravaca koji po jednu plohu pramena |F?| diraju beskona¢no daleko.
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Drugo od dvaju diralidta svake zrake kompleksa (MK) s nekom plohom pramena
|F?/ sredi$nja je toka te zrake. Bilo kojoj to¢ki kao sredi$njoj pridruZena je s obzi-
rom na dani pramen (F2) jedna zraka kompleksa (MK). Zraka kompleksa (TK) i
zraka kompleksa (MK), koje su pridruZene istoj tolki prostora, medusobno su
usporedne.

U radu su istraZivane one zrake kompleksa (MK), odredene pramenovima
skupa (MF?2), koje su na odredeni nalin pridruZene totki M € k® te pravcima m
im.

Pokazuje se da zrake kompleksa (MK) odredene nizom pramenova (F?)
skupa (MF?) koje sadrZe tocku M € k® tine:

a) stozac 2. stupnja co'-zratnih zraka kojemu se izvodnice podudaraju s iz-
vodnicama sto$ca M? sveZnja (F?; sredi$nje totke tih zraka odredene po jednim
pre;menom (F?) &ine na tom stoScu krivulju 4. reda, a sve one prekrivaju stoZac
M? i

b) snop {M} takvih zraka koje u totki M imaju srediSnju toCku, pri ¢emu
zrake odredene istim pramenom (F?) &ine pramen (M) u po jednoj ravnini uspo-
rednoj s pravcem m.

Zrake kompleksa (MK) odredene jednim pramenom (F?) skupa (MF?), kojima
se srediSnje tofke nalaze na pravcu m izvodnice su neke plohe 3. stupnja. Te su
izvodnice spojnice bijektivno pridruZenih toaka pravca m i totaka one beskonacno
daleke krivulje 2. reda u kojoj beskona¢no daleka ravnina sijete pramenom (F?)
odredeni stoZac pramena (M?3). Nizom pramenova (F2) skupa (MF?) odredene
zrake kompleksa (MK) kojima se sredidnje totke nalaze na pravcu m, ¢ine skup od
! ploha 3. stupnja. Jednostruka ravnalica svake od tih ploha je pravac m, dok
su im zajedni®ke izvodnice spojnice totaka M,em(n=1,2,3) s beskonatno
dalekim totkama pravaca m, (n = 1, 2, 3). Sve takve zrake kompleksa (MK) kojima
se sredi$nje totke nalaze na pravcu m, odreduju kongruenciju 2. reda i 1. razreda.

Zrake kompleksa (MK) odredene jednim pramenom (F2) skupa (MF?),
kojima se srediSnje totke nalaze na pravcu my, izvodnice su jednog regulusa hiper-
bolitkog paraboloida s ravnalicama m i n, pri ¢emu je pravac n beskonatno daleki
pravac ravnine (M, m). Nizom pramenova (F?) skupa (MF?) odredene zrake kom-
pleksa (MK), kojima se sredidnje totke nalaze na pravcu my, tine po jedan regulus
pramena hiperboli¢kih paraboloida, kojima se temeljna krivulja raspada u Cetiri
izvodnice, od kojih dvije, i to m, i n, pripadaju drugom regulusu.

Sve zrake kompleksa (MK) kojima se sredidnje tocke nalaze duz pravca m
&ine kongruenciju 2. reda i 1. razreda, koja se raspada u kongruenciju (1., 0.), tj.
snop zraka {M}, i kongruenciju (1., 1.), koju ¢ine izvodnice hiperbolickih parabolo-
ida.

Dalja istraZivanja u skupu (MF?) odnosit ¢e se na Niceov orijentirani kompleks
i bit ée prikazana u II dijelu rada.

Primljeno u Il razredu
28. 4. 1982,
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