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EINIGE EIGENSCHAFTEN DES (VN) KOMPLEXES EINES (F%)
BUSCHELS

Viasta Sturié-Cudovan, Zagreb

In der Arbeit [1] untersuchte V. Nife die charakteristischen Eigenschaftem
eines solchen Flichenbiischels /FZ/ 2. Grades und die Eigenschaften durch dieses:
Biischel bestimmter Komplexe: des Reyeschen tetraedralen oder (TK) Komplexes.
2. Grades, des Majcenschen Komplexes 3. Grades und des Normalenkomplexes.
8. Grades, wihrend der orientierte Nifesche oder (VN) Komplex 8. Grades nur-
teilweise untersucht wurde.

Fiir weitere Untersuchungen wiirden, gleichso wie dies in [1] getan wurde,.
nur jene Eigenschaften des [F?/ Biischels und durch ihn bestimmter Komplexe-
interessant, die sich von solcher, in Arbeiten [2] — [7] dargestellten Eigenschaften
des allgemeinen Flachenbiischels /F?/ und durch ihn bestimmter Komplexe un-
terscheiden. In dieser Arbeit wird unsere Aufmerksamkeit auf den (VN) Kom--
plex des [F}/ Biischels gerichtet.

Durch ein Fliachenbiischel /F?/ 2. Grades, wird wie bekannt, auch das Polar--
raumbiischel (F2) dieser Flichen bestimmt. Die Eckpunkte des gemeinsamen
Polartetraeders dieses Biischels sind die Scheitel-Mittelpunkte der Singulir--
flichen (Kegel) des /F?/ Biischels. Im Fall des /F2/ Biischels der Konzentrischen
Flichen 2. Grades mit gemeinsamen Mittelpunkt O, wird der Punkt O der einzige-
cigentliche Eckpunkt des gemeinsamen Polartetraeders des Polarraumbiischels.
(F3) dieses [F3/ Biischels. Die dem Eckpunkt O, beziiglich des (F3) Biischels.
zugeordnete Polarebene, wird die Fernebene, woraus folgt, dass auch die iibrigen
drei Eckpunkte 4, B und C dieses Tetraeders in der Fernebene liegen, bzw. dass.
die drei Singulidrflichen des [Fj/ Biischels mit den Scheitelpunkten in diesen
Punkten, die Zylinder sind. Die Flichénmittelpunktkurve k2 3. Ordnung zerfillt:
in die drei Achsen der erwahnten Zylinder, mit dem gemeinsamen Punkt im Mittel--
punkt O aller Flichen des /F2/ Biischels. ‘

.Die Fernebene N schneidet das Flichenbiischel [F3/ in einem Kurvenbiischel’
/f3]. Die Eckpunkte des gemeinsamen Polardreickes dieses Schnittbiischels [f3/°
stimmen mit den Fernpunkten 4, B, C des Polartetraeders OABC zusammen.

Die Grundkurve k* 4. Ordnung des [FZ/ Biischels ist zentrisch symmetrisch,.
aber ohne senkrecht liegenden Symmetrieebenen. [1].

Einem beliebigen Raumpunkt T wird der zugeordnete Strahl ¢ des bekannten .
Reyeschen tetraedralen oder kiirzer (TK) Komplexes, die Schnittgerade der dem.
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Punkt T beziiglich der Polarrdume der Flichen des |F?| Biischels. zugeordneten
Polarebenen. Eine solche Zuordnung wurde in [6] durch

t=o(T)
‘bezeichnet. Es ist auch bekannt, dass ein Strahl
t,=¢@ (T, fur T,eN

eine Bisekante der Flichenmittelpunktkurve k3 des /F?/ Biischels wird, wahrend
die den Punkten einer beliebigen Geraden zugeordneten (TK) Komplexstrahlen
einen Regulus des Hyperboloides bilden.

Ist der (TK) Komplex durch das (F3) Biischel bestimmt, &ndern sich einige
TFEigenschaften dieses Komplexes beziehungsweise des Falls, wenn er durch das

(F?) Biischel bestimmt wird. In diesem Sinn werden fiir weitere Untersuchungen
die Strahlen ‘.

ta=@(T), ToeN

cines (F}) Biischels interessant.

Ist der Punkt T, € N ein beliebiger Fernpunkt und damit auch der Punkt
der Fernseitenebene ABC des Polartetraeders, muss der Strahl ¢, = @ (T,) den
- Mittelpunkt O € aller Flachen des [F}/ Biischels enthalten. Liegt der Punkt
T, in einem der Ferneckpunkte 4 bzw. B bzw. C des Tetraeders OABC, wird
«in diesem Punkt zugeordneter Strahl ¢, irgendeine Gerade sein, die in der diesem
Punkt gegeniiberliegenden Seitencbene dieses Tetraeders liegt. Dabei miissen
-wir betonen, dass einem Punkt z. B. T, = A, der in erster Reihe als der Eckpunkt
.des Tetraeders aufzufassen ist, der zugeordnete Strahl z, keine den Punkt O ent-
‘haltende Gerade ist, schneidet aber die Kanten OB und OC des Tetraeders und
damit die richtige Bisekante der zerfallenen Kurve £ sein wird, wahrend dem-
selben Punkt T, = A, der als ein Punkt der Fernebene N angenommen wird, der
zugeordnete Strahl ¢, den Punkt O enthalten muss. Aus diesem Griinde folgt,
dass die den Punkten einer beliebigen Ferngeraden zugeordneten (TK) Komplex-
strahlen die Erzeugenden eines Kegels 2. Grades mit‘dem Scheitelpunkt O sind. -
Drei Erzeugenden dieses Kegels sind die ‘Géraden 04, OB und OC, die den
Schnittpunkten dieser Geraden miit den Kanten BC, AC und 4B zugeordnet
sind. [1].

. Der orientiérte NiZesche oder (VN) Komplex

a) Definition und einige Grund‘eigénschaf‘t‘en
Nehmen wir zuerst an, ein Flichenbiischel 2. Grades liege vor, ohne Riick-
ssicht ob es [F2[ oder [F3/ ist. Einem beliebigen Raumpunkt T sie der Strahl

t=g(T)

-zugeordnet. Die den Punkt T enthaltende und den Strahl ¢ senkrecht schneidende -
.Gerade o ist ein Strahl des (VN) Komplexes, was durch ’ ‘

o=y(T)
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bezeichnet wird. [4], [6]. Der Punkt T wird als ein J Punkt des Strahles o genannt
und sein Schnittpunkt mit dem Strahl ¢ als der Z Punkt dieses Strahles o be-
zeichnet. Obwohl die Punkte I und Z die Beriihrungspunkte des Strahles o an
zwei Fliachen des Flachenbiischels 2. Grades sind, sind sie auf dem Strahl o nicht
gleichwertig, wei dies in [6] gezeigt wurde. Sie bestimmen deshalb die Orientierung
eines jeden (VN) Komplexstrahles o. Ein beliebiger Raumpunkt T ist der I Punkt
firr einen und der Z Punkt fiir drei (VN) Komplexstrahlen und alle diesen vier
Strahlen liegen in der Ebene (T, t), wo ¢ = ¢ (T) ist.
Der (VN) Komplex hat den Grad 8.

Wie schon erwahnt, unr jene Elgenschaften der Gebilden der (VN) Kom-
plexstrahlen eines (F32) Biischels werden uns interessieren, die sich beziehung-
sweise solcher Gebilden der (VN) Strahlen eines (F?) Biischels dndern.

Eine der Grundaufgaben wird die Gesamtheit jener (VN) Strahlen des (F3)
Biischels zu bestimmen, deren zugeordnete I Punkte bzw. Z Punkte auf den be-
sonders hervorragenden Raum- oder Ferngeraden liegen.

Es zeigt sich, dass z. B. jene (VN) Komplexsttahlen deren I Punkte sich auf
einer beliebigen Raumgeraden s befinden, im Fall des (F2) Biischels genauso wie
im Fall des (F?) Biischels eine Regelfliiche 6. Grades bilden und die Z Punkte
dieser Strahlen liegen auf einer Kurve 5. Ordnung.

Wird aber die Gesamtheit der I Punkte der (VN) Strahlen eine Gerade
t = ¢ (T), wo T ein beliebiger Fempunkt ist,

dann tretten die bedeutsameren Veridnderungen in Fillen des (F?)- bzw. des (F3)
Biischels auf,

Im Fall des (F?) Biischels wird der Strahd ¢ die Bisekante der Flachenmittel-
punktkurve %2 3. Ordnung. Jene (VN) Strahlen deren I Punkte auf dieser Bise-
kante liegen, bilden ein Konoid 4. Grades und die zugeordneten Z Punkte eine
Raumkurve 3. Ordnung. Den erginzenden Teil der Flache 6. Grades und der
Kurve 5. Ordnung bilden die zwei Strahlbiischel mit den Scheitelpunkten und
gemeinsamen I Punkten in den Flichenmittelpunkten und den Z Punkten lings
" jener (TK) Fernkomplexstrahlen, die diesen Mittelpunkten zugeordnet werden. [6].

Im Fall des (F3) Biischels ist der erwihnte Punkt T € N auch ein Punkt der
Fernseitenebene ABC des Polartetracders O4ABC so dass fiir

t = @ (T) auch O e: die Geltung hat.
Die Strahlen '
ti=(p(Tl) fiir alle TiEt
bilden zwei Strahlbiischel (7). Dem Punkt O selbst, der primir als der Eckpunkt
des Tetraeders und erst sekundir als ein Punkt der Geraden ¢ aufgefasst wird,
bilden die zugeordneten Strahlen ¢, das Fernstrahlbiischel (T) und allen iibrigen
Punkten T, € ¢, cinschliessend den Punkt O, bilden die zugeordneten (TK) Strah-

len des eigentliche Buschel (T) der patalellen Strahlen. Es wird gezeigt, dass die
en

o=9p(0

49




ein (VN) Komplexstrahlbiindel {O} mit dem gemeinsamen I Punkt im O und
den zugeordneten Z Punkten in der Fernebene bilden, wahrend die Strahlen :

o, = ¢ (T,) fir jeden T; et

die Erzeugenden eines Konoides 3. Grades sind. Die I Punkte dieser Strahlen
liegen auf der Geraden ¢ und die ihnen zugeordneten Z Punkte bilden die glei-
chseitige Hyperbel in der Ebene des eigentlichen Biischels (T) der Strahlen ¢;.

Ein (VN). Strahl o = p (T) wird némlich, der Definition nach, eine solche
den Punkt T enthaltende Gerade, die den Strahl ¢ = ¢ (T) senkrecht schneidet.
Weiterhin wurde es bekannt, dass von je zwei untereinander senkrechter Geraden
eine immer in jener Ebene liegt, die senkrecht auf die andere Gerade gelegt wird
Dies bedeutet aber, dass die gesuchte, die Gerade o enthaltende und auf die Ge-
rade ¢ senkrecht liegende Ebene, durch den Punkt T und jene Ferngerade p gespannt.
wird, die die Polare des Fernpunktes der Geraden ¢ beziiglich des absoluten Kegel-
schnittes ist. Der Strahl o wird die Schnittgerade der Ebenen (T, ¢) und (T, ?)
sein. Der Z Punkt des Strahles o liegt im Durchstosspunkt des Strahles ¢ = o(T)
mit der Ebene (T, p). X

Wenden wir dies auf unseren Fall an, folgt, dass in [6] definierte kubische
Hiilltorse 7, in das Ebenenbiischel [O, T] und in eine Hiilltorse 2. Klasse zer-
fallt. Die Ebenen des Biischels sind durch den Punkt O und durch die Strahlen
des Fernbiischels (T) der (TK) Strahlen gespannt, wihrend die Ebenen der Hill-
torse durch die Punkte T; €t und die ihnen (1-1)-deutig zugeordneten (TK)
Strahlen des eigentlichen Biischels (T') aufgespannt werden. Dass diese Torse 2.
Klasse ist, folgt auf Grund des bekannten Chaslesschen Korrespondenzprinzipes
nach. Die (VN) Komplexstrahlen in Ebenen dieser zwei Torsen missen wir ge-
trennt betrachten. .

Jeden Punkt eines beliebigen Strahles
lob=9 (@)

des Fernbiischels (T) ist als den Fernpunkt dieses Strahles aufzufassen, dies be-
deutet, dass die diesen Punkten beziiglich des absoluten Kegelschnittes zuge-
ordneten Polaren p, ein Fernpolarenbiischel bilden. Diese Polaren spannen mit
dem Punkt O ein neues Ebenebiischel, des den Fernstrahl ¢, in den Z Punkten
jener (VN) Komplexstrahlen schneidet, die den gemeinsamen I Punkt im Punkt
O haben. Da eine solche Eigenschaft fiir jede Gerade z, des Fernbiischels (T") die
Geltung hat, so folgt, dass der Punkt O der Scheitelpunkt jenes Biindels der (VN)
Strahlen wird, die den gemeinsamen I Punkt im O und die Z Punkte in der Ferne-
bene haben. .

Alle Strahlen
t, =q@(T,) furalle T,et

des eigentlichen Biischels (T) haben den gemeinsamen Fernpunkt in T. Eine
Ausnahme bildet nur’der Fernstrahl ¢, = ¢ (O) der der gemeinsame Strahl der
beiden erwihnten Biischel (T) wird. Die dem Punkt T, beziiglich des absoluten
Kegelschnittes zugeordnete Polare p, ist die Achse jenes Biischels der paralellen
Ebenen, die durch die Punkte T, der Geraden z und durch die Polare p aufgespannt
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werden. Diese Ebenen sind senkrecht auf die zugeordneten (TK) Strahlen des
eigentlichen Biischels (T') gelegt. Auf Grund der (1-1)-deutigen Zuordnung der
Ebenen der Hiilltorse 2. Klasse und der Ebenen des Biischels [p] und auf Grund
des Chaslesschen Korrespondenzprinzipes folgt, dass jene (VN) Strahlen deren I
Punkte lings der erwihnten Geraden ¢ liegen und die Z Punkte auf einer glei-
chseitingen Hyperbel haben, bilden ein Konoid 3. Grades, wie behauptet. Die
Punkte der Hyperbel sind auf Grund der (1-1)-deutigen Zuordnung der Strahlen
t; des eigentlichen Biischels (T) und der Ebenen des Biischels [p] erhalten.

b) Die Ffacobische Fernkurve u

Die Fernebene N schneidet das Flichenbiischel /F?/ in einem Kurvenbiischel
[f?/, das mit dem absoluten Kegelschnitt ein Kurvennetz bildet. Die Gesamtheit
der Eckpunkte der Polardreiecken dieses Netzes wird die bekannte Facobische
Fernkurve u 3. Ordnung sein. Drei Punkte dieser Kurve sind auch d1e Eckpunkte
des gemeinsamen Polardreieckes des Schnittbiischels [f2/. [6].

Auch im Fall des /F2/ Biischels wird die zugeordnete Yacobische Kurve I3
unentartet und 3. Grades sein. Da auch die Eckpunkte des erwihnten Polar-
dreiecks des [f3/ Schnittbiischels mit den Ferneckpunkten A4, B, C des Polar-
tetracders OABC des (F}) Bischels iibereinstimmen, enthilt die Fernkutve u
jeden der drei Eckpunkte 4, B und C dieses Tetraeders.

Eine den Punkt O enthaltende Gerade
t=¢(T) fir TeNand Tepu

sei die Gesamtheit der I Punkte der (VN) Komplexstrahlen. Die Z Punkte auch
dieser Strahlen liegen auf den Strahlen

t; = @ (T, fir jeden T, e,

die schon wieder zwei Strahlbiischel (7') bilden. Es zeigt sich, dass auch in diesem
Fall der Punkt O ein I Punkt der c? (VN) Strahlen wird, die die zugeordneten
Z Punkte auf den Fernstrahlen ¢, = ¢ (O) des Fernbiischels (7) haben. Alle Strah-
len des eigentlichen Strahlbiischels (7) haben den gemeinsamen Fernpunkt in
T und die diesem Punkt beziiglich des absoluten Kegelschnittes zugeordnete
Polare p, muss den Fernpunkt T, der Geraden ¢ enthalten. Die Fernpunkte T €
und T, sind namlich beziiglich der Polarfelder des Biischels (f3) und beziiglich
des absoluten Kegelschnittes konjugiert zugeordnet, so dass auch T, € g die Gel-
tung hat, wie dies in [7] bewiesen wurde. Die Punkte T, der Geraden t und die
Polare p spannen dieselbe Ebene (z, p). Eine Ausnahme bildet der Punkt T, €p
der mit der Geraden p das Ebenenbiischel [p] ordnet. Hieraus folgt, dass die (VN)
Strahlen

Y] ‘= v (Ty)

deren I Punkte T, langs der Geraden ¢ liegen, die Z Punkte auf einer den Punkt
O enthaltenden Geraden s haben, in der die Strahlen ¢, = ¢ (T;) die Ebene (s, p)
durchsetzen. Wegen der (1-1)-deutigen Zuordnung der Punktreihen 1. Ordnung
auf den Geraden ¢ und s, hiillen die Strahlen o, in der Ebene (¢, p) eine Kurve 2.
- Klasse ein.
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Es bleibt noch zu betonen, dass der Fernpunkt T, €z und T, € u ein oo!-
-deutiger I Punkt eines Biischels der paralellen (WN) Komplexstrahlen ist, deren
Z Punkte lings des Strahles

TO =9 (T)

liegen. Diese Z Punkte sind in den Schnittpunkten der Geraden TO mit den
Ebenen des Ebenenbiischels [p].

Daraus folgt: 4

SATZ 1. Yene (VN) Komplexstrahlen, deren I Punkte auf der Verbindungsge-
raden des gemeinsamen Mittelpunktes O aller Flichen des [F3| Biischels, mit einem
beliebigen Punkt der Yacobischen Fernkurve u liegen, bilden: :

1. eine Kurve 2. Klasse mit den zugeordneten Z Punkten auf einer den Punkt
O enthaltenden Geraden, . -

2. ein Strahlbiindel jener Strahlen, die den gemeinsamen I Punkt im Punkt O
und die Z Punkte in der Fernebene haben und

3. ein Strahlbiischel mit dem gemeinsamen I Punkt auf der Kurve u und den Z
Punkten lings diesem Fernpunkt zugeordnetes (TK) Komplexstrahles, der auch selbst
eine Verbindungsgerade des Punktes O mit einem Punkt der Kurve p ist.

¢) Die Kanten des Polartetraeders

Wie schon erwihnt, hat der Polartetracder QABC des (F3) Biischels drei
eigentliche Kanten O4, OB und OC, wihrend die {ibrigen drei 4B, BC und C4,
in der Fernebene liegen.

Fassen wir jetzt die Polartetraederkanten als die Gebilde der I Punkt bzw.
die Z Punkte der (VN) Komplexstrahlen auf, und stellen die Gebilde solcher
Strahlen, wie auch die Gebilde derer Z Punkte bzw. I Punkte fest.

Es ist bekannt, dass eine eigentliche Gerade z. B. OC des Polartetraeders
auch als ein Strahl

OC = ¢ (T) fir ein beliebiger T'€ AB

aufzufassen ist. Eine Umkehr dieses hat auch die Geltung, so dass alle den Punkten
T, € OC zugeordneten (TK) Strahlen immer mit der Kante 4B {ibéreinstimmen.
Eine Ausnahme bilden dabei die Punkte O und C der Kante OC. Sind diese Punkte
O und C primir als die Punkte der Kante OC =g (T) und erst sekundér als die
Tetraedereckpunkte aufgefasst, bilden die, dem Punkt C selbst zugeordneten
(TK) Strahlen ein Biischel (T') in der Ebene OAB und jene solchen Strahlen die
dem Punkte O zugeordnet sind bilden ein Strahlbiischel (T) in der Ebene ABC.
Der Punkt C liegt, wie bekannt, auf der Kurve u. Weiterhin ist es bekannt,
dass die Gerade 4B 'die Kurve y 3. Ordnung ausser in den Punkten 4 und B
noch in einem Punkt Q schneiden muss. Auf Grund der Untersuchungen in [7]
kann man behaupten, dass die Punkte C und Q konjugiertzugeordneten Punkte
nicht nur beziiglich des Biischels (F%), sondern auch beziiglich des absoluten
Kegelschnittes sind. . '

Die Gerade
- OC = ¢ (T,) fir T, € AB aber auch T, % Q



sei die Gesamtheit der I Punkte der (VN) Strahlen, wobei die Punkte O und C
vorlaufig als keine Tetraedereckpunkte betrachtet werden. Einem beliebigen
Punkt T, € OC liegt der zugeordnete Strahl AB = ¢ (T}) in der Fernebene und
sjeder sein Punkt ist als ein Fernpunkt dieses Strahles aufzufassen. Die den Punkten
der Geraden-AB, beziiglich des absoluten Kegelschnittes zugeordneten Polaren
p, bilden ein Strahibiischel (P) und alle diesen Polaren spannen mit dem betref-
fenden Punkt T, ein Ebenenbiischel [P, T]. Jede dieser Ebenen schneidet die
Gerade AB im Z Punkt jenes (VN) Strahles, dem der I Punkt im T, liegt. Daraus
folgt, dass alle jenen (VN) Strahlen die den I Punkt im T haben, ein Biischel
solcher Strahlen in der Ebene (T, AB) bilden, deren Z Punkte Jings der Geraden
AB liegen. Nimmt man anstatt des Punktes T irgendeinen beliebigen Punkt der
Geraden OC, folgt das Gleiche. Daraus folgt, dass ein beliebiger Punkt des eigen-
tlichen Tetraederkantes OC ein co'-deutiger I Punkt eines Biischels der (VN)
Komplexstrahlen ist, deren Z Punkte lings der Kante 4B liegen.

Der eigentliche Eckpunkt O des Polartetraedgrs ist auch in diesem Fall der
Scheitelpunkt eines Biindels der (VN) Strahlen, die im O den gemeinsamen I
Punkt haben, die Z Punkte deren aber in der Fernebene liegen. Es ist klar, dass
innerhalb dieses Biindels auch ein (VN) Strahlbiischel liegt, deren I Punkte im
O sind und die Z Punkte sich lings der Kante' 4B befinden.

Auch der Ferntetracdereckpunkt C ist der Trager eines Biindels der (VN)
Strahlen, die den I Punkt ir Punkt C und die Z Punkte in der Ebene ABO haben.
Dies werden wir auf folgende Weise erkliren. Eine den Punkt C enthaltende
Gerade wird ein (VN) Komplexstrahl genau dann, wenn ihn der dem Punkt C
zugeordnete (TK) Komplexstrahl senkrecht schneidet. Da eine jede in der Ebene
ABO liegende Gerade auch als dem Punkt C zugeordneter (TK) Strahl aufzu-
fassen ist, haben eine solche Eigenschaft auch alle Geraden des Biischels (Q) in
dieser Ebene, die aber auf jede den Punkt C enthaltende Gerade, wie bekannt,
senkrecht stehen.

Es ist klar, dass analoge Behauptungen auch fiir die Kantenpaare OB-CA4
bzw. OA-BC des Tetraeders OABC die Geltung haben.

SATZ 2. Ein beliebiger Punkt der eigentlichen Kante des Polartetraeders des
(F2) Biischels ist ein co'~deutiger I Punkt eines Biischels jener (VN) Komplexstrahien,
deren Z Punkte lings dieser Kante gegeniiberliegender Fernkante des Tetraeders liegen,
wihrend jeder, auf dieser eigentlichen Kante liegende Tetraedereckpunkt, deren ein
in der Fernebene und der andere im Punkt O liegt, ein co’-deutiger I Punkt eines
Biindels jener (VN) strahlen ist, deren Z Punkte im betreffenden Eckpunkt gegentiber-
liegender Tetraederebene liegen.

Durchfiihren wir noch die analogen Betrachtungen iiber eine Ferntetraeder-
kante z. B. AB des Polartetraeders. Wie bekannt:

AB = ¢ (T) fiir einen beliebigen T € OC.
Die Gerade 4B sei die Gesamtheit der I Punkte der (VN) Strahlen. Ein beliebiger
Punkt T, € AB, aber T, % A, B, Q sei ein solcher I Punkt. Der Fernpunkt des
Strahles
OC = o (T))

liegt im Punkt C und diesem Punkt beziiglich des absoluten Kegelschnittes, zu- .
geordnete Fernpolare p enthilt den Punkt Q € AB. Die Polare p und dér Punkt
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T, spannen die Fernebene, welche setzt den Strahl OC in seinem Fernpunkt C
durch. Dies bedeutet, dass der beliebige Punkt T; der I Punkt eines Fernstrahles
des (VN) Komplexes wird, dem der Z Punkt in C liegt. Eine Ausnahme bilden
die Punkte 4, B, und Q.

Da fiir die Ferntetraedereckpunkte 4 und B die analogen Behauptungen die
Geltung haben, die eben fiir den Punkt C dargestellt sind, belibt noch tiber den
Punkt Q € u als den I Punkt der (VN) Strahlen betrachten.

Wie bekannt
OC = ¢ (0)

hat auch die Geltung. Die Polare des Fernpunktes C dieser Geraden, beziiglich
des absoluten Kegelschnittes, enthilt den Punkt Q und bildet mit ihm das ganze
Ebenenbiischel, das den Strahl OC in den Z Punkten jener (VN) Strahlen schnei-
det, die die I Punkte im Punkte Q haben.

Schon wieder ist es klar, dass die analogen Behauptungen auch fiir die tibrigen
Fernkanten BC und CA des Tetraeders die Geltung haben.

SATZ 3. Ein belichiger Punkt einer Fernkante des Polartetraeders des (F3)
Biischels ist der I Punkt eines (VN) Fernkomplexstrahles, dem der Z Punkt im Fern-
punkt jener eigentlichen Kante liegt, die gegeniiber der betreffenden Kante steht. Feder
der zwei Tetraedereckpunkte auf dieser Fernkante ist ein co%-deutiger I Punkt eines
Biindels jener (VN) Strahlen, deren Z Punkte in der gegemiiberliegenden Seitenebene
des Tetraeders liegen. Ein der Schnittpunkte der Facobischen Fernkurve u mit dieser
Fernkante, der kein Eckpunkt des Tetraeders wird, ist der Scheitelpunkt eines Bii-
schels jener (VN) Strahlen, die in diesem Punkt den gemeinsamen I Punkt und die Z
Punkte lings der gegeniiberliegenden eigentlichen Kante haben.

In [6] wurde es bewiesen, dass ein beliebiger Punkt T der Z Punkt eines
Dreier jener komplandren (VN) Komplexstrahlen des (F?) Biischels 1st,deren I
Punkte auf dem Strahl ¢ = ¢ (T) liegen.

Auf Grund der Behauptungen aus den Satz 3 folgt, dass auch ein beliebiger
Punkt der eigentlichen Kante z. B. OC der Z Punkt jener drei (VN) Strahlen des
(F2) Biischels ist, deren I Punkte in den Punkten A4, B und Q der Fernkante 4B
liegen, wihrend ein beliebiger Punkt dieser Kante AB ein co!-deutiger Z Punkt
jener (VN) Strahlen ist, deren I Punkte lings der eigentlichen Kante OC liegen
{Satz 2).

In [6] wurde weiterhin bewiesen, dass ein beliebiger Eckpunkt des Polar-
tetraeders des (F2) Biischels ein oo'-deutiger Z Punkt jener (VN) Strahlen ist,
deren I Punkte auf einer Kurve 3. Ordnung in jener Seitenebene dieses Polar-
tetraeders liegen, die gegeniiber dem betreffenden Eckpunkt steht.

Auf Grund des Satzes 1, P. 3 folgt, dass auch der eigentliche Eckpunkt O
des OABC Tetraeders des (F3) Biischels ein oo!-deutiger Z Punkt jener (VN)
Strahlen ist, deren I Punkte in der Ferntetragderseitenebene liegen und die ¥a-
cobische Fernkurve g 3. Ordnung bilden.

Es bleibt uns noch zu beweisen, dass auch die Ferneckpunkte 4 bzw. B bzw.
C des Polartetraeders die col-deutigen Z Punkte jener (VN) Strahlen sind, deren
I Punkte eine Kurve 3. Ordnung in der Ebene OBC bzw. OAC bzw. OAB bilden.

Nehmen wir die Ebene OAB und ihr gegenuberhegenden Eckpunkt C in
betracht. Der Strahl

=9
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obwohl er eine beliebige Gerade der Ebene ABO ist, sei ein solcher, der den
Punkt. O € AB und Q €  enthilt und die Kante 0A in einem Punkt P, und die
Kante OB in einem Punkt P, schneidet.

Die Strahlen ‘

sind die Erzeugenden eines Kegels-Zylinders 2. Grades mit dem Scheitelpunkt
im C. Die dem gemeinsamen Fernpunkt C aller diesen Erzeugenden, beziliglich
des absoluten Kegelschnittes zugeordnete Polare p. muss, wie bekannt, den Fern-
punkt Q enthalten. Die Punkte T; €¢, und die Polare p. bilden immer dieselbe,
durch die Geraden ¢, und p, aufgespannte Ebene, die senkrecht auf die Erzeugenden
des Zylinders gelegt wird. Die Durchstosspunkte dieser Erzeugenden mit der
Ebene (¢, p.) sind die Z Punkte jener komplaniren (V'N) Komplexstrahlen, deren
I Punkte T} € t, sind. Alle solchen Z Punkte bilden eine Kurve 2. Ordnung. Wegen'
der (1-¥-deutigen Zuordnung der Punkte dieser Kurve und der Punkte T, der
Geraden ¢, und auf Grund des Chaslesschen Korrespondenzprinzipes folgt, dass
alle solchen (VN) Strahlen in der Ebene (¢, p.) eine Kurve 3. Klasse bilden. Uns
ist aber bekannt, dass die Z Punkte jener (VN) Komplexstrahlen deren I Punkte
auf einer Geraden liegen, eine Kurve 5. Ordnung bilden, wahrend diese (VN)
Strahlen eine Flache 6. Grades einhiillen. Die Losung des Problemes findet man
so: Die gesuchte Kurve 5. Ordnung zerfallt in die erwihnte Kurve 2. Ordnung
und in drei Geraden CA, CB und CO, die die Z Punkte jener (VN) Strahlen sind,
deren I Punkte in den Punkten P,, P, und Q der Geraden z, liegen (Satz 2 und
Satz 1, P. 3), wahrend die Fliche 6. Grades zerfillt in drei Strahlbiischel (P;),
(P,) und (Q) in den Ebenen (P, CB), (P, CA) und (QCO) und der Rest, die
Flache 3. Grades, setzt sich in die erwdhnte Kurve 3. Klasse zusammen.

‘Hitten wir anstatt der Geraden ¢, eine andere Gerade des Punktes Q-in Be-
tracht genommen, wire die zugeordnete Z-Punktkurve 2. Ordnung eine andere,
aber der Rest der zugeordneten Z-Punktkurve auf drei Kanten CB, CA und CO
blieb derselbe. Auf dem neuen Strahl ¢, = ¢ (G) wéren schon wieder drei I Punkte
jener drei (VN) Strahlen deren Z Punkte im Punkt C liegen. .

Der Strahl ¢, = ¢ (C) soll jetzt eine beliebige Gerade der Ebene (OAB) sein,
die die Kante 4B in einem Punkt P % Q schneidet. Auch dieser Punkt Pist der
I Punkt eines (V'N) Strahles dem der Z Punkt im Eckpunkt C liegt (Satz 3).

Auf Grund dessen konnen wir in allgemeneinen behaupten:

SATZ 4. Jene (VN) Komplexstrahlen deren I Punkte in einer eigentlichen
Seitencbene des Polartetraeders des (FZ) Biischels licgen und die den gemeinsamen z
Punkt in dieser Ebene gegeniiberliegendem Ferneckpunkt dieses Tetraeders - haben,
bilden eine Fliche 3. Grades. Diese Fléiche zerfillt in drei Strahlbiischel mit dem
gemeinsamen Scheitelpunkt im erwihnten Tetraedereckpunkt, so dass die Ebenen
dieser Strahlbiischel iiberéinstimmen mit jenen Seitenebenen des. Tetraeders, die den
erwdhnten Tetraedereckpunkt enthalten. Die I-Punktkurve 3. Ordnung dieser Strah-

~ len zerfillt in die drei den erwdhnten Eckpunkt nicht enthaltenden Kanten des Te-

traeders. 4 ,
Unsere Betrachtungen zeigen uns unumstritten, dass die Kanten des Polar-
tetraeders eines (F2) Biischels keine gleichwertigen Geraden sind, wenn sie -als
Gesamtheiten der I Punkte bzw. der Z Purkie der (VN) Komplexstrahlen be-
trachtet werden. Wir miissen unterscheiden ob eine Kante eigentliche oder uneigen-
tiche ist. ; ‘ :
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Bei all dem diirfen wir nicht vergessen, dass die eigentlichen Kanten des
Polartetraeders auch als die Achsen der Singulérflichen-Zylinder des [F2/ Biischels
zu betrachten sind und noch weiterhin, dass diese Achsen die Gesamtheiten der
Mittelpunkte dieser thnder sind. Auf Grund der Betrachtungen in [6] und [7]
ist es uns bekannt, dass im Fall des [F?/ Biischels ein beliebiger Flachenmittel-
punkt ein oo'-deutiger I' Punkt eines Biischels der (VN) Komplexstrahlen ist,
deren zugeordnete Z Punkte lings diesem Mittelpunkt zugeordneten (TK) Fern-
komplexstrahles liegen. Dies iibereinstimmt aber vollstindig mit unseren Be-
trachtungen iiber die Punkte der eigentlichen Tetraederkanten.

d) Die Involutorstrahlen des (V'N) Komplexes

Eine belleblge Gerade 9, z. B. der Ebene (40C), die den Eckpunkt C enthalt,
konnen wir im 1. Fall als einen solchen (VN) Komplexstrahl aufzufassen, dem
der I Punkt im Punkt C und der Z Punkt im Schnittpunkt mit der Kante OA4

~ liegt und im 2. Fall als einen solchen Strahl betrachten, dessen I Punkt im,Schnitt-
punkt mit dem Strahl OA4 und der Z Punkt im Eckpunkt C liegt. Ein solcher zwei-
fache (PN) Komplexstrahl dessen I Punkt und Z Punkt involutorisch zugeordnet
sind, wurde in [6] als ein  Involutorstrahl des (VN) Komplexes definiert.
Dieser wird kiirzer als ein (IVN) Strahl bezeichnet.

Stellen wir jene, durch das (F3) Biischel bestimmten und bisher betrachteten
(VN) Komplexstrahlen fest, die auch (JVN) Strahlen sind.

Auf Grund der bisherigen Untersuchungen konnen wir behaupten, dass
auch im Fall des (F3) Biischels genauso wie im Fall des (F?) Biischels ankommt,
eine jede Ferngerade ein (JVN) Strahl wird.

Eben wurde es bemerkt, dass auch eine beliebige den Ferntetraedereckpunkt
enthaltende und in der eigentlichen Tetraederseitenebene liegende Gerade ein
solcher (JVN) Komplexstrahl wird, dessen involutorisch zugeordnete I-Z Punkte
im erwihnten Eckpunkt und Z-I Punkte in diesem Eckpunkt gegeniiberliegender
Tetraederkante der betreffenden Tetraederseitenebene liegen. Jeder Fernte-
traedereckpunkt ist der Tréger je zwei eigentlicher paralellen Biischeln und eines
Fernbiischels_ solcher (IVN) Strahlen.

Der Mittelpunkt O aller Flichen des. /F?,/ Biischels ist der Scheitelpunkt
eines Kegels 3. Grades dessen Erzeugenden jene (f[VN) Strahlen sind, deren
zugeordnete I-Z Punkte im Punkt O und Z-I Punkte auf der }acobzschen Fern-
kurve u 3. Ordnung liegen (Satz 1, P. 1 und 3).

Der Fernschnittpunkt O der Kurve u mit der Tetraederfernkante z. B. 4B,
wo Q £ A und Q % B ist, wird der Scheitelpunkt eines Biischels paraleller (IVN)
Strahlen, deren involutorzugeordneten I-Z Punkte im Punkt Q und Z-I Punkte
langs der Kante OC liegen (Satz 1, P. 3 und Satz 3). Es ist klar, dass analoge Fol-
gerungen auch fir die Schnittpunkte der Kurve 4 mit den Fernkanten BC und
CA des Polartetraeders OABC die Geltung haben.

In [7] wurde gezeigt, dass im Fall des (F2) Biischels innerhalb der Kongruenz
(15, 11) der (IVN) Komplexstrahlen drei Flichen #,, #, und £, bestechen, deren
Erzeugenden die Verbindungsgeraden der Punkte der Flachenmittelpunktraum-
kurve %} 3. Ordoung des [F?| Biischels mit den Punkten der Facobischen Kurve
4 3. Ordnung sind. Die Verbindungszuordnungen der Punkte dieser zwei Kurven
wurden aber fur eine jede dieser Fliachen durch andere Bedingungen gegeben,

Auch im Fall des (F3) Biischels, wo alle Fliachen dieses Biischels den gemein-
samen Mittelpunkt O haben, und die Flachenmittelpunktkurve %2 in die drei
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Zylinderachsen zerfallt, wahrend die Kurve u ungeartet und 3. Ordnung bleibt,.
wird es interessant jene Flichen zu untersuchen, deren Erzeugenden durch die
analogen Bedingungen definiert werden, wie dies in [7] fiir die Flachen PP,
und &, geten wurde. Nennen wir solche Flachen #,,, Py, und 2.

1. Die Fliche 2, '

- In [7] wurde gezeigt, dass die Fliche #, 6. Grades jene, durch das (F?) Bii-
schel bestimmten (IVN) Komplexstrahlen bilden, die auch die den Punkten der
Rurve u zugeordneten (TK) Komplexstrahlen sind. Jede Erzeugende dieser
Flache ist eine Bisckante der Kurve 4 und eine Unisekante der Kurve M. Auf
der Flache #, ist die Kurve u eine einfache und die Kurve k] eine dreifache,
Alle involutorzugeordneten I-Z Punkte auf diesen (IVN) Strahlen-Erzeugenden
der Fliche 2, bilden eine nichtabbrechende Reihe, also eine Kurve 11, flir die-
die Ordnung 18 bestimmt wurde. '

Im Fall des (F3) Biischels wird einem beliebigen Punkt T e 4 der zugeordnete:
Strahl ¢ = ¢ (T) den Punkt O und einen Punkt der Kurve 4 enthalten, wie dies.
in b) gezeigt wurde. Alle solchen den Punkten der Kurve 4 zugeordneten Strahlen
¢ sind die Erzeugenden eines Kegels 3. Grades mit der Fernkurve 1 und des Schietel--
punktes O, aber auch die (/VN) Komplexstrahlen, deren I-Z Punkte im O und
ihren zugeordnete Z-I Punkte auf der Kurve u liegen.

Die Grundbedingung
t=9¢(T) fir Teu

die eine beliebige Erzeugende ¢ der Fliche #, und damit im Fall des (F}) Bii-
schels die Erzeugende der Fliche #,, erfiillen muss, ist fir die Erzeugenden des.
Kegels (O, u) 3. Grades befriedigt. Doch die Erzeugenden dieses Kegels, die ein
Bestandteil der Fliche #,, wird, sind keine Bisekanten der Flichenmittelpunkt--
kurve &}, wie dies bei der Fliche £, der Fall ist, da eine jede dieser Erzeugenden
den Mittelpunkt O aller Flichen des /F?/ Biischels enthilt.

Auch die I-Z Punktkurve 5, der (IVN) Strahlen auf der Fliche P, des [F¥}
Biischels wird einige Unterschiede erledigen. Diese Kurve enthalt namlich in
allgemeinen keine Punkte, werder der Kurve %2 noch der Kurve u. Die I-Z Punkt--
kurve der (IVN) Strahlen des (F2) Biischels auf dem Kegel (O, u) ist aber genau
durch den Punkt O und die Punkte der Kurve u gebildet.

Die Flachenmittelpunktkurve %2 des /FZ/ Biischels zerfallt, wie bekannt,
in drei Tetraederkanten OA4, OB und OC, die auch die Achsen der drei Zylinder-
dieses Biischels sind. Eine beliebige Gerade z. B. der Ebene OAB ist die Bisekante
dieser zerfallenen Kurve. Falls diese Gerade auch eine Erzeugende der Fliche-
Py; sein soll, dann muss sie unumstritten auch ein, dem Punkt der Kurve u
zugeordneter (TK) Komplexstrahl sein. Die Losung unseres Problems und die-
Erganzung der Flache #,, bis 6. Grades bilden drei Strahlbiischel in den eigent--
lichen Seitenebenen des Polarteraeders.

Es ist uns bekannt, dass z. B. der. Strahl
5, =9¢(C) fir Cep
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eine Gerade in der Ebene OAB wird. Da eine Erzeugende der Fliche &y, ihr
Fernpunkt auf der Kurve x haben muss, werden uns nur jene, das Biischel (Q)
bildenden Strahlen ¢, interessieren, wo Q € AB und Q € p ist. Erwihnen wir
noch einmal, dass die Punkte C und Q die konjugiertzugeordneten Punkte sowohl
beziiglich des [f3/ Schnittbiischels, als auch beziiglich des absoluten Kegelschnittes
sind.

Zeigen wir nun, dass ein, die Kante AB im Punkt Q, die Kante O4 im Punkt
P, und die Kante OB im Punkt P, schneidender Strahl ¢, ein (IVN) Komplex-
strahl wird. Ist dies der Fall, miissen auf dem Strahl z, zwei solche Punkte T, (r =
=1, 2) liegen, denen zugeordnete Strahlen : .

=9¢(T) (r=12)

den Strahl ¢, senkrecht schneiden. Alle den Punkten der Geraden ¢, zugeordneten
(TK) Komplexstrahlen sind die Erzeugenden eines Zylinders 2. Grades mit dem
Scheitelpunkt on C so dass

¢ (P,) = CB, 9 (P,).= CA und ¢ (Q) = CO

wird. Alle Erzeugenden dieses hyperbolischen Zylinders sind auf den Strahl ¢,
senkrecht gelegt, zwei deren schneiden aber z, in den gesuchten Punkten T'; und
T,, die auch I-Z bzw. Z-I Punkte dieses (IVN) Komplexstrahles r, werden.

Hitten wir anstatt dieser Geraden ¢, des Biischels (Q) in der Ebene OA4B
eine andere Gerade ¢, in Betracht genommen, die aber die Kante AB in einem
Punkt S = O schneidet, wiirden auch die ihren Punkten zugeordneten (TK)
Komplexstrahlen ein Erzeugendensystem des hyperbolischen Zylinders des Scheitel-
‘punktes C bilden, unter deren Erzeugenden auch C4, CB und CO liegen. Da aber
die Punkte C und S keine beziiglich des absoluten Kegelschnittes konjugiertzuge-
ordneten Punkte sind, kann kein Zylindererzeugende den Strahl ¢, senkrecht
schneiden und der Strahl ¢, kann kein (IVN) Komplexstrahl sein.

Auf jedem Strahl ¢, des Biischels (Q) der (IVN) Strahlen befinden sich zwei
diesem Strahl involutorzugeordnete I — Z Punkte die stetig verbunden eine
Kurve ¢, bilden. Um die Ordnung » dieser Kurve e, bestimmen zu kénnen, fassen
wir dieses Biischel (Q) als ein Erzeugniss auf, das mittels dieser Kurve e, erhalten
wird. Jeder Strahl dieses Biischels (Q) ist eine Bisekante der Kurve e,. Jedem
Punkt T, (= I — Z) der Kurve ¢; wird ein Punkt T(= Z — I) derselben Kurve
zugeordnet uzw. so, dass die Verbindungsgerade T, T, ein Strahl des Biischels
(Q) wird. Eine Umkehr dieses hat auch die Geltung, so dass jeder Strahl der
mittels dieser Punktreihen ankommt, zweimal in Betracht genommen wird. In
[6] wurde es bewiesen, dass solche Punkte T'; und T, in den Punkten der Grund-
kurve %k* 4. Ordnung eines Flichenbiischels 2. Grades zusammenfallen. Da die
‘Grundkurve k* des [F3/ Biischels die Ebene OAB in vier Punkten durchstosst,
hat dies die Folgerung, dass von dem Erzeugeniss, das die Verbindungsgeraden
der zugeordneten Punkte der Kurve e; geben, vier Strahlbiischelabgenommen
- “werden miissen. -

Beriicksichtigen wir dies und das bekannte Chaslessche Korrespondenzprinzip,
‘kann man die Gleichung—%—(n +1+4n-+1—4)=1 erhalten, woher folgt, dass -
.die Ordnung n der Kurve ¢, gleich drei ist.
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Dies steht in keinem Gegensatz mit den bekannten Tatsachen. Ein beliebige
Gerade z. des Biischels (Q) schneidet die Kurve ¢, in den zwei sich zugeordneten
Punkten I — Z, aber auch im Punkt Q, der ein der I — Z Punkte auf dem Strahl
OQ sein wird, wihrend der andere ihm involutorzugeordnete Z — I Punkt dieses
Strahles im Punkt O liegt. Die Fernpunkte der Kurve ¢, miissen in den Punkten
A, B und Q in den Schnittpunkten der Kante AB mit der Kurve u liegen.

Es ist klar, dass die analogen Behauptungen auch fiir solche Strahlbiischel in
den Ebenen OBC und OCA und fiirdie I — Z Punktkurven auf den Strahlen dieser
Biischel die Geltung haben.

SATZ 5. Im Fall des (F2) Biischels zerfdllt die Fliche #,, 6. Grades, deren
Erzeugenden die den Punkten der Jacobischen Kurve p zugeordneten (TK) Kom-
plexstrahlen wie auch die Involutorstrahlen des (VN) Komplexes 'sind und die, diesen
strahlen zugeordnete I — Z Punktkurve e, 12. Ordnung in:

1. ein Kegel 3. Grades mit dem Scheztelpunkt tm Punkt O und mit der Fern-
kurve u, so dass die zugeordneten I — Z Punkte in Punkt O bzw. auf der Kurve p
liegen,

2. drei Strahlbiischel in den ezgentlzchen Tetraederseitenebenen, so dass die
Scheitelpunkte dieser Biischel mit jenen Schmittpunkten der Kurve u und Fern-
tetraederkanten iibereinstimmen, die verschieden von Femeckpunkten sind, wahrend
die I — Z Punktkurve jedes dieser Biischel 3. Ordnung ist und nebst dem Biischel-
scheitelpunkt auch die drei Tetraedereckpunkte in der betreffenden Tetraederebene
enthdlt,

2. Die Fldche Py,

In [7] wurde festgestellt, dass eine Verbindungsgerade des Mittelpunktes
S einer Flache des [F?/ Biischels, mit jenem Punkt der Kurve u in dem sie den
Fernstrahl 7, = ¢ (S) schneidet, auch ein (/VN) Komplexstrahl wird, dem die
zugeordneten I — Z Punkte im Mittelpunkt S bzw. auf der Kurve u hegen Alle
solchen stetig verbundenen (I¥N) Strahlen sind die Erzeugenden einer neuen
Flache £, 12. Grades, auf der die Kurve 4 3. Ordnung eine zweifache und die
Flachenmittelpunktkurve %} eine dreifache ist. Die Erzeugenden dieser Fliche
#, sind keine durch das (F?) Biischel bestimmten (TK) Komplexstrahlen.

Die Flichenmittelpunkte aller Flichen des [F32/ Biischels liegen, wie bekannt,
im Punkt O, die Flachenmittelpunktkurve &3 3. Ordnung zerfillt aber, wie gesehen,
in die drei eigentlichen Tetraederkanten, S0 dass klar ist, dass eine Flache £,, derer
Erzeugenden auf die analoge Weise wie die Erzeugenden der Fliche 2, des [F?/
Biischels definiert werden, zerfallen muss.

- Bine jede Ferngerade ist als ein Strahl

t=g(0)

aufzufassen, der die Kurve u in drei Punkten schneidet. Die Verbindungsgeraden
dieser Schnittpunkte mit dem Punkt O sind die Erzeugenden der Flache 9’02
und die (I VN) Komplexstrahlen. Obwohl jede Erzeugende dieser Fliche eine
o0,-deutige ist, da ihren Fernpunkt co! Strahlen ¢ = ¢ (0) enthalten, bilden alle
diesen Erzeugenden einen Kegel 3. ‘Grades des Scheitelpunktes O und der Fern-
kurve pu.
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Es sei noch bemerkt, dass derselbe Kegel auch ein Bestandteil der Fliche
#,, wurde, aber die Definition der Erzeugenden dieser Fliche wurde suf andere
Weise gegeben. ¢ _

Den iibrigen Teil der Fliche #,, werden jene (IVN) Strahlen bilden, deren
ein der I — Z Punkte auf der eigentlichen Tetraederkante — Achse des Zylinders
des /F2/ Biischels liegt und der zugeordnete Z — I Punkte befindet sich auf der
Kurve p in einem ihrer Schnittpunkte mit jener - Ferntetraederkante, die gegen-
iiber der betreffenden eigentlichen Kante liegt. Es wurde nimlich gezeigt, dass
die den Punkten, z. B. der Kante OC, zugeordneten (TK) Komplexstrahlen sich
in die Tetraederkante AB zusammensetzen und diese Kante schneidet die Kurve
. im Punkten 4, B und Q. Dass die Verbindungsgeraden dieser Punkte mit den
Punkten der Kante OC die (IVN) Komplexstrahlen sind, wurde auch schon
bewiesen. '

SATZ 6. Die Fliche P, 12. Ordnung des (F}) Biischels, der eine jede Erzeu-
gende ein (IVN) Komplexstrahl und auch die Verbindungsgerade eines Punktes der
Flichenmittelpunkthurve k. dieses Biischels mit jenem Fernpunkt ist, dem die Fern-
kurve p jenen (TK) Komplexstrahl schneider der dem betreffenden Mirtelpunkt zu-
geordnet wird, zerfdllr:

1. in ein Kegel 3. Grades mit dem Scheitelpunkt im O und mit der Fernkurve u,

2. in 9 Strahlbiischel deren Scheitelpunkte in den Schnittpunkten der Kurve p
mit den Ferntetraederkanten liegen, so dass die Ebenen dieser Strahlbiischel die
eigentlichen gegeniiberliegenden Tetraederkanten enthalten.

Die I — Z Punkt aller diesen (IVN) Strahlen befinden sich auf der zerfallenen
Kurve k2 und die ihnen zugeordneten Z — I Punkie liegen in den Punkten der Kurve p.

3. Die Fldche Pys

Eine jede Flache 2. Grades hat drei Achsen, die sich im Mittelpunkt dieser
Fliache schneiden. Alle Flachenachsen des [F?| Biischels sind nichtabbrechend
verbunden und bilden eine Regelflache 9. Grades, auf der die Kurve &} eine dreifache
wird. Die Fernkurve dieser Flache zerfillt in die Kurve 4 3. Ordnung und in
sechs Achsen der drei hyperbolischen Paraboloide des /[F?/ Biischels. [8]. In [7]
wurde bewiesen, dass alle solchen Flichenachsen auch jene (IVN) Komplexstrahlen
sind, die eine Flache #; 9. Grades bilden, wihrend die involutorzugeordneten
I — Z Punkte dieser Strahlen eine Kurve u; 27. Ordnung bilden.

Auch eine jede Fliche F? des [F3/ Biischels hat drei Achsen deren Fernpunkte
auf der Kurve u liegen, die aber die Eckpunkte des gemeinsamen Polardreieckes
der Fernkurve der Flache F? und des absoluten Kegelschnittes sind. Da die Mit-
telpunkte aller Flichen des /F3/ Biischels im Punkt O liegen, wird auch eine jede
Verbindungsgerade des Punktes P mit einem Punkt T € u die Achse einer Fliche
dieses Biischels sein. Alle solchen Achsen bilden den bekannten Kegel (O, u) 3.
Grades, wahrend die Erginzung der Flache £, bis zur Ordnung neun jene drei
Ebenenpaare bilden; in welchen die Achsen der drei Zylinder des /Fj/ Biischels
liegen. Einen beliebigen Punkt, z. B. der Achse 4O, enthalten ausserhalb dieser
Achse AO noch je zwei Achsen des Zylinders des Scheitelpunktes 4. Diese Achsen
liegen in einer Ebene die senkrecht auf die Achse 4O gelegt wird. Alle solchen
die Zylinderachsen enthaltenden und auf die Achse AQ senkrecht liegenden
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Ebenen sind untereinander paralell, so dass sie allen die Fernpolare p, des Punktes
A beziiglich des absoluten Kegelschnittes enthalten. Die Fernpunkte dieser
Achsen liegen in zwei Schnittpunkten der Polare p, mit der Kurve u.

Die Flichenachsen des /FZ/ Biischels.sind demnach auch die Transversalen
der Punkte der Kurven &} und u.

Dass eine jede Erzeugende des Kegels (O, u) auch ein solcher (IVN) Kom-
plexstrahl ist, dem die zugeordneten I — Z und Z — I Punkte im Punkt O bzw.
auf der Kurve u liegen, wurde schon gezeigt. Dass auch eine jede Zylinderachse
ein (IVN) Strahl ist, wird auf die dhnliche Weise wie in [7] bewiesen: Den Punk-
kten einer solchen Achse a, des Zylinders, z. B. des Scheitelpunktes 4, werden
die zugeordneten (TK) Komplexstrahlen einen Regulus des hyperbolischen Pa-
raboloides bilden. Alle dieser Erzeugenden werden senkrecht auf die Achse ay
gelegt sein, zwei unter diesen werden aber die Achse g, in seinen ] — Zund Z — I
Punkten schneiden.

Auf die ahnliche Weise, wie die Ordnung der I — Z Punktkurven auf den
(IVN) Komplexstrahlen auf der Fliche #,; bestimmt wurde, kann man auch in
auch in diesem Fall feststellen, dass die I — Z Punktkurve der untereinander
paralellen (JVN) Strahlen, die auch die Achsen einer Singuldrfliche des [Fj/
Biischels sind, die Ordnung drei hat.

SATZ 7. Die Achsen der Flichen des [F(| Biischels sind’ auch die (IVN) Kom-
plexstrahlen und bilden eine Regelfidiche 5’03 9. Grades, die zerfallt:

1. in einen Kegel (0, u) 3. Grades mit den zugeordneten I — Z Punkien im
Punkt O und auf der Kurve u,

2. in sechs Strahlbiischel in den Symmetrieebenen der Singulirflichen des |F}[
Biischels, wihrend die zugeordneten I — Z Punkte auf einem jeden dieser Achsenbii-
schel eine Kurve 3. Ordnung bilden.

Es bleibt uns noch festzustellen, ob die erwihnten (/VN) Komplexstrahlen,
d. h. die Kongruenz 0. Ordnung und 1. Klasse der Fernstrahlen und die Erzeu-
genden der Fliachen #,,, #,, und %,,, auch alle, durch das (F3) Biischel bestimm-
ten (IVN) Komplexstrahlen sind.

In [7] wurde gezeigt, dass einen beliebigen Fernpunkt M acht eigentliche,
durch das (F?) Biischel bestimmte (J¥N) Komplexstrahlen enthalten und dass
alle solchen Strahlen eine Kongruenz (15, 11) bilden. Eine Raumgerade m der
Richtung M wurde ein (IVN) Komplexstrahl genau dann, wenn sein I Punkt
und sein Z Punkt auf jenem Hyperboloide H,, liegen, dessen ein Regulus jene
(TK) Komplexstrahlen bilden, die den Punkten einer solchen Ferngeraden py
zugeordnet werden, die die Polare des Punktes M beziiglich des absoluten Kegel-
schnittes wird.

In Fall des (F%) Biischels sei ein Punkt M ein beliebiger Fernpunkt der kein
Punkte der Kurve 4 und ferntetraederkante wird. Dem Punkt M wird die Polare
pu beziiglich des absoluten Kegelschnittes zugeordnet. Die den Punkten der
Polaren p,, zugeordneten (TK) Komplexstrahlen sind aber die Erzeugenden eines
Kegels K 2. Grades des Scheitelpunktes O, bilden also, zum Gegensatz des Falls
des (F?) Biischels, keinen Regulus eines Hyperboloides.

Der Strahl
tr =¢(R) Repy
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wird eine Erzeugenden des Kegels K. Die Ebene (M, zg) schneidet den Kegel
K in noch einer Erzeugenden z, die zum Unterschied des Falls des Hyperboloides,
demselben Regulus angehért. Es wird demnach auch

ts=9(S) Sepu

Setze man voraus, dass den Purikt M ein eigentlicher Involutorstrahl m enthilt,
der genau in der Ebene (M, tz) liege. In diesem Fall miissten die involutorzu-
geordneten I — Z Punkte der Geraden m, auf den Erzeugenden tg und tg dessen
in Schnittpunkten T; und 7, mit dem Strahl m liegen. Die den Punkten der
Geraden ty zugeordneten (TK) Strahlen bilden zwei Strahlbiischel des Scheitel-
punktes R. Ein dieser Biischel, der dem Punkt O € 75 Zugeordnet wird, liegt in
der Fernebene und wird deshalb fiir unsere Untersuchungen nicht interessant.

Die Ebene des anderen Biischels (R) muss, wie bekannt, den Punkt O, aber
auch den Punkt T, €t enthalten. (Das Letzte wegen der Voraussetzung, dass
m ein (IVN) Strahl ist.) Daraus folgt, dass die Ebene dieses Strahlbiischels (R)
die Erzeugende ts enthaltén muss, bzw. dass jeder, einem Punkt der Geraden
tx zZugeordnete (TK) Komplexstrahl, auch die Gerade 5 in je einem Punkt schnei-
den muss. Unter den Punktreihen auf den Geraden z und ¢y ist auf diese Weise
eine (1—1)-deutige Korrespondenz hergestellt und auf Grund des bekannten
Chaslesschen Korrespondenzprinzipes folgt, dass das Erzeugniss dieser zwei Punkt-
reihen eine Kurve 2. Klasse wird. Dies hat die Folgerung, dass auch den Punkt M
zwei Tangenten dieser Kurve enthalten, die solchen (VN) Strahlen sind, deren I
Punkt auf dem Strahl zz und der Z Punkt auf dem Strahl ¢5 liegt. Eine solche
Bedingung wird aber auch hinreichend, dass ein (VN) Strahl auch ein (JVN)
strahl wird. In diesem Fall schneiden namlich die den Punkten der Geraden s
zugeordneten (TK) Strahlen des Biischels (S) die Ebene (M, tg) in den Punkten
der Erzeugenden tg. Den Punkt M enthalten demnach zwei (I VN) Komplex-
strahlen in der Ebene (M, tg), mit den zugeordneten I — Z Punkten auf der Ge-
raden tz und den Z — I Punkten auf der Geraden ¢s.

Es stellt sich weiterhin die Frage vor, wie viele eigentliche (IVN) Strahlen
den Punkt M enthalten, bzw. wie viele Ebenen des Ebenenbiischels [MO] bestehen,
die auch die (IVN) Strahlen der Richtung M enthalten.

Alle den Punkten der Geraden p, zugeordneted (TK) Strahlen, sind, wie
erwihnt, Erzeugenden eines Kegels K 2. Grades. Die den Punkten einer seinen
Erzeugenden, z. B.

tr=¢(R) Repu

zugeordneten (TK) Strahlen bilden das Fernbiischel (R), das dem Punkt O e
selbst zugeordnet wird und noch ein eigentliches Biischel (R), dessen Ebene den
Punkt O enthalten muss. Diese Ebene schneidet den Kegel K in zwei Erzeugenden
ts (i = 1, 2), die auch zwei, den Punkten S, (i = 1, 2) der Geraden py zugeordneten
(TK) Komplexstrahlen sind. Der Kegel K ist, wie bekannt, eine solche Fliche 2.
Grades, der die Erzeugenden des ersten und des zweiten Regulus zusammenfallen
und den Punkt O enthalten. Vorlaufig werden wir doch jene Erzeugenden, die mit
tr bezeichnet werden, als die Erzeugenden des rersten Regulus« und jene mit z5
bezeichnete als die Erzeugenden des »zweiten Regulus« auffassen. Die Fernpunkte
dieser Erzeugenden bilden die Fernkurve k? des Kegels K. Jedem dieser Punkte,
der als ein Fernpunkt der Erzeugenden des ersten Regulus aufzufassen ist, werden
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zwei Punkte derselben Kurve k? des zweiten Regulus zugeordnet. Unter dem
Punktreihen derselben Kurve k% besteht demnach eine (1-2)-deutige Korres-
pondenz, jede Verbindungsgerade der so zugeordneten Punkt ist aber zweimal
in Betracht genommen. Auf Grund dessen und des Chaslesschen Korrespondenz—
prinzipes folgt, dass Verbindungsgeraden der so zugeordneten Punktreihen 2.

Ordnung eine Kurve 3. Klasse einhiillen [n = ; (2-2+2-1)=3]. Dies be-

deutet weiterhin, dass drei Tangenten dieser Klassenkurve den Punkt M enthal-
ten, bzw. es gibt drei den Punkt M enthaltenden Ebenen (tx, ts). Da in jeder dieser
Ebenen zwei eigentliche den Punkt M enthaltende (JVN) Strahlen liegen, folgt,
das den belicbigen Fernpunkt M sechs eigentliche (IVN) Strahlen enthalten.

SATZ 8. Einen belicbigen Fernpunkt enthalten sechs durch das (F() Biischel
bestimmte (IVN) Komplexstrahlen, deren je zwei in derselben den Punkt O enthal- -
tender Ebene liegen.

Nehmen wir jetzt eine beliebige, den Punkt O enthaltende Ebene an und
bestimmen die Anzahl der in dieser Ebene liegenden (/VN) Komplexstrahlen.
Um dieses Problem l6sen zu konnen, werden wir die Anzahl, auf der Ferngeraden
u dieser Ebene liegender Punkte M bestimmen, die je zwei in der Ebene (O, #)
liegende (IVN) Strahlen enthalten! .

Erinnern wir uns zuerst einiger Tatsachen:

1. Die den Punkten einer beliebigen Ferngeraden zugeordneten (TK) Strahlen
eines (F2) Biischels bilden einen Kegel 2. Grades des Scheitelpunktes O.

2. Drei Erzeugenden eines jeden solcher Kegel sind die Kanten O4, OB und
OC: des Polartetraeders OABC, die den Schnittpunkten der betreffenden Geraden
mit den Kanten BC, AC und BA des Tetraeders zugeordnet sind.

Alle den Punkten M, € u, beziiglich des absoluten Kegelschnittes, zugeordneten
Polaren p,, bilden ein Fernbiischel (U) uzw. ein solches, dass die Gerade u eine
Polare des Punktes U beziiglich des absoluten Kegelschnittes wird. Die den
Punkten R einer belicbigen Geraden p, des Biischels (U) zugeordneten (TK)
Strahlen zz = @ (R) bilden einen Regulus des Kegels K 2. Grades mit dem Scheitel-
punkt O, dessen drei Erzeugenden die Kanten O4, OB und OC sind, wihrend
der dem Punkt U e€p, zugeordnete (TK) Strahl die vierte gemeinsame Er-
zeugende aller, auf die beschriebene Weise erhaltenen Kegel 'K wird. Die allen
Punkten aller Geraden p,, des Biischels (U) zugeordneten (TK) Komplexstrahlen
bilden also ein Biischel (K?) der Kegel K mit dem gemeinsamen Scheitelpunkt
O. Die Ebene (O, u) schneidet jeden dieser Kegel in zwei seinen Erzeugenden
tz und g, die den Punkten R und S derselben Polare p,, zugeordnete (TK) Strahlen
sind, wo aber die Erzeugende ¢z dem »ersten« und die Erzeugende ¢5 dem »zwei-
ten« Regulus angehért. Die Punktpaare R-S auf allen Geraden p,, des Biischels
(U) sind stetig verbunden und bilden eine Fernkurve #* 2. Ordnung. Die Ver-
bindungsgeraden der Punkte der Kurve %> mit dem Punkt O sind die den Punkten
der Geraden u zugeordneten (TK) Strahlen, so dass auch der Kegel (O, u?) die
Erzeugenden OA, OB und OC enthiilt.

Es wurde aber bekannt, dass den Punkten einer Kurve-2. Ordnung die zu-
geordneten (TK) Strahlen eine Fliche 4. Grades bilden. Im Fall der Kurve u®
ausartet eine solche Flache in die Geraden, die in vier Ebenen: (O, ), 04B, OAC
und OBC liegen. Einenr jeden Punkt der Kurve #? ist eindeutig ein Strahl des
Biischels (O) in der Ebene (O, %) zugeordnet, einem jeden Tetraedereckpunkt

Al
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A, B, C eu? ist aber jede Gerade jener Seitenebene des Tetraeders zugeordnet,
die dem betreffenden Eckpunkt. gegeniiber liegt.

Jedem Punkt M €u ist also (1-1)-deutig eine Polare p,, des Fernbiischels
(U) zugeordnet und den zwei Schnittpunkten R und S der Geraden py und der
Kurve #? sind in der Ebene (O, u) zwei Erzeugenden rx und ts jenes Kegels K
bestimmt, der dem Punkt M zugeordnet ist. Eine Gerade m des Punktes M wird,
wie bekannt, ein (/VN) Strahl, wenn sein I Punkt am zx und sein Z Punkt am

" ts liegt. Andern die Erzeugenden zz und ¢ ihre Stellung, éndert sich auch die
Rolle der Punkte I und Z, der (VN) Strahl andert seine Orientierung, der (IVN)
Strahl aber derselbe bleibt. ; -

Der Punktreihe M eu ist demnach (1-1)-deutig das Biischel (O) der Er-
zeugenden rx des rersten Regulus« des Kegelbiischels /K?/ und ein Biischel (O)
der Erzeugenden ts des »zweiten Regulus¢ in der Ebene (O, u) zugeordnet. Es
ist weiterhin bekannt, dass die den Punkten aller Erzeugenden tx zugeordneten
(TK) Strahlen eine Gesamtheit der Strahlbiischels (R), mit den Scheitelpunkten
lings der Kurve u? bilden, wihrend die Ebenen dieser Biischel die Ebene (O, 4)
in noch einem Strahlbiischel (O) einer Schnittgeraden / schneiden. Auch in diesem
Fall haben wir kein Interesse iiber die Fernstrahlen des (VN) Komplexes und auch
iiber die Biischel jener dem Punkt O €ty zugeordneten (TK) Komplexstrahlen.

Der Strahlbiischel (O) der Erzeugenden t5 und der Biischel (O) der Schnitt-
geraden [ sind demnach kolokal, aber die Strahlen dieser zwei Biischel, die auf
die beschriebene Weise demselben Punkt M, € 4 zugeordnet werden, sind auch
untereinander (1-1)-deutig zugeordnet. Auf Grund dessen und Chaslesschen
Korrespondenzprinzipes folgt, dass genau zwei gemeinsame Strahlen dieser zwei
Biischel existieren, d. h., die Strahlen ¢g, und /; die demselben Punkt M, € u (f =
= 1,2) zugeordnet sind, fallen zusammen. Einer solcher Erzeugénden tg; des
Kegels K; wird eindeutig auch seine Erzeugende tg, zugeordnet. Der den Punkt
M, enthaltende (VN) Komplexstrahl hat seinen I Punkt am tg, und seinen Z
Punkt am tg,. Da aber die Erzeugenden des »ersten Regulus¢ auch die Erzeugenden
des »zweiten Regulus« des Kegels K, sind und auch eine Umkehrung dieses die
Geltung hat, folgt, dass auch die den Punkten der Erzeugenden tg, zugeordneten
(TK) Strahlen die Ebene (O, u) langs der Erzeugenden tg; schneiden. Der I Punkt
eines den Punkt M, enthaltenden (VN) Strahles befindet sich in diesem Fall auf
der Erzeugenden ig;, und der zugeordnete Z Punkt liegt auf tg;. Dies bedeutet
aber, dass auf der Geraden u keine zwei Punkte, sondern genau ein Punkt M,
besteht, welchen die (/VN) Komplexstrahlen in der Ebene (O, u) enthalten. Das
einen solchen M, Punkt zwei eigentliche in der Ebene (O, u) liegende (IVN)
Strahlen enthalten, deren zugeordnete I-Z und Z-I Punkte auf den Geraden tg;
und tg,; liegen, wurde schon vorher bewiesen.

Diese I-Z und Z-I Punkte der ebene erwihnten (IVN) Strahlen kénnen in
allgemeinen weder im Punkt M noch im Punkt O liegen. Leicht kann man zeigen,
dass fiir einen Punkt M e u, aber M ¢ u die Gerade MO kein (IVN)Komplex-
strahl wird, d. h. es gibt keinen solchen (V'N) Strahl, dessen I Punkt im M und
Z Punkt im O liegen. '

Der Strahl

ty=¢(M) Mecuaber Mé¢pu

enthélt zwar den Punkt O, kann aber die zugeordnete Polare p des Punktes M
bezliglich des absoluten Kegelschnittes nicht schneiden. Dies bedeutet, dass dem
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Fernpunkt T, des Strahles ), beziiglich des absoluten Kegelschnittes zugeordnete
Polare, keine den Punkt M enthaltende Gerade wird, spannt aber mit dem Punkt
M die Fernebene, die den Strahl ¢,, im Punkt T,, = O schneidet.

Es ist klar, dass auf einer beliebigen Ferngeraden u auch drei Schnittpunkte
mit der Kurve u liegen und die Verbindungsgeraden dieser Schnittpunkte mit
dem Punkt O sind jene (IVN) Strahlen, die die zugeordneten I-Z, Z-I Punkte
auf der Kurve p bzw. im Punkt O haben. Dies steht in keinem Wiederspruch mit
der Behauptung, dass der Punkt M e u und M ¢ p der einzige Trager der zwei
eigentlichen paralellen (JVN) Strahlen in der Ebene (O, u) ist. Einem beliebigen
der drei Schnittpunkte M,, der Geraden u mit der Kurve B, wird die zugeordnete
Polare. Polare py beziiglich des absoluten Kegelschnittes ein Strahl des Fernbii-
schels (U) sem, und die seinen Punkten zugeordneten (TK) Strahlen sind die
Erzeugenden eines der Kegel des Kegelbiischels (K2). Man kann leicht feststellen,
dass die Erzeugende rz dieses Kegels den Punkt M), enthilt, dass aber die zu-
geordnete Erzeugende ¢s und die Schnittgerade / keine zusammenfallenden Ge-
raden sind, die sich aber im Punkt O schneiden. Dies ist doch hinreichend, um
die Gerade M,, O ein (IVN) Komplexstrahl wird, dem die zugeordneten I-Z
und Z-I Punkte im My € p und O liegen.

SATZ 9. Eine beliebige, den Mittelpunkt O aller Flichen des |F§| Biischels
enthaltende Ebene enthilt finf eigentliche (IVN) Komplexstrahlen, deren zwei unter-
etnander paralell .werden wnd: die gbrigen drei sind die Schnitigeraden dieser Ebene
mit dem Kegel (O, p), den die gemginsamen Erzeugenden der Fldchen &4, P4, und

03
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Neka svojstva kompleksa (VN), odredenog pidmenom - koncentritnih
ploha 2. stupnja '

Viasta Sturié-Cudovan

SadrZaj

U radu »Konzentrische polare Riaume« [1] istraZio je V. Nile karakteristi¢na
svojstva jednog takvog pramena pohe [F3/ 2. stupnja i svojstva kompleksa od-
redenih tim pramenom: Reyeovog tetraedarskog kompleksa ili (TK) 2. stupnja,
Majcenova kompleksa 3. stupnja i kompleksa normala 8. stupnja, dok je orijen-
tirani Nifeov kompleks ili kompleks (VN) 8. stupnja tek djelomi¢no istraZen.

U istrazivanjima stvojstava kompleksa (VN) zadanog pramenom [Fg/ kon-
centri¢nih ploha 2. stupnja, interesantna su ona koja se mijenjaju kada je taj kom-
pleks zadan opéenitim pramenom [F?/ plohe 2. stupnja.

Poznato je da je nekim pramenom [F?/ odreden i pramen (F?) polarnih pros-
tora tih ploha, i da svi oni imaju zajedni¢ki autopolarni tetraedar kojemu su vrhovi
ujedno vrhovi — sredita singularnih ploha (stoZaca) pramena [F3/. U pramena
[/F?| koncentri¢nih ploha sa zajedni¢kim sredi$tem O to¢ka O je jedini konatni vrh
pramena (F2) pridruenog autopolarnog tetraedra, dok je vrhu O pridruZena po-.
larna ravnina, s obzirom na sve polarne prostore pramena (F3), beskonatno da-
leko. Odavde slijedi da su i preostala tri vrha A, B i C tetraedra beskonatno da-
leko, odnosno da su tri singularne plohe pramena [F3/ s vrhovima u tim to¢kama
valjci. Prostorna krivulja % sredifta ploha pramena [F?f,-inale 3. reda, raspada
se u pramena [F3/ u tri osi spomenutih valjaka sa zajednitkom totkom u srediStu
O svih ploha tog pramena. o8 R %

Totke T beskonatno daleke ravnine N koje odreduju smjerove zraka kom-
pleksa u sludaju pramena (F32) ujedno su i tofke ravnine autopolarnog tetraedra
tog pramena, $to mora rezultirati novim intefesantnim svojstvima tvorevina zraka
kompleksa (VN) koje su pridruZene totkama T beskonatno daleke ravnine. Ta ce
se svojstva mijenjati ovisno o tome da li je totka T opcenita beskonatno daleka
todka ili je ona posebno’istaknuta totka te raviine s obzirom na pramen [Fg/.

Pokazuje se da bilo kojoj totki T ravnine N pridruZena zraka ¢ kompleksa (TK),
koja je os pramena tolki T pridruZenih polarnih ravnona s obzirom na pramen
(F2), sadri i sredidte O svih ploha pramena [F3/. Totkama bilo kojeg beskonatno
dalekog pravca ¢ pridruene zrake kompleksa (TK) izvodnice su stodca 2. stupnja

fald
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s vchom u to&ki O. Tri njegove izvodnice su i konagni bridovi 04, OB i OC te-
traedra OABC pridruZene sjeci$tima pravca ¢ s beskonalno dalekim bridovima
CB, CA i AB tetraedra.

Podsjetimo se da je zraka o kompleksa (VN) odredenog pramenom plohe 2.
stupnja takav pravac prostora koji sadrZi neku totku T i okomito sijete toj tolki
T pridruZenu zraku ¢ kompleksa (TK). Tolka T je pri tome totka I zrake o, a
njezino sjeciste sa zrakom z je tofka Z te zrake. Poznato je nadalje da totke Ii Z
iste zrake nisu medusobno ravnopravne i time odreduju orijentaciju zrake o, te
da je bilo koja totka prostora totka I jedne i totka Z triju komplanarnih zraka
kompleksa (VN).

Postavlja se pitanje §to Cine sve one zrake kompleksa (VN) odredenog pra-
menom (F3) koje imaju pridruZene totke I odnosno totke Z u posebno istaknutim
totkama ili pravcima prostora odnosno beskonaéno daleke ravnine N.

Ako je npr. skup tofaka I zraka kompleksa (VN) bilo koji pravac s prostora,
tada pridruZene zrake tog kompleksa odreduju praviastu plohu 6. stupnja, a
pridruZene totke Z krivulju 2* 5. reda bez obzira na to da li je kompleks odreden
pramenom (F?) ili (F3). ' '

Ako je medutim skup totaka I zraka kompleksa (VN), odredenog pramenom
(F?), zraka ¢t kompleksa (TK) pridruZena talki T ravnine N, nastaju znatne pro-
mjene u odnosu na prethodni sluéaj. Totkama T, zrake ¢ pridruZene zrake kom-
pleksa (TK) odreduju dva pramena (T) takvih zraka. Totki O pravca ¢, shvacenoj
prvenstveno vrhom tetraedra, pridrufene zrake ¢, kompleksa (TK) odreduju bes-
kona¢no daleki pramen (T), a svim preostalim totkama pravca f, uklju¢ujuéi i
tocku O, pridruene zrake (TK) &ine konatni pramen (T usporednih zraka. One
zrake (VN) koje imaju totku I u toki O &ine snop zraka, a njima pridruZene totke
Z leze u beskonatno dalekoj ravnini, dok zrake (VN) s totkama I duZ zrake ¢ od-
reduju konoid 3. stupnja, a njima pridruZene tolke Z fine istostranu hiperbolu u
raviini kona¢nog pramena (T). ’ - o - 5 L

Ravnina N sijete pramen [Fj/ u beskonatno dalekom pramenu krivulja 13l
Vrhovi autopolarnih trovrha $to ih pramen (f3) odreduje s apsolutnom konikom
dine poznatu beskonaéno daleku Facobijevu krivulju g 3. reda, koja sadrZi vrhove
A, B, C tetraedra. Poznato je da bilo kojoj totki T € u pridruZena zraka ¢ kompleksa
(TK) sijete krivulju u. Zrake (VN) kojima se totke I nalaze na jednoj takvoj zraci
t, koja je spojnica tocke O s tockom krivulje u, tvore ponovno: snop zraka sa za-
jedni¢kom todkom I u totki O i totkama Z u beskona¢no dalekoj ravnini, dok se
konoid 3. stupnja iz prethodnog sluéaja raspada u parabolu s pridruZenim toc-
kama I du zrake ¢ i totkama Z na pravcu i u pramen usporednih zreka sa zajed-
ni¢kom todkom I u sjeci§ta T, pravca ¢ s krivuljom g i totkama Z duZ totki T,
pridruZene zrake kompleksa (TK), koja je i sama spojnica to¢ke T € u s totkom O.

Poznato je da je bilo kojoj tocki jednog brida autopolarnog tetraedra pridru-
Zena zraka kompleksa (TK) nasuprotni brid tog tetraedra. U pramena (F3) tri
brida: OA4, OB i OC tetraedra su u konaénosti, dok su njima nasuprotni bridovi:
BC, CA i AB beskonatno daleko. Razlikovat ¢emo stoga skupove zraka kom-

pleksa (VN) s totkama I odnosno Z na kona¢nim bridovima od onih na besko-
naéno dalekim bridovima. A
~ Pokazuje se da je bilo koja totka konatnog brida autopolarnog tetraedra pra-
mena (F3) ool-znatna totka I pramena onih zraka kompleksa (VN) koje imaju
pridrutene totke Z du tom bridu nasuprotnog beskoriatno dalekog brida,” dok
su vrhovi tetraedra koji se nalaze na konatnom bridu co?-znadne totke I onih

zraka (VN) koje imaju to&ke Z u tom vrhu nasuprotnoj ravnini tetraedra.

67



Bilo koja totka beskonatno dalekog brida autopolarnog tetraedra pramena
(F?) je totka I jedne beskonatno daleke zrake kompleksa (VN), kojoj se totka Z
nalazi u beskonatno dalekoj todki masuprotnog konatnog brida. Vrhovi tetraedra
koji se nalaze na beskonatno dalekom bridu ujedno su i totke kona¢nih bridova,
pa su, kao $to je spomenuto, co?-znatne I tocke snopa zraka (VN) kojima se tocke
7 nalaze u tom vrhu nasuprotnoj ravnini tetraedra. Totka O beskonatno dalekog
brida, razlidita od njegovih vrhova, u kojoj taj brid sijete Jacobijevu krivulju u
vrh je pramena onih paralelnih zraka (VN) koje u toj tolki imaju totku I, a tolke
Z im se nalaze duZ nasuprotnog kona¢nog brida tetraedra.

Bilo koja totka konatnog brida, npr. OC tetraedra, jest totka Z onih triju
zraka kompleksa (VN) pramena (F3) kojima se pridrutene totke I nalaze u tot-
kama 4, B i O, dok je nasuprot tome bilo koja todka beskonatno dalekog brida,
npr. AB tetraedra OABC, co'-znatna tocka Z onih zraka (VN) kojima se pridru-
yene tocke I nalaze duZ konadnog brida OC. - : =

U [6] je pokazano da je bilo koji vrh autopolarnog tetraedra pramena (F?)
col-znadna Z totka onih zraka (VN) kojima se pridruene totke I nalaze na kri-
vulji 3. reda u ravnini tetraedra nasuprotnoj spomenutom vrhu.

Iz prikazanog slijedi da je konalni vrh O tetraedra OABC pramena (F3)
ool-znaéna todka Z onih zraka (VN) kojima se pridruZene toke I nalaze u besko-
na¢no dalekoj ravnini na Jacobijevoj krivulji » 3. reda. Bilo koji beskonatno da-
leki vrh tetraedra takoder je co'-znatna Z tofka onih zraka (VN) koje &ne tri
pramena u ravninama tetraedra koje sadrZe taj vrh, dok im se I tolke nalaze na
ona tri brida tetraedra koje taj vrh ne sadrZe. N ‘

Lako uotujemo da bridovi tetraedra OABC nisu medusobno ravnopravni
ni kao skupovi totaka I odnosno totaka Z zraka (VN). Ne smijemo medutim za-
boraviti da se konalni bridovi tetraedra mogu smatrati osima singularnih ploha
pramena [F3/, tj. skupovimg sredista tih valjaka. Iz [6] i [7] znamo da je u pramena
|F?| bilo koje sredidte plohe co'-znana totka I pramena zraka (VN) koje imaju
pridruZene totke Z duZ beskonatno daleke zrake (TK), pridruZene tom srediftu.
To se u potpunosti podudara s rezultatima dobivenim za toke konaénih bridova
autopolarnog tetraedra ABCD pramena (Fp). :

Pod involutornom ‘grakom kompleksa (VN) ili kraée zrakom (IVN) sma-
tramo takvu dvostruku zraku (VN) kojoj su tocka I i totka Z pridruZene involu-
torno.

Iz dosad prikazanog zakiiuéuiemo:

Bilo koji pravac beskonatno daleke ravnine je zraka (IVN) bez obzira na to
zadamo li kompleks pramena (F2) ili (F3).

Srediste O svih ploha pramena [F3/ vrh je stoSca 3. stupnja onih zraka (JVN)
kojima 'se pridruZene todke I-Z nalaze u totki O, a totke Z-I na beskonatno da-
lekoj krivulji g 3. reda. ; )

Svaki od ‘beskonatno dalekih vrhova tetraedra nosilac je triju pramenova
zraka (IVN) koje leZe u ravninama tetraedra doti¢nog vrha. ToZke I-Z tih zraka
nalaze se u spomenutom vrhu tetraedra, a njima pridrufene totke Z-I na brido-
vima tetraedra u ravnini tetraedra nasuprotnoj tom vrhu. : ‘

Pokazuje se da kao i u pramena (F?) [7] postoje i u pramena (F3) tri plohe
zraka (JVN) kojima su jzyodnice spojnice totaka beskonatno daleke keivulje 4 3.
~ reda s krivaljom sredi¥ta plobs pramena [F3/, ali je definicija izvodnica dana za
svaku tu plohu na drugi na&n.” = ~ g ‘

68



Zraka kompleksa (TK) pramena (F3) pridruZene tofkama krivulje z ujedno
su i zrake (IVN) i odreduju plohu %, 6. stupnja, koja se raspada u stoZac (O, u)
3. stupnja, pri demu se totke I-Z tih zraka nalaze du? krivulje u, a totke Z-I su
u totki O, i u tri pramena zraka u kona¢nim ravninama autopolarnog tetraedra,
tako da se vrhovi tih pramenova podudaraju sa sjecistima krivulje 4 s beskonatno
dalekim bridovima tetraedra razli¢itim od beskonatno dalekih vrhova, a krivulja
totaka I-Z na svakom od tih pramenova je 3. reda i sadrZi osim vrha pramena zraka
i sva tri vrha tetraedra u dotitnoj ravnini.

Ploha #,, 12. reda pramena (F3), kojoj je bilo koja izvodnica zraka (/VN)
i spojnica totke krivulje sredifta ploha tog pramena s onom beskona¢no dalekom
todkom u kojoj zraka (TK) pridruZena dotinom sreditu sijeée krivulju u, raspada
se u stozac (O, p) zajednicki s plohom £y, i u devet pramenova zraka s vrhovima
u sjeci$tima beskona¢no dalekih bridova tetraedra s krivuljom u, tako da ravnine
tih pramenova sadre kona¢ni nasuprotni brid tetraedra. Tolke I-Z svih tih zraka
nalaze se na raspadnutoj krivulji sredidta ploha, a njima pridruzene tocke Z-I u
totkama krivulje u. :

Osi ploha pramena /F3/ ujedno su i zrake (1 VN) i odreduju pravastu plohu
P,3 9. stupnja, koja se takoder raspada u stoyac (O, ) 3. stupnja i u 3est pra-
menova u simetralnim ravninama singularnih ploha tog pramena. PridruZene
totke I-Z na svakom od pramenova &ine krivulju 3. reda.

Pokazuje se nadalje da bilo koju totku beskona¢no daleke ravnine sadrZi Sest
konatnih zraka (IVN), od kojih po dvije leZe u istoj ravnini toéke O. Bilo koja
ravnina tocke O sadr¥i pet konaénih zraka (IVN), od kojih su dvije medusobno
usporedne, a preostale tri su presjenice te ravnine sa stoscem (O, u)¢ koji ine
zajednitke izvodnice ploha Py, Po, i Py

Primljeno u 11. razredu
24, 2. 1981.
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