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Viasta Séurié-Cudovan

ERGANZENDE UNTERSUCHUNGEN EINES BUSCHELS DER HOMO-
THETISCHEN FLACHEN 2. GRADES UND EINIGER KOMPLEXE, DIE
DURCH DIESES BUSCHEL BESTIMMT WERDEN

In der Arbeit: »Homothetische polare Riaumes stellte V. Nice [1] einige
Eigenschaften des Biischels der homothetischen Flachen und durch dieses bestim-
ter Komplexe u. zw. des tetraedralen Reyeschen oder (TK) Komplexes, des
Majcenschen oder (MK) Komplexes und des Normalenkomplexes dar, wihrend
der Komplex der kiirzesten Tangentialwege zwischen den Flichen eines Flichenbii-
schels 2. Grades, spiter als der orientierte Nicesche oder (VN) Komplex genannt,
noch zu untersuchen bleibt.

Um die Eigenschaften auch dieses Komplexes untersuchen zu konnen, wird
es notig, die Erkenntnisse wie iiber das Biischel der homothetischen Flachen, so
auch iiber den (TK) Komplex zu erginzen.

Erwihnen wir einige Eigenschaften des Biischels der homothetischen Flachen
2. Grades, das mit /F? bezeichnet wird, wie diese V. Nice in [1] gegeben hat,
jetzt, aber ohne Beweis.

In einem projektiven Raum, bzw. auf dem Modell des projektiven Raumes,
das in einem erginzenden Euklidischen Raum E; gebaut ist, wird durch zwei
homothetische Flichen 2. Grades ein Flichenbiischel [F7/ solcher Flachen und
sein Polarraumbiischel (F?) bestimmt. Die Grundkurve k¢ 4. Ordnung 1. Art
dieses Flichenbiischels zerfalit in einen endlichen Kegelschnitt 22 und in einen
Fernkegelschnitt k2. Diese Kegelschnitte kénnen beiden oder je ein reell oder
imaginir sein. Wird z. B. das /F}/ Biischel durch zwei homothetische Hyperboloide
gegeben und bestimmt, besteht er aus lzuter solcher Hyper boloide, die Ferngrund-
schnittkurve k2 wird reell, wahrend die Kurve k2 reell oder imagindr sein kann.

Die Fernschnittpunkte 4,, und 4,, der Kurven k? und k2 konnen reell
oder konjugiert imaginar sein, wihrend die reelle Verbindungsgerade o, dieser
zwei Punkte die Fernschnittgerade der Ebenen der Kurven k* und %; ist. Diese
Gerade o, bilden die oo! Paare der konjugierten Punkte beziiglich des (F;) Bu-
schels, so dass die zweifachen Punkte dieser Reihe in den Punkten A, und 4,,
liegen.

Die gemeinsamen reellen oder konjugiert imaginéren Beriihrebenen der Flachen
des /F?| Biischels in den Pnkten A,, und 4,, schneiden sich immer in einer reellen
Geraden o fiir die V. Ni¢e bewiesen hat, dass sie eine Gesamtheit der Flachen-
mittelpunkte des Biischels /F?/ ist. Die Gerade o ist auch eine Achse des Bischels
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der Paare der konjugiertzugeordneten Ebenen beziiglich des (F7) Biischels und
die zweifachen Ebenen dieses Biischels der involutorzugeordneten Ebenen sind
die Beriihrebenen des Biischels /F}/ in den Berthrpunkten 4,; und A,,.

Die Geraden o und o, sind die einzigen reellen Gegenkanten des ausgearteten
Polartetraeders des (F7) Polarraumbiischels.

In [1] wird weiterhin gezeigt, dass die Pole einer beliebigen Ebene G be-
ziiglich des (F7) Bischels eine solche Raumkurve 3. Ordnung bilden, die in die
Ferngerade o, und in eine Hyperbel zerfillt. Diese Hyperbel liegt in jener Ebene,
die durch die Gerade o und durch einen Punkt G, aufgespannt wird, der der Pol
der Ferngeraden der Ebene G beziiglich der Kurve k2 bzw. beziiglich des (F3?)
Biischels ist. Einer der Fernpunkte der Hyperbel liegt auf der Geraden o,.

Wie bekannt, bilden jene Pole, die der Fernebene beziiglich eines Polarraum-
biischels 2. Grades zugeordnet sind, eine Raumkurve %2 3. Ordnung, die die Flich-
enmittelpunkte dieses Flachenbischels bilden.

Im Fall des /F} Flachenbischels wurde es gezeigt, dass die Mittelpunkte
aller Flichen dieses Biischel die Gerade o bilden. Es bleibt uns noch iibrig, die
Erginzung bis die Ordnung drei der Fliachenmittelpunktkurve k2 zu bestimmen.
Beriicksichtigen wir deshalb folgende Tatsachen: '

a) eine jede Erzeugende einer Regelfliche eines Flachenbischels 2. Grades ist
eine Bisekante der Grundkurve dieses Biischels,

b) es gibt kein Raumpunkt der auf keiner Flache eines Flachenbiischels 2. Grades
liegt,
¢) jeder Punkt der Zylinderachse ist als ein Zylindermittelpunkt aufzufassen.

Daraus folgt unumstritten, dass das Flachenbiischel /F}/ nebst der erwéhnten
reguldren Flichen auch die co! Singulédrflichen enthélt, d. h. in je zwei gleichlauf-
ende Strahlbiischel zerfallene Zylinder 2. Grades, deren Scheitelpunkte sich
lings der Geraden o, befinden. Die Erzeugenden dieser Zylinder sind die Bisekanten
der Kurve k22 bzw. k% und die Achsen werden die Verbindungsgeraden der Scheitel-
punkte solcher »Zylinder« mit dem Fernpunkt O der Geraden o sein. Daraus folgt,
dass der gesuchte Rest der Flachenmittelpunktkurve &2, d. h. die Kurve 2. Ordnung
durch die Entartung 3. Ordnung in alle Punkte der Fernebene ausgeartet ist. Der
Fernpunkt O der Geraden o enthilt je einen Mittelpunkt jeder der Singulirflichen,
so dass die Gerade o tatsichlich die Mittelpunkte aller Flichen des Biischels [FZ/
enthélt.

Die Richtigkeit der Behauptung, dass das /F?/ Flichenbiischel die erwihnten
0! Singuldrflichen enthilt und auch einige weiteren Eigenschaften dieses Flichen-
biischels werden durch die folgenden Untersuchangen, der durch dieses Flichen-
biischel bestimmten Komplexe bestitigen.

A. (TK) KOMPLEX EINES /F? FLACHENBUSCHELS

Ein Strahl r des bekannten Reyeschen tetraedralen Strahlkomplexes, kiirzer
als ein (TK) Komplex bezeichnet, der einem beliebigen Raumpunkt T" zugeordnet
wird, ist die gemeinsame Gerade jener Polarebenen, die dem Punkt T beziiglich
eines jeden Polarraumes des allgemeinen Polarraumbiischels (F?) 2. Gades zu-
geordnet sind. Der Strahl ¢ wird also durch jene Punkte gebildet, die dem Punkt T
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beziiglich des Polarraumbiischels (¥?) konjugiert zugeordnet werden. Eine solche
ein-eindeutige Punkt-Strahl Abbildung wird durch

t=¢(T)
bezeichnet.
Einen Strahl

t=g@(T)

der in einem (F?) Polarraumbiischel bestimmt wird, ordnete V. NiCe in [1] auf
folgende Weise:

Der beliebige Raumpunkt 7 und die erwahnte Gerade o spannen eine Ebene
(T, o), die das Flichenbiischel /F;/ in einem homothetischen Kurvenbiischel f7
schneidet. Der Punkt T und ihm konjugierter Punkt T, beziiglich des f; Kurven-
buschels sind auch beziiglich des Biischels (Fz) konjugiert zugeordnet. Der Pnkt
T, ist also ein Punkt des Strahles ¢.

Finden wir noch den Fernpunkt dieses Strahles ¢!

Die Geraden o und o, sind, als die Gegenkanten, des Polartetraeders des (F7)
Biischels, beziiglich dieses Biischels konjugiert zugeordnet. Dies hat zur Folge,
dass der Ferngeraden der Ebene (7T, o) der zugeordnete Fernpol T, beztiglich
der Fernkurve %2 und damit auch beziiglich des Biischels (F3), ein Punkt der Ge-
raden o, wird. Die Punkte T e(7,0) und T, €0, sind also beziglich des (F?)
Biischels konjugiert zugeordnete Punkte, und der Punkt T, ist der gesuchte Fern-
punkt des Strahles

t = ¢ (I).
Der Strahl 7 ist demnach eine Verbindungsgerade der Punkte T} und T,

Der Punkt T, € o, ist als der Pol der Ebene (7, 0) beztiglich des (F}) Biischels,
jedem Punkt dieser Ebene konjugiert zugeordnet. Dies hat zur Folge, dass einem
beliebigen Punkt der Ebene (T, 0) der zugeordnete Strahl des (TK) Komplexes
denselben Fernpunkt T, der Geraden o, enthilt. Da die Ebene (T, o) 002 Punkte
bilden, wird der Punkt T, der Scheitelpunkt eines Biindels jener (TK) Komplex-
strahlen, die den Punkten der Ebene (T, o) zugeordnet werden.

Jener (TK) Komplexstrahl, der einem beliebigen Fernpunkt T dieser Ebene
(T, o) zugeordnet wird, enthilt den Punkt 7, und jenen Punkt der Ferngeraden
dieser Ebene, der konjugiert dem Punkt T beziiglich des Kegelschnittes &; wird.
Also, den beliebigen Fernpunkten zugeordnete Strahlen des (TK) Komplexes sind
die Ferngeraden! Es sei noch bemerkt, dass im Fall des /F 2/ Biischels eine solche
Eigenschaft nur die drei Fernflichenmittelpunkte haben.

Alle, auf die beschriebene Weise erhaltenen Strahlen des (TK) Komplexes,
die den beliebigen Punkten T zugeordnet werden, schneiden die Ferngerade o,.
Dies konnte zur Folge haben, dass die Strahlen des (TK) Komplexes eines (FH
Biischels einen singuldren linearen konoidalen Strahlkomplex der Leitgeraden o,
bilden, in dem sich auch die Strahlfelder der Ebenen der Grundkegelschnitte %2
und &2 befinden.

Bevor wir hinweisen, dass auch in diesem Fall der (TK) Komplex quadratisch
ist, erwihnen wir noch einige Resultate, die V. Nice in [1] bewiesen hat:

1. Der, einem jeden Raumpunkt T zugeordnete Strahl
t=¢(T)
liegt mit der Ebene des endlichen Grundkegelschnittes k2 parallel.



2. Der Punkt T und der Strahl
t=@(T)

sind immer von der Ebene des Kegelschnittes k2 gleich entfernt.

3. Die den Punkten einer beliebigen Raumgeraden s zugeordneten Strahlen des
(TK) Komplexes bilden einen Regulus des hyperbolischen Paraboloides, dessen
Fernerzeugende dem Fernpunkt der Geraden o zugeordnet ist, wihrend die
Fernleitgerade die Gerade o, wird.

Also, den Punkten einer beliebigen Raumgeraden zugeordnete Strahlen des
(TK) Komplexes bilden eine Fliche 2. Grades, wie dies auch im Fall des (F?)
Biischels die Geltung hat.

Dass auch im Fall des (F?) Biischels der (TK) Komplex quadratisch, ist
werden wir auf folgende Weise bewiesen:

Eine Gerade die auch selbst ein Strahl

t = ¢ (T) ist, wo T ein belicbiger Raumpunke ist, sei als Gesamtheit
jener Punkte betrachtet, denen die zugeordneten (TK) Komplexstrahlen bestimmt
werden. Wie bekannt, die den Punkten T € ¢ zugeordneten (TK) Strahlen enthal-
ten den Punkt T, schneiden aber die Ferngerade o,. Alle solchen Strahlen bilden
also keine Fliche 2. Grades, sondern ein Strahlbiischel (T) in der Ebene (T, o,).
Dass auch in diesem Fall doch eine Fliche 2. Grades ankommt, wird gleich Klar
gemacht.

Der Fernpunkt T, € o, der Geraden ¢ ist, wie erwahnt, allen Punkten der Ebene
(T, o) beziiglich des Biischels (F7) konjugiert zugeordnet. Es ist weiterhin bekannt,
dass ein Strahl

t =@ (T)

eine Gesamtheit der, dem Punkt T konjugiert zugeordneten Punkte beziiglich des
Polarraumbiischels 2. Grades wird. Daraus folgt unmittelbar, dass auch jede
Gerade der Ebene (T, 0) ein Strahl des (TK) Komplexes ist, der dem Punkt T, € o,
zugeordnet wird. Fassen wir den Punkt T, in erster Reihe als den Fernpunkt
des Strahles ¢ an, dann sind ihm die Strahlen eines Biischels (7)) der (TK) Kom-
plexstrahlen in der Ebene (7, o) zugeordnet.

Da der Punkt T ein beliebiger Raumpunkt ist, folgt:

Satz 1. Der durch ein (F?) Biischel bestimmte (TK) Komplex 2. Grades,
zerfillt in zwei singulire lineare Komplexe mit der Ledtgeraden o und o,.
Die gemeinsamen Strahlen dieser zwei Komplexe bilden eine Kongruenz 1.
Ordnung und 1. Klasse der Transverzalen der Geraden o und o,.

Satz 2. Der Kegel 2. Grades jener (TK) Komplexstrahlen, die durch das
(F?) Biischel bestimmt werden und einen Raumpunkt T enthalten, zerfdllt
in swei Strahlbiischel in den Ebenen (T, o) und (T, 0,).

Satz 3. Jene (TK) Komplexstrahlen etnes (F;) Biischels, die den Punkten
des Strahles

t=¢ (T) T ein beliebiger Raumpunkt
zugeordnet sind, bilden zwei Strahlbiischel, die tm Satz 2 dargestellt werden.



Eine beliebige Ebene beriihrt, wie bekannt, drei Flichen des allgemeinen.
Flichenbiischels /F?/ 2. Grades, so dass die Berithrpunkte die Eckpunkte des
gemeinsamen Polardreieckes jenes Kurvenbiischels 2. Grades sind, in dem die
erwihnte Ebene das Flidchenbiischel schneidet.

Es sei das homothetische Flachenbiischel /F?/ betrachtet. Auf die beschriebene
Weise wird dem beliebigen Raumpunkt 7 der zugeordnete Strahl

t=¢(T)

durch die Punkte 7, € o, und T} bestimmt. Die den Punkten des Strahles z zugeord--
neten (TK) Komplexstrahlen enthalten den Punkt T und bilden zwei Strahlbischel
in der Ebene (7, o) bzw. (T, o,). Die Ebene (T, z) enthilt je einen Strahl des jenen
dieser zwei Biischeln, so dass ein Strahl die Verbindungsgerade der Punkte T und.
T, wird, wo T auch der Schnittpunkt des Strahles ¢ mit der Ebene (7, o) ist, und.
der andere ist die Verbindungsgerade der Punkte T und 7,. Daraus folgt unumstrit—
ten, dass die Verbindungsgerade

TT,=1¢44=¢(T) und
TT,=t,=¢(T,) ist.

Die Punkte T, T} und T, sind die Eckpunkte des Polardreiecks jenes Schnitt--
kurvenbiischels in dem die Ebene (T, 7) das Flachenbiischel [F3| schneidet. Diese
Punkte miissten nach dem allgemeinen Fall des /F?/ Flichenbiischels die Beriihr--
punkte der Ebene (T, ¢) mit drei Flichen des /F?/ Flichenbiischels sein. Dies
kann aber nur fiir die Raumpunkte 7 und 7, Geltung haben, wihrend der Fern-
punkt 7, € o, in Allgemeinen ein Berithrpunkt mit keiner Regulirfiiche des Biischels
[F3/ sein kann, da sie allen die Fernebene in der Grundkurve k% schneiden. Es
wird indessen gezeigt, dass das /Fj/ Biischel auch die co! Singulirflichen enthilt,
die in je zwei Strahlbiischel mit den Scheitelpunkten lings o, zerfallen. Der
Punkt 7, ist der Scheitelpunkt einer solchen Singuldrfliche, und da die Ebene
(T, 1) je einen Strahl jeden dieser zwei Strahlbischel enthilt, ist der Punkt T,
der Beriihrpunkt einer Singularfliche, die doch der Berstandteil des Fliachenbiischels.
[FE ist. ‘

Da die analogen Folgerungen fiir jede beliebige Ebene gelten, folgt:

Satz 4. Jede beliebige Ebene beriihrt je zwei Regulirfiiichen des homo-
thetischen Flichenbiischels |Fi| 2. Grades und je eine der Singulirflichen
dieses Biischels in seinem Scheitelpunkt auf der Ferngeraden o,.

Satz 5. fene (TK) Komplexstrahlen deren Leitgerade die Gerade o ist,.
beriihren je zwer Reguldrfiichen des |F? Flichenbiischels, wihrend Jene
solcher Strahlen deren Leitgerade die Ferngerade o, ist, je eine Reguliirfiiiche:
und je eine Singulirfliche dieses Flichenbiischels beriihren.

Einem Fernpunkt T, € o, ist, wie bekannt, der zugeordnete (7K) Komplex--
strahl eine jede Gerade jener Ebene des Biischels [0], die diesem Punkt beziiglich.
des (F;) Biischels konjugiert zugeordnet ist. Unter diesen Strahlen sind auch die
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"Transversalen der Geraden o und o,. Nehmen wir eine solche Transversale t,
in Betracht, die also als ein Strahl

L = (P(Tn)

aufzufassen ist. Dem Fernpunkt T, dieses Strahles z, muss der zugeordnete Strahl
1, = @ (T) den Punkt 7, enthalten und die Gerade o schneiden. Da die Punkte
T, und T, die konjugiert zugeordneten Punkte beziiglich der Grundkurve %2 und
damit auch beztiglich des (F}) Biischels sind, bilden diese Punkte zwei Eckpunkte
des Polardreiecks jenes Kurvenbiischels 2. Grades in dem die Ebene (T, z,) das
Flachenbuischel [Fjf schneidet. Daraus folgt, dass die Verbindungsgerade o, =
= (T, T,) ein (TK) Komplexstrahl ist, der dem Schnittpunkt T; der Geraden
1, und t, zugeordnet wird. Da aber beide diesen Geraden die Gerade o schneiden,
muss T; €0 sein. Der Punkt 7'; wird der Beriihrpunkt der Ebene (T,, z,) des
Biischels [o,} mit einer Regulidrfliche des /F7/ Bischels sein.

Da aber die Gerade o, eine Gesamtheit der Paare der konjugiertzugeordneten
Punkte beziiglich des (F;) Biischels ist, enthilt die Ebene (7, t,) die o' Polar-
dreiecke beziiglich des erwahnten Schnittkurvenbiischels. Ein Eckpunkt eines jeden
-dieser Dreiecke liegt immer im Punkt T'; € 0 und die ibrigen zwei am o,. Es folgt
in allgemeinen.:

Satz 6. Eine jede Ebene des Ebenenbiischels [0,), d. h. eine Ebene die mit
der Grundkurve k* parallel liegt, beriihrt genau eine Reguldrfiiiche des |F?
Buischels in seinem Schnittpunkr mit der Geraden o und alle 00! Singuldr-

fldchen ldangs der Geraden o,, da sie zweifache Erzeugende aller diesen Flichen
1st.

Weiterhin kénnen wir beheupten:

Satz 7. Eine beliebige Ebene des Ebenenbiischels [0] beriihrt keine der
reguldren Flichen des |F}| Biischels. Eine Ausnehme bilden jene zwei solcher
Ebenen, die alle Reguldrflichen dieses Biischels im Fernschnittpunkten der
Grundkurven k* und R beriihren.

Um ecine solche Behauptung beweisen zu konnen, wird das Folgende geniigen:
Damit eine Ebene die regulidren Flachen eines Biischels 2. Grades beriihren konnte,
muss sie einen Strahl ¢ des (TK) Komplexes und jenen Punkt T enthalten, dem
dieser Strahl zugeordnet ist. Ein Berithrpunkt liegt im 7 und die brigen zwei
am . Eine beliebige Ebene des Bischels [o] ist dagegen die Gesamtheit jener
(TK) Komplexstrahlen, die genau einem Punkt der Geraden o, zugeordnet sind,
der im allgemeinen kein Punkt dieser Ebene ist.

Stellen wir noch einen Vergleich mit dem Flichenbiischel /F?/ an. Es ist
bekannt, dass die vier Scheitelpunkte der vier Singulirflichen dieses Flachenbi-
schels mit den Eckpunkten des gemeinsamen Polartetraeders des Polarflichenbii-
schels (F?) iibereinstimmerni und eine jede Gerade einer Seitenebene dieses Tetra-
eders ist als ein (TK) Komplexstrahl aufzufassen, der dieser Ebene gegeniiber-
liegenden Eckpunkt zugeordnet ist.

Im Fall des (F?) Biischels sind zwei reelle Gegenkanten o und o, des entarteten
Polartetraeders bekannt, wo die Gerade o die Schnittgerade der oo! Paare der
konjugiertzugeordneten Ebenen und die Gerade o, die Verbindungsgerade der
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0! Paare der konjugiertzugeordneten Punkte beziiglich des (Fp) Biischels ist.
Es ist weiterhin bekannt, dass die, einem beliebigen Punkt T, € o, zugeordnete
Ebene des Ebenenbiischels [0], eine Gesamtheit der, dem Punkt T, konjugiert-
zugeordneten Punkte beziiglich des (F;) Bischels, aber auch eine Gesamtheit
der Strahlen

tn =9 (T

ist. Die eben beschriebene Eigenschaft kennzeichnet aber den Eckpunkt und ihm
gegeniiberliegende Seitenebene des Polartetraeders eines Polarraumbiischels 2.
Grades. Daraus folgt:

Satz 8. Durch das (F?) Biischel sind zwei Gegenkanten o und o, jener
00! entarteten Polartetraeder bestimmt, deren Eckpunkte lings der Geraden
op liegen und die Seitenebenen die Gerade o enthalten. Ein jeder dieser Tetra-
eder besteht aus je zwei reellen Kanten, zwei reellen Eckpunkte und zweit
reellen Seitenebenen. Befindet sich ein dieser Eckpunkte im Fernschnittpunk,
der Grundkurven k* und k2, fallt in diesen Punkt auch der andere Eckpunk:
so dass auch die beiden Seitenebenen solches Tetraeders zusammenfallen.

Da einen jeden Eckpunkt des Polartetraeders auch als einen Mittel-Scheitel-
punkt der Singulirfliche des Flichenbiischels |F? aufzufassen ist, ist es uns
damit gelungen die Richtigkeit der Behauptung bestitigen, dass die Gerade o,
die Gesamtheit der Scheitelpunkte jener co! entarteten Zylinder ist, deren Erzeu-
genden je zwei Strahlbiischel bilden und die Bisekanten der Grundkurve k? bzw.
k} sind.

Weiterhin ist es bekannt, dass den Punkten T der Flachenmittelpunktraum-
kurve £ 3. Ordnung eines [F?/ Flichenbiischels, die zugeordneten Strahlen

t=¢(T)

solche (TK) Fernkomplexstrahlen sind, die eine Kurve 2. Klasse einhiillen. Jeder
dieser Strahlen beriihrt je zwei Flichen des Biischels /F?/.

Im Fall des homothetischen Flichenbiischels /F7/ haben wir im gewissen
Sinn die gleiche Situation. Einem jeden Punkt der Geraden o, die eine Gesamtheit
der Flachenmittelpunkte des /F2/ Biischels darstellt, wird der zugeordnete Strahl
des (TK) Komplexes dieselbe Ferngerade o, sein. Einem beliebigen Fernpunkt,
der als ein Mittelpunke einer Singulérfliche dieses Biischels aufzufassen ist, wird
der zugeordnete Strahl des (TK) Komplexes eine Ferngerade sein, wie dies bewiesen
wurde.

Jedem Flichenmittelpunkt ist also der zugeordnete Strahl des (TK) Komplexes
eine Ferngerade. Diese Strahlen bilden aber keine Fernkurve 2. Klasse, wie im Fall
des /F?/ Biischels, da jede Ferngerade auch ein (TK) Komplexstrahl ist.

Unter den o2 Punkten der Fernebene und den ihnen, durch das (F;) Biischel
zugeordneten oo? (TK) Fernkomplexstrahlen besteht eine ein-eindeutige Zuord-
nung. Ein jeder Fernpunkt liegt namlich auf einem Strahl des Fernbiischels (O)
(O ist der Fernpunkt der Geraden o) und ein jeder Fernstrahl gehort einem Fern-
strahlbiischel mit dem Scheitelpunkt auf der Geraden o, an. Alle diesen Punkte
und Strahlen sind die Eckpunkte und die Seiten der co? Polardreiecken bezuglich
der Kurve £ in der die Fernebene das /F;/ Flachenbiischel schneidet. Je eine
Ecke eines jeden dieser Dreiecken befindet sich auf der Geraden o,, wihrend die
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tibrigen zwei Ecken auf jener Polaren beziiglich der Kurve &2 liegen, die der er-
wihnten Ecke zugeordnet ist und den Punkt O enthilt. Befindet sich ein Eckpunkt
E eines Dreiecks auf der Kurve k?, fillt in denselben Punkt noch ein Eckpunkt,
wihrend der dritte auf der Geraden o, liegt. Dieser Polardreieck setzt sich zusam-
men in die Tangente der Kurve k2 mit dem Berithrpunkt im E.

Nur solche (TK) Fernkomplexstrahlen berithren u. zw. alle Regulirflichen
des /F;/ Flachenbiischels in demselben Punkt E der Fernkurve k2. Die iibrigen
o0? Fernstrahlen des (TK) Komplexes berithren keine Regulirfliche dieses
Flichenbiischels; ein jeder dieser Strahlen ist aber die Erzeugende einer Singulir-
fliche und liegt in der Ebene des entarteten Teiles aller tibrigen Singulirflichen
des [F}/ Biischels.

Satz 9. Fede Ferngerade ist ein Strahl des durch das (F?) Biischel bestimm-
ten (TK) Komplexes. Die 00! dieser Strahlen, die die Fernkurve k? beriihren,
also etne Kurve 2. Klasse einhiillen, beriihren auch alle Regulérflichen dieses
Fldchenbiischels in den Punkten der Grundkurve R:.

B. DER (VN) KOMPLEX EINES HOMOTHETISCHEN
: FLACHENBUSCHELS [F?/

a) Definition des (VN) Komplexes

Einem beliebigen Raumpunkt T ist der Strah!
t =g (T)

des (TK) Komplexes zugeordnet. Die, den Punkt T enthaltende und die Gerade
t senkrecht schneidende Gerade n ist ein Strahl des orientierten Ni¢eschen Kom-
plexes /[2], [3]/, den wir als (VN) Komplex bezeichnen werden. Der Punkt T und
der Schnittpunkt T'; der Geraden ¢ und # sind die Beriithrpunkte der Geraden »
mit zwei Flichen des Flachenbiischels 2. Grades, sind aber keine gleichwertigen
Punkte. Der Punkt T sei als ein I Punkt und der Punkt T, als ein Z Pnkt des Strahles
n bezeichnet. Die Punkte J und Z der Geraden » verordnen die Orientierung dieses
(VN) Komplexstrahles n.

Durch jeden Fliachenbiischel 2. Grades sind, wie schon bekannt, vier Kom-
plexe bestimmt. Obwohl die Definitionen der Komplexe in jedem Fall des Flichen-
bischels 2. Grades die gleichen sind, dndern sich mit der Verinderung der Eigen-
schaften des Flichenbiischels auch die Eigenschaften der Strahlgebilden der ein-
zelnen Komplexe.

Die Eigenschaften des (TK) Komplexes unterscheiden sich wesentlich ob
dieser Komplex durch ein allgemeines Fliachenbiischel /F?/ oder durch ein homo-
thetisches Flachenbiischel /F}/ bestimmt wird. Aus der Definition des (V' N) Kom-
plexes ist ersichtlich, dass seine Strahlen wesentlich auf die Strahlen des (TK)
Komplexes verbunden sind. Es ist zu erwarten, dass auch der (VN) Komplex und
die Eigenschaften der Gebilden der Strahlen dieses Komplexes sich dndern werden,
je nach dem, ob dieser Komplex durch ein /F?/ — oder durch ein /F}/ Flichen-
biischel bestimmt witd.
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b) Die (VN) Komplexstrahlen deren I Punkte eine Raumgerade s
bilden und die Z-Punktkurve dieser Strahlen

Ein Strahl n des (VN) Komplexes ist, wie schon bekannt, die Senkrechte,
die aus einen beliebigen Punkt T auf den Strahl

t=@(T)

gelegt wird. Dies bedeutet weiterhin, dass dem Fernpunkt des Strahles ¢ die zu-
geordnete Fernpolare p beziiglich des absoluten Kegelschnittes den Fernpunkt
des Strahles » enthalten muss, wihrend der Z Punkt dieses Strahles im Schnitt-
punkt des Strahles ¢ mit der Ebene (7, p) liegt.

Die, den Punkten einer beliebigen Raumgeraden s zugeordneteh (7K) Kom-
plexstrahlen bilden einen Regulus des hyperbolischen Paraboloides H mit der
Fernleitgeraden o, und der Fernerzeugenden

tn = @ (Sn)s

wo S, der Fernpunkt der Geraden s ist. /A. 3./. Ist die Gerade s eine Gesamtheit
der I Punkte der (VN) Komplexstrahlen, befinden sich die Z Punkte dieser Strahlen
auf den Erzeugenden der Fliche H,. Um diese Punkte festsetzen zu konnen, missen
wir den Fernpunkten dieser Erzeugenden, d. h. den Punkten der Geraden o,,
die Polaren beziiglich des absoluten Kegelschnittes bestimmen. Diese Polaren bil-
den ein Fernstrahlbiischel (P,). Da aber jeden Punkt der Fernerzeugenden ¢, als
seinen Fernpunkt aufzufassen ist, werden auch die, diesen Punkten beziiglich des
absoluten Kegelschnittes zugeordneten Polaren ein Fernstrahlbischel (Q,) bilden.
Wihrend der Strahlbiischel (P,) einer jeden Raumgeraden, auf die beschriebene
Weise zugeordnet ist, wird der Strahlbiischel (Q,) von der Wahl des Fernpunktes
S, abhingen, ist aber dem gemeinsamen Fernpunkt eines Geradenbiindels zu-
geordnet.

Durch die Punkte der Geraden s und die ihnen ein-eindeutig zugeordneten
Erzeugenden der Fliche H, wird, wie im Fall des (F?)- so auch im Fall des (FH
Biischels, eine Hiilltorse 7, 3. Klasse bestimmt. Eine Ebene dieser Hiilltorse wird
aber zum Gegensatz dem allgemeinen Fal des (F?) Biischels, die Fernebene sein,
die der Punkt S, und die Gerade ¢, ordnen.

Die kubische Hiilltorse 7,, die im Fall des (F?) Biischels durch die ein-eindeuti-
ge Zuordnung der Punkte der Geraden s und der ihnen, auf die beschriebene Weise
zugeordneten Polaren p beziiglich des absoluten Kegelschnittes bestimmt wird,
zerfillt im Fall des (F?) Biischels in eine Torse 7} 2. Klase, die die Punkte der
Geraden s und ihnen zugeordnete Polaren des Biischels (P,) ordnen und in die
oo!-deutige Fernebene, die als der Rest 7} der Hiilltorse aufzufassen ist, und die
durch die Punkte der Ferngeraden ¢, und der ihnen zugeordneten erwihnten Po-
laren des Biischels (Q,) gespannt wird.

Es ist bekannt, dass jene (VN) Komplexstrahlen eines (F?) Biischels, die
die I Punkte auf einer beliebigen Geraden haben, eine Regelfliche 6. Grades
bilden, wihrend die Z-Punktkurve dieser Strahlen 5. Ordnung ist. [2], [3].

Nehmen wir jetzt an, das homothetische Flichenbiischel [Fj/ liege vor. Da
die Hiilltorse 7, 3. Klasse zerfillt, wird auch die Fliche 6. Grades jener (VN)
Komplexstrahlen zerfallen, deren I Punkte langs der beliebigen Raumgeraden s
liegen. Die eineindeutig zugeordneten Ebenen der Torse 7, 3. Klasse und der
Torse 72 2. Klasse erzeugen eine Regelfliche 5. Grades, wihrend den Rest der
Fernstrahlbiischel (S,) bildet. Die (VN) Strahlen dieses Biischels sind die »Schnitt-
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geraden¢ der Fernebene der Torse v, mit den Ebenen der Torse 7. Der Punkt
S, ist der I Punkt eines jeden dieser Fernstrahlen, wihrend ihre Z Punkte auf der
Geraden ¢, liegen. Diese Z Punkte sind die Schnittpunkte der Ferngeraden ¢,
mit der, durch den Punkt S, und die Geraden des Biischels (Q,) aufgespannten
Ebenen der Torse 7;. Die Ebenen der Torse 72 2. Klasse schneiden aber ihnen
ein-eindeutig zugeordnete Erzeugenden der Flache H; 2. Grades in einer Kurve
4, Ordnung, die die Z-Punktkurve jener (VN) Komplexstrahlen darstellt, die die
erwihnte Ragelfliche 5. Grades bilden.

Satz 10. Fene (VN) Komplexsirahlen eines (F7) Biischels deren I Punkte
ldngs einer beliebigen Raumgeraden s liegen, bilden eine Regelfliiche, die in
eine Fldche 5. Grades mit der Leitgeraden s und in ein Fernstrahlbiischel
zerfdllt. Die Z Punkte dieser Strahlen bilden eine Kurve, die in eine Kurve
4. Ordnung und in die Ferngerade zerfdllt. Der Fernpunkt S, der Geraden
s ist esn oo'-deutiger I Punkt.

c) Die (VN) Komplexstrahlen deren I Punkte lings eines (T7K) Kom-
plexstrahles liegen

1. Einem beliebigen Raumpunkt T sei der, durch das (F?) Biischel zugeordnete
Strahl
t=o(T)

bestimmt. Durch den Satz 3 ist es uns bekannt geworden, dass den Punkten T, e ¢
die zugeordneten Strahlen

=g (1)

ein Strahlbiischel (T) in der Ebene (T, o,) bilden, aber dem Fernpunkt T, der
Geraden ¢ selbst, werden die zugeordneten (7K) Komplexstrahlen ein Strahlbiischel
(T) in der Ebene (T, o) bilden. Dies hat zur Folge, dass die Fernpunkte des Strahl-
biischels (T) in der Ebene (7, o,) die Gerade o, bilden. Die diesen Punkten zu-
geordneten Polaren beziiglich des absoluten Kegelschnittes bilden das bekannte
Fernpolarenbiischel (P,). Durch ein-eindeutige Zuordnung der Punkte der Geraden
¢t und der Strahlen des Biischels (T') in der Ebene (7, 0,) wird nach dem Chasles-
schen Korrespondenzprinzip eine Hiilltorse 75 2. Klasse bestimmt, die einen Teil
der zerfallenen Hiilltrose 7, 3. Klasse darstellt, wihrend durch die Punkte der
Geraden ¢ und die ihnen auf die beschriebene Weise ein-eindeutig zugeordneten
Polaren des Biischels (P,) ein Teil der kubischen Hiilltorse 7,, also eine Torse
7; 2. Klasse eingehiillt wird. Dies hat zur Folge, dass jene (VN) Komplexstrahlen,
deren I Punkte lings des Strahles z des (TK) Komplexes liegen, ohne dass der
Fernpunkt dieses Strahles hervorgehoben wird, eine Fliche 4. Grades bilden.
Die Erzeugenden dieser Flache sind die Schnittgeraden der ein-eindeutig zugeord-
neten Ebenen der Hiilltorsen 72 und 7}. Die Z-Punktkurve der (VN) Komplex-~
strahlen auf der erwahnten Fliche ist als ein Erzeugniss der ein-eindeutig zugeordne-
ten Strahlen des Biischels (T) in der Ebene (7, 0,) und der Ebenen der Hiilltorse
73 2. Klasse an zu nehmen, so dass die Ordnung dieser ebenen Kurve nach dem
Chaslesschen Korrespondenzprinzip gleich drei ist.

Jene (TK) Komplexstrahlen, die genau dem Fernpunkt 7, des Strahles ¢ =
= @ (T') zugeordnet sind, bilden wie bekannt, ein Strahlbischel (T) in der Ebene
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(T, o). Dies hat zur Folge, dass der Punkt T, und die erwihnten Strahlen dieses
Biischels (7T) ein Ebenenbiischel mit der Achse (7, T,) bilden und den linearen
Teil 7! der kubischen Hiilltorse 7, ordnen. Die den Fernpunkten der Strahlen des
Biischels (T) zugeordneten Polaren beziiglich des absoluten Kegelschnittes bilden
ein Fernstrahibiischel (Q,). Die, durch den Punkt 7, und durch eine jede dieser
Polaren aufgespannte Ebene, wird immer dieselbe Fernebene sein, die aber auch
als ein Fernebenenbiischel mit der Achse ¢ = (Q,, T,) angenommen werden kann
und damit den linearen Teil 7! der zerfallenen kubischen Hiilltorse 7, darstellt.

Daraus folgt unmittelbar, dass der Fernpunkt 7, et ein 2- oo'-deutiger I
Pnkt ist. Er ist ein col-deutiger I Punkt der (VN) Komplexstrahlen des Fern-
strahlbiischels (7,) mit den, lings der Ferngeraden der Ebene (7, o) liegenden
Z Punkten und ein oo!-deutiger I Punkt auf den (VN) Strahlen eines solchen
Biischels (75,), deren Z Punkte sich auf jenem (TK) Strahl des Biischels (7T") be-
finden, dessen Fernpunkt die zugeordnete Polare beziiglich des absoluten Kegel-
schnittes, die Gerade ¢ = (Q,, T,) wird.

2. Die (TK) Komplexstrahlen sind auch jene, den Punkten der Geraden
0, zugeordneten und die Gerade o schneidenden Strahlen. /Satz 1./

Ein solcher Strahl ¢z, der ein der o2 komplaniren, einem Punkt T, € 0, zZu-
geordnete (TK) Strahl ist, sei die Gesamtheit der I Punkte der (VN) Strahlen.
Auf die iibliche Weise werden wir die Gesamtheit der (VN) Strahlen und die
Z-Punktkurve dieser Strahlen bestimmen.

Die den Punkten des Strahles

L= (p(Tn)

zugeordneten (TK) Komplexstrahlen bilden die Erzeugenden eines hyperbolischen
Zylinders mit dem Fernscheitelpunkt im T,. Eine der Fernerzeugenden ist die Ge-
rade o, als ein Strahl

o,=¢ (Ty) T,eo A T,et,
und die zweite
t, = @ (Ty) T, der Fernpunkt der Geraden ¢.

Wegen der ein-eindeutigen Zuordnung der Punkte der Geraden t und der
Erzeugenden des Zylinders und auf Grund des Chaslesschen Korrespondenzprinzi-
pes folgt, dass die bekannte Hilltorse 7, 3. Klasse ist, deren Bestandteil die Ebene
(T;. 0,) und die Fernebene wird. Der Fernpunkt aller Zyklindererzeugenden liegt
im Punkt 7', aber jeden Punkt der Ferngeraden o, und ¢, kann man als einen Fern-
punkt der betreffenden Erzeugenden auffassen. Die den Punkten der Geraden o,
zugeordneten Polaren p beziiglich des absoluten Kegelschnittes bilden das bekannte
Fernbiischel (P,) und dem Punkt T, € 0, zugeordnete Polare ist ein betonter Strahl
pn dieses Biischels. Den Punkten der Geraden ¢, zugeordnete Polaren p bilden das
andere Strahlbiischel (Q,), dessen Bestandteil auch die Polare p, = (P, On) ist.
Die bekannte Hiilltorse 7, 3. Klasse muss in diesem Fall zerfallen in:

a) ein Biischel 7}, der parallelen Ebenen, die durch die Punkte der Geraden.
¢ und die Ferngerade p, gespannt werden; :

b) ein Ebenenbiischel 7}, mit der Achse T',P,, die der Punkt T, und die Ge-
raden des Fernbiischels (P,) spannen;

¢) die oo!-deutige Fernebene, die als einen Teil der Hiilltorse 7,, der Fern-
punkt T, und die Strahlen des Fernbiischels (Q) ordnen.
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Jene (VN) Strahlen, die die I Punkte langs des (TK) Strahles ¢ haben, bilden
nach dem Chaslesschen Korrespondenzprinzip eine Regelfliche 6. Grades, die
zerfallt: .

a) in Erzeugenden eines Konoides 4. Grades mit der Leitgeraden o,, da diese
‘Erzeugenden die Schnittgeraden der ein-eindeutig zugeordneten Ebenen der Hiill-
torsen 7; 3. Klasse und 7, 1. Klasse sind;

b) in ein Strahlbiischel (T',) jener (VN) Komplexstrahlen in denen die Ebenen
die Hiilltorse 7,, die Ebene (T, o,) der Hiilltorse 7, schneiden, und

c) in ein Fernstrahlbiischel (7) in dem die Fernebene der Hiilltorse 7, die
Ebenen der Torse 7,, schneiden.

Die Z-Punktkurve dieser (VN) Komplexstrahlen wird durch die Schnitt-
punkte der Zylindererzeugenden und der ihnen auf die beschriebene Weise zugeord-
neten Ebenen der entarteten Hiilltorse t, bestimmt. Auf Grund des Chaslesschen
Korrespondenzprinzipes folgt, dass diese Z-Punktkurve auf den Erzeugenden des
Konoides 3. Ordnung ist, auf den Strahlen des Biischels (7",) die Ferngerade o,
und auf dem Fernstrahlen des Biischels (T) die Ferngerade ¢, bi'den.

Vergleichen wir diese Ergebnisse mit jenen, die fiir einen, die Gerade o,
schneidendes (7K) Komplexstrahl stattfindet, kénnen wir in allgemeinen behaupten:

.Satz 11. Jene (VN) Komplexstrahlen eines (F?) Biischels deven I Punkte
sich ldngs eines Strahles t des (TK) Komplexes befinden, bilden eine Regel-
fliche 6. Grades, die in eine Fliche 4. Grades und in zwei Strahlbiichel
zerfallt. Ein dieser Biischeln liegt in der Ferncbene. Z Punkte Die dieser
Strahlen bilden eine Kurve 5. Ordnung, die in etne Kurve 3. Ordnung auf
der Fliche 4. Grades und in zwei Geraden zerfdllt, deren eine in der Fernebene
liegt.

d) Die einem beliebigen Raumpunkt zugeordneten (VN) Komplex-
strahlen

Ist ein beliebiger Raumpunkt der 7 Punkt bzw. der Z Punkt eines (VN) Kom-
plexstrahles, dann sagen wir, dass dieser Strahl diesem Punkt zugeordnet ist.
Einem beliebigen Strahl des (VN) Komplexes sind, wie bekannt, zwei Punkte
zugeordnet, die sein I Punkt und sein Z Punkt sind.

Im Fall des /F?/ Biischels ist ein beliebiger Raumpunkt der I Punkt eines
und der Z Punkt dreier komplaniren (VN) Strahlen.

Nehmen wir an, das /Fj/ Flichenbiischel liege vor. Nach der Definition des
(VN) Komplexes folgt, dass jener (VN) Komplexstrahl, der seinen I Punkt bzw.
Z Punkt in beliebigem Raumpunkt T hat, den Z Punkt bzw. I Punkt auf dem Strahl

t=¢(T)

haben muss. Unumstritten ist auch jetzt der Punkt T ein I Punkt nur eines (VN)
Strahles, der seinen Z Punkt am Strahl z hat. Um jene (VN) Komplexstrahlen
festzustellen, deren Z Punkte im Punkt T liegen, miissen wir alle solchen (VN)
Strahlen in Betracht nehmen, die seine I Punkte auf dem Strahl z haben. Solche
(VN) Strahlen haben aber seine Z Punkte auf den (TK) Strahlen, die den Punkten
des Strahles ¢ zugeordnet sind und bilden zwei Strahlbiischel (T) in der Ebene
(T, o,) bzw. (T, o). [Satz 3./ Nach dem Satz 11 ist bekannt geworden, dass die
erwihnten Z Punkte in der Ebene (7, o,) eine Kurve 23 3. Ordnung bilden, wihrend
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die Z—Punktkurve 2. Ordnung in der Ebene (7, o) in eine den Punkt T enthaltende
Gerade z! und in die Ferngerade dieser Ebene zeérfillt. Die Ebene (T ) enthilt
je einen Strahl des jeden der erwihnten Strahlbuschel (T), d. h in der Ebene
(T, o) den Strahl

ty, =0 (T, T, der Fernpunkt von ¢
und in der Ebene (T, o,) den Strahl v
Ly =9 (Tk) Tk et A Tk € Iy

Die'Ebene (7, ) schneidet die Z-Punktkurve 22 in drei Punkten deren ein am Strahl
¢, liegt und die ibrigen zwei konnen nur im Scheitelpunkt T liegen. Dieselbe
Ebene (T, t) schneidet auch die zwei erwdhnten Z.-Punktgeraden in je einem
Punkt. Ein dieser Punkte ist der Fernpunkt der Geraden ¢, in dem die Ebene (T, ¢)
die Ferngerade der Ebene (7, o) schneidet, wahrend der Schnittpunkt mit dem
Strahl 2! nur im Punkt T liegen kann. Die letzten zwei Z Punkte sind dem Fern-
punkt T, als dem I Punkt zugeordnet.

Satz 12. Ein beliebiger Raumpunkt ist der I Punkt eines und der Z Punkt
dreier komplandren, durch das (F2) Biischel bestimmten (VN) Komplexstrah-
len. Der I Punkt eines dieser dret Strahlen liegt immer auf der Geradne o,.

Weiterhin ist es ersichtlich, dass jener (VN) Komplexstrahl, der den Z Punkt
im Punkt 7 und den I Punkt auf der Ferngeraden o, hat, mit einem (TK) Strahl iiber-
einstimmt. /Siche Satz 1/ Da der Punkt T ein beliebiger Raumpunkt ist, folgt:

Satz 13. Fene, durch ein (F}) Biischel bestimmten (TK) Komplexstrahlen,
die den linediren singuldren Komplex mit der Leitgeraden o, bilden, sind auch
die Strahlen eines Teiles des zerfallenen (VN) Komplexes, der durch dasselbe
Fliichenbiischel bestimmt wird und nach den Untersuchungen in [1] folgt,
dass sie auch mit den Strahlen des Majcenschen Komplexes tibereinstimmen.

¢) Die (VN) Komplexstrahlen deren I Punkte auf einer Ferngeraden
¢ und in Flichenmittelpunkten des /F;/ Bischels liegen

Eine belibige Ferngerade ¢ sei die. Gesamtheit der I Punkte der, durch ein (F})
Biischel bestimmten (VN) Komplexstrahlen. Unsere Absicht ist die Gesamtheit der
Z Punkte solcher Strahlen, wie auch die Gesamtheit dieser Strahlen bestimmen.

Die Gerade ¢ ist'als die Ferngerade, auch als ein Strahl

g=9¢(0,)  Q,ecin Fernpunkt
aufzufassen. Den Punkten T € ¢ zugeordnete Strahlen
“ t=¢(T) firjeden Teq

" sind die, den Fernpunkt Q, enthaltenden Fernstrahlen. Da eine Gerade ¢ die
Gesamtheit der, dem betreffenden Punkt T konjugiert zugeordneten Punkte be-
zliglich des (F7) Biischels ist, werden die Fernstrahlen ¢ jene Polaren der Grund-
kurve k2 sein, die den Punkten der Geraden g zugeordnet sind. Alle diese (TK)
Fernkorqiplexstrahlen bilden ein Strahlbiischel (Q,), wie behauptet. |
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. Der Schnittpunkt T, der Geraden g und o, ist als ‘ein Scheitel-Mittelpunkt
der zerfallenen Singulirfliche des [F3/ Flachenbiischels aufzufassen. Diesen Punk-
ten zugeordnete (TK) Komplexstrahlen bilden die Gesamtheit der o0? Geraden
einer, die Gerade o enthaltenden Ebene G, die dem Punkt T, beziiglich des (F7)
Biischels konjugiert zugeordnet ist.

Die zwei erwihnten Gebilden der (TK) Strahlen werden wir getrennt betrachten.

Einem beliebigen Punkt T, € g ist der zugeordente Strahl
I, =9 (e

eine Ferngerade und ein jeder seiner Punkte wird als sein Fernpunkt betrachtet.
Die diesen Punkten zugeordneten Polaren p,, beziiglich des absoluten Kegel-
schnittes, bilden ein Ferngeradenbiischel. Diese Geraden spannen mit dem Punkt
T, die oo'-deutige Fernebene. Es ist klar, dass auch der Punkt T, und der Strahl
¢, die Fernebene spannen. Aus diesem Grunde folgt, dass der Punkt T, der Scheitel-
punkt jenes Fernbiischels der (VN) Komplexstrahlen ist, die im Punkt T, den
gemeinsamen I Punkt und die Z Punkte lings der Geraden ¢z, haben.

Da der Punkt 7, ein beliebiger Punkt der Ferngeraden g ist, folgt, dass den
Punkten der Geraden g, die die I Punkte darstellen, die zugeordenten (VN) Kom-
plexstrahlen oo! Fernstrahlbiischel bilden, bzw. eine jede Ferngerade ist ein solcher
(VN) Komplexstrahl, der seinen I Punkt auf der Geraden ¢ hat.

Die Stellung der Ferngeraden g, die als die Gesamtheit der / Punkte aufzu-
fassen wird, kdnnen wir variieren, bekommen aber immer oo? der zugeordneten
(VN) Komplexstrahlen. Da es in einer Ebene nur co® Geraden gibt, miissen die
Geraden auf denen die (VN) Komplexstrahlen liegen, fiir jede Stellung der Gera-
den g dieselben sein. Es éndert sich nur die Stellung der zugeordneten [ und Z
Punkte. Eine jede beliebige Ferngerade ist also ein 2 - oo'-deutiger (V'N) Komplex-
strahl bzw. ein oo'-deutiger Involutorstrahl des (VN) Komplexes.

Ein (VN) Komplexstrahl ist ein Involutorstrahl, oder kiirzer, ein (IVN)
Strahl und damit auch ein Doppelstrahl dieses Komplexes, wenn sein I Punkt
und sein Z Punkt involutorisch zugeordnet sind. [3].

Satz 14. Ein beliebiger Fernpunkt Q, ist ein oo'-deutiger I Punkt jenes
Fernbiischels der (VN) Komplexstrahlen, deren Z Punkte lings diesem Punkt
zugeordnetes (TK) Fernkomplexstrahles liegen.

Wir koénnen auch das Folgende behaupten:

Satz 15.  Ein beliebiger Fernpunkt Q, ist ein oo'-deutiger Z Punkt jener
(VN) Komplexstrahlen eines (Fy) Biischels, deren zugeordnete I Punkte auf
der Ferngeraden g = @ (Q,) liegen.

Satz 16. Eine beliebige Ferngerade ist ein oo'-deutiger Involutorstrahl des
(VN) Komplexes, der durch ein (F}) Biischel bestimmt wird. Die Punkte
eines jeden der o' involutorzugeordneten Paare der I-Z Punkte auf jedem

(IVN) Strahl sind die Paare der konjugiertzugeordneten Punkte beziiglich
des Ferngrundkegelschnittes Rj. Co

Es blieb uns noch die Eigenschaften jener (VN) Komplexstrahlen zu bestim-
men, deren I Punkt im erwihnten Punkt'T,eq A T,€0, liegt, wenn dieser als
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ein Scheitel-Mittelpunkt der Singulirflache des /F;/ Biischels und damit auch als
ein Eckpunkt des ausgearteten Polartetraeders des (F; 2} Polarraumbiischels betrachtet
wird. Der (TK) Komplexstrahl, der dem Punkt T, zugeordnet ist, wird eine jede
Gerade der erwahnten Ebene G des Ebenenbiischels [o] sein. Die Fernpunkte
dieser Strahlen bilden die Ferngerade ¢, der Ebene G und diesen Punkten zugeor-
dnete Polaren beziiglich des absoluten Kegelschnittes bilden ein Ferngeraden-
biischel. Auf die gleiche Weise, wie wir dies im Fall des Punktes T, € ¢ geten haben,
behaupten wir, dass der Punkt T, ein oo'-deutiger [ Punkt eines Fernbiischels der
(VN) Strahlen ist, deren Z Punkte langs des Fernstrahles

=9 (Tn)

liegen.

Eine der erwihnten Polaren, die einem Punkt T} € z, zugeordnet ist, enthélt
den Punkt T, und verordnet mit ihm ein Biischel der parallelen Ebenen. Diese
Ebenen schneiden jedem Punkt T, zugeordnete (TK) Komplexstrahlen, die ein
Biischel (T,) der gleichlaufenden Strahlen in der Ebene G bilden, in Z Punkten
jener (VN) Komplexstiahlen, die den gemeinsamen I Punkt im Fernpunkt T,
haben. Da die Strahlen des Biischels (7,) die ganze Ebene G iberdecken und ein
jeder Punkt eines jeden dieser Strahlen ein Z Punkt ist, folgt, dass der Punkt T,
ein oo2-deutiger I Punkt eines Biindels der gleichlaufenden (VN) Komplexstrahlen
ist, deren Z Punkte die Ebene G des Ebenenbiischels [o] iiberdecken.

Aus diesen Griinde kénnen wir behaupten:

Satz 17. Ein belicbiger Punkt T, der Ferngeraden o,, die die Schnitigerade
der Ebenen der zerfallenen Grundkurve des Flichenbiischels [Fp| ist, ist der
Scheitelpunkt eines Biindels der gleichlaufenden (VN) Komplexstrahlen, die
in diesem Punkt den I Punkt haben, wéihrend ihre Z Punkte eine Ebene des
Ebenenbiischels [o0] bilden, die konjugiert dem Punkt T, beziiglich des Biischels
(F}) ist.

Die Teile der zerfallenen Grundkurve k2 und k; des /F;/ Flichenbischels
schneiden sich in den Punkten 4,; und 4,, der Geraden o,. Betrachten wir jene
(VN) Komplexstrahlen, die seinen / Punkt in einem dieser zwei Punktc haben,
z. B. im Punkt A4,;.

Es wurde gezeigt, dass dem Punkt A, die zugeordnete Polarebene G,
beziglich des (F2) Biischels, jene Ebene des Ebenenbiischels [o] ist, die den Punkt
A,, enthilt und in diesem Punkt alle Flachen des Biischels [FZ/ beriihrt. Jeder
Punkt dieser Polar-Beriihrebene ist dem Punkt A4,; konjugiert zugeordnet und
damit ist eine jede Gerade dieser Ebene als ein (TK) Komplexstrahl aufzufassen,
der dem Punkt A,, zugeordnet wird. Den Fernpunkten dieser Strahlen zugeordnete
Polaren p beziiglich des absoluten Kegelschnittes bilden ein Fernstrahlbiischel und
durch die Strahlen dieses Biischels und den Punkt A4,; gespannten Ebenen bilden
die oo!-deutige Fernebene. Hieraus folgt unmittelbar, dass der Fernpunkt A4,
der ool-deutige I Punkt jener Fernstrahlen des (VN) Komplexes ist, die die Z
Punkte lings der Ferngeraden n der Ebene G4, haben. Weil auch der Punkt 4,
auf dieser Geraden liegt, fallen in die Ferngerade n alle jenen (VN) Komplexstrahlen
zusammen, die den gemeinsamen 7 Punkt im A4,, haben und deren Z Punkte lings
der Geraden n liegen. Wir miissen aber auch das Folgende in Betracht nehmen.
Eine der erwihnten Polaren p, die einem Punkt T, der Geraden »n zugeordnet
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ist, muss den Punkt 4,; enthalten. Dies hat zur Folge, dass alle Geraden des Biisch-

els (T,) in der-Ebene G, 41 auf alle Geraden des Biischels (A4,,) in derselben Ebene -

senkrecht stehen, bzw. in dieser Ebene gibt es ein Netz der senkrechten. Geyad.en,
deren dem Biischel (7,) 'die (TK) Komplexstrahlen und dem Biischel (A4,;) die
(VN) Komplexstrahlen angehoren. Ein jeder Strahl des (4,;) Biischels ist demnach
ein. 60 !-deutiger (VN) Komplexstrahl mit dem gememsamen ool-deutigen I Punkt
im A,, und den Z Punkten lings dleses' Strahles in den Schnittpunkten mit den
Geraden des Bischels (T,)

Satz 18. Yeder der zwei Punkte der Ferngeraden o, der ein Schnittpunkt
der zerfallenen Grundkurve k* und R des |F}/ Fldchenbiischels ist, wird
auch der Scheitelpunkt eines Biischels der oo'-deutigen (VN) Komplex-
strahlen, die den gemeinsamen I Punkt in demselben Scheitelpunkt und die
Z Punkte lings des betreffenden (VN) Komplexstrahles haben.

Auch in diesem Fall ist der Punkt der Geraden o, ein o0 2-deutiger I Punkt eines
in ein Strahlbiischel zusammengesetzenen Biindels der (VN) Komplexstrahlen.

Es wurde weiterhin bekannt geworden, dass die, beztiglich des (F7) Biischels
konjugiert zugeordneten Geraden o und o,, auch als die gegeniiberliegenden Kan-
ten des ausgerateten Polartetraeders dieses Biischels aufzufassen sind. Aus diesem
Grunde ist es leicht auch das Folgende behaupten:

Satz 19. Ein belicbiger Punkt der Geraden o, die die Mittelpunkte der
. Fléichen des |F?2| Biischels bilden, ist ein co'-deutiger I Punkt jenes Biischels
der, (VN) Komplexstrahlen, deren zugeordnete Z Punkte ldngs der Geraden
o, liegen.

Ziehen wii einen Vergleich der Sitze 14., 17., 18, und 19. mit den ahnlichen
Sitzen, die im Fall des allgemeinen Flichenbuschels /F?/ stattfinden, ist es leicht
eine Ahnlichkeit zu bemerken. Ein beliebiger Flachenmittelpunkt des /F?/ Biischels
ist der oo!- deutiger I Punkt jenes Buschels der (VN) Komplexstrahlen, deren Z
Punkte langs diesem Mittelpunkt zugeordneten (TK) Fernkomplexstrahles 11egen, wi-
hrend ein Mittelpunkt der Smgularﬂache — Eckpunkt des Polartetraeders — ein o0 2-
deutiger I Punkt eines Biindels jener (VN) Komplexstrahlen ist, deren Z Punkte in
der, diesem Eckpunkt gegeniiberliegenden Seitenebene des Polartetraeders liegen.

Jetzt miissen wir nur noch folgende bekannten Tatsachen in Betracht nehmen.
Im Fall des /F}/ Flachenbiischels ist die Flichenmittelpunktkurve 3. Ordnung
in die Gerade o und in'die ganze Fernebene ausgeratet, jeder Punkt der Geraden
o, ist aber als ein Mittelpunkt der ausgearteten Singularfliche des Biischels /Fj/,
bzw. als ein Eckpunkt.des ausgearteten Polartetraeders des zugeordneten Polar-
raumbiischels (F:) aufzufassen. '

f) Die (VN) Komplexsirahlen des (F;) Bischels, deren Z Punkte
auf einer beliebiged Raum- oder Ferngeraden llegen und 1hre I-
-Punktkurve

Eine beliebige Raumgerade s sei die Gesamtheit der Z Punkte der (VN ) Kom-
plexstrahlen. I Punkte dieser Strahlen liegen auf den Strahlen
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t=¢@(T) fiir jeden T €,

die einen Regulus eines hyperbolischen Paraboloides mit der F'emleitgeradcn On
bilden, wihrend seine Fernerzeugende ;

t, =@ (Sy) (S, der Fernpunkt der Geraden s)

ist. Eine beliebige Erzeugende ¢ enthaltende Ebene R schneidet das hyperbolische
Paraboloid in noch einer Erzeugenden r des anderen Regulus, wobei die Gerade
r der Geraden s konjugiert zugeordnete Gerade beziiglich einer Flache des [F,/
Biischels ist. Die Schnittpunkte der gesuchten I-Punktkurve mit der Ebene R,
die auch die Ordnung dieser Kurve bestimmen, kénnen nur auf den Erzeugenden
t und r liegen. Auf der Geraden ¢ befinden sich drei I Punkte jener (V'N) Komplex-
strahlen, die, wie bekannt, den gemeinsemen Z Punkt im Punkt

T=9¢"'(n

haben. Ein dieser Strahlen ist mit dem Strahl ¢ parallel. /Sati 12,/ '
" Damit auch jene (VN) Komplexstrahlen verordnet seien, deren I Punkte
auf der Geraden r liegen, wird es notig die Strahlen

t, =@ (T, fiirjeden T, er

feststellen. Auch solche Strahlen bilden ein Regulus des neuen hyperbolischen
Paraboloides, da sie Transversalen der Geraden s und o, sind, wobei dem Fern-
punkt R, der Geraden r jener (TK) Fernkomplexstrahl zugeordnet wird, der den
Fernpunkt S, der Geraden s enthalt. Eine beliebige, die Gerade s enthaltende
Ebene R, enthilt noch eine Erzeugende-Strahl

=g (1)) T,er

dieses hyperbolischen Paraboloides und schneidet die Z-Punktkurve 2° jener (VN)
Strahlen, die die I Punkte auf der Geraden r haben, in funf Punkten. [Satz 10./.
Ein dieser fiinf Punkte liegt auf dem Strahl ¢,, da ihm zugeordneter I Punkt im
Punkt 7, er liegt und die iibrigen vier Punkte konnen nur auf der Geraden s
liegen, wobei ihr Fernpunkt S, ein solcher Z Punkt wird. /Satz 15./.

Da Gerade s eine beliebige Raumgerade ist, kénnen wir auf Grund des Chasles-
schen Korrespondenzprinzippes behaupten:

Satz 20. Die I-Punktkurve 17 7. Ordnung jener (VN) Komplexstrahlen
eines |F2[ Biischels, die die Z Punkte lings der belichigen Raumgeraden s
haben, zerfdllt in eine Raumkurve i> 5. Ordnung und in zwei Ferngeraden.
Eine dieser Geraden ist immer die Gerade o, und die andere, jener Fernstrahl
des (TK) Komplexes, der dem Fernpunk der Geraden s zugeordner wird.
Die Regelfidche 10. Grades dieser Strahlen zerfdllt:

1. in eine Fliche 1. Grades, deren Erzeugenden durch die ein-zweideutigen
Zuordnung der Punkte der Kurve i° und der Punkte der Geraden s bestimmt
sind; ‘

2. in ein Regulus des hyperbolischen Paraboloides, dessen Erzeugenden die
I Punkte ldngs der Ferngeraden o, haben, und

3. in ein Fernbiischel solcher Strahlen, die den gemeinsamen Z Punkt im
Fernpunkr. S, der Geraden s haben.

Bemerkung. Uber die Strahlen des letzten Biischels wurde in Satz 15. gesprochen.
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Unter allen Raumgeraden besitzt die Gerade o, als die Gesamtheit der Mittel-
punkte aller Flichen des Biischels /Fj/ eine besondere Stellung. Auf Grund der
bisherigen Untersuchungen und besonders jenen, die die Gerade o als eine Ge-
samtheit der I Punkte auffassen, kénnen wir behaupten:

Satz 21. [Ein beliebiger Punkt der Geraden o ist ein oo'-deutiger Z Punkt
etnes Biischels jener, durch das (F}) Biischel bestimmten (VN) Komplex-
strahlen, deren I Punkte lings der Ferngeraden o, liegen.

Unter allen Ferngeraden nimmt die Gerade o, eine besondere Stellung an.
Es wird bekannt geworden, dass sein jeder Punkt als ein Eckpunkt des entarteten
Polartetraeders und als ein oo?-deutiger I Punkt eines Biindels der (V'N) Komplex-
strahlen eines (F;) Biischels aufzufassen ist.

Im Fall des allgemeinen Biischels (F?) 2. Grades ist, wie bekannt, jeder Eck-
punkt des Polartetraeders ein oo !-deutiger Z Punkt, einen Kegel 3. Grades bildenden
(VN) Komplexstrahlen, deren I Punkte in diesem Eckpunkt gegeniiberliegender
Seitenebene eine Kurve 3. Ordnung bilden.

Unsere Absicht ist, jene, durch das (F7) Biischel bestimmten (V'N) Komplex-
strahlen ordnen, die in einem beliebigen Punkt T, €0, seinen Z Punkt haben.
Wir miissen deswegen diesem Punkt T, den zugeordneten Strahl

t =@ (T,

bestimmen. Dieser Strahl ist aber ein jeder der co? solcher Strahlen, die in einer
Ebene des Biischels [o] liegen. Auf Grund der Untersuchungen in ¢) folgt, dass
die Z-Punktkurve jener (V'N) Komplexstrahlen, deren I Punkte lings des betreffen-
den Strahles ¢ liegen, in eine, den Punkt 7, in aligemeinen nicht enthaltende Kurve
3. Ordnung, in die Gerade o und in die Ferngerade der Ebene (¢, 0) zerfillt. Da
dies fiir einen jeden der oo? Strahlen ¢ = ¢ (7,) in der Ebene (z, 0) und fiir einen
jeden Punkt T, €0, die Geltung hat, folgt:

Satz 22. Ein jeder Punkt der Ferngeraden o, ist ein 2 - oo'~deutiger Z
Punkt jener zwei Biischel der (VN) Komplexstrahlen, deren I Punkte ldngs
der Geraden o bzw. lings jener Geraden des Fernstrahlbiischels (O) liegen,
die die Polare des erwdhnten Punktes beziiglich der Kurve R ist. (O ist der
Fernpunkr der Geraden o.) '

Daraus wird klar, dass die Strahlen der beiden der erwihnten Strahlbiischel
die zweifachen (VN) Komplexstrahlen sind, deren I und Z Punkt involutoridch
zugeordnet sind. Solche Strahlen wurden in ¢) als die Involutorstrahlen des (VN)
Komplexes genannt und werden in j) niher untersucht werden.

g) Einen Raumpunkt enthaltenden (VN) Komplexstrahlen — Grad
des Komplexes

Ein beliebiger Raumpunkt T ist im Fall des /F?/ Flachenbiischels der Scheitel-
punkt eines in allgemeinen unentarteten Kegels 8. Grades, dessen Erzeugenden
die (VN) Komplexstrahlen sind. Die I Punkte bzw. Z Punkte dieser Strahlen
bilden auf diesem Kegel eine Kurve 9. bzw. 11. Ordnung.
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Auch im Fall des /F}/ Flichenbiischels miissen die, einen Raumpunkt enthal-
tenden (V'N) Komplexstrahlen einen solchen’ Kegel bilden, dessen Eigenschaften
werden auf die ibliche Weise untersucht werden.

Einem beliebigen Raumpunkt T ist der zugeordnete Strahl

t=¢(T)

eine, die Ferngerade o, schneidende Gerade. Eine jede Ebene des Biischels [z]
ist eine, dem Punkt T bezlglich je ciner Flache des (F?) Biischels zugeordnete
Polarebene. Eine dieser Ebenen schneidet die ihr zugeordnete Flache F des [F}/
Biischels in einer Kurve ¢? 2. Ordnung, die die Gesamtheit der Beriithrpunkte den
Punkt T enthaltenden Tangenten dieser Fliche F ist. Die Fernpunkte T; und
T, der Kurve c¢? sind auch die Punkte der Ferngrundkurve k2. Die Strahlen

t; = @ (T) fiir jeden T; € ¢?

sind die Erzeugenden eines Konoides 4. Grades, dem die Ferngerade o, die zwei-
fache Leitgerade ist. Einem jeden beliebigen Punkt T € o, ist nimlich die zugeord-
nete Polarebene bezuglich aller Flachen des (F}?) Biischels eine Ebene des Biischels
[0], die die Kurve ¢? in zwei Punkten schneidet und diesen Punkten zugeordnete
(TK) Komplexstrahlen miissen den Punkt T, enthalten. Dies hat zur Folge, dass
die Fernebene das Konoid in der zwelfachen Leitgeraden o, und in zwei Erzeu-
genden

t=g(T)  i=1,2

schneidet, die auch Tangenten der Kurve &2 in Punkten 7, und T, sind. Den
Punkt T enthalten jene zwei Erzeugenden des Konoides, die den Schnittpunkten
der Geraden ¢ mit der Kurve ¢? zugeordnet sind. Die aus den Punkt T auf die
Erzeugenden des Konoides 4. Grades gelegten Senkrechten, bilden eine Fusspunkt-
kurve 8. Ordnung, die in eine Kurve 6. Ordnung und in die Ferngeraden z, und
t, zerfillt. ‘

Die TFusspunktkurve 6. Ordnung wird auf folgende Weise bestimmt. Den
Fernpunkten der Konoideserzeugenden, d. h. den Punkten der Geraden o, zu-
geordnete Polaren beziiglich des absoluten Kegelschnittes bilden ein Fernstrahl-
biischel (P,), das mit dem Punkt T ein Ebenenbiischel ordnet. Einer jeden Erzeugen-
den des Konoides ist eine Ebene dieses Ebenenbiischels zugeordnet, jeder Ebene
aber zwei Erzeugenden dieses Konoides zugeordnet werden, so dass das Erzeugniss
dieser Gebilden, nach dem Chaslesschen Korrespondenzprinzip, die gesuchte Raum-
kurve ist. Dass auch die Fernerzeugenden t; und ¢, einen Teil der Fusspunktkurve
bilden folgt daraus, da ein jeder Punkt einer solchen Erzeugenden auch als sein
Fernpunkt aufzufassen -ist. Diesen Fempunkten zugeordnete Polaren in Bezug
auf den absoluten Kegelschnitt, bilden zwei Fernstrahlbiischel, die samt Punkt
T solche Ebenenbiischel zuordnen, die die zugeordneten (TK) Fernstrahlen ¢,
und ¢, in den Fusspunkten schneiden.

Da den Punkt T zwei Erzeugenden des Konoides enthalten, ist er ein zwei-
facher Punkt der Fusspunktkurve und erzeugt durch die Verbindung mit den
iibrigen Punkten dieser Kurve einen Kegel 4. Grades und zwei Strahibiischel
(T) in den Ebenen (T, ¢,) und (T, t,). Dieser ausgeartete Kegel und der Beriihr-
kegel (T, ¢?) beriihren sich lings sechs Erzeugenden unter denen auch Verbindungs-
geraden TT, und TT, sind. Dies hat zur Folge, dass auf der Kurve ¢2 sechs [
Punkte jener (VN) Komplexstrahlen liegen, die den Punkt T enthalten, aber dass
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auch die Ebene (T, #)'die gesuchte I-Punktkurve in noch drei, auf dem Strahl
t sich befindenden I Punkten schneidet, unter denen ein der Fernpunkt ist.

Ist eine andere Ebene des Ebenenbiischels [z] in Betracht genommen, schneidet
diese Ebene die ihr zugeordnete Fliche F, des [Fji/ Biischels in der Kurve c},
die I-Punktkurve in denselben drei erwihnten I Punkten auf dem Strahl t, dann
in zwei Fernschnittpunkten der Kurven ¢ und %42 und in noch vier Punkten auf
der Kurve ¢2. Durch die Wahl der Ebenen des Biischels [z] dndern sich die Schnitt-
punkte dieser Ebene und der Kurve 2. Solche Punkte sind aber immer zwei der
neun I Punkte in denen diese Ebene d1e I—Punktkurve, den Punkt 7 enthaltenden
- (VN) Komplexstrahlen schneidet.

Andern wir den Punkt T, dann é4ndert sich auch der Strahl

t =@ (T)

und die Ebenen des Biischels [z], aber die Punkte der Grundkurve %2 sind immer
als die  Punkte jener (VN) Komplexstrahlen aufzufassen, die den betreffenden
Punkt T enthalten.

Satz 23. Jene, durch das (F?) Biischel bestimmten und einen beliebigen
Raumpunkt T enthaltenden (VN) Komplexstrahlen haben thre I Punkte
auf einer Kurve 1° 9. Ordnung, die in ¢ine Raumkurve 7. Ordnung mit dem
Doppelpunkt im T und in die Fernkurve k. 2. Ordnung zerfdllt. Der Kegel
dieser (VN) Komplexstrahlen zerfillt danach in einen Kegel 6. Grades
und in einen Kegel 2. Grades. Die Fernkurve k. 2. Ordnung dieses Kegels
enthalten alle solchen Kegel ohne Riicksicht auf dze Stellung des Raum-

punktes T. '

Auf die ubliche Weise, wie wir dies in [3] geten haben und auf Grund der
bisherigen Untersuchungen, kénnen wir behaupten:

Satz 24. Die Z-Punktkurve z'' 11. Ordnung der durch den Satz 2]
erklirten (VN) Komplexstrahlen zerfdllt in die Fernkurve k% und in eine
Raumkurve 9. Ordnung mit dem dreifachen Punkt im Punkt T.

Dies kénnen wir leicht auch nachpriiffen. Die, aus den Punkt 7 auf die Flachen
des /F?/ Biischels gelegten Tangenten, beriihren diese Fldchen, wie bekannt,
in Punkten einer Flache w 3. Ordnung. Diese Fliche und der erwihnte Kegel 6.
Grades durchdringen sich in einer Kurve 18. Ordnung. Zwei Erzeugenden den
Punkt T enthaltender Fliche des /F?/ Biischels, liegen auch auf -der Fliche w
und sind die (VN) Komplexstrahlen. [2]. Den ubrigen Teil der Durchdrmgungs-
kurve 16. Ordnung bildet die I-Punktkurve 7 und die Z- Punktkurve z° den Punkt
T enthaltender (VN) Komplexstrahlen

h) Die Flachenmittelpunktkurve des [F}/ Biischels .
Durch ein. beheblges Flachenbuschel 2. Grades sind auch einige besonderen

Kurven bestimmt; wie: die Flichenmittelpunktraumkurve &2 :3. Ordnung; die
Grundkurve k4 4. Ordnung dieses Biischels und die bekannte Jacobische Fern-
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kurve 4 3. Ordnung. Die Punkte dieser Kurven wurden in [3] als die Singulér-
punkte des (VN) Komplexes betrachtet. , ‘

Liegt das /F?/ Biischel vor, entarten bzw. zerfallen solche Kurven, es bleibt
aber sinnvoll die Punkte dieser Kurven auch in diesem Fall als die Gesamtheiten.
der I Punkte bzw. Z Punkte der (VN) Komplexstrahlen zu betrachten. .

Die Fliachenmittelpunktkurve &} des /F2/ Biischels entartet, wie bekannt, in
die Gerade o und in die ganze Fernebene. Ebenso ist es bekannt, dass ein beliebiger
Punkt dieser »Kurve« ein col~deutiger I Punkt und auch ein co!-deutiger Z Punkt
der Biischeln der (VN) Komplexstrahlen ist. Eine Ausnahme bilden die Punkte
der Geraden o, die als die Scheitelpunkte der Singulirflichen des /Fj/ Biischels
die co2-deutigen I Punkte und 2 - co!-deutigen Z Punkte der (VN) Komplex-
strahlen sind. P :

i) Dic Grundkurve des /Fj/ Bischels

Die Kennzeichnung eines homothetischen Flichenbischels 2. Grades liegt,
wie bekannt, in dem, dass seine Grundkurve 4. Ordnung in einen eigentlichen
Kegelschnitt k2 und in einen Fernkegelschnitt 2] zerfallt. .

Im [3] wurde es bewiesen, dass ein beliebiger Punkt T der Grundkurve R+
des /F?/ Biischels ein co!-deutiger I-Z Punkt eines Biischels solcher (VN) Kom-
plexstrahlen ist, deren I- und Z Punkt im Punkt T zusammenfallen. Die Ebene
dieses Biischels steht auf die Tangente der Kurve k* im Punkt 7 senkrecht.

Im Fall'des | F#/ Biischels werden wir die Kurven k% und k; getrennt betrachten.

‘Die Kurve k2. Einem belicbigen Punkt K, € k. ist der zugeordnete Strahl

t=g (Kn)

die Tangente der Fernkurve &2 im Punkt K,. Eine jede beliebige den Punkt K,
enthaltende Gerade schneidet senkrecht die Gerade ¢ in demselben Punkt K,
und damit ist jede solche Gerade als ein solcher (VN) Komplexstrahl aufzufassen,.
dem der I Punkt und der Z Punkt im Punkt K, zusammenfallen. Daraus folgt,
dass ein jeder Punkt der Kurve k2 ein oo!-deutiger I-Z Punkt eines Biindels der
(VN) Komplexstrahlen ist. Alle solchen, den Punkten der Kurve k; zugeordneten
(VN) Komplexstrahlen bilden einen quadratischen Komplex der Unisekanten der
Kurve k2. Unter diesen Strahlen befinden sich auch alle Erzeugenden der reguléren
Flichen des |F}/ Biischels. : ‘

Die Kurve k2. Die Tangenten ¢ der Kurve k? sind auch jetzt die Strahlen
‘ t=¢(K)  Kek:.

Alle diesen Geraden liegen in der Ebene der Kurve k22 und schneiden ihre Fern-
gerade o,. Jeden Punkt dieser Geraden o, enthalten aber zwei Tangenten. Den
Fernpunkten dieser Tangenten zugeordnete Polaren beziiglich des absoluten Kegel-
schnittes bilden den bekannten Fernstrahlbiischel (P,). Die Ebenen, die durch
die Punkte der Kurve &2 und der ihnen auf die beschriebene Weise zugeordneten
Polaren des Biischels (P,) aufgespannt werden, sind' senkrecht auf die Ebene der
Kurve %2 gestellt und auf einer. jeden dieser Ebenen:steht die ihr zugeordnete
Tangente der Kurve k? senkrecht. Jene (VN) Komplexstrahlen, die in einem belie-
bigen Punkt K e k2 seinen / Punkt haben, haben in demselben Punkt auch den Z
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Punkt und bilden ein Strahlbiischel (K) in der Ebene, die senkrecht auf die Tangente
t = ¢ (K) steht.

Alle solchen (VN) Komplexstrahlen bilden eine Kongruenz.

Wie bekannt, die Ordnung einer Kongruenz ist der Zahl einen beliebigen
Raumpunkt enthaltenden Kongruenzstrahlen gleich. In unserem Fall, wo alle
solchen Strahlen in, auf die Ebene der Kurve k2, senkrecht gelegten Ebenen liegen
und sie in Normalen der Kurve k2 schneiden, wird auch die Ordnung der betrachte-~
ten Kongruenz der Zahl jener Normalen der Kurvde k? gleich, die einen jeden
Punkt der Ebene dieser Kurve enthalten. Wie bekannt, jeden solchen Punkt enthal-
ten je vier Normalen der Kurve 2. Ordnung. Aus diesem: Grunde folgt, dass auch
die Ordnung der Kongruenz jener (VN) Komplexstrahlen, deren /- und Z Punkt
zusammen in Punkt der Kurve k2 fallen, gleich vier ist.

Die Klasse dieser Kongruenz, d. h. die Zahl der in einer beliebigen Ebene
liegenden Kongruenzstrahlen ist gleich zwei. Eine beliebige Ebene schneidet ném-
lich die Kurve k2 in zwei Punkten und jeder dieser Punkte ist der Scheitelpunkt
eines der erwihnten Biischeln der (VN) Komplexstrahlen. Da eine beliebige den
Scheitelpunkt des Biischels enthaltende Ebene auch einen Strahl dieses Biischels
enthalten muss, folgt, dass auch eine beliebige Ebene je zwei Strahlen der Kongru-
enz jener (VN) Komplexstrahlen enthilt, die den gemeinsamen /- und Z Punkt
auf der Kurve k? haben.

Satz 25. Yene durch das |F}| Biischel bestimmien (VN) Komplexstrahlen,
deren I- und Z Punkt in einen Punkt der Grundkurve dieses Fldchenbiischels
zusammenfallen bilden:

a) einen quadratischen Komplex, wenn die I-Z Punkte ldngs der Grundfern-
kurve R liegen,

b) eine Kongruenz 4. Ordnung und 2. Klasse, wenn die I-Z Punkte ldngs
der Grundkurve k* liegen.

Solche, im Satz 25 a) betrachteten Geraden sind im [1] auch als die Strahlen
des Majcenschen Komplexes dargestellt. Nehmen wir noch Satz 13 in Betracht,
kann man sagen:

Satz 26. Feder Strahl des (MK) Komplexes eines (Fy) Biischels ist auch
ein Strahl des (VN) Komplexes. Der ganze (MK) Komplex 3. Grades ist
in einen Teil des (VN) Komplexes 8. Grades eingetaucht.

Bemerkung. Ein analoges Resultat haben wir auch im Fall, wenn diese Kom-
plexe durch ein, die Kugel enthaltendes Flachenbiischel 2. Grades bestimmt sind.
[5]. Die Ursachen dafiir sind natiirlich verschieden.

j) Die Jacobische Fernkurve u

Die bekannte Jacobische Fernkurve g 3 Ordnung ist eine Gesamtheit der
Paare solcher Punkte, die konjugiert zugeordnet beziiglich eines Flachenbiischels
2. Grades und beziiglich des absoluten Kegelschnittes sind,

Diese Definition kénnen wir auch auf folgende Weise aussagen: Ein Fern-
punkt T ist ein Punkt der Fernkurve u, wenn dem Fernpunkt des Strahles

26



t =g (T)

die zugeordnete Polare beziiglich des absoluten Kegelschnittes den Punkt T enthlt.

Unsere Absicht ist, die Gesamtheiten solcher Punkte auch im Fall des (F3)
Biischels zu bestimmen. Unumstritten ist, dass die Eigenschaft der Punkte der
Fernkurve u die Punkte der Ferngeraden o, haben. Es wurde gezeigt, dass die
einem beliebigen Punkt T, € 0, zugeordnete Polarebene G des Biischels [o] ein
Strahlbiischel (T,) (T, ¢ 0,, aber ein Fernpunkt) solcher (TK) Komplexstrahlen
enthilt, die senkrecht auf jede den Punkt T, enthaltende Gerade steht. Dies be-
deutet aber, dass die Punkte T, und T, konjugiert zugeordnet beziiglich des Bi-
schels (F?) und beziiglich des absoluten Kegelschnittes sind. Daraus folgt, dass
ausser der Punkte T, € o, eine Gesamtheit solcher Fernpunkte T, besteht, die die
Eigenschaften der Fernkurve u haben.

Eine solche Eigenschaft hat auch der Fernpunkt O der Geraden o. Die Gerade
o ist als einem beliebigen Punkt T, € o0, zugeordneten Strahl

o=@ (T

aufzufassen. Die dem Punkt O beziiglich des absoluten Kegelschnittes zugeordnete
Polare schneidet die Gerade o, in einem dieser Punkte T,.

Eine beliebige Ferngerade des Biischels O schneidet also die Fernkurve u
in drei Punkten u. zw. in seinem Schnittpunkt mit der Geraden o,, im Punkt O
und in noch einem Punkt T,, wie wir dies eben behauptet haben. Die Fernkurve
4 muss also in die Gerade o, = u' und in noch eine Kurve u? zerfallen. Dass
auch im Fall des (F2) Biischels die Ordnung der Kurve u gleich drei ist, werden
wir die Zahl ihrer Schnittpunkte mit einer beliebigen Ferngeraden ¢ bestimmen.

Den Punkten der Geraden o, zugeordnete (TK) Komplexstrahlen bilden den
singuldren linearen Komplex der Leitgeraden o. Eine beliebige Ferngerade ¢
enthilt die Fernpunkte der 002 dieser Strahlen, so dass alle einem Punkt der Ge-
rade o, zugeordneten (TK) Komplexstrahlen ein Strahlbiischel bilden, dem der
Schneitelpunkt auf der Geraden ¢ liegt. Auf diese Weise ist unter den Punkten
der Geraden o, und ¢ eine ein-eindeutige Korrespondenz hergestellt. Den Punkten
der Geraden ¢ zugeordnete Polaren p beziiglich des absoluten Kegelschnittes
bilden ein Fernstrahlbiischel (Q,). Uns interessiert, wievielmal wird eine solche
einem Punkt der Geraden g zugeordnete Polare p diesem Punkt auf die beschriebene
Weise zugeordneten Punkt der Geraden o, enthalten. Die Punkte der Geraden o,
bilden eine Reihe 7, 1. Ordnung und die erwéhnten Polaren schneiden diese Ge-
rade o, in einer neuen Reihe 7, 1. Ordnung. Unter diesen zwei Reihen besteht
eine ein-eindeutige Zuordnung. Auf Grund des Chaslesschen Korrespondenzprin-
zipes folgt, dass auf der Geraden o, zwei solche Punkte liegen, die die ihnen auf
beschriebene Weise zugeordneten Polaren enthalten. Dies bedeutet weiterhin, dass
auch die Gerade ¢ zwei den erwihnten Punkten der Geraden o, zugeordnete Punkte
enthilt, die konjugiert zugeordnet beziiglich des (F;) Bischels und gleichfalls
beziiglich des absoluten Kegelschnittes sind. Diese zwei Punkte sind die Schnitt-
punkte der beliebigen Ferngeraden g mit der Kurve u, die diese Gerade noch
in seinem Schnittpunkt mit der Geraden o, schneidet.

Satz 27. Die Facobische Fernkurve u 3. Ordnung wird im Fall des (Fy)
Biischels in die Gerade 0, = p* und in eine den Fernpunkt O der Geraden
o enthaltende Fernkurve u? 2. Ordnung zerfallen.
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k) Die Involutorstrahlen des (VN) Komplexes

In B ¢) wurde ein Involutorstrahl oder ein (/VN) Strahl als ein solcherDop-
pelstrahl des (VN) Komplexes definiert, dem sein I Punkt und sein Z Punkt in-
volutorisch zugeordnet sind.

Solche Strahlen, je nach dem Wahl der Art des Fliachenbiischels 2. Grades
durch dem sie bestimmt sind, bilden die Kongruenzen verschiedener Ordnungen
und Klassen. Einen Teil dieser Kongruenzstiahlen bilden diejenigen, die die
Verbindungsgeraden der Punkte der Jacobischen Fernkurve u mit den Punkten
der Flachenmittelpunktkurve des betreffenden Flachenbiischels sind.

Im Fall des (F7) Bischels zerfillt die Jacobische Fernkurve u, wie eben be-
wiesen wuide, in die Gerade o, = p! und in eine Fernkurve u? 2. Ordnung, wihrend
die Flachenmittelpunktkurve 3. Ordnung in die eigentliche Gerade o und in die
Fernebene, mit der betonnten Geraden o,, ausgeartet ist. Daraus wird es Klar,
dass die Kongruenz der (/VN) Strahlen die spezifische Eigenschaften haben muss.

In ¢) wurde bewiesen, dass eine jede beliebige Ferngerade ein oo!-deutiger
(IVN) Komplexstrahl ist, den wir auch als eine Verbindungsgerade der Punkte
der ausgearteten Kurve u und der Fernflichenmittelpunkte auffassen kdénnen.

Eine jede Transversale der Geraden o und o, wird auch als ein solcher (IVN)
Strahl bekannt, dem die involutorisch zugeordneten I- und Z Punkte auf diesen
Geraden liegen.

Betrachten wir nun noch dle Verbindungsgeraden der Punkte der Kurve u?
und der Geraden o.

Eine beliebige dieser Verbindungsgeraden ¢,, welcher der Fernpunkt T, auf
der Kurve p? liegt, ordnet mit der Geraden o eine Ebene des Ebenenbiischels
fo]. Wie bekannt, eine jede Gerade dieser Ebene 1st einem Punkt 7', e 0n zugeord-

- neter (TK) Komplexstrahl. Da die Punkte Ty, € u? und T,, € 0, = p' zwei Punkte
der Kurve u sind, die auch konjugiert zugeordnete Punkte beziiglich des (F?)
Biischels werden, miissen sie, nach der Definition der Jacobischen Fernkurve u,
auch beziiglich des absoluten Kegelschnittes konjugiert zugeordnet sein. Alle Ge-
raden des Sinns T, sind also auf alle Geraden des Sinns T, senkrecht gelegt.
Die Gerade ¢, ist als ein Strahl

tw =@ (Ty)

aufzutassen. Den Punkten dieser Geraden zugeordnete (7K) Komplexstrahlen
bilden die Erzeugenden eines hyperbolischen Kegels /S. B ¢)/ mit dem Scheitel-
punkt im T,, die die Ebene (¢,,, 0) senkrecht schneiden. Zwei dieser Erzeugenden
t, und ¢, durchsetzen auch die Gerade ¢z,, in Punkten T, und T, u. zw. so, dass

1 =@ (T,) T,et, und
52 — (p (Tz) T2 € tl ist.

Damit ist aber die Gerade ¢,, auch als ein (/VN) Komplexstrahl aufzufassen, dem
die involutorisch zugeordneten I-Z Punkt und Z-I Punkt in den Punkten T; und
T, liegen.

Nehmen wir anstatt der Geraden t,, eine andere beliebige Gerade des Biischels
(Ty) Ty € p? der Ebene (z,,, 0) in Betracht, wird auch fiir diese Gerade, wie auch
fir eine jede beliebige Verbindungsgerade eines Punktes der Kurve x? mit einem
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Punkt der Geraden o, auf die gleich Weise bewicsen, wie wir dies eben fiir den
Strahl ¢,, getan haben, dass diese Verbmdungsgerade ein Involutorstrahl des (VN)
Komplexes ist.

Alle solchen (VN) Strahlen bilden eine Kongruenz 2. Ordnung und 2. Klasse.
Ein beliebiger Raumpunkt T und die Kurve u? ordnen némlich einen Kegel 2.
Grades, den die Gerade o in zwei Punkten durchsetzt. Also, den Punkt T enthalten
zwei (IVN) Strahlen, die dieser Kongruenz angehoren. In elner beheblgen Ebene
liegen auch zwei solche Strahlen, da diese Ebene die Kurve u? in zwei Punkten -
und die Gerade o in einem Punkt schneidet.

Auf jedem dieser (/VN) Komplexstrahlen liegen zwei diesem Strahl zugeord-
nete I-Z Punkte. In einer beliebigen Ebene des Biischels [o] bilden solche Strahlen
ein Biischel und die zugeordneten Punkte miissen eine Kurve e bilden. In allen
Ebenen des Biischels [0] bilden solche Punkte eme Fliche #-Z, die die Ebene G
in der erwihnten Kurve e schneiden muss. Die Ordnung der Flache 4-Z wird
also der Ordnung dieser Kurve e gleich sein. Um die Ordnung dieser Kurve e
bestimmen zu kénnen fassen wir dieses Strahlbiischel als ein Erzeugniss auf, dass
mittels dieser Kurve e erhalten wird.

Jeder Strahl dieses Biischels ist eine Bisekante der Kurve e. Jedem Punkt
T, der Kurve e ist ein Punkt T, derselben Kurve e zugeordnet u. zw. so, dass die
Verbindungsgerade T, T, ein Strahl des Strahlbiischels ist. Eine Umkehr dieses
hat auch die Geltung, so dass jeder Strahl der mittels dieser Punktreihen ankommt,
zweimal in Betiacht genommen wird. Weitethin ist es bekannt, dass in den Punkten
der zerfallenen Grundkurve %2 und %2 dieses Flichenbiischels /F7/ der I Punkt
und der Z Punkt desselben (VN) Strahles zusammentfallen. Da die Grundkurve 4.
Ordnung die Ebene G in vier Punkten durchsetzt, hat dies die Folgerung, dass
von den Erzeugniss vier Strahlbiischel abgenommen werden missen. Nach dem
Chaslesschen Korrespondenzprinzip folgt, dass in unserem Fall n;, = n, = n ist,
da es um dieselbe Kurve ¢ des Ordnung n geht, dass a, = a, = 1 ist, wegen der
eineindeutigen Zuordnung der Punkte der zwei Punktreihen und dass w = 4 ist.
Da jeder Strahl zweimal in Betracht genommen wurde, missen wir die linke Seite

der Gleichung halbieren. /—;— (n-14+mn-1—4)=1/. So wird erhalten, dass die

Ordnung der Kurve e gleich drei ist. Dies weiterhin bedeutet, dass alle involutor-
zugeordneten /- und Z Punkte auf allen (IVN) Strahlen, die die Verbindungs—
geraden der Punkte der Kurve u? und der Punkte der Geraden o smd eine Flache
3. Ordnung bilden, die die Fernebene in der zerfallener Kurve p? und u' = o,
schneidet. Die, auf der Geraden u' = o, liegenden I-Z Punkte sind den Fern-
involutorstrahlen des Biischels (O) zugeordnet, wo O der Fernpunkt der Geraden
ound O e pu? ist.

Auf Grund der bisherigen Untersuchungen konnen wir ohne Beweiss behaup- -
ten, dass keine anderen, durch das (F?) Biischel bestimmten (/VN) Strahlen be-
stehen.

Satz 28. Die Involutorstrahlen eines durch das (F;) Biischel bestimmien
(VN) Komplexes bilden

a) eine Kongruenz 1. Ordnung und 1. Klasse der Transversalen der Geraden
o und op, 5o dass die involutorzugeordneten I-Z Punkte die oo'-deutigen
Geraden o und o, bilden;
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b) etne Kongruenz O. Ordnung und 1. Klasse der oo'-deutigen Fernstrahlen,
so dass die involutorzugeordneten I-Z Punkte dieser Strahlen die o'~
deutige Fernebene bilden;

c) etne Kongruenz 2. Ordnung und 2. Klasse der Verbindungsgeraden der
Punkte der Kurve u? und der Punkte der Geraden o, so dass die involutor-
zugeordneten I-Z Punkte dieser Strahlen eine Fliche 3. Ordnung bilden.

LITERATUR

[1] V. Nife, Homothetische polare Riume, Rad JAZU, knj. 343 (1966.) s. 81—118.

[2} V. Nite, Uber die kiirzesten Tangentialwege zwischen den Flichen eines Flichenbiischels
2. Grades, Rad JAZU, 331 (1965.) 145—172.

31 V. Séurié-Cudovan, Der orientierte Nidesche Strahlkomplex eines Flichenbiischels 2. Grades,
I Teil, Rad JAZU, 367 (1974.) 151—205.

(4] V. S¢urié-Cudovan, Der orientierte Nidesche Strahlkomplex eines Flichenbiischels 2. Grades,
II Teil, Rad JAZU, 370, (1975.) 57—91.

(51 V. Séuric-Cudovan, Das [F2| Flachenbiischel und eine Méoglichkeit des Eintauchens des
(MK) in den (VN) Komplex, Rad JAZU, 374, (1977.) 57—91.



Viasta Séurié-Cudovan

DOPUNSKA ISTRAZIVANJA PRAMENA HOMOTETICNIH PLOHA 2.
STUPNJA I NEKIH KOMPLEKSA ODREDENIH TIM PRAMENOM

SADRZA]J

Dvjema homoteti¢nim plohama 2. stupnja odreden je pramen |F}| takvih
ploha, kojemu se temeljna krivulja &4 4. reda 1. vrste raspada u jednu konaénu
koniku %2 i u jednu beskonatno daleku koniku k2. Spojnica beskonalno dalekih
sjecita (realnih ili konjugirano imaginarnih) ovih dviju krivulja realan je pravac
0,, 2 dine ga parovi konjugiranih tocaka s obzirom na pramen polarnih prostora
(F?) pramena [Fj/. Sredista svih ploha odreduju pravac o.

U radu se pokazuje da su pravci o i 0, nasuprotni bridovi co' degeneriranih
autopolarnih tetraedara pridruzenih pramenu (F3), za razliku od opc¢enitog pramena
(F?), kojemu je pridruZen jedan i samo jedan autopolarni tetraedar. Pravac o,
je skup realnih vrhova ovih tetraedara, dok pravac o sadrze po dvije realne pobocne
ravnine tih tetraedara. Poznato je, medutim, da je vrh autopolarnog tetraedra jed-
nog pramena ploha 2. stupnja ujedno i vrh — srediste singularne plohe unutar tog
pramena ploha. Odavde slijedi da u pramenu ploha [Fy/ ne postoje samo Cetiri
singularne plohe, ve¢ njih beskona¢no mnogo s vrhovima duz pravca o,. Svaka se
od tih ploha (valjaka) raspada u dva pramena izvodnica, od kojih po jedan lezi
u ravnini raspadnute temeljne krivulje 2, odnosno k2. Svaku totku osi valjka 2.
stupnja moZemo smatrati i njenim sredistem, pa se sredista bilo kojeg valjka s vr-
hom u tocki T, € o, nalaze duZ spojnice totke T, i beskonadno daleke tocke O
pravca o. Prostorna Krivulja 3. reda sredi$ta ploha pramena /F?| raspada se i dege-
nerira u pramena [F?/ u pravac o i u tocke beskonaéno daleke ravnine.

Uzmemo li u obzir da su sredista ploha pramena [F 2| posebno istaknute tocke
i za komplekse odredene tim pramenom, jasno je da takva degeneracija krivulje
sredi$ta ploha mora dovesti i do promjena svojstava tvorevina $to ih Cine zrake
pojedinih kompleksa odredenih pramenom ploha /Fj/, paido bitnih promjena svoj-
stava samih kompleksa.

Zraka ¢ tetraedarskog kompleksa ili kompleksa (TK) definirana je kao skup
todaka konjugiranih nekoj tocki 7' prostora s obzirom na polarne prostore svake
plohe pramena [F?/. Kompleks (TK) je 2. stupnja. V. Nice je u [1] pokazao da
bilo kojoj tocki prostora pridruzena zraka kompleksa (TK) odredenog pramenom
(F?) sijete pravac o,, tako da sve takve zrake odreduju singularni linerarni kompleks
s ravnalicom o,. U radu se pokazuje da je bilo kojoj tocki T, € 0,, Koju moZemo
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-smatrati i vrhom raspadnutog autopolarnog tetraedra, pridruzeno co? komplanar-
nih zraka kompleksa (TK), koje leze u ravnini tetraedra nasuprotnoj vrhu T,
$to znadi da sijeku i pravac o. Svim dakle to¢kama beskonacéno dalekog pravca o,
pridruene zrake kompleksa (TK) odreduju jo$ jedan singularni linearni kompleks
s ravnalicom o. Bilo kojoj tocki beskonalno daleke ravnine koja nije na pravcu
.0, pridruZena je zraka kompleksa (7K) beskonatno daleko.

Poznato je da bilo koja tavnina dira tri plohe pramena ploha 2. stupnja.

U radu se pokazuje da bilo koja ravnina dira dvije regularne plohe pramena
/F?/ i jednu singularnu plohu tog pramena u njenu vrhu na pravcu o,.

Ravnina koja sadr¥i pravac o,, tj. ravnina usporedna s ravninom konacne te-
meljne konike %2, dira jednu i samo jednu regularnu plohu pramena /F;/ u sjeci$tu
s pravcem o i svaku od oo! singularnih ploha u to¢kama pravca o,.

Po volji odabrana ravnina pramena [o] ne dira nijednu regularnu plohu pra-
mena /F?/. Dvije ravnine tog pramena [o] koje sadrze sjecidta temeljnih krivulja
k2 i k2 diraju sve regularne plohe pramena [Fj/ u tim sjecistima.

Zrake kompleksa (TK) s ravnalicom o diaju po dvije regularne plohe pra-
mena [F?%, dok zrake tog kompleksa s ravnalicom o, diraju po jednu regularnu i
jednu singularnu plohu pramena /F7/.

Zraka n kompleksa (VN) odredena pramenom (F?) 2. stupnja okomica je polo-
Zena iz po volji odabrane totke T prostora na toj to¢ki pridruzenu zraku ¢ kom-
pleksa (TK). Totka T i sjeciste T, zraka ¢ i n dirali$ta su zrake n s dvije plohe
pramena /F?/, ali kao totke zrake n nisu medusobno ravnopravne. Tocka T nazva-
na je I totkom zrake 1, a tocka T, njenom Z totkom. Pokazano je da je bilo koja
totka T prostora I tocka za jednu i Z tocka za tri komplanarne zrake kompleksa
(VN), koji je 8. stupnja. _ ‘

Kako su se svojstva (TK) kompleksa odredenog pramenom ploha |F} bitno
izmijenila u odnosu na njegova svojstva odredena opcenitim pramenom ploha
|F2/, a kompleks (VN) je po definiciji bitno vezan uz kompleks (TK), moraju se te
promjene odraziti i na svojstvima kompleksa (VN) odredenog pramenom (Fy).

Jedna od osnovnih karakteristika sastoji se u tom da se raspadaju kako plohe
zraka kompleksa (VN) tako i krivulje pridruZenih Z toaka, odnosno I tocaka, kad
I totke odnosno Z tocke tih zraka odreduju konacne, odnosno beskona¢no daleke
pravce.

Nalaze li se I totke zraka kompleksa (VN) odredenog pramenom (F;) na po
volji odabranom konalnom pravcu s, tada te zrake tvore pravéastu plohu koja se
raspada u plohu 5. stupnja s ravnalicom s i Z tockama na krivulji 4. reda i u besko-
naéno daleki pramen zraka s vrhom u beskona¢no dalekoj to¢ki pravca s kao oo'-
-zna¢nom I totkom i Z toCkama duZ pravca. '

AKko je zraka r kompleksa (TK) skup I tocaka zraka kompleksa (VN) pokazuje
se da se bez obzira na to da li zraka ¢ pripada kompleksu s ravnalicom o, ili o, ploha
zraka kompleksa (VN) raspada u plohu 4. stupnja i dva pramena zraka, a krivulja
pridruZenih Z totaka u krivulju 3. reda i dva pravca. Svojstva tih ploha i krivulja,
kao i smjestaj pramenova zavisi ipak o tome pripada li zraka ¢ kompleksu s ravna-
licom o,, odnosno o. _

Bilo koja to¢ka T prostora je I todka jedne zrake kompleksa (VN) odredenog
pramenom (F2) i Z totka za tri takve zrake. Jedna medu njima ima uvijek pridru-
zenu I totku na pravcu o,, $to znali da je ona ujedno i zraka komnpleksa (TK).
Pokazuje se da je svaka zraka kompleksa (TK) s ravnalicom o, ujedno i zraka kom-
pleksa (VN), a prema istraZivanjima u (1] i zraka kompleksa (MK).
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Po volji odabrana tocka beskonatno daleke ravnine je col-znaéna I tocka i
ol-znatna Z totka pramena beskonalno dalekih zraka kompleksa (VN), kojima
se pridruZene Z totke odnosno I totke nalaze na toj tocki pridruZzenoj beskonano
dalekoj zraci kompleksa (TK).

Po volji odabrani pravac beskona¢no daleke ravnine je oo 1_znaéna involu-
torna zraka kompleksa (VN), odredenog pramenom (F;). Totke svakog od oot
involutorno pridruZenih parova totaka I-Z na svakoj takvoj involutornoj zraci
parovi su konjugirano pridruZenih totaka s obzirom na temeljnu beskonatno da-
leku koniku k2.

Bilo koja totka T, pravca o, vrh je snopa usporednih zraka kompleksa (VN)
Kkoje u toj tocki imaju zajednicku I tocku, pa je ona kao I tocka o0 2-znatna. Z tocke
tih zraka le¥e u ravnini K pramena [o], koja je konjugirana tocki T, s obzirom na
pramen (F2). Totka T, je 2 co'-znalna Z totka onih dvaju pramenova zraka
kompleksa (VN), &ije zrake imaju I tocke duZ pravea o, odnosno duz beskonacno
dalekog pravca ravnine K.

Svaka od dviju totaka pravca o, u kojima se sijeku temeljne krivulje k2 i B2
pramena [F?/ vrh je pramena’ co'-zna¢nih zraka kompleksa (VN) koje imaju zajed-
ni¢ku I to¢ku u spomenutom vrhu, dok im se Z to¢ke nalaze duZ Citave zrake.

Po volji odabrana totka pravca o, koji se sastoji od sredi$ta ploha pramena
|F?/, vrh je i co'-zna¢na I totka odnosno oo!-znatna Z to¢ka onog pramena zraka
kompleksa (VN) &ije Z tocke odnosno I tocke leze duZ pravca oy.

Usporedimo 1i ova istraZivanja sa sli¢cnim rezultatima dobivenim proucavanjem
opéenitog pramena ploha /F?/, lako uotujemo sli¢nosti. U pramena |F?| bilo koje
srediste plohe tog pramena je co'-zna¢na I totka takvog pramena zraka kompleksa
(VN), kojima se pridruZene Z totke nalaze duZ beskonaCno dalekog pravca. Sre-
digte singularne plohe — vrh autopolarnog tetraedra je oo2-znatna I tofka snopa
zraka kompleksa (VN), kojima se pridruZene Z tocke nalaze u tom vrhu nasuprotnoj
ravnini tetraedra. ’

Podsjetimo se samo da se krivulja sredidta ploha u pramena |F?| raspala u
pravac o i to¢ke beskona¢no daleke ravnine, ali da je svaka tocka pravca o, srediste
raspadnute singularne plohe pramena /F;/, odnosno vrh raspadnutog autopolarnog
tetraedra pridruZenog pramenu (Fj).

One zrake kompleksa (VN) koje sadrZe po volji odabranu totku T' prostora
odreduju stoZac 8. stupnja, koji se u pramena /Fj/ raspada u stoZac 6. stupnja i
stozac 2. stupnja s beskona¢no dalekom krivuljom £;. I totke ovih zraka odreduju
krivulju 9. reda, koja se raspada u krivulju 7. reda s dvostrukom tockom u, tocki
T i u beskonaéno daleku temeljnu krivulju k2. Z totke tih zraka odreduju krivulju
11. reda, koja se raspada u krivulju 9. reda s trostrukom toCkom u toki T i u besko-
naéno daleku temeljnu koniku &7.

Bilo kojim pramenom ploha 2. stupnja odredene su i neke posebne krivulje, kao
$to je temeljna krivulja &* 4. reda tog pramena, krivolja & 3. reda sredi$ta ploha, te po-
znata beskonaéno daleka Jacobijeva krivulja u 3. reda. U [4] je pokazano da su tocke
takvih krivulja shvaéene kao I'toéke odnosno Ztotke zraka kompleksa (VN)singularne.

Tocke krivulje sredi$ta ploha pramena [F}/, koja se kao $to je poznato raspada
u pravac i tocke beskonatno daleke ravnine, jesu oo l-znaéne I tocke i oco'-znacne
Z totke pramenova zraka kompleksa (VN). Iznimku <ine tocke pravca o,, koje su
o02-znatne I totke i 2+ oco'-znalne Z totke tih zraka.

Temeljna krivulja 4. reda pramena /F/ raspada se u koniku k* i beskonalno
daleku koniku %2. Zrake kompleksa (VN) kojima se I i Z totka nalazi u istoj tocki
te temeljne krivulje odreduju
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a) kongruenciju 4. reda i 2. razreda, ako se I-Z totke nalaze du krivulje &%,
b) kvadratni kompleks, ako se I-Z tocke nalaze duz temeljne krivulje k2.

Zrake ovog kvadratnog kompleksa su prema istragivanjima u {1] ujedno i
zrake kompleksa (MK). Svaka zraka kompleksa (MK) 3. stupnja, koji se raspada
u kompleks 2. stupnja s beskonatno dalekom ravnalicom 2 i linearni kompleks s
ravnalicom o, vjedno je i zraka kompleksa (VN), $to znadi da je &tav kompleks
(MK) uronjen u jedan dio kompleksa (VN) 8. stupnja.

Jacobijeva krivulja p 3. reda je skup parova cakvih todaka koje su konjugirano
pridruZene i s obzirom na pramen ploha 2. stupnjais obzirom na apsolutnu koniku.
Pokazuje se da se u pramena (F?) ova krivulja raspada u pravac o, = pliu bes-
konacno daleku koniku 42, koja sadr#i beskonatno daleku tocku O pravca 0.

Spojnice to¢aka pravea 0, = w! itocaka pravca o takve su dvostruke zrake kom-
pleksa (VN) da su njima pridruzene I totke odnosno Z tocke, koje se nalaze na tim
pravcima, involutorno pridruzene. Takve srake nazvali smo involutornim zrakama
kompleksa (VN). One ne kongruenciju 1. reda i 1. razreda.

Spojnice tocaka krivulje 4? s tockama pravca o takoder su involutorne zrake
kompleksa (VN) i odreduju kongruenciju 2. reda i 2. razreda. Involutorno pridru-
sene I-Z totke tih zraka Cine plohu 3. reda, koju beskonatno daleka ravnina sijeCe
u raspadnutoj krivulji u.

Bilo koji pravac beskonadno daleke ravnine kao spojnica to¢aka degenerirane
krivulje sredi$ta ploha i totaka krivulje g je oco'-znalna involutorna zraka kom-
pleksa (VN). Sve takve zrake &ine kongruenciju 0. reda i 1. razreda, a njima pridru-

v,

Yene I-Z totke odreduju ool-znaénu beskonalno daleku ravninu.

Primljeno u II. razredu
16. 6. 1978.
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