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Viasta Séurié-Cudovan

DAS /F,2/ FLACHENBUSCHEL UND EINE MUOGLICHKEIT DES
EINTAUCHENS DES (MK) IN DEN (VN) KOMPLEX

1. DAS FLACHENBUSCHEL /F;*/

In einem projektiven Raum P3, der auf dem Modell des durch die
Fernebene erginzten euklidischen Raumes E? gebaut wird, ist ein solcher
Flichenbiischel /F,2/ 2. Grades gegeben, das genau eine Kugel als die
einzige Rotationsfliche enthélt. Die reelle Grundkurve k¢ 4. Grades dieses
Biischels ist als die Durchstosskurve der Kugel mit irgendeiner Fliche
dieses Biischels erhalten. Da jede Fliche des Biischels /F;*/ ihren Polar-
raum bestimmt, ist durch diesen Flichenbiischel auch sein Polarraum-

biischel (F;?) gegeben.

Uns interresieren in erster Reihe die Unterschiede zwischen das
Flichenbiischel /F,2/ und eines allgemeinen Flichenbiischels /F?/, das
weder eine Kugel noch mehr als zwei Rotationsflichen enthilt.

Die wichtigsten Unterschiede sind in der Fernebene zu bemerken.
Wie bekannt, schneidet die Fernebene das Flichenbiischel /F?/ in einem
Kurvenbiischel 2 2. Grades, und die Kugel im absoluten Kegelschnitt,
wihrend das Flichenbiischel /F,2/ durch die Fernebene in einem solchen
Fernkurvenbiischel f;2 2. Grades geschnitten wird, das auch den absolu-
ten Kegelschnitt enthilt. Daraus folgt, dass auch die vier Grundpunkte
N; (G = 1, 2, 3,4) des Kurvenbiischels f;? auf dem absoluten Kegelschnitte
liegen und je zwei von deren konjugiertimaginir sind. Die reellen Ver-
bindungsgeraden N; N, und Ny N, dieser konjugiertimaginiren Punkte
sind die Fernerzeugenden des einzigen hyperbolischen Paraboloides des
Biischels /F;2/, und der reelle Mittelpunkt Y dieser Fliche liegt im
Schnittpunkt dieser Erzeugenden. Die iibrigen zwei Fldchen des [F2/
Biischels mit den Fernmittelpunkten U und V sind die Paraboloide und
ihre imaginiren Ferngeraden sind die konjugiertimagindren Geraden
erster .Art.

Es ist weiterhin bekannt, dass man eine Fliche 2. Grades die keine
Rotationsfliche ist, mit zwei Parallelebenenbiischeln in Kreisen schnei-
den kann. Wenn es um ein Flichenbiischel /F?/ geht, sind die Richtungs-
lagen dieser Parallelebenen fiir jede Fliche dieses Biischels verschieden.
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Jede Ebene des Ebenenbiischels [N, N,] bzw. [N3 N,] schneidet indes-
sen das Flichenbiischel /F;?/ in einem Kreisbiischel, da jede Schnittkur-
ve jeder der Flichen dieses Flichenbiischels die absoluten Punkte seiner
Ebene enthilt. [4]. Die Ebenen des Biischels [N, N,] bzw. [Ny N,] sind als
Beriihrebenen des hyperbolischen Paraboloides mit den Beriihrpunkten
lings seiner Fernerzeugenden N; N, bzw. N; N, aufzufassen, da wie be-
kannt, die Reihe der Beriihrpunkte und das Biischel der Beriihrebenen
projektiv sind. (Beriihrkorrelation).

Eine beliebige Ebene z. B. des Biiscles [N, N,] schneidet also das
Flichenbiischel /F;2/ in einem Kreisbiischel und alle Mittelpunkte dieser
Kreise liegen lings einer Geraden r die senkrecht auf jene Erzeugende
i des hyperbolischen Paraboloides ist, die in der betreffenden Ebene liegt.
Diese Ebene schneidet nimlich auch das hyperbolische Paraboloid des
/F,2/ Biischels in einem Kreis, der in die erwidhnte Erzeugende i und in
die Fernerzeugende N, N, zerfillt. Da die Geraden r und i senkrecht ste-
hen, folgt, dass die Fernpunkte dieser Geraden konjugiert beziiglich des
absoluten Kegelschnittes sind.

Um die Gesamtheit der Mittelpunkte aller Schnittkreise in den Ebe-
nen des Biischels [N, N,] zu bestimmen, muss man die Gesamtheit aller
Geraden r in diesen Ebenen ordnen. Jede Gerade r enthilt den Mittel-
punkt jenes Schnittkreises, in dem die betreffende Ebene die Kugel
schneidet. Da die Kugel mit untereinander parallelen Ebenen des Bii-
schels [N, N,] in jenen Kreisen geschnitten wird, die die Mittelpunkte
auf einer Geraden s haben, die senkrecht auf diese Ebenen steht, folgt,
dass der Fernpunkt der Geraden s ein Pol der Polare Ny N, beziiglich des
absoluten Kegelschnittes ist. Da weiterhin die Gerade s auch den Mittel-
punkt der Kugel enthalten muss, ist die Lage dieser Geraden vollkommen
bestimmt und jede der Ebenen des Biischels [N, N,] enthilt je einen
Punkt der Geraden s. Daraus folgt, dass die Geraden r die Verbindungs-
geraden ein-eindeutig zugeordneten Punktereihen auf der Geraden s und
N, N, sind, so dass ihr Erzeugniss ein Regulus des hyperbolischen Parabo-
loides H, ist, wihrend die Geraden s und N; N, zum erginzenden Regulus
gehoren.

Das Analoge kann man auch fiir das Parallelebenenschnittbiischel
[Ny N,] durchfithren und damit ist ein neues hyperbolisches Paraboloid
H, bestimmt.

Es ist ganz klar, dass die Flichenmittelpunktraumkurve k2 3. Ord-
nung des Biischels /F;?/ auf beiden hyperbolischen Paraboloiden H; und
H, liegt, so dass die Durchdringskurve 4. Ordnung dieser Flichen in die
Kurve k2 3. Ordnung, mit den Fernpunkten U, V und Y, und in noch
eine Gerade zerfillt. Wo liegt nun diese Gerade?

Dem Fernpunkt Y des hyperbolischen Paraboloides aus dem /F;2/
Biischel, ist als dem Beriihrpunkt beziiglich dieses Paraboloides die Fer-
nebene zugeordnet, die dem Ebenenbiischel [N; N,] als auch dem [N3 N,]
angehort. Da die Fernpunkte U, V und Y die Eckpunkte des Polardrei-
eckes des Schnittkurvenbiischels f;? sind und auf Grund der eben gezeig-
ten Erzeugung der Geraden 7, die die Gesamtheit der Mittelpunkte der
Schnittkreise sind, folgt, dass die gemeinsame Erzeugende r der hyper-

58



peRsr e i

bolischen Paraboloiden H; und H, die Fernverbindungsgerade UV der
Scheitel-Mittelpunkte der zwei Paraboloiden des Biischels /F;?/ ist.

Satz 1.1. Es bestehen zwei Richtungslagen der Ebenen die die Fldi-
chen eines Flichenbiisches /Fy2/ in Kreisen schneiden. Die Mittel-
punkte aller solchen Kreisschnitte mit den Ebenen eines Ebenen-
biischels, das durch eine Fernerzeugende des einzigen hyperbolischen
Pariboloides des Flichenbiischels /F,2/ bestimmt ist, bilden ein Er-
zeugendensystem des meuen hyperbolischen Paraboloides dem die
erwdhnte Erzeugende als die Fernerzeugende dem anderen System
angehort.

Unter den Flichenbiischeln /F?/ und /F;%/ bzw. unter ihren Polar-
riumen (F2) und (F;%) kann man noch weitere Unterschiede beobachten.
Das Flichenbiischel /F?/ wird mit der Fernebene in einem solchen Kur-
venbiischel f2 2. Grades geschnitten, das dem absoluten Kegelschnitt
nich enth#lt., Daraus folgt, dass alle Kurven des Biischels f2 zusammen
mit dem absoluten Kegelschnitt ein Kurvennetz bilden und dass die Ge-
samtheit aller Eckpunkte der Polardreiecke dieses Netzes die bekannte
Jacobische Kurve p 3. Ordnung 1. Geschlechtes ist. Diese Definition der
Kurve p. kann man auch so angeben: die Kurve p ist eine Gesamtheit sol-
cher Punkte der Fernebene, denen die konjugierten Punkte beziiglich des
Kurvenbiischels f2 und beziiglich des absoluten Kegelschnittes sich wie-
der auf dieser Kurve befinden.

In [1] und [2] sind verschiedene Eigenschaften dieser Kurve darge-
stellt, wie auch die grosse Rolle, die diese Kurve bei den Untersuchungen
des sog. orientierten Ni¢eschen Strahlkomplexes darstellt, den das Fla-
chenbiischel /F?2/ bestimmt.

Wenn es aber um das Flichenbiischel /F;2/ geht, so gehort der abso-
lute Kegelschnitt dem Fernschnittkurvenbiischel ;2 und jeder Punkt der
Fernebene hat die Eigenschaften, welche die Punkte der Kurve p haben.
Man kann sagen, dass die Kurve p durch die Entartung 3. Ordnung in
alle Punkte der Fernebene iibergegangen ist.

Damit sind nicht alle Unterschiede angefiihrt, die dann auftreten,
wenn man statt das Flichenbiischel /F2/ das Flichenbiischel /F;?/ unter-
sucht. Da in dieser Arbeit unsere grosste Aufmerksamheit auf jene Ein-
wirkungen gerichtet ist, die die Kugel als ein Bestandteil eines Flichen-
biischels 2. Grades auf jene Komplexe hat, die durch diesen Fliachenbii-
schel bestimmt sind, so werden durch systematische Untersuchungen der
Eigenschaften dieser Komplexen auch weitere Eigenschaften des Fli-
chenbiischels /F;2/ untersucht werden.

2. DER MAJCENSCHE KOMPLEX

‘Durch ein Flichenbiischel /F?/ 2. Grades sind vier Komplexe be-
stimmt u. zw. der bekannte Reyesche t{etraedrale Strahlkomplex (oder
kiirzer (TK) Komplex), der Majcensche Komplex (kiirzer (MK) Kom-
plex) [5], [6], [3], der Normalenkomplex (kiirzer (NK) Komplex) [9], und
der orientierte Nitesche Komplex (kiirzer (VN) Komplex) [7], [8], [1], [2].
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Der Majcensche kubische Strahlkomplex wird durch jene Strahlen
des Raumes gebildet, die die Flichen des Flichenbiischels /F?/ 2. Grades
in symetrischen involutorischen Punktreihen schneiden, bzw. er ist eine
Gesamtheit solcher Geraden, deren einer der zwei Beriihrpunkte (die
zweifachen Punkte der erwihnten involutorischen Punktreihen) mit den
Flichen des Flichenbiischels /F?/ sich unendlich fern befindet. Der zwei-
te Beriihrpunkt jeden solchen Strahles ist als sein Mittelpunkt gennant,
da er der gemeinsame Mittelpunkt aller Strecken ist, die auf dem betref-
fenden (MK) Komplexstrahl von allen Flichen des Fliachenbiischels /F?/
ausgeschnitten wird.

Von der Anzahl der bekannten Eigenschaften des (MK) Komplexes,
der durch das Flichenbiischel /F?/ bestimmt ist, erwiéhnen wir nur die-
jenigen, die auch fiir die weiteren Untersuchungen, wie den (MK) — so
auch den (VN) Komplex interessant sind, die aber das Fldchenbiischel
/F;2/ ordnet.

2. 1. Der (MK) Komplex ist 3. Grades.

2. 2. Ein beliebiger Raumpunkt ist der Mittelpunkt eines Strahles
des (MK) Komplexes.

2. 3. Je ein Strahl des (TK) — und des (MK) Komplexes wo der
(TK) Komplexstrahl dem Mittelpunkt des (MK) Komplexstrahles
zugeordnet ist., sind untereinander parallel.

2. 4. Die einen beliebigen Raumpunkt enthaltenden (MK) Kom-
plexstrahlen bilden einen Kegel 3. Grades und die Mittelpunkte die-
ser Strahlen bilden eine Kurve 4. Ordnung.

2. 5. Die in einer Ebene liegenden (MK) Komplexstrahlen hiillen
eine Kurve 3. Klasse ein und ihre Mittelpunkte bilden eine Kurve 2.
Ordnung.

2. 6. Die einen beliebigen Fernpunkt enthaltenden (MK) Komplex-
strahlen sind biischelférmig und die Mittelpunkte dieser Strahlen
befinden sich lings des (TK) Komplexstrahles, der diesem Punkt
zugeordnet ist.

2. 7. Den Punkten der beliebigen Ferngeraden g zugeordnete (TK)
Komplexstrahlen sind die Bisekanten der Flichenmittelpunktraum-
kurve k2 und bilden ein Rrzeugendensystem des einschaligen Hy-
perboloides, wihrend das erginzende System die Unisekanten dieser
Kurve bilden, die auch die (MK) Komplexstrahlen sind.

2. 8. Die Mittelpunkte jener (MK) Komplexstrahlen die parallel
mit einer Ebene sind, bilden eine Regelfléche 2. Grades.

2. 9. Jene (MK) Komplexstrahlen die den Mittelpunkt einer belie-
bigen Fliche des /F?/ Biischels enthalten, bilden ein Strahlbiischel
mit den Strahlmittelpunkten im Mittelpunkt der betreffenden Fli-
che und einen asymptotischen Kegel 2. Grades dieser Fliche, so dass
die Strahlmittelpunkte eine Kurve 4. Ordnung bilden.
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2. 10. Jene (MK) Komplexstrahlen die den Scheitel-Mittelpunkt
der Singulirfliche des /F?/ Biischels enthalten, bilden ein Strahl-
biischel in der Ebene, die parallel mit der, die iibrigen drei Scheitel-
Mittelpunkte der betreffenden Singuldrflache liegen, wihrend die Er-
zeugenden des Kegels 2. Grades der (MK) Komplexstrahlen mit den
Erzeugenden des Kegels des /F?/ Biischels ubereinstimmen; die
Strahlmittelpunkte bilden eine Kurve 4. Ordnung und halbieren die
Strecke, welche auf diesen Erzeugenden von der Grundkurve k! 4.
Ordnung des /F?/ Biischels ausgeschnitten werden.

2, 11, Jede Erzeugende jeder in /F?/ Biischel enthaltenden Regel-
flache ist ein (MK) Komplexstrahl mit dem Mittelpunkt in der Halfte
der Strecke, die auf dieser Erzeugenden von der Grundkurve k!
ausgeschnitten wird.

2. 12. Jene (MK) Komplexstrahlen die die Mittelpunkte in den
Punkten der Flichenmittelpunktkurve k23 haben, bilden eine Kon-
gruenz 5. Ordnung und 3. Klasse.

2. 13. Die (MK) Komplexstrahlen, deren Mittelpunkte auf einer
Unisekante der Kurve k2 liegen, bilden ein hyperbolisches Para-
boloid.

2. 14. Jene (MK) Komplexstrahlen deren Mittelpunkte auf einer
Geraden liegen, die kein (MK) Komplexstrahl ist, bilden eine Regel-
flache 3. Grades.

2. 15. Eine Singuldrebene 8 des (MK) Komplexes ist mit einem
beliebigen Fernpunkt T und mit dem ihm zugeordneten Strahl t des
(TK) Komplexes (Bisekante der Kurve k>3) bestimmt. Die Kurve 3.
Ordnung der (MK) Komplexstrahlen in einer Ebene B zerfillt in ein
Biischel paralleler Strahlen mit dem Scheitelpunkt T und den Mit-
telpunkten lings des Strahles t, und in eine solche Parabel, der die
Strahlmittelpunkte lings jener Geraden liegen, die mit dem Punkt
T und dem tibrigen dritten Durchstosspunkt der betreffenden Ebene
B mit der Kurve k23 bestimmt ist.

2. 16. Ein (MK) Komplexstrahl ist genau dann ein Fernstrahl, wenn
sein Mittelpunkt ein Fernpunkt ist.

2. 17. Jede Ferngerade ist ein zweifacher Strahl des (MK) Kom-
plex.

Da »senkrecht sein« keine Rolle beim (MK) Komplex spielt, so ergibt

auch die Anwesenheit der Kugel im /F;?/ Biischel keine wesentlich neuen
Eigenschaften dem (MK) Komplex von denen, die eben dargestellt sind.
Die Wichtigkeit solcher Eigenschaften des (MK) Komplexes, der durch
das Fldchenbiischel /F,?/ bestimmt ist, wird sich bei den Untersuchungen
des neuen (VN) Komplexes erweisen, der mit demselben Flichenbiischel
/F2/ bestimmt wird.
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3. DER ORIENTIERTE NICESCHE KOMPLEX ODER (VN)
KOMPLEX

A DEFINITION UND GRUNDEIGENSCHAFTEN DES (VN) KOMPLEXES

Es sei ein derartiger Flichenbiischel /F;?/ 2. Grades gegeben, der
auch eine Kugel enthilt. Einem beliebigen Raumpunkt T ist ein Strahl
t des bekannten (TK) Komplexes zugeordnet und diese ein-eindeutige
Abbildung sei als eine @-Abbildung gennant, die mit

bezeichnet wird. Die Senkrechte die aus dem Punkt T auf den Strahl t
gelegt wird, ist ein Strahl o des orientierten Nieschen Komplexes, den
wir fernerhm als (VN) Komplex bezeichnen werden und die beschriebene
Abbildung wird mit

0 = §(T)

notiert, genau so, wie es in [1] und [2] fiir den, durch das [F?] Flichen-
bilischel bestimmten, (VN) Komplex getan wird.

Der Punkt T sei als ein I Punkt des Strahles o, und der Schnittpunkt
der Strahlen t und o sei als Z Punkt dessselben Strahles o genannt. Ob-
wohl die Punkte I € o und Z € o die Beriihrpunkte des Strahles o an zwei
Flichen des /F,?/ Biischels sind, sind sie auf dem Strahl o nicht gleich-
wertig, wie es in [1] gezeigt wird. Sie bestimmen deshalb die Orientation
eines jeden Strahles o des (VN) Komplexes.

Es interessiert uns besonders, ob und welche Unterschiede uber—
haupt mit dem (VN) Komplex geschehen, wenn er statt durch das /F?/
Biischel, durch solchartigen Flichenbiischel 2. Grades bestimmt wird,
das auch eine Kugel enthilt, also wenn es um ein Flichenbiischel /F;f/
geht. Es ist schon gezeigt, dass in diesem Fall die Eigenschaften der
unendlich fernen Jacobischen Kurve p 3. Ordnung jeder Punkt der Fer-
nebene libernimmt.

Einem beliebigen Fernpunkt M ist der zugeordnete Strahl
ty = @ (M)

die Schnittgerade der Polarebenen des Punktes M beziiglich aller Fliachen
des /F;2/ Biischels, so dass Punkt M konjugiert dem Fernpunkt des Strah-
les ty auch beziiglich des absoluten Kegelschnittes ist. Es folgt weiterhin,
dass jede, dem Punkt M enthaltende Gerade senkrecht auf dem Strahl
tu steht, bzw. dass jede Verbindungsgerade des Punktes M mit irgendei-
nem Punkt der Geraden ty ein Strahl des (VN) Komplexes ist. Wie be-
kannt haben nur die Punkte der Jacobischen Fernkurve p. im Fall des
/F?/ Biischels gleichartige Eigenschaften gehabt.

Satz A 1. Im (F:?) Polarraumbiischel ist irgendein Fernpunkt der

Scheitelpunkt eines Biischels parallelliegender (VN) Komplexstrah-
len, die in dem erwdihnten Scheitelpunkt den gemeinsamen I Punkt
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haben, wihrend die Z Punkte dieser Strahlen ldngs diesem Scheitel-
punkt zugeordnetes (TK) Komplexstrahles liegen.

Es wird indessen in [6] und [3] gezeigt, dass irgendein Fernpunkt
auch ein Scheitelpunkt eines Biischels der parallelliegenden (MK) Kom-
plexstrahlen ist, deren Mittelpunkte sich léings jenes (TK) Komplex-
strahles befinden, der diesem Scheitelpunkt zugeordnet ist /2.6/, und dass
jeder (MK) Komplexstrahl der Strahl eines solchen Biischels ist.

Auf Grund dieser Feststellungen folgt:

Satz A 2. Jeder (MK) Komplexstrahl der durch das /F;?/ Flichen-
biischel bestimmt wird, ist auch ein (VN) Komplexstrahl, dem sein
Fernpunkt der I Punkt ist, wihrend der Z Punkt des (VN) Komplex-
strahles mit dem Mittelpunkt des (MK) Komplexstrahles iiberein-
stimmdt.

Definition 1. Rauwmgeraden die im Polarraumbiischel /F3*/ die
(MK) — und auch die (VN) Komplexstrahlen sind, so dass die Mittel-
punkte der (MK) Komplexstrahlen mit den Z Punkten der (VN)
Komplexstrahlen iibereinstimmen, sind die Strahlen des vereinigten
(MK—VN) Komplexes.

Da weiterhin der (VN) Komplex 8. Grades [8] und der (MK) Kom-
plex 3. Grades [5] ist, folgt:

Satz A 3. Der durch das Fldchenbiischel /F;2/ bestimmte (VN)
Komplex 8. Grades zerfillt in einen Komplex 5. Grades der »reinen«
(VN) Komplexstrahlen und in einen Komplex 3. Grades der Strahlen
des vereinigten (MK—VN) Komplexes.

Der ganze (MK) Komplex wird demnach in einen Teil des (VN)
Komplexes eingetaucht.

Die in den Sdtzen A 2. und A 3. ausgesagten Tatsachen weisen auf
ganz ungewdhnliche Eigenschaften hin, da in allgemeinem, zwei ver-
schiedene und auf verschiedene Weisen definierten Komplexe sonst nur
eine gemeinsame Kongruenz haben.

Beobachten wir nun, wie sich dieses Eintauchen auf jene Gesamt-
heiten reflektieren wird, die von den (VN) Komplexstrahelen des
(F:2) Polarraumbiischels und ihnen zugeordneten I und Z Punkte gebildet
werden.

a) Die durch das /Fj?/ Flichenbiischel bestimmten (VN) Komplexstrahlen
deren I Punkte sich auf einer Endlichen- oder Ferngeraden befinden

Nehmen wir eine beliebige endliche Gerade s als eine Gesamtheit
der I Punkte der (VN) Komplexstrahlen an, die vorldufig durch das Fli-
chenbiichel /F?/ bestimmt wird. Die Strahlen

t = ¢(T) fiir jeden Tes
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bilden einen Regulus des einschaligen Hyperboloides H,, und die Ebenen,
die mit den Punkten der Geraden s und ihnen (1—1)-deutig zugeordneten
Erzeugenden der Flche H, bestimmt sind, hiillen auf Grund des bekann-
ten Chasleses Korrespondenzprinzipes eine Hiillflache (Torse) T, 3. Klasse
ein. Den Fernpunkten der Erzeugenden des Hyperboloides H; zugeordne-
te Polaren beziiglich des absoluten Kegelschnittes bilden eine Kurve p?
2. Klasse und die, mit den Punkten der Geraden s und ihnen zugeordne-
ten Polaren der Kurve p? bestimmten Ebenen, hiillen eine neue Hiill-
torse 7, 3. Klasse ein. Je zwei zugeordneten Ebenen der Torsen t, und
7, schneiden sich in Erzeugenden einer Fliche 6. Grades, welche die
(VN) Komplexstrahlen bilden, wihrend die Z Punkte dieser Strahlen
eine Kurve z® 5. Ordnung bilden, die durch die Durchstosspunkte der
Erzeugenden der Fliche H, mit ihnen (1—1)-deutig zugeordneten Ebenen
der Torse T, gebildet wird. [7], [1].

Im Fall des Flichenbiischels /F;?/ finden einige Anderungen statt,
deren Folgeerscheinung das Zerfallen der erwinten Fliche 6. Grades und
der Kurve 2% 5. Ordnung ist.

Auf die gleiche Weise, wie wir es bei dem Flichenbiischel /F?/ getan
haben, wird es auch im Fall des Flichenbiischels /F;% die erhaltene Hiill-
torse T, 3. Klasse sein. Die Anderungen entstehen bei der Torse 7, was
aus den Folgenden ersichtlich ist. Der Punkt R sei ein beliebiger endliche
Punkt der erwiahnten Geraden s und der Strahl t = @(R) ist eine Er-
zeugende der Fliche H,. Die dem Fernpunkt R, dieser Erzeugenden zu-
geordnete Polare beziiglich des absoluten Kegelschnittes ist die Ferngera-
de der Polarebene des Punktes R, beziiglich der Kugel. Diese Ebene muss
den Mittelpunkt der Kugel enthalten, da der Punkt R, ein Fernpunkt ist
und wegen der Polarverhéltnisse muss er auch den Punkt R der Geraden
s enthalten. Da der Punkt R ein Kurrentpunkt der Geraden s ist, gelten
auch diese Folgerungen allgemein. Es folgt, dass jede der Ebenen der
Hiilltorse 7, mit je einer der Polaren der Kurve p?, die auf die beschrie-
bene Weise ausgefiihrt ist, und dieser Polaren (1—1)-deutig zugeordnetem
Punkt der Geraden s aufgespannt ist. Da jede solche Ebene auch den
Mittelpunkt der Kugel enthilt, zerfallt die kubische Hiilltorse 7, in eine
Hiilltorse 2. Klasse, d. h. in einen Kegel 2. Grades mit dem Scheitelpunkt
im Mittelpunkt der Kugel und einen Rest, der nachtriglich bestimmt
wird.

Die (VN) Komplexstrahlen, deren I Punkte lings der Geraden s lie-
gen, sind ein Erzeugnis der (1—1)-deutig zugeordneten Ebenen der Torse
7, 3. Klasse und der Torse T, 2. Klasse, und auf Grund des Chaslesschen
Korresponiuenzprinzipes emne Fliche 5. Grades bilden. Die Erzeugenden
der Fliche H; (die (TK) Komplexstrahlen) durchdringen die ein-eindeutig
zugeordneten Ebenen der Torse 7, in einer Z-Punktraumkurve 4. Ord-
nung. Es ist, wie wir auch erwartet haben, bis zum Zerfall gekommen,
wie der (VN) Komplexstrahlfliche 6. Grades, so anch ihrer Z-Punkt-
kurve 5. Ordnung.

Den Rest d.h. die Ergidnzung bis zu der Torse 7, 3. Klasse, dann
bis zu der Fliache 6. Grades der (VN) Komplexstrahlen und ihrer Z-
-Punktkurve 5. Ordnung kann man so finden:
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Dem Fernpunkt S, der Geraden s ist die Erzeugende
=9 (Sn)

der Fliche H, zugeordnet. Die dem Fernpunkt dieser Erzeugenden zu-
geordnete Polare p, beziiglich des absoluten Kegelschnittes muss den
Punkt S, enthalten, da auch der absolute Kegelschnitt ein Bestandteil
des Fernschnittkurvenbiischels f;? ist.

Vergleicht man das eben Gesagte bzgl. des Punktes S, und der Gera-
den p,; mit den Untersuchungen, die in [1] ausgefiihrt wurden, kann man
feststellen, dass damit die charakteristische Eigenschaft der Punkte der
Jacobischen Kurve p ausgesagt wird, die im Fall des /F;? Biischels jeder
Punkt der Fernebene iibernimmt. Die mit dem Punkt S, und der Gera-
den p, bestimmten Ebenen bilden deswegen ein Biischel [s,] der para-
llelen Ebenen, von deren eine den Kugelmittelpunkt enthilt und die auch
eine Ebene jenes Teiles der Torse 7, wird, die 2. Klasse ist. Das Ebenen-
biischel [p;] erginzt die Torse 7, bis 3. Klasse und schneidet die Ebene
(S,, ty) der Torse <, in einem Biischel (S,) der parallelliegenden (VN)
Komplexstrahlen. Die .Z Punkte dieser Strahlen befinden sich in den
Durchstosspunkten des Strahles t; mit den Ebenen des Biischels [p;]. Auf
Grund des bisher Gesagten kann man feststellen, dass diese parallelen
(VN) Komplexstrahlen die Strahlen des vereinigten (MK—VN) Komple-
xes sind. .

Satz A 4. Jene (VN) Komplexstrahlen des (F;?) Polarraumbiischels,
die die I Punkte auf einer beliebigen endlichen Geraden haben, bil-
den eine solche Fliche 6. Grades, die in eine Fldche 5. Grades der
(VN) Komplexstrahlen und in ein Biischel paralleler Strehlen des
(MK—VN) Komplexes zerfillt, wihrend die Z-Punktkurve 5. Ord-
nung dieser Strahlen eine Raumkurve 4. Ordnung und eine Gerade
darstellen.

Es folgt weiterhin:

Satz A 5. Fiir die Z-Puntkurve 2z* 4. Ordnung jener (VN) Kom-

plexstrahlen, die durch das Fldchenbiischel /F;2?/ bestimmt sind, und

die die I Punkte auf einer beliebigen endlichen Geraden s haben und

die keine (MK —VN) Komplexstrahlen sind, ist jede Erzeugende eines

Regulus des Hyperboloides H;, als ein, dem Punkt der Geraden s zu-

geordneter (TK) Komplexstrahl, eine Unisekante dieser Kurve 2%,

wihrend jede Erzeugende des erginzenden Regulus die Trisekante

dieser Kurve ist und der Geraden s konjugierte Polare beziiglich je-

des Polarraumes jede der Flichen des /F;?/ Biischels ist. S

= g

Vergleichen wir den Satz A 5 mit den Untersuchungen, die in [1] fur

den gleichen Fall des /F?/ Biischels durchgefithrt wurden, kann man se-

hen, dass jede Erzeugende des zweiten Systems der Fliche H; die Quadri-

sekante der Z-Punktkurve jener (VN) Komplexstrahlen ist, die die I
Punkte lings beliebigen endlichen Geraden haben.
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Die grundlegende Verdnderung beziiglich des Flichenbiischels /F?/
entsteht dann, wenn eine beliebige Ferngera de q eine Gesamtheit
der I Punkte der, durch /F;?/ Flichenbiischel bestimmten (VN) Komplex-
strahlen ist. Die Strahlen

t = o(T) fur jeden T eq

bilden einén Regulus des Hyperboloides H,, wo, wie bekannt, jeder Strahl
t eine Gesamtheit der Z Punkte jenes Biischels der parallelliegenden
(VN) Komplexstrahlen ist, die im Punkt

T=19¢'0)
seirfen I Punkt haben. Die Strahlen
' p=4¢(Tj fir jeden Tegq .

sind Strahlen des vereinigten (MK—VN) Komplexes und ihr Erzeugnis
ist keine Fliche 6. Grades sondern eine Kongruenz. '

Die Ordnung der Kongruenz wird auf folgende Weise bestimmt.
Die Ebenen die mit den Punkten der Geraden q und ihnen ein-eindeutig
zugeordneten - (TK) Komplexstrahlen bestimmt sind, die die Erzeugen-
den des Hyperboloides H, sind, bilden eine kubische Hiilltorse, wie es
auf Grund des Chasleses Korrespondenzprinzips folgt. Einen beliebigen
Raumpunkt enthalten deshalb drei diese Ebenen, woraus folgt, dass jeden
Punkt drei (MK—VN) Komplexstrahlen enthalten, bzw. dass die Ord-
nung der gegebenen Kongruenz gleich drei ist.

Die Klasse der Kongruenz. Eine beliebige Ebene schneidet die
Gerade q in einem Punkt @, und den Strahl

t, = 9(Q)s

der die Erzeugende der Fliche H, ist in einem Punkt, der genau der Z
Punkt jenes (MK—VN) Komplexstrahles ist, fir den

0= q)(Q) gilt:

d. h. fiir den der Punkt @ ein I Punkt ist. Es folgt: die erwdhnte Kon-
gruenz ist erster Klasse. Tt ' '

Es ist rioch zu bemerken, dass die Mittel- Z Punkte dieser (MK—VN)
Komplexstrahlen keine zerfallene Raumkurve 5. Ordnung, sondern eine
Fliche H, 2. Grades bilden. o ' :

Satz A 6. Jene (VN) Komplexstrahlen des (Fi*) Polarraumbiischels,

welche die I Punkte auf einer beliebigen Ferngeraden haben, stim-

. _men mit jenen (MK) Komplexstrahlen iberein, die dieselben Fern-

" punkte haben. Diese (MK —VN) Komplexstrahlen bilden eine Kon-
gruenz 3. Ordnung und 1. Klasse. Die Mittelpunkte bzw. die Z Punk
te solcher Strahlen bilden eine Regelfliche 2. Grades. -

E2 A

Bemerkung. In [6] hat Nife gezeigt, daés jene (MK) Komplekstf:;h-
len, die eine Gerade schneiden, eine Kongruenz 3. Ordnung und 3. Klasse
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bilden. Dies steht in keinem Gegensatz mit’ der Behauptung im-Satz A
6., weil' uns hur jene (MK—VN) Komplexstrahlen interessieren, die.die
I Punkte auf der Ferngeraden q haben. Diese Strahlen bilden tatsdchlich
eine Kongruenz 1. Klasse, wihrend die Ergidnzung bis zur Klasse drei
durch die Ferngerade der betreffenden Ebene geblldet wire. Im [1], [7]
bzw. [6] wird niamlich gezeigt, dass: jede Ferngerade ein zweifacher (VN)
bzw.- (MK) Komplexstrahl ist und ein solcher ist auch die Ferngerade der
betreffenden Ebene, die unumstritten die Gerade g schneldet in dlesem
Schnlttpunkt aber in allgemelnen keinen I Punkt hat. = :

TS B <_‘ VVVVV . 5. . : T
b) Die (VN) Komplexstrahlen des (Fi®) Polarfraumbuschels, ydie-einem
belzebzgen Raumpunkt zugeordnet sind

Nach Defmmon 9 in [1] ist ein (VN) Komplexstrahl einem Raum-
punkt zugevrdre t ‘wetin er in dlesem Punkt seipen 1- bzw Z Punkt
‘hat. . ;

" Einem beheblgen Raumpunkt T 1st em Strahl

=) )

‘zugeordnet und den (VN) Komplexstrahlen die die I bzw VA Punkte im
‘Punkt ‘T “haben, konnen die: Z bzw. I Punkte nur ‘auf derGeraden t lie-
gen. Die Gerade t sei deshalb eme Gesamthélt der I Punkte der (VN)
Komplexstrahlen 1

 Die (TK) Komplexstrahlen die den Punkten der Geraden: t zugeord-
niet sind,-bilden die Erzeugenden’ emes Kegels T2 2. Grades des Scheitel-
punktes T. Auf die g1e1che ‘Weise," wie wir.es in [1] getan haben, kann
man schliessen, dass:auch in diesem Eall der Punkt T .der I Punkt fiir
einen und der*Z Punkt. fiir. drei- (VN) Komplexstrahlen ist, die die .I
Punkte auf der Géraden:t.haben, von deren elner selnen I Punkt 1m
‘Fernpunkt des Strahles t hah ST B .o s

- Die Sﬂfahlen ‘
0= q/(T,,), wo T der Fernpunkt des Strahles t 1st

bﬂden némlich ein Buschel paralleler' {VN) Komplexstrahlen mlt dern
gememsamen I PunHt m T,,, wahrend 1hre VA Punkte langs des Strahles

=19 (T%)

llegen D1eses Buschel st1mmt mit dem Buschel (T,) der paraIlelen (MK)
Komplexstrahlen {iberein, die lings des Strahles t, die Mlttelpunkte “ha-
‘ben. Da t, eine Erzeugende des Kegels T?ist, die auch den. Punkt T ent-
hilt, besteht auch ein’ gemeinsamer Strahl T T dieser zwei Komplexe,
mit dem gemem‘samen Mlttel— bzw Z Punkt 1m T und dem 1 Punkt
in T,.

Satz A 7. Von.drei.Strahlen des durch, das. /Fk2/ Flachenbuschel
‘bestimmten: (VN) Komplexes, die in einem beltebzgen 'Raumpunkt
- den .gemeinsamen ,Z Punkt haben, gehort . einer immer. dem (1\4K—
VN) Komplex an.
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Damit ist auch auf indirekte Weise bewiesen, dass jeder beliebige
‘Raumpunkt der Mittelpunkt des einen (MK) Komplexstrahles ist, der
mit dem /F,2/ Flichenbiischel bestimmt wird. (2.2).

¢) Die durch das /Fj?/ Flichenbiischel bestimmten (VN) Komplexstrah-
len, die die Z Punkte auf einer Endlichen- bzw. Ferngeraden haben

Eine beliebige Raumgerade s sei eine Gesamtheit der Z Punkte
der (VN) Komplexstrahlen. Wie in [1] kann man auch jetzt feststellen,
dass die I Punkte solcher Strahlen nur auf dem Hyperboloid H, liegen
konnen, dessen einen Regulus die Strahlen

t = ¢(T) fiir jeden Tes

bilden und den erginzenden, die konjugierte Polaren r der Geraden s
beziiglich jede der Flichen des /F,* Biischels. Die Ordnung der I-Punkt-
kurve dieser Strahlen ist durch irgendeine Schnittebene (t,7) zu bestim~
men, die je eine Erzeugende eines jeden Regulus enthilt.

Auf der ausgewihlten Erzeugenden t befinden sich drei I Punkte,
die den gemeinsamen zugeordneten Z Punkt auf der Geraden s haben.
Fine dieser drei I Punkte liegt, wie bekannt, im Fernpunkt des Strahles
t und gehoért dem (MK—VN) Komplexstrahl an. Nur zwei Strahlen des
sreinen« (VN) Komplexes haben deshalb ihre I Punkte am Strahl t.

Ist die Erzeugenden r des erginzenden Regulus als eine Gesamtheit
der I Punkte der (VN) Komplexstrahlen aufzufassen, folgt aus den Griin-
den, die in [1] durchgefiihrt sind, dass vier dieser Strahlen ihre Z Punkte
auf der Geraden s haben. Es ist auch klar, dass im /F;%/ Flichenbiischel
der Fernpunkt der Geraden r der I Punkt jenes (VN) Komplexstrahles
ist, dem der Z Punkt auf der Geraden s liegt, dieser Strahl aber, zum
(MK—VN) Komplex angehért. Da das analog fiir jeden Fernpunkt jeder
Erzeugenden des ergizenden Regulus Geltung hat, bilden alle solche I
Punkte die Fernkurve h? 2. Ordnung des Hyperboloides H,.

Die I-Punktkurve i7 7. Ordnung jener (VN) Komplexstrahlen, die
die Z Punkte auf einer beliebigen Raumgeraden haben und die im Fall
des /F?/ Flichenbiischels unzerfallt bleibt, zerfillt im Fall des /F;?% Bii-
schels in eine Raumkurve i® 5. Ordnung und in die Fernkurve 2. Ord-
nung.

Es zerfallt auch die Fliache 10. Grades dieser (VN) Komplexstrahlen.
Jedem Punkt der Kurve i ist nimlich ein Punkt der Geraden s zugeord-
net, aber jedem Punkt der Geraden s der als der Z Punkt zu betrachten
sei, sind zwei Punkte der Kurve i* zugeordnet. Auf Grund des Chasles-
schen Korrespondenzprinzipes folgt, dass das Erzeugnis dieser zwel
Punktreihen eine Regelfliche 7. Grades ist, die die Gerade s als zwei-
fache Leitgerade hat.

Den zweiten Teil dieser Fliche bilden die Strahlen des vereinigten
(MK—VN) Komplexes, die das Erzeugnis des ein-eindeutigen Zuord-
nung der Punkte der Fernkurve h? 2. Ordnung und der Punkte der Ge-
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raden s ist. Der erhaltenen Regelfliche 3. Grades ist die Gerade s die
einfache Leitgerade. ‘

Satz A 8. Jene, durch das /F;2/ Flichenbiischel bestimmten (VN)
Komplexstrahlen, die die Z Punkte auf einer beliebigen Raumgera-
den s haben, bilden eine Regelfliche 10. Grades, die zerfdllt in die
Regelfliche 7. Grades dieser Strahlen, deren I-Punktkurve 5. Ord-
nung ist und die Gerade s als eine zweifache Leitgerade hat und in
eine Regelfliche 3. Grades der (MK—VN) Komplexstrahlen die die
I Punkte auf einer Fernkurve 2. Ordnung haben und der die Ge-
rade s eine einfache Leitgerade ist.

Es ist weiterhin zu behaupten:

Satz A 9. Jene (TK) Komplexstrahlen die den Punkten der belie-
bigen Raumgeraden s zugeordnet sind und die den ersten Regulus
des Hyperboloides H, bilden, sind die Unisekanten jener I-Punkt-
kurve i 5. Ordnung jener (VN) Komplexstrahlen, deren Z Punkte
sich lings der Geraden s befinden, wdhrend jede Erzeugende des
erginzenden Regulus, dem die, der Geraden s konjugierte Polaren
beziiglich jede der Flachen des /F)?/ Biischels bilden, die Trisekante
dieser I-Punktkurve ist.

Die aus [1] bekannte zerfillte Regelfléiche jener (VN) Komplexstrah-
len des (F?) Polarraumbiischels, die die Z Punkte auf einer beliebigen
Ferngeraden haben, wird im Fall des (F)?) Polarraumbiischels keine we-
sentlich neuen Eigenschaften erreichen.

d) Die Erzeugenden der Regelfichen des /F;2/ Biischels

Im [1] wurde gezeigt, dass jede Erzeugende jeder Regelflache des
/F?/ Biischels ein zweifacher (VN) Komplexstrahl ist, der zwei verschie-
dene Paare der I—Z Punkte enthilt.

Es sei die Gerade d eine beliebige Erzeugende einer Regelfldche,
die dem /F,?] Biischel angehért. Die Strahlen

t =¢(T) fir jeden Ted

bilden einen Regulus des neuen Hyperboloides, dem die Erzeugende d
dem erginzenden Regulus gehort. Der Strahl

ty = ¢ (T4) wo T, der Fernpunkt der Geraden d ist,

liegt in den Polarebenen dieses Punktes bezliglich aller Flichen des /F2l
Biischels, also auch beziiglich der Kugel und muss

d = (T,

als ein (VN) Komplexstrahl in seinen Z Punkt schneiden. Aus diesem
Grunde folgt, dass von je zwei verschiedenen Paaren der I—Z Punkte
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auf der Erzeugenden d, die auf die {ibliche Weise erhalten sind, je einer
derartig ist, dass sein I Punkt unendlich fern liegt. O
Im /2. 10/ ist es erwihnt, dass jede Erzeugenden einer Regelfliche
eines Biischels 2. Grades auch eini (MK) Komplexstrahl ist. Man erinnere
sich, dass jeder Strahl™ - ' ST I "
) ] “ ;‘ o ‘~. ) o '(td__:‘: (P(Td)“‘ , ‘
eine Gesamtheit der’ Z Punkte jener (VN) Komplexstrahlen ‘ist, die den
I Purkt im T, haben (Satz A 1) bzw. eine Gesamtheit-der Mittelpunkte
der (MK) Komplexstrahlen, deren der zweite  Beriihrpunkt mit der Fliche
dieses Flachenbiischels im Punkt Ty liegt. /2. 5./ Es folgt daraus, dass
der Z Punkt der Erzeugenden d, die als ein (VN) Komplexstrahl mit dem
I Punkt in der Fernebene betrachtet sei, stimmt mit dem ' Mittelpunkt
dieser Erzeugenden {iberein, die auch ein (MK) Komplexstrahl ist, was
weiterhin bedeutet, dass dieser Punkf jene Strecke halbiert, die auf der
Erzeugenden d von der Grundkurve k¢ des Flichenbiischels /F;?/ ausge-
schnitten wird, e aa o SN
 Noch ein Paar der I—Z Punkte auf der Erzéugenden d, als dem
zweifachen (VN) Komplexstrahl, wird auf die iibliche Weise, vie in [1]
getan ist, durchgefiihrt.. oo s . i

Satz A 10. Die Erzeugenden der Regelflichen des /F2/ Blischels
., -sind die zweifachen Strahlen des (VN). — und die einfachen Strahlen
des (MK) Komplexes und bilden eine Kongruenz 2. Ordnung und 6.

~ Klasse innerhalb des (MK—VN) Komplexes. . . .

AL

et ]

e) Die einen beliebigen Raumpunkt enthaltenden (VN) Komplex-
strahlen des {F;?) “Polarraumbiischels .(die Ordnung des K_,_omplexes)

; -~ Im Satz A 3. wird es behauptet, dass der (VN) Komplex 8. Grades,
der durch das /F;?*/ Biischel bestimmt ist, in einén (V.N) Kamplex 5. Gra-
des und in (MK—VN) Komplex 3. Grades zerfallt.” T
__Wie bekannt, die Ordnung eines Komplexes ist der Ordnung -jenes
Kegels gleich, den einen beliebigen Raumpunkt enthaltenden Komplex-
strahlen bilden. Auf Grund des Satzes A 3 wiirde folgen, dass alle, einen
beliebigen Raumpunkt T enthaltenden (VN) Komplexstrahlen einen Ke-
gel 8. Grades bilden, der in einen Kegel 5. Grades der (VN) Komplex-
strahlen .und. in.einen Kegel der (MK—VN) Komplexstrahlen zerfallen
muss. Um dies auch zu beweisen, wird die in [1] /A 5 a)/ gegebene Idee
gefolgt.

Die durch einen beliebigen Raumpunkt’ T hindurch gelegten Beriihr-
kegel beziiglich jede der Flichen des Fléchenbiischels /F42/, berithren
diese Flichen in den Punkten einer- ¥Fliche Q 3. Ordnung, die die Ferme-
bene in einer Kurve w 3. Ordnung schneidet. Der Strahl. : . e

t = ¢(T)

ist- der Triger eines Biischels der Polarebenen des Punktes T beziiglich
jede der Flichen des 7F;?/ Biischels und jede diese Ebene schneidet die
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Fliché Q ausser in der Geraden t in je noch-einer Kurve c,? 2. Ordnung,
die ganz auf einer Fliche des /F?/ Biischels liegt. Es gnlgt deshalb nur
die Zahl jener (VN) Komplexstrahlen zu bestimmen, die den Punkt T
enthalten und die die I Punkte auf eine der Schnittkurven ¢2 2. Ordnung
haben, um dieselben Folgerungen auf jede der Schnittkurven c,? zu iber-
tragen. Die Strahlen

©* = ¢(T%) fiir jeden T=ec?

liegen in den Beriihrebenen des Kegels (T, ¢?) und sind die Erzeugenden
einer Fliche P* 4. Grades. Es bestehen nach [1] und [7] sechs den Punkt
T enthaltenden Strahlen '

o=4¢(T*) wo T”“e c? ist,

die aber in allgemeinen in T keinen Z Punkt haben. Wie bekannt befin-
den sich auf dem Strahl t doch drei I Punkte dreier (VN) Komplexstrah-
len, die im T den Z Punkt haben, Daraus folgt, dass die Ebene (t, c?) die
I-Punktkurve, den Punkt T enthaltenden (VN) Komplexstrahlen, in neun
Punkten schneidet, bzw. dass die I-Punktkurve selbst die 9. Ordnung hat,
der (VN) Komplex 8. Grades ist, wihrend wird fiir die Z-Punktkurve
gezeigt, dass sie die 11. Ordnung hat. ' I

Damit einer dieser (VN) Komplexstrahlen ein Strahl des (MK —VN)
Kompledes sein kann, muss ihm, als dem (VN) Komplexstrahl der zu-
geordnete I Punkt unendlich fern liegen. Die Ferngerade der Ebene
(. c? schneidet die Kurve c¢? in zwei Punkten T; (i = 1,2) und die Gerade
t in einem Punkt. Diese drei Punkte sind die Schnittpunkte der erwahn-.
ten Geraden mit der Kurve w. Da die Strahlen )

[ich(T,) % i:& 1,2 .

in den Beriihrebenen des Kegels (T, ¢%), als auch in den Beriihrebenen

jener Fliche des /F,?/ Biischels liegen, die die Kurve c? enthilt und da

die Strahlen - ] ' ’ '
o=¢(T) i=12

den Strahlbiischel (T,) in der Ebene (T t;) (i = 1,2) bilden, besteht sicher
innerhalb jedes solchen Biischls (T;) einer den Punkt T enthaltende (VN)
Komplexstrahl. Solche Strahlen T;T sind, wie bekannt, auch die (MK-—
VN) Komplexstrahlen, wihrend der dritte (MK—VN) Komplexstrahl in
der Ebene (t, c?) die Verbindungsgerade des Fernpunktes des Strahles t
mit dem Punkt T ist. /Satz A 7./ Das Analoge gilt auch fiir jede der Ebe-
nen (t,c,?). Da weiterhin jede Ebene des Punktes T die Kurve w 3. Ord-
nung in drei Punkten schneidet, die die Fernpunkte der- Erzeugenden
eines Kegels 3. Grades mit dem Scheitelpunkt T sind, folgt, dass diese
Erzeugenden (MK-VDN) Komplexstrahlen sind. Die- I Punkte dieser
Strahlen bilden eine Kurve w 3. Ordnung und ihre Z- bzw. Mittelpunkte
eine Raumkurve 4. Ordnung geben /2.3./. '

Satz‘-A 11. Einen beliebigen Raumpunkt ‘enthalténdé (VN) Kom-~

. - plexstrahlen des /F;% Flichenbiischels bilden einen Kegel 8. Grades,
dieser zerfillt in einen Kegel 5. Grades der (VN) Komplexstrahlen
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mit den I Pumkten lings der Raumkurve 6. Ordnung und den Z
Punkten auf einer Kurve 7. Ordnung und in einen Kegel 3. Grades
der (MK —VN) Komplexstrahlen mit den I Punkten lings einer Fern-
kurve 3. Ordnung und den Z- bzw. Strahlmittelpunkten lings einer
Raumkurve 4. Ordnung.

f) Die in einer Ebene liegenden (VN) Komplexstrahlen des (F;?) Polar-
raumbiischels (die Klasse des Komplexes)

In [1] wurde festgestellt, dass die in einer beliebigen Ebene liegen-
den Komplexstrahlen eine Kurve 8. Klasse einhiillen, widhrend die I-
-Punktkurve dieser Strahlen 5. Ordnung und ihre Z-Punktkurve 7. Ord-
nung ist.

Wenn es sich um ein /F;2/ Flichenbiischel handelt, muss man in
Betracht nehmen, dass den Punkten der Ferngeraden q einer beliebigen
Ebene, die zugeordneten (TK) Komplexstrahlen einen Regulus des Hy-
perboloides H, bilden. Diese Fliche ist eine Gesamtheit der Z Punkte
jener (VN) Komplexstrahlen, deren I Punkte sich lings der Geraden q
befinden und jede Ebene des Biischels [q] schneidet diese Fliche H, in
einer Kurve 2. Ordnung, die die Gesamtheit der Z Punkte jener (VN)
Komplexstrahlen ist, die die I Punkte lédngs der Geraden g haben.

Stellt man einen Vergleich mit den Untersuchungen des (MK) Kom-
plexes in [3] und [6] an, kann man sehen, dass die erwihnten (VN) Kom-
plexstrahlen mit jenen (MK) Komplexstrahlen {ibereinstimmen, die in
einer beliebigen Ebene eine Kurve 3. Klasse einhiillen und die die Mittel-
punkte auf einer Kurve 2. Ordnung haben.

Da der (VN) Komplex 8. Grades ist, miissen seine in einer beliebigen
Ebene liegenden Strahlen eine Kurve 8. Klasse einhiillen, die immer in
eine Kurve 3. Klasse der (MK—VN) Komplexstrahlen und in eine Kurve
5. Klasse der (VN) Komplexstrahlen zerfillt. Wann diese Kurven auch
weiter zerfallen, hingt von anderen Faktoren ab.

Die I-Punktkurve 5. Ordnung der in einer beliebigen Ebene liegen-
den (VN) Komplexstrahlen zerféllt in die Ferngerade dieser Ebene und
in eine Kurve 4. Ordnung und die Z-Punktkurve dieser Strahlen in Kur-
ven 2. und 5. Ordnung. Die Kurve 3. Klasse der (MK—VN) Komplex-
strahlen ist das Erzeugnis der ein-eindeutig zugeordneten Punktereihen
1. und 2. Ordnung und die Kurve 5. Klasse der (VN) Komplexstrahlen
ist das Erzeugnis der ein-eindeutig zugeorneten Punkte dieser Kurven
4. und 5. Ordnung, wo aber in Betracht genommen werden muss, dass
diese zwei Kurven sich in vier Durchstosspunkten der betreffenden Ebene
mit der Grundkurve k* des /F;?/ Biischels schneiden, so dass von den
erhaltenen Erzeugnis noch vier Strahlbiischel abgenommen werden miis-
sen / [1] und 3 Ba) /. :

Satz A 12. Die (VN) Komplexstrahlen die in einer beliebigen Ebene
eine Kurve 8. Kilasse einhiillen, bilden im Fall des (F;?) Polarraum-
biischels eine Kurve 5. Klasse jener (VN) Komplexstrahlen, die die
I Punkte auf einer Kurve 4. Ordnung und die Z Punkte auf einer
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Kurve 5. Ordnung haben und eine Kurve 3. Klasse der (MK—VN)
Komplexstrahlen mit den I Punkten lings der Ferngeraden der be-
treffenden Ebene und den Z Punkten bzw. (MK)-Komplexstrahl-
mittelpunkten auf einer Kurve 2. Ordnung.

Aus den bisher Dargelegten ist es ersichtlich, dass die Gesamtheit
der (VN) Komplexstrahlen des (Fi?) Polarraumbiischels in den Teil, der
die (VN) Komplexstrahlen und in den Teil der (MK—VN) Komplexstreh-
len enthilt genau dann zerfillt, wenn die Gesamtheit diesen Strahlen
zugeordneter I Punkte die Fernpunkte enthalt.

B DIE SINGULARPUNKTE UND DIE IHNEN ENTHALTENDEN GERADEN

Die Gesamtheit der Singuldrpunkte des durch das Flichenbiischel
/F?/ bestimmten (VN) Komplexes bilden, wie es in [1] gezeigt wird, die
Grundkurve k¢ 4. Ordnung dieses Blischels, die Flichenmittelpunkraum-
kurve k3 3. Ordnung, die Jacobische Fernkurve p 3. Ordnung und der
absolute Kegelschnitt, wihrend es in [3] gezeigt wird, dass nur die Punkte
der Kurve k.2 die Singulirpunkte des (MK) Komplexes sind.

Es wire nun interessant zu untersuchen auf welche Art und Weise
sich die Eigenschaften der Punkte dieser Kurven wie auch die Gesamt-
heit der (VN)- bzw. (MK) Komplexstrahlen, die diese Punkte enthalten,
indern werden, wenn diese Komplexe durch das /F2/ Flachenbiischel
bestimmt werden.

a) Die Grundkurve k* des /F;2/ Flichenbiischels

Ein beliebiger Punkt T der Grundkurve k* des Flichenbiischels /F;%/
ist, wie auch im Fall des Flichenbiischels /F2/, der Trager eines Biischels
der (VN) Komplexstrahlen, der in jener Ebene E liegt, die senkrecht auf
die Tangente ‘
t—o(Ty Tek

der Kurve k! im Punkt T steht. Die Tangente t ist ein einfacher (TK)-
und (MK) Komplexstrahl und ein zweifacher (VN) Komplexstrahl, da t
auch eine Erzeugende einer Fliche des /F;* Biischels ist. Von zwei I
Punkten der Tangenten t, als dem (VN) Komplexstrahl, muss immer eine
unendlich fern liegen (siehe A d), wihrend sich ihnen zugeordnete Z
Punkte immer im Punkt T befinden. [1]. Aus diesem Grunde folgt, dass
auch die beliebige Tangente t der Grundkurve k* des /F,* Flichenbi-
schels ein einfacher (MK —VN) Komplexstrahl ist.

b) Die Flichenmittelpunktraumkurve k> des /F,2/ Biischels

Ein beliebiger Punkt 0 der Kurve k2 des /F?/ Biischels ist ein co!-
deutiger I Punkt eines Biischels jener (VN) Komplexstrahlen deren Z
Punkte sich lings des Fernstrahles ‘

t, = 9(0) Oek?
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befinden. Der Strahl t, schneidet die Jacobische Fernkurve p. 3. Ordnung
in drei Punkten, die die I Punkte jener drei (VN) Strahlen sind, die die
Z Punkte im Punkt 0 haben. - : ' ' - 2

Geht es um ein /F;2/ Flichenbiischel hat jeder Punkt der Ebene, so
auch jeder Punkt der Geraden : :

t,=9(0) Oeck?

die Eigenschaften der Kurve p. Daraus folgt, dass die, denr Punkten: der
Geraden t, zugeordneten (FK) KompleXstrahlen einen Kegel 2. Grades
bilden, der den Scheitelpunkt im 0 hat, und die Erzeugenden dieses Ke-
gels bilden die Gesamtheit der Z Punkte jener biischelférmigen (VN)
Strahlen, die die I Punkte lings der Geraden t, haben. Die Gerade %, ist
deshalb auch eine Gesamtheit der I Punkte jener (VN) Komplexstrahlen,
die den Z Punkt im 0 haben. ,

Jeder (VN) Komplexstrahl, dessen I Punkt sich im Mittelpunkt einer
beliebigen Fliche des /F;% Biischels befindet, ist ein solcher, dass er nur
die Orientation #ndert, wenn ihm involutorzugeordneten I und Z Punkte
seine Stellung wechseln. Solche Strahlen sind in [1] als die I nvolu-
torstrahlen des (VN) Komplexes definiert. Ein beliebiger Flichen-
mittelpunkt des /F2/ Biischels ist deshalb der Triger eines Biischels der
Involutorstrahlen des (VN) Komplexes. »

Erwihnen wir nun noch, dass iiber die Involutorstrahlen des (VN)
Komplexes der durch das /F,2/ Biischel bestimmt ist, wird die Rede in
einer anderen Arbeit sein. Ce ‘

Es ist klar, dass die erwihnten Involutorstrahlen auch die (MK)
Komplexstrahlen mit dem gemeinsamen Mittelpunkt im Mittelkunkt der
betreffenden Fliche des /F;* Biischels sind (vergleiche mit 2.8) und dem

(MK —~VN) Komplex angehoren.

Satz B 1. Ein beliebiger Flichenmittelpurkt des /F;?/ Biischels ist
ein «ol-deutiger I- und ein col-deutiger Z Punkt eines Biischels der
Involutorstrahlen des (VN) Komplexes, deren der andere zugeordne-

" te Punkt sich auf diesem Mittelpunkt zugeordnetem Fernstrahl des
(TK) Komplexes befindet. ; ‘

~ "Bemerken wir noch, dass ein wesentlicher Unterschied in Beziehung
auf das Flichenbiischel /F2/ besteht, weil in diesem Fall einen beliebigen
Flichenmittelpunkt nur drei Involutorstrahlen enthalten und jeder sol-
cher Punkt ist der Singuldrpunkt nur beziiglich der' I Punkte der (VN)
Komplexstrahlen. Im Gegensatz’' zu dem, im-Fall des /F23[ Biischels ist
jeder Punkt der Kurve k3 ein Singuldarpunkt wie beziiglich der ¥- so
auch beziiglich der Z Punkte dieser Komplexstrahlen. : :

Eine besondere Stellung innerhalb der Punkte der Kurve k>3 des
/F,2/ Biischels nehmen die Scheitel-mittelpunkte A, B, C und D' der Sin-
tulsirflichen dieses Biischels an, wie auch dié Fernpunkte U, V und 'Y
der Kurve k2 wo, wie bekannt, U, V und Y -die Mittelpunkte des
hyperbolischen Paraboloides bzw. zweier Paraboloide, wihrend die Punk-
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te A, B, C und D auch die Eckpunkte des gememsamen Polartetraeders
des (Fk2) Polarraumbiischels sind.

‘Jeder der Mittelpunkte A, B, C, bzw. D ist im Fall des Biischels /sz/
wie auch im Fall des /F?/ Buschels ein o2 deutlger I Punkt eines Biin-
dels der (VN) Komplexstrahlen. Wie bekannt, ein beliebiger Raumpunkt
T ist ein dreifacher Z Punkt, dem die zugeordneten I Punkte sich auf dem
Strahl

t=o(T) .

befinden, Geht es um das /F)? Biischel, so liegt einer dieser I Punkte
unendlich fern. Dieselben Tatsachen haben die Geltung auch fiir alle
(TK) Komplexstrahlen, die z. B. in der Ebene (BCD) liegen und die dem
Punkt A zugeordnet sind. Es folgt daraus, dass der Kegel 3. Grades jener
(VN) Komplexstrahlen, die den gemeinsamen Z Punkt im Punkt A ha-
ben und deren I Punkte in der Ebene (BCD) eine Kurve m.® 3. Ordnung
bilden, zerfillt in einen Kegel 2. Grades und in den Biischel (A) jener
(VN) - Komplexstrahlen, die in der Ebene, die parallel mit der Ebene
(BCD) ist, liegen, wihrend die ebene I-Punktkurve m,® dieser Strahlen
in die, d1e Scheitelpunkte B, C, D enthaltende Kurve 2. Ordnung und in
die Ferngerade dieser Ebene zerfillt.

. Vergleichen wir dieses mit den Untersuchungen in [3] bzw mit der
Behauptung die in 2.8. ausgesagt wird, folgt, dass die (VN) Komplexstrah-
len der erwihnten Biischels (A4), als auch die Erzeugenden des Kegels A?
2. Grades, der die Fliche des Biischels /F,?/ mit dem Scheitelpunkt in A
ist, stimmen mit den (MK) Komplexstrahlen iiberein und gehtren des-
halb dem (MK— -VN) Komplexe an. Auf den Erzeugden dieses Kegels
liegen die I Punkte eines I—Z Paares unendlich fern-und die ihnen zu-
geordnete Strahlmittelpunkte bzw. Z Punkte halbieren die Strecke, die
auf diesen Erzeugenden vén der Grundkurve k4 des /F;2/. Buschels ausge—
schmtten wird. "~ 7 . =

Den - Scheltelpunkt A enthalten deshalb zwei. verschledene Kegel 2.
Grades der hervorragenden (VN) Komplexstrahlen, die in erstem Fall
die Involutorstrahlen des (VN) Komplexes und in dem zweiten die Er-
zeugenden der Singulirfliche des /F;?/ Biischels und die Strahlen des
(MK—VN) Komplexe sind, die aber im A keinen Z Punkt haben.

Es ist ganz klar, dass die analogen Betrachtungen auch fiir die {ibri-
gen drei Punkte B, C und D Bedeutung haben.

_Satz B 2. . Der Mittelpunkt einer Singulirfliche des /F4?/ Fldchen-
“biischels. ist der «w®-deutiger I Punkt und der ool- -deutiger Z Punkt
der (VN) Komplexstrahlen. Jene dieser Strahlen, die im Smgular—
flichenmittelpunkt den Z Punkt haben, sind die Erzeugenden eines
Kegels 3. Grades, der in einen Kegel 2. Grades zerfilt, so dass die I
Punkte eine solche Kurve 2. Ordnung bilden, die die Mzttelpunkte
der dbrigen drei Singulirflichen dieses /F;?/ Biischels enthdlt und
in ein Biischel der (MK—VN) Komplexstrahlen, deren I Punkte sich
-auf der Ferngeraden der Ebene der. e'rwahnten iibrigen drei Mzttel-
. punkte befinden. : .
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Da jede Ferngerade ein zweifacher Strahl des (VN) Komplexes [1]
und auch zweifacher Strahl des (MK) Komplexes /2.16./ ist, ist es auf
Grund der bisherigen Untersuchungen leicht festzustellen, dass jeden
Fernpunkt der Kurve k2 bzw. den Punkt U, V oder Y, ein Biischel sol-
cher zweifachen Fernstrahlen des (MK-—VN) Komplexes enthalten, die
in dem betreffenden Punkt den I Punkt bzw. den Mittelpunkt-Z-Punkt
haben.

¢) Die Unisekante der Kurve k2

Eine Unisekante h der Kurve k2 soll den Mittelpunkt O einer be-
liebigen Flache F des /F,?/ Flichenbuschel enthalten.

Die Gerade h sei die Gesamtheit der I Punkte der (VN) Komplex-
strahlen. Die Strahlen

t = @(T) fiir jeden Teh
bilden einen Regulus des hyperbolischen Paraboloides H;, da der Strahl
by = (p(O) Oeh

seine Fernerzeugende ist. Er ist auch eine Cesamtheit der Z Punkte,
die dem Punkt O als dem I Punkt zugeordnet sind. Der endliche Strahl

t, = ¢ (T,) wo T, der Fernpunkt der Geraden h sei, ist auch die Ge-
samtheit der Z Punkte der (VN) Komplexstrahlen die den gemeinsamen
I Punkt in T, haben. Es folgt, dass auch die Fliche 6. Grades jener (VN)
Komplexstrahlen zerfillt, die die I Punkte auf einer Unisekante der
Kurve k.3 haben und zwar in eine Fliche 4. Grades und in zwei Geraden-
biischel.

Auch in diesem Fall wird es am interssantesten sein zu untersu-
chen, wie und auf welche Weise die Kugel auf das Flichenbiischel 2.
Grades wirkt, damit dieser Zerfall auftreten kénnte. Um dies darlegen
und beweisen zu konnen wird die iibliche Behandlung mittels der Hiill-
torsen T, und T, verwendet. /3. A a) /.

Die Hiilltorse 7, ist unzerfallen und 3 Klasse.
Die Hiilltorse 7, zerfillt in drei Ebenenbiischel, die auf die folgende
Weise zu bekommen sind. Den Punkten des Fernstrahles

t, =T<pf(0)_ O"‘E[kc3 N h

die zugeordneten Polarebenen beziiglich der Kugel bilden ein Ebenen-
biischel, dessen Achse die Verbindungsgerade des Punktes O und des
Mittelpunktes der Kugel ist; den zweiten Ebenenbiischel bilden die paral-
lelen Ebenen, dessen Achse den Fernpunkt T, der Geraden h enthilt und
die Fernpolare des Fernpunktes des Strahles

tn =9 (T

beziiglich des absoluten Kegelschnittes ist; den dritten Ebenenbiischel
bilden jene Ebenen, deren Ferngeraden die Polaren der Fernpunkte der
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Erzeugenden der Fliche H, beziiglich des absoluten Kegelschnittes sind.
Es ist nimlich bekannt, dass alle diese Erzeugenden- (TK) Komplex-
strahlen die Fernebene in einer Geraden q schneiden, die dem ergadnzen-
den Regulus der Fliche H) gehort und die erwihnten Polaren beziiglich
des absoluten Kegelschnittes ein Strahlbiischel bilden, dessen Schitel-
punkt mit Q bezeichnet sei. Die Achse des dritten Ebenenbiischels muss
ausser des Punktes @ auch den Kugelmittelpunkt enthalten, wie es im
3 A q) fiir die Ebenen der Hiilltorse T, bestimmt ist. Es ist klar, dass jede
solche Ebene auch jenen Punkt der Geraden h enthalten muss, welchem
Punkt diese Ebene auf die beschriebene bekannte Weise zugeordnet ist.
Nach den iiblichen Verfahren kann man ersehen, dass der erste Ebenen-
biischel der Torse T, die Ebene (O, t,) der Torse 7, in einem Biischel (O)
der (VN) Komplexstrahlen schneidet und die Z Punkte dieser Strahlen
lings der Geraden t, liegen. Die Ebenen des zweiten Ebenenbiischels der
Torse T, schneiden die Ebene (T,,t,) der Torse T, in einem Biischel (T,)
der parallelen (VN) Komplexstrahlen mit den Z Punkten lings t,. Die
Ebenen des dritten Biischels der Torse T, schneiden ihnen ein-eindeutig
zugeordneten Ebenen der Torse 7, in den Erzeugender einer Fliche 4.
Grades der (VN) Komplexstrahlen und ein-eindeutig zugeordnete Er-
zeugenden des hyperbolischen Paraboloides H) in einer Kurve k3 3.
Ordnung.

Die Strahlen der erwihnten Biischel (O) und (T,) sind die Strahlen
des (VN)- und (MK) Komplexes, aber nur die Strahlen des (T,) Biischels
sind, der Definition 1 nach, Strahlen des (MK —VN) Komplexes. Die Uni-
sekante h ist nach der Voraussetzung eine Gesamtheit der I Punkte der
(VN) Komplexstrahlen, so dass der Punkt O ein ol-deutiger I Punkt
eines Biischels solcher (VN) Komplexstrahlen ist, die nur gemeinsam mit
den (MK) Komplexstrahlen fallen. Diess steht in keinen Gegensatz mit
der vorher ausgesagten Behauptung, dass die Strahlen des Biischels (O)
fir O € k,® in der Ebene (O,t,) wo t, = ¢ (O) ist, die (MK—VN) Kom-
plexstrahlen sind. Den Biischel (O) bilden nidmlich die Involutorstrahlen
des (VIN) Komplexes, und bei diesen Strahlen befindet sich einer der Z
Punkte bzw. der Mittelpunkt gemeinsam im Punkt O.

Satz B 3. Jene (VN) Komplexstrahlen, die die I Punkte auf einer
beliebigen Unisekante der Flichenmittelpunktraumkurve k2 des
/F,2/ Flichenbiischels haben, bilden eine Regelfliche 6. Grades die
zerfillt: in eine Fliche 4. Grades dieser Strahlen, mit Z Punkten auf
eciner Raumkurve 3. Ordnung, in ein Biischel parallelen Strahlen des
(MK — VN) Komplexes mit den Z- Mittelpunkten auf einer Geraden
und in ein Biischel gemeinsamer Strahlen des (MK) und des (VN)
Komplexes mit dem Scheitelpunkt auf der Kurve k2, und zwar so,
dass die Z Punkte der (VN) Komplexstrahlen auf einer Ferngeraden
liegen, wihrend der gemeinsame Mittelpunkt der (MK) Komplex-
strahlen auf der Kurve k. ist.

Im [5] hat Majcen gezeigt, dass jene (MK) Komplexstrahlen, die die
Mittelpunkte auf einer, einem Flidchenmittelpunkt enthaltenden Geraden
haben, einen hyperbolischen Paraboloid bilden.
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- Anders ausgedriickt bedeutet das, dass jene*(VN) Komplexstrahlen
des /F? Biischels, die die Z Punkte auf einer beliebigen Unisekante
h der Kurve k2 haben, eine Fliche 10. Grades bilden, die so zerfillt, dass
ihr Bestandteil ein hyperbolisches Paraboloid sei, dem die¢ Erzeugenden
die (MK —VN) Komplexstrahlen sind. : " : =

‘Die Fliche 3. Grades der (MK—VN) Komplexstrahlén aus dem Satz
A 8 zerfillt demnach im hyperbolischén Paraboloid und ein Biischel (O)
wo O = k2 M h ist. Es ist bekannt, dass die I Punkte jener (VN) Kom-
plexstrahlen die die Z Punkte auf einer Unisekante h der Kurve k:* ha-
ben, auf den Strahlen ' c noe

¢ — o(T) fir jeden Teh .

liegen. Diese (TK) Komplexstrahlen sind die- Erzeugenden -eines hyper-
bolischen Paraboloides H;, den die Fernebene in der Erzeugenden. t, =
=9 (0) und in der Geraden g schneidet, Die Punkte der Geradeén q (die
Fernpunkte der Strahlen t = ¢ (T)) sind als die I Punkte ein-eindeutig
den Punkten der Geraden h als den Z Punkten zugeordnet und ihr Er-
zeugnis ist, dem Chaslesen Korrespondenzprinzip nach, ein Erzeugenden-
system des neuen erwihnten hyperbolischen Paraboloides, so dass diese
Erzeugenden die (MK—VN) Komplexstrahlen sind. Die Erginzung biss
zur Fliche 3. Grades bilden jene Strahlen dieses Komplexes, die die I
Punkte auf dem Strahl ¢, und dem gemeinsamen Z Punkt im Punkt O
haben. oo o o o

Satz B 4. Jene (VN) Komplexstrahlen die die Z Punkte auf einer
beliebigen Unisekante h der Kurve k.* des /F*/ Biischels haben, bil-
den eine Regelfliche 10. Grades und. sie zerfdllt, IR
1. in eine Fliche 7. Grades der (VN) Komplexstrahlen mit den I
Punkten auf einer Raumkurve 5. Ordnung und der Geraden h als
zweifachen Leitgeraden. ' oo TR L
2. in einen hyperbolischen Paraboloid dem. einen Regulus die (MK~
VN) Komplexstrahlen mit den I Punkten auf.einer Ferngeraden bil-
den und
3. in ein Biischel dieser (MK—VN) Komplexstrahlen mit den I
Punkten lings jenes (TK) Komplexstrahles der dem Mittelpunkt je-
ner Fliche des /F;%/ Bijschels zugeordnet ist, dem diese Unisekante
enthilt und die den gemeinsamen Z-Mittelpunkt in dem erwdhnten
Flichenmittelpunkt haben. ,

e 5

d) Die Gerade die einen Eckpunkt des 'Pbld;'te1;rdeders. ABCD dés“/Fk“’/
. Flichenbiischels enthdlt .

Die Gerade ¢ soll den Punkt der Kurve k3, der auch der Eckpunkt
A des Polartetraeders ist, enthalten und die gegeniiberstellende Ebene
(BCD) dieses Tetraeders im Punkt A, durchdringen. Wie es in [1] gezeigt
wird, bilden jene (VN) Komplexstrahlen, die auf einer solchen Geraden
die I Punkte haben, eine‘Regelfliche, die zerfillt in die Fliche 4. Grades
und einen Kegel 2. Grades dessen Scheitelpunkt sich in'dem betreffenden
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Eckpunkt des Tetraeders befindet. Die Z-Punktkurve dieser  Strahlen
zerfillt in zwei Zirkuldrkurven 3. und 2. Ordnung..

Geht es um ein /F,%/ Flachenbiischel, so wiederholt sich der in [1]
beschriebene Zerfall, aber die erwihnte Fldche 4. Grades zerfillt auch
weiter in die Fliche der (VN) bzw. (MK-VN) Komplexstrahlen.

Wir weisen wie in [1] hin, dass die Strahlen- :
£ <p(T) fir jeden Tea

ein Strahlbiischel (K) in der, den Eckpunkt A enthaltenden Ebene K* und
noch ein Biischel (K) in der Ebene (BCD) bilden, wo die (TK) Komplex-
strahlen des letzten Biischels zugeordnet. dem Punkt A der Geraden a
sind, und K € K* ™ (BCD) ist. Diese zwei Biischel werden getrennt be-
trachtet. . , , ;

Die Strahlen t; des Biischels (K) in der Ebene K* bilden mit ihnen
ein-eindeutig zugeordneten Punkten T; der Geraden a eine Hiillorse T,* 2.
Klasse. Den Punkten der Ferngeraden der Ebene K*, d. h. den Fernpunk-
ten der Strahlen t; des (TK) Komplexes zugeordnete Polaren p; beziiglich
des absoluten Kegelschnittes sind unendlich fern und biischelférmig. Da
es sich um ein /F;% Biischel handelt, sind diese Polaren p; die Ferngera-
den jener Polarebenen, die den Punkten der Ferngeraden der Ebene K*
beziiglich der Kugel zugeordnet sind, da wegen der Polarverhéltnisse
jede der Ebenen (p;, T;) den Kugelmittelpunkt enthalten muss. Aus die-
sem Grunde folgt, dass der Teil der zerfallenen Hiilltorse t,* ein Ebenen-
biischel bildet, dessen Achse den Kugelmittelpunkt enthilt. Die ein-
eindeutig zugéordneten Ebenen der Torse 7,* und T,* schneiden sich in
den (VN) Komplexstrahlen und bilden nach dem Chasleses Korrespon-
denzpronzip eine Fliche 3. Grades, wihrend die zugeordneten Z Punkte
auf einem Kreis in der Ebene K* liegen, was leicht ersichtlich ist.

Dem Fernpunkt A,-der Geraden a ist der Strahl

ty = <P(An)

zugeordnet und dem Fernpunkt dieses Strahles die zugeordnete Polare
p, beziiglich des absoluten Kegelschnittes muss den Punkt A, enthalten,
wie es im dhnlichen Fillen gezeigt wurde. Die Gerade p, ist deshalb die
Arche des neuen Ebenenbiischels der Torse t,*, welches Biischel die her-
vorragende Ebene (A,, t,) der Torse t,* in einem Strahlbiischel schneidet.
Auf diese Weise sind- jene (VN) Komplexstrahlen erhalten, die den ge-
meinsamen I Punkt im A, haben, wihrend ihre Z Punkte lings der Ge-
raden t, liegen, so dass diese Strahlen auch die (MK—VN) Komplex-
strahlen sind. o :

Die Strahlen

IR =09l fir dAea

bilden, wie bekannt ein Strahlbiischel (K) in der Ebene (BCD), so dass
die Erginzung bis der Torse T, 3. Klasse, ein Ebenenbiischel [AK] ist.
Den Fernpunkten der Ebene (BCD) zugeordnete Polaren beziiglich des
absoluten Kegelschnittes sind biischelférmig, so dass die Ergénzung bis
die Hiilltorse 7, 3. Klasse ein solcher Ebenenbiischel bildet, dessen Achse
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den Kugelmittelpunkt und den Punkt A enthilt. Ein-eindeutig zugeord-
nete Ebenen der Biischeln dieser zwei Torsen schneiden sich in (VN)
Komplexstrahlen und bilden die Erzeugenden eines Kegels 2. Grades
mit dem Scheitelpunkt A. Die Z Punkte dieser Strahlen bilden wieder
einen Kreis, aber jetzt in der Ebene (BCD).

Es ist klar, dass die analogen Behauptungen die Bedeutung haben,
ohne Riicksicht darauf, welchen der Tetraedereckpunkte die beliebige
Raumgerade enthélt.

Satz B 5. Jene (VN) Komplexstrahlen des (Fy?) Polarraumbiischels
die die I Punkte auf einer, den Eckpunkt des Polartetraeders enthal-
tenden Geraden haben, bilden eine Regelfliche 6. Grades, die zer-
fallt:

1. in eine Fliche 3. Grades mit den Z Punkten auf einem Kreis,

2. in einen Kegel 2. Grades mit dem Scheitelpunkt im betreffenden
Eckpunkt des Tetraeders (Mittelpunkt einer Singuldrfliche des /F?/
Biischels) und den Z Punkten auf einem Kreis der in der Ebene der
iibrigen drei Eckpunkte des Tetraeders liegt, und

3. in ein Biischel der parallelen (MK—VN) Komplexstrahlen, mit den
Z-Mittelpunkten auf einer Geraden.

Ist die Gerade a die Gesamtheit der Z Punkte der (VN) Komplex-
strahlen, sind keine wesentlich neue Eigenschaften aufgetreten. Die aus
[1] bekannte zerfillene Fliche in die Fldchen 7. und 3. Grades der (VN)
Komplexstrahlen, zerfillt weiterhin in die Fliche 7. Grades, einen Kegel
2. Grades und in ein Strahlbiischel (4).

Die Untersuchungen iiber die Erzeugenden des erwéhnten Kegels 2.
Grades die auch die Involutorstrahlen des (VN) Komplexdes sind, wer-
den, in einer anderen Arbeit durchgefiihrt werden.

e) Die Bisekante der Kurve k>3 des (Fy?) Polarraumbiischels
Eine beliebige Bisekante b der Kurve k3 ist als der Strahl
b=¢(Q) '

zu betrachten, wo @ ein Fernpunkt ist. Die Gerade b muss weiterhin die
Mittelpunkte O, und Oy zweier Flichen des /F;?/ Biischels enthalten. Die
Strahlen

t = @(T) fir jeden Teb

sind die Erzeugenden eines Zylinder-Kegels @2 2. Grades des Fernschei-
telpunktes @, dem die Fernerzeugenden -

t; =90y und g = ¢(Op)

sind. Die unzerfallene Torse <, 3. Klasse ist mit Erzeugenden des Zy-
linders und ihnen ein-eindeutig zugeordneten Punkte der Geraden b be-
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stimmt. Dem Punkt @ zugeordnete Polare pg beziiglich des absoluten
Kegelschnittes enthidlt wegen der Polarvenhiltnisse und des /F;?/ Fli-
chenbiischels den Fernpunkt B, der Geraden b. Auf Grund der bisheri-
gen Untersuchungen ist es leicht zu behaupten, dass die Hiilltorse 7, 3.
Klasse in zwei solchen Ebenenbiischel zerfillt, dessen Achse den Kugel-
mittelpunkt und den Punkt O; bzw. Oy enthiélt und die Gerade pg schnei-
det, und in noch ein Biischel paralleler Ebenen mit der Achse pg. Die Ebe-
nen der ersten zwei Biischeln schneiden die Ebene (O, t;) bzw. (Og, tr)
der Torse 7T; in Biischeln (O,) bzw. (Og) der (VN) Komplexstrahlen die
den gemeinsamen I Punkt im Punkt O, bzw. Oy haben, wihrend die Z
. Punkte ldngs der Strahlen t; bzw. t; liegen. Die Ebenen des dritten Bii-
schels schneiden die Ebene (B,, tz), wobei

tB — ,(P (Bn) iSt,

der Hiilltorse 7, in (VN) Komplexstrahlen mit dem gemeinsamen I Punkt
im B, und den Z Punkten lings tg.

Die Achsen aller drei Ebenenbiischel der Torse 7, liegen in jener
Ebene, die den Kugelmittelpunkt und die Mittelpunkte O; € b und
Or € b enthilt, und diese Ebene der Torse T, ist allen Punkten der Bi-
sekante b zugeordnet. Dies hat zur Folge, dass die Ebenen der Torse
7, diese hervorragende Ebene der Torse 7, in jenen (VN) Komplexstrah-
len schneiden, deren I Punkte sich auf der Geraden b und die Z Punkte
in den Durchstosspunkten der Erzeugenden des Zylinders @? mit dieser
Ebene befinden. Es ist klar, dass diese (VN) Komplexstrahlen eine ebene
Kurve 3. Klasse einhiillen.

Satz B 6. Jene (VN) Komplexstrahlen deren I Punkte sich lings
einer Bisekante der Kurve k2 des /F;%/ Fldachenbiischels befinden, -
bilden:

1. eine (ebene) Kurve 3. Klasse mit den I Punkten lings dieser Bi-
sekante und mit den Z Punkten auf einer Kurve 2. Ordnung,

2. zwei Biischel der gemeinsamen (VN) und (MK) Komplexstrahlen
mit den I Punkten in Mittelpunkten der betreffenden Flichen und
den Z Punkten auf den Ferngeraden, und

3. ein Biischel der parallelen (MK — VN) Komplexstrahlen.

Ist die Gerade b eine Gesamtheit der Z Punkte der (VN) Komplex-
strahlen, konnen sich die I Punkte, wie bekannt, nur auf den Erzeugen-
den des Zylinders @2 befinden u. zw. so, dass die Ferngerade tz bzw. t,
eine Gesamtheit jenes Biischels (Op) bzw. (O;) der (VN) Komplexstrahlen
ist, die den gemeinsamen Z Punkt im Punkt Op bzw. O, der Bisekante
b haben. Da auf jeder endlichen Erzeugenden des Zylinder @2 drei I
Punkte dreier (VN) Komplexstrahlen mit dem gemeinsamen Z Punkt
liegen und eine dieser Strahlen immer parallel mit der Erzeugenden des
Zylinders @2 ist und im Punkt @ sein I Punkt hat, folgt, dass noch ein
Biischel (@) der (VN) Komplexstrahlen in der Ebene (@, b) besteht. Dass
die Strahlen aller drei erwihnten Biischel auch die (MK—VN) Kom-
plexstrahlen sind, ist es leicht ersichtlich.
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Die {ibrigen (VN) Komplexstrahlen sind ein Erzeugnis des ein-zwei-
deutigen Zuordnung der Punkte der I-Punktkurve 5. Ordnung und der
Punkte der Geraden b als zweifachen Z-Punktkurve, so dass sie alle eine
Fliche 7. Grades einhiillen. Den Beweis kann man auf die iibliche Weise,
wie im 3. B ¢), durchfiihren.

Eine besondere Stellung nehmen jene Bisekanten der Kurve k3 ein,
die die Kanten des Polartetraeders ABCD des Flachenbiischels /F\2/ sind.

Die Kante AB des Polartetraeders ABCD sei eine Gesamtheit der I
Punkte der (VN) Komplexstrahlen. Diesen Punkten zugeordnete (TK)
Komplexstrahlen fallen alle zusammen in die Strahl-Kante CD, was
auch fiir den Fernpunkt der Kante AB die Geltung hat. Oder mit ande-
ren Worten: der Fernpunkt der Kante AB ist konjugiert jedem, so auch
dem Fernpunkt der Kante CD u.zw. beziiglich aller Flachen des [P/
Biischels, einschliesslich die Kugel und ihre Fernkurve — den absoluten
Kegelschnitt. Dies hat zur Folge, dass zwei gegeniiberliegende Kanten
AB und CD dieses Polartetraeders immer untereinander senkrecht ste-
hen und auch weiterhin, dass zwei beliebige gegeniiberliegenden Kanten
des Polartetraeders des (F;?) Biischels immer untereinander senkrecht
stehen.

Die Torse 7,, die mit den Punkten der Geraden AB und der Kante
CD bestimmt ist, wird in ein Ebenenbiischel [CD] zusammengezogen.
Dem Fernpunkt der Geraden CD zugeordnete Polare p beziiglich des ab-
soluten Kegelschnittes enthilt den Fernpunkt der Geraden AB, so dass
die Ebenen der Torse 7, die mit den Punkten der Geraden AB und der
Polaren p bestimmt sind, alle in die Ebene (p, AB) fallen, aber dem Fern-
punkt der Kante AB selbst ist noch das ganze Ebenenbiischel [p] der
Torse T, zugeordnet.

Die Ebene (p, AB) der Torse T, steht senkrecht auf die Kante CD
und schneidet sie in einem Punkt, welcher der gemeinsame Z Punkt
eines Biischels der (VN) Komplexstrahlen ist, deren I Punkte sich lings
der Kante AB befinden. Der erwihnte Punkt Z € CD ist der néchste
Punkt der Kante CD zu der Kante AB. Die iibrigen Ebenen des Biischels
[p] der Torse 7, schneiden die Kante CD in den Z-Mittelpunkten jener
(MK—VN) Komplexstrahlen, die den gemeinsamen I Punkt im Fern-
punkt der Kante AB haben.

Ist umgekehrt die Kante CD eine Gesamtheit der I Punkte der (VN)
Komplexstrahlen, haben alle diese Strahlen den gemeinsamen Z Punkt
in jenem Punkt der Kante AB, der der nichste Punkt der Kante CD ist,
wihrend der Fernpunkt der Kante CD der gemeinsame I Punkt jener
biischelfsrmigen (MK—VN) Komplexstrahlen, ist, die die Z-Mittelpunkte
lings der Kante AB haben. v

Die analogen Folgerungen konnte man auch fir die iibrigen zwei
Paare der gegeniiberliegenden Kanten des Polartetraeders ABCD durch-
tiithren. Dies hat zur Folge, dass nebst den Punkten der Kurve k.2 noch
sechs isolierte endliche Raumpunkte bestehen, die die gemeinsamen VA
Punkte der (VN) Komplexstrahlbiischeln sind, deren I Punkte aber an
der endlichen Geraden liegen.
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Satz B 7. Jeder Punkt einer Kante des Polartetraeders eines /Fy*/
Flidchenbiischels ist der I Punkt jenes (VN) Komplexstrahles, der den
Z Punkt in jenem Punkt der gegeniiberliegenden Kante dieses Te-
traeders hat, der der ersten Kante der nichste liegt. Keine Ausnahme
bilden die zwei auf dieser Kante liegenden Eckpunkte des Tetrae-
ders, die wie bekannt, die w?-deutigen I Punkte der Biindel der
(VN) Komplexstrahlen sind, deren Z Punkte sich in diesen Eck-
punkten gegeniiberliegenden Ebenen des Polartetraeders befinden,
wie auch der Fernpunkt dieser Kante, der der wi-deutiger I Punkt
eines Biischels jener (MK—VN) Komplexstrahlen ist, die die Z-Mit-
telpunkte lings dieser Kante gegeniiberliegenden Kante des Polartet-
raeders haben.

Weiterhin kann man behaupten:

Satz B 8. Die Fliche 10. Grades jener (VN) Komplex strahlen, die
die Z Punkte auf der Kante AB des Polartetraeders des (F;*) Polar-
raumbiischels haben, zerfdallt:

1. in ein Biischel (C) in der Ebene (CAB),

9. in ein Biischel (D) in der Ebene (DAB),

3. in zwei Kegel 2. Grades mit dem Scheitel- und Z Punkt in A bzw.
B, deren I Punkte sich auf den Kurven 2. Ordnung in der Ebene
(BCD) bzw. (ACD) befinden,

4. in zwei Biischel (A) bzw. (B) der (MV—VN) Komplexstrahlen mit
den I Punkten lings der Ferngeraden der Ebene (BCD) bezw. (ACD),
5. in ein Biischel jener (VN) Komplexstrahlen, die die I Punkte ldngs
der Kante CD und den gemeinsamen Z Punkt in jenem Punkt der
Kante AB haben, der der nachste zur Kante CD liegt,

6. in ein Biischel parallelliegender (MK—VN) Komplexstrahlen, die
den gemeinsamen I Punkt im Fernpunkt der Kante CD und die Z-
Mittelpunkte lings der Kante AB haben.

Die analogen Folgerungen haben Geltung fir jede der sechs Kan-
ten des Polartetraeders des (F;%) Polarraumbiischels.

§) Die Erzeugenden der Singulirflichen des /F,2/ Flichenbiischels

Eine beliebige Erzeugende einer Singuldrfliche des /F;2/ Flichen-
biischels ist die Bisekante der Kurve k* und die Unisekante der Kurve
k3. Eine Gerade, die die erwihnten Singulirpunkte enthdlt und die eine
Gesamtheit der I bzw. Z Punkte der (VN) Komplexstrahlen ist, wird sol-
che Fliche dieser Strahlen bestimmen, die die Eigenschaften dieser Punk-
te weiterfiihren.

In [1] werden die Eigenschaften solcher Flichen der (VN) Komplex-
strahlen, die durch das /F;* Flichenbiischel bestimmt sind, untersucht
und aus diesem Grunde wird es betrachtet, welche neuen Eigenschaften
dieser zerfallenen Flichen dann eintreten, wenn diese Strahlen der [F2/
Flachenbiischel bestimmt.
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Eine Gerade a sei die Erzeugende der Singulirfliche A? des /F,*/
Biischels. Die (TK) Komplexstrahlen, die den Punkten der Erzeugenden

a=AA, fir 4,=an (BCD)

zugeordnet sind, bilden auch jetzt zwei Strahlbiischel (K) wie im Fall des
/F?/ Biischels, bzw. der Geraden die im 3 B d) betrachtet wird. Die aus
den Punkten der Geraden a, die eine Gesamtheit der I Punkte sei, gelegte
Senkrechten auf die Strahlen

t = o@(T) fir jeden Te€a

bilden in der Ebene (4, A,, K) d.h. in der Beriihrebene des Singulédrke-
gels A? des /F)*/ Biischels lings seiner Erzeugenden a, keine Parabel.
Dem Fernpunkt @ der Erzeugenden a der zugeordnete Strahl

b=¢(Q)

ist nimlich eine Bisekante der Kurve k2 und eine Gesamtheit der Z-Mit-
telpunkte eines Biischels (Q) der parallelen (MK —VN) Komplexstrahlen,
deren I Punkte sich im Punkt @ befinden. Daraus folgt, dass die Z Punk-
te jener (VN) Komplexstrahlen die lings der Geraden ¢ die I Punkte
haben, eine solche Zirkuldrkurve bilden, die in die erwihnte Bisekante
b und im Kreis k2 in der Ebene (4, 4,, K) zerfillt. Dieser Kreis ist mit
den Punkten K, T, und T, bestimmt, wo T, und T, die Schnittpunkte der
Geraden @ und der Kurve k¢ sind. Im [1] wurde es nidmlich gezeigt, dass
die Punkte T, und T, die Scheitelpunkte der Biischeln solcher (VN) Kom-~
plexstrahlen in der Ebene (4, A;, K} sind, die in diesen Punkten den
gemeinsamen I- und Z Punkt haben [Vergleich mit 3 Ba)]. Die (VN)
Komplexstrahlen die die Z Punkte lings des Kreises k? haben, bilden ein
Strahlbiischel (K,;), wo K,; der diametralentgegengesetzte Punkt dem
Punkt K auf der Kurve k? ist. Dieser Kreis ist demgemiss ein Erzeugnis
zweier Strahlbiischel, u.zw. (K) als (TK) Komplexstrahlen und (K,) als
(VN) Komplexstrahlen, deren die zugeordneten Strahlen senkrecht ge-
legt sind. Da weiterhin das Doppelverhéltnis

(QTxTx T)=— 1

die Bedeutung hat, wo T, € b und auch der Z Punkt der Erzeugenden a
als des (VN) Komplexes ist, dessen I Punkt im Q liegt, muss die Bise-

kante
b=¢(Q

senkrecht auf a liegen und die Lange T; T, halbieren.

Es ist klar, dass ein Bestandteil der (VN) Komplexstrahlfliche 6.
Grades jener Strahlen, die die I Punkte léngs der Erzeugenden a des
Kegels A2 haben, auch der Kegel 2. Grades dieser Strahlen ist, dem der
Scheitelpunkt im A liegt und der im 3 B b) betrachtet wurde.

Der strenge Beweis diesen, mittels der zerfallenen Hiilltorsen T, und
<, 3. Klasse, konnte auf die gleiche Weise wie in bisherigen Fillen durch-
gefithrt werden.
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Satz B 9. Die Fliche 6. Grades jener (VN) Komplexstrahlen, deren
I Punkte sich auf einer beliebigen Erzeugenden einer Singuldrfliche
des /F:2/ Flichenbiischels befinden, wie auch die Z-Punktkurve 5.
Ordnung dieser Strahlen zerfdllt:

1. in einen Kegel 2. Grades dieser Strahlen, mit dem Scheitelpunkt
im Scheitelpunkt der betreffenden Singuldrfliche, der mit jenem
Eckpunkt des Polartetraeders ABCD iibereinstimmt, den diese Er-
zeugende enthilt, wihrend die 7 Punkte dieser Strahlen einen Kreis
in der Ebene der iibrigen drei Eckpunkte des Tetraeders ABCD
bilden,

9. in zwei solche Strahlbiischel, deren die Scheitelpunkte in den
Schnittpunkten dieser Erzeugenden mit der Grundkurve k! liegen,
so dass alle zu einem Biischel gehérenden Strahlen im betreffenden
Schnittpunkt dem gemeinsamen I- und Z Punkt haben,

3. in ein Biischel solcher Strahlen, deren Z Punkte auf einem Kreis
liegen,

4. in ein Biischel der parallelliegenden (MK—VN) Komplexstrahlen,
deren Z Punkte auf jener Geraden liegen, die senkrecht auf die er-
wihnte Erzeugende der Singuldrfldche ist.

Die Ebene (4, A,, K) ist auch die Singuldrebene B des (MK) Kom-
pexes /2. 12./. Die Erzeugende a ist die Unisekante und die Gerade.

b=0(Q)

die Biserkante der Kurve k2. In jeder solchen Ebene zerfillt nicht nur
die Kurve 3. Klasse der (MK) Komplexstrahlen, sondern auch die Kurve
8. Klasse der (VN) Komplexstrahlen. Die (MK —VN) Komplexstrahlen
sind die Strahlen des bekannten Biischels (@) mit den Z-Mittelpunkten
lings der Geraden b und jene, die Parabel einhiillenden Strahlen, deren
I Punkte sich lings der Ferngeraden der Ebene (4, 4;, K) und die Z-Mit-
telpunkte lings der Erzeugenden a befinden.

Daraus folgt unmittelbar, dass wie die I-Punktkurve so auch die
Fliche jener (VN) Komplexstrahlen zerfallt, die die Z Punkte lings der
Erzeugenden i@ haben. Es zerféllt also auch jener Teil der Fliche 10.
Grades, der sich im Fall des /F?/ Biischels in eine Kurve 5. Klasse zu-
sammenzieht [1], u. zw. in die Parabel der (MK—VN) Komplexstrahlen
und in eine Kurve 3. Klasse, wihrend die ihnen zugeordnete I-Punk-
kurve 4. Ordnung in die Ferngerade der Ebene (4, A, K) und in eine
Kurve 3. Ordnung zerfillt. Der Beweis wiirde auf die gleiche Weise wie
in [1] durchgefiihrt werden.

Es folgt:

Satz B 10. Die Fliche 10. Grades jener (VN) Komplexstrahlen de-
ren 7 Punkte sich lidngs einer Erzeugenden einer Singuldrfliche des
/F.2/ Flichenbiischels befinden, zerfallt:

1. in einen Kegel 2. Grades dieser Strahlen mit dem Scheitelpunkt
in jenem Eckpunkt des Polartetraeders, den diese Erzeugende ent-
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hiilt, wihrend die I-Punktkurve dieser Strahlen einen Kreis in der
Ebene der iibrigen drei Tetraedereckpunkten bildet,

9. in zwei solche Strahlbiischel deren die Scheitelpunkte in den
Schnittpunkten dieser Erzeugenden mit der Grundkurve k' liegen,
so dass die zu einem Biischel gehérenden Strahlen im betreffenden
Schnittpunkt den gemeinsamen I- und Z Punkt haben,

3. in eine Kurve 3. Klasse in der Beriihrebene, die auf die erwihnte
Singuldrfliche lings der betreffenden Erzeugenden gelegt ist, so
dass die I Punkte eine Kurve 3. Ordnung bilden,

4. in ein Biischel der (MK—VN)Komplexstrahlen mit dem Scheitel-
punkt im erwihnten Eckpunkt des Tetraeders und den I Punkten
auf der Ferngeraden der Ebene der iibrigen drei Eckpunkte und

5. in eine Kurve 2. Klasse (Parabel) der (MK—VN) Komplexstrah-
len, die die I Punkte lings der Ferngeraden der erwdihnten Beriih-
rebene haben.

Satz B 11. Die Kurve 8. Klasse der (VN) Komplexstrahlen in einer
Beriihrebene einer Singulirfliche des /F}% Flichenbiischels, zer-
fdllt:

1. in ein Biischel solcher Strahlen, die die I Punkte lings der Er-
zeugenden a dieser Singulirfliche haben, wdihrend thre Z Punkte
einen Kreis bilden,

9. in eine Kurve 3. Klasse, so dass die I Punkte eine Kurve 3. Ord-
nung 1. Geschlechtes bilden, wihrend jeder Punkt der Erzeugenden
a ein zweifacher Z Punkt ist,

3. in ein Strahlbiischel mit dem gemeinsamen I Punkt in jenem
Eckpunkt des Tetraeders, dem diese Erzeugende a enthdlt und den
7 Punkten in diesem Eckpunkt gegeniiberliegender Seitenebene des
Tetraeders,

4. in eine Kurve 2. Klasse (Parabel) der (MK—VN) Komplexstrah-
len, deren zugeordnete I Punkte lings der Ferngeraden ihrer Ebene,
und die Z Punkte lings der Erzeugenden a liegen,

5. in ein Biischel untereinander parallelen (MK—VN) Komplexstrah-
len, deren gemeinsamer I Punkt im Fernpunkt der Erzeugenden a,
und die Z Punkte lings einer Geraden liegen.

In einer anderen Arbeit wird nachtriglich noch betrachtet werden,
wie und auf welche Weise der /F;2/ Flichenbiischel und sein Polarraum-
bﬁlsltx_;lllel (Fx2) Einfluss auf die Involutorstrahlen des (VIN) Komplexes
nehmen.
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Viasta Séurié-Cudovan

PRAMEN PLOHA /F,2/ I JEDNA MOGUCNOST URANJANJA
(MK) u (VN) KOMPLEKS

SADRZAJ

Pramenom ploha /F?/ 2. stupnja odredena su tetiri kompleksa, i to:
Reyeov tetraedarski ili (TK) kompleks 2. stupnja, Majcenov ili (MK)
kompleks 3. stupnja, Niteov orijentirani ili (VN) kompleks 8. stupnja i
kompleks normala 8. stupnja.

Svojstva tih kompleksa obradivana su u slu¢aju kada su oni odre-
deni pramenom ploha 2. stupnja u kojemu se ne nalazi kugla ni viSe od
dvije rotacione plohe. Radi li se medutim o pramenu ploha /Fy?/ 2. stup-
nja u &jem se sastavu nalazi i kugla, tada i sam pramen dobiva neka
nova svojstva, koja se reflektiraju i na svojstva kompleksa odredenih tim
pramenom.

Bitne se razlike zamjefuju u beskonalno dalekoj ravnini. Poznato
je da je pramen ploha /F?/ 2. stupnja presjeten beskona¢no dalekom rav-
ninom u pramenu krivulja f2 2. stupnja, u &ijem se sastavu ne nalazi i
apsolutna konika. Radi li se medutim o pramenu ploha /F;?/, tada je i
apsolutna konika u presjeCenom pramenu fi2, odakle slijedi da se Cetiri
temeljne totke pramena f;® nalaze na apsolutnoj konici i po dvije od njih
su konjugirano imagirarne. Realne spojnice ovih konjugirano imaginar-
nih todaka beskonaéno su daleke izvodnice jedinog hiperbolitkog parabo-
loida pramena /F;%/, dok su preostale dvije plohe s realnim beskonaéno
dalekim sredi$tem op¢i paraboloidi.

Nadalje je poznato da krivulje pramena f2 &ne s apsolutnom koni-
kom mre¥u konika, koje vrhovi odreduju poznatu Jacobievu krivulju p
3. reda 1. roda. Pokazano je da krivulja p ima znatan utjecaj na tvore-
vine koje ¢ine zrake (VN) kompleksa. U slucaju Pramena ploha /F.2/
svaka totka beskonatno daleke ravnine ima svojstva tofaka krivulje
I, pa se to mora odraziti i na svojstvima (VN) kompleksa odredenog tim
pramenom ploha.

(MK) kompleks definiran je kao skup takvih pravaca u prostoru,
koji pramen ploha 2. stupnja sijeku u simetri¢nim involutornim nizovi-
ma, odnosno to je takav skup pravaca kojima se jedno od dvaju diralista
(dvostruke totke spomenutih involutornih nizova) s plohama pramena
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nalazi beskonatno daleko. Preostalo diraliSte naziva se sredidnja toéka te
zrake jer je ona zajednitko srediste svih duzina koje na doti¢noj zraci
(MK) kompleksa isjecaju plohe danog pramena.

Nazovimo spomenutu sredi$nju totku zrake m (MK) kompleksa s T.
‘Toj todki pridruzena zraka t (TK) kompleksa je presjeCnica polarnih rav-
nina totke T s obzirom na svaku od ploha pramena ploha 2. stupnja.
Zrake t i m medusobno su usporedne. Iz to¢ke T poloZzena okomica na
zraku t zraka je o orijentiranog Nifeovog ili (VN) kompleksa. Totka T
je I totka zrake o, a njeno sjeciste sa zrakom t je Z totka te zrake. Sva-
koj zraci (VN) kompleksa pridruZene su prema tome dvije totke koje
odreduju njenu orijentaciju i diralita su te zrake s dvije plohe pramena
ploha 2. stupnja. Iz definicije je nadalje vidljivo da su zrake m i o, koje
su na opisani na¢in pridruZene istoj totki T prostora, medusobno oko-
mite.

U radu je razmatran (VN) kompleks odreden pramenom ploha /F;?/.
Posebna je painja usmjerena na proutavanje promjena koje nastaju na
skupovima zraka (VN) kompleksa u odnosu na slu¢aj kada je taj kom-
pleks zadan pramenom ploha /F?/. Pri tome najveéu ulogu imaju tocke
beskonatno daleke ravnine jer svaka od njih ima svojstva totaka Ja-
cobieve krivulje p.

Poznato je nadalje da zajedni¢ke zrake bilo kojih dvaju kompleksa
n-tog i m-tog stupnja odreduju kongruenciju n-m-tog stupnja. U radu
je istraZen slucaj kada zajednitke zrake dvaju razli€itih i na razlicite
natine definiranih kompleksa odreduju ponovno kompleks.

Bilo koja kona¢na totka prostora je I totka za samo jednu zraku
(VN) kompleksa, dok se za bilo koju beskonaéno daleku totku T kao I
totku pokazuje da je ona vrh pramena usporednih zraka (VN) kompleksa
kojima se Z totke nalaze duz tom vrhu pridruzene zrake t(TK) kom-
pleksa. No svaka takva totka T je i vrh pramena usporednih zraka (MK)
kompleksa, pa izlazi da su pravci takvih pramenova ujedno zrake i (MK)
i (VN) kompleksa. Kako je nadalje poznato da je svaka zraka (MK) kom-
pleksa ujedno i zraka nekog takva pramena, slijedi da je i svaka
zraka (MK) kompleksa odredenog pramenom ploha /F;?/ ujedno i zraka
(VN) kompleksa odredenog tim pramenom ploha, pri ¢emu se sredidnja
tocka zrake (MK) kompleksa podudara sa Z tockom zrake (VN) komplek-
sa. Citav (MK) kompleks 3. stupnja uronjen je prema tome u (VN) kom-
pleks 8. stupnja, pa zajednicke zrake tih dvaju kompleksa ¢ine novi
(MK—VN) kompleks 3. stupnja.

Odavde odmah slijedi da mora doéi i do raspada (VN) kompleksa u
kompleks 5. stupnja »&istih« zraka (VN) kompleksa i u (MK—VNN) kom-
pleks 3. stupnja.

Jasno je da se to raspadanje mora javljati u gotovo svim skupovima
zraka (VN) kompleksa odredenih pod razliditim uvjetima, ali je pri tome
najinteresantnije prou¢avati na koji nacin kugla unutar pramena [F;?]
direktno utjece na taj raspad.

Navedimo neke rezultate.

0d triju zraka (VN) kompleksa, koje u bilo kojoj totki prostora imaju
Z totku, jedna uvijek pripada (MK—VN) kompleksu
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Zrake (VN) kompleksa, koje imaju I totke na bilo kojem konatnom
praveu, odreduju pravéastu plohu 6. stupnja koja se raspada u pravéastu
plohu 5. stupnja zraka (VN) kompleksa sa 7 to¢kama na prostornoj kri-
vulja 4. reda i u pramen usporednih zraka (MK—VN) kompleksa sa sre-
di$njim odnosno Z totkama duZ pravca.

Nalazi li se medutim pravac kao skup I totaka beskonaéno daleko,
tada pridruZene zrake (VN) kompleksa ne odreduju vise plohu 6. stupnja
veé kongruenciju 3. reda 1. razreda, i to zraka iz (MK—VN) kompleksa,
dok pridruZene srediSnje odnosno Z totke odreduju pravéastu plohu 2.
stupnja.

Ploha 10. stupnja zraka (VN) kompleksa koje imaju Z totke na po
volji odabranom kona¢nom pravcu raspada se u plohu 7. stupnja tih zra-
ka s I totkama na krivulji 5. reda i u plohu 3. stupnja zraka (MK—VN)
kompleksa s I totkama na beskonano dalekoj krivulji 2. reda.

Izvodnice pravéastih ploha pramena /F;2/ dvoznatne su zrake (VN)
kompleksa i jednoznatne zrake (MK) kompleksa i ¢ine kongruenciju 2.
reda i 6. razreda unutar (MK—VN) kompleksa.

Krivulja 8. razreda koju u bilo kojoj ravnini omataju zrake (VN)
kompleksa raspada se u slucaju pramena ploha /F*/ u krivulju 5. raz-
reda tih zraka s I totkama na krivulji 4. reda i Z to¢kama na krivulji 5.
reda i u krivulju 3. razreda zraka (MK —VN) kompleksa s I totkama duz
beskonatno dalekog pravca te ravnine i srediSnjim odnosno Z totkama
na krivulji 2. reda.

Sto¥ac 8. stupnja zraka (VN) kompleksa odredenog pramenom ploha
/F,2/ raspada se u stozac 5. stupnja zraka (VN kompleksa sa I to¢kama
du prostorne krivulje 6. reda i Z totkama duZ prostorne krivulje 7. reda
i u stozac 3. stupnja zraka (MK—VN) kompleksa s I totkama duZ rav-
ninske beskonaéno daleke krivulje 3. reda i srediSnjim odnosno Z tod-
kama duZ prostorne krivulje 4. reda.’

Bilo koje srediSte plohe pramena /F:2 je ool-znaina I tolka i ool
znatna Z totka pramena involutornih zraka (VN) kompleksa kojima se
druga pridruZena totka nalazi na tom srediftu pridruZenoj beskona¥noj
dalekoj zraci (TK) kompleksa. Svaka je zraka takva pramena involutor-
nih zraka (VN) kompleksa ujedno i zraka (MK—VN) kompleksa.

Totke krivulje k. 3. reda sredi$ta ploha pramena /F2/ prema tome
su singularne kako s obzirom na I totke tako i s obzirom na Z totke
zraka (VN) kompleksa odredenog tim pramenom ploha.

Usporedimo 1i to s istraZivanjima u [1], uodavamo da u slucaju pra-
mena ploha /F?/ bilo koje sredisnje plohe sadrze samo tri involutorne
zrake (VN) kompleksa, a krivulja k2 je singularna samo s obzirom na I
totke zraka (VN) kompleksa.

Po dva nasuprotna brida autopolarnog tetraedra pramena polarnih
prostora (F3?) uvijek su me&usobno okomita.

Svaka to¢ka jednog brida ovog autopolarnog tetraedra je I totka one
zrake (VN) kompleksa kojoj se Z totka nalazi na nasuprotnom bridu
tetraedra, i to u to¢ki najbliZoj prvom bridu. Iznimku ne &ine ni dva vrha
tetraedra (srediSta singularnih ploha pramena /F;2/) koji se nalaze na
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tom bridu jer su oni, kao Sto je poznato, w?-znadne I toéke sveZanja zra-
ka (VN) kompleksa sa Z totkama u tim vrhovima nasuprotnim ravni
nama autopolarnog tetraedra, kao ni beskonaéno daleka totka toga brida,
koja je ool-znatna I totka onog pramena zraka (MK—VN) kompleksa,
kojima se sredi¥nje odnosno 7 tot¢ke nalaze duZ nasuprotnog brida auto-
polarnog tetraedra.

Uz totke krivulje k3 srediSta ploha pramena /F42/ postoji prema
tome u prostoru jo§ Sest izoliranih konaénih totaka, koje su Z totke pra-
menova zraka (VN) kompleksa odredenog pramenom ploha /Fy¥/.

Primljeno za publikaciju 21. 11. 1975. u Razredu za matematidke, fizi¢ke i teh-
nitke nauke Jugoslavenske akademije znanosti i umijetnosti u Zagrebu.
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