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UBER DIE MITTELS DER POLARFELDER BESTIMMTEN
NULLRAUME

Vilim Nie, Zagreb

Einfiihrung. Ein Polarfeld ist, wie bekannt, durch zwei kollokale korrela-
tiv involutorisch zugeordnete Felder bestimmt. In jedem Polarfeld befindet sich
ein Inzidenzkegelschnitt, dessen Punkten seine Tangenten in diesen Punkten
zugeordnet sind. '

Eine quadratische stetige Raumgeradenmenge, in welcher jeder Raumpunkt
eine Gerade dieser Geradenmenge enthilt und in jeder Ebene des Raumes eine
dieser Ebenen liegt, ist als eine lineare Strahlkongruenz bekannt. Z. B. die Trans-
versalen zweier reellen sich nicht schneidenden Geraden a, b bilde die bgkannte
hyperbolische lineare Strahlkongruenz der Leitgeraden a, b.

Wird m Raum irgend eine Zuordnung so duchgefiihrt, dass jedem Punkt
eine seiner Ebenen, und jeder Ebene einer ihrer Punkte zugeordnet sind, wird
auf diese Weise ein Nullarum bestimmt.

Liegen die Nullpunkte aller Ebenen eines Punktes in der Nullebene dieses
Punktes, resp. enthalt der Nullpunkt einer Ebene die Nullebenen aller ihrer Punkte,
wird auf diese Weise der bekannte lineare Nullraum zweier korrelativ zugeor-
dneter Raume bestimmt. Die Nullraumzuordnung zweier Punkt — Ebenen Raume,
die nicht korrelativ zugeordent sind, kann auf mehrere Weisen durchgefiibrt
werden. Z. B. der Nullraum zweier linearen Kongruenzen [1], und der durch
ein Pliickersches Konoid bestimmte Nullraum [2], sind vor nicht langer Zeit
betrachtet worden. Gleich so wie in den zwei erwihnten Féllen werden auch den
hier betrachteten Nullriumen eine analoge Ordnung und eine analoge Klasse
zugeordnet. In dem linearen Nullraum liegen die Nullpunkte aller Ebenen eines
Punktes in seiner Nullebene und die Nullebenen der Punkte einer Ebene enthalten
alle ihren Nullpunkt. In unserem, in dieser Arbeit betrachteten Fall, werden die
Nullpunkte der Ebenen eines Punktes eine stetige quadratische Menge bilden,
also eine Fliche,.deren Ordnung als Ordnung dieses Nullraumes angenommen
wird. Als Klasse dieses Nullraumes wird die Klasse derjenigen Fliche ange-
nommen, welche die Nullebenen der Punkte einer Ebene einhiillen. Es bestehen
Nullrdume in welchen einem Punkt mehrere Nullebenen, und einer Ebene mehrere
Nullpunkte zugeordnet sind, wie z. B. die Nullraume der Strahlkongruenzen [3],
aber solche werden in dieser Arbeit nicht betrachtet. In den Nullrdumen, die
in dieser Arbeit betrachtet werden, hat jeder Punkt nur eine Nullebene und jede
Ebene nur einen Nullpunkt.
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In dieser Arbeit wird im Raum ein Polarfeld () in einer Ebene #, mit einer
reellen Inzidenzkonik %, und eine lineare hyperbolische Kongruenz (ab) der reel-
len Leitgeraden a, b angenommen. Diese Kongruenz schneidet die Ebene x in ei-
nem Punktfeld, welchem in dem Polarfeld (=) ein Geradenfeld zugeordnet ist. Jeder
Punkt R des Raumes enthilt einen Strahl r der linearen hyperbolischen Kon-
gruenz (ab), der die Ebene z in einem Punkt R schneidet. In dem Polarfeld ()
ist diesem Punkt R eine Gerade 7 zugeordnet. Die Ebene ¢ des Punktes R und
der Geraden 7 nehme man als die Nullebene des Punktes R an. Nimmt man. zuerst
die Ebene ¢ an, dann schneidet diese die Ebene # in der Geraden 7, welcher in
dem Polarfeld (7) der Punkt R zugeordnet ist. Der diesen Punkt enthaltende
Strahl der Kongruenz (ab) schneidet die Ebene ¢ im Punkt R, welcher der Null-
punkt der Ebene g ist. Auf diese Weise konnen mittels des gegebenen Polarfeldes
(7) und der gegebenen lineraren hyperbolischen Kongruenz (ab) jedem Punkt
R des Raumes seine Nullebene g, und jeder Ebene ¢ ihr Nullpunkt R zugeordnet
und gefunden werden. .

1. Der Nullraum eines Polarfeldes und einer linearen Kongruenz.

Wie man eben sah ist auf die beschriecbene Weise jedem Raumpunkt R eine
seiner Ebenen o zugeordnet, wie auch jeder Ebene ¢ des Raumes einer ihrer Punkte
R, wenn sich diese Ebene und dieser Punkt nicht in einer speziellen Lage beziglich
der Kongruenz (ab), oder des Polarfeldes (#), befindet. Zicht man auf dem Kon-
gruenzstrahl r alle seine Punkte R, in Betracht, dann sehen wir, auf Grund der
Definition dieses Nullraumes, dass die allen diesen Punkten R, zugeordneten
Nullebenen p,; die gemeinsame Gerade 7 enthalten. Es folgt also dieser Satz:

1 a). Die den Punkten eines Strahles der Kongruenz (ab) zugeordenten Nul-
lebenen bilden einen Biischel, dessen Achse in dem Polarfeld (7) legt.

Offenbar gilt auch dieser Satz:

1 b). Die Ebenen einer im Polarfeld (n) liegenden Geraden haben ihre Null-
punkte auf einem Strahl der Strahlkongruenz (ab).

Diesen zwei Satzen werden spiter ergianzende Zusétze hergeleitet beziiglich
der singuliren Punkte auf den Leitgeraden, a, b der hyperbolischen Kongruenz
(ab), oder der in dem Polarfeld (7).

Wie bekannt, sind in einem Polarfeld den Punkten der Inzidenzkonik ihre
Tangenten in diesen Punkten zugeordnet. Man betrachte nun so einen Punkt
T der Inzidenzkonik % und ihre Tangente ¢ in diesem Punkt. Da alle Ebenen der
Geraden ¢ den den Punkt T enthaltenden Strahl z der Kongruenz (ab) in diesem
Punkt schneiden, ist offensichtlich der Punkt T der Nullpunkt aller Ebenen der

Geraden ¢ (¢ = 1). Es gilt also auch dieser Satz:

1 ¢). Alle eine Tangente der Inzidenzkonik k enthaltenden Bbenen haben thren
gemeinsamen Nullpunkt in dem Beriihrungspunkt dieser Tangente.

Da die den Punkten des Kongruenzstrahles z zugeordneten Nullebenen die
Tangente ¢ im Punkt T enthalten miissen, gilt offenbar auch diesser Satz:

1 d). Alle Punkte desjenigen Kongruenzstrahles z welcher die Inzidenzkonik k
des Polarfeldes (7) schneidet, haben eine gemeinsame Nullebene die diesen Strahl z
enthdlt und die Inzidenzkonik k beriihrt.
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Da diejenigen Strahlen der Kongruenz (ab), welche die Inzidenzkonik k&
schneiden, eine Regelfliche 4. Grades VII Art bilden, folgt auf Grund dieser
Tatsache der Satz:

le). Diejenigen Strahlen der Kongruenz (ab) deren allen Punkten nur eine
Nullebene zugeordnet ist, bilden eine Regelfliche 4. Grades VII art.

Wie man eben sah, bilden di¢ Nullebenen aller Punkte eines Strahles der
Kongruenz (ab) eine Ebenenbiischel, dessen Achse in der Ebene = des Polarfeldes
(7) liegt. Da aber jeder Punkt der Ebene n auf einem Strahl der Kongeuenz (ab)
liegt, gilt, ebenso, auch folgender Satz:

1 f). Die Ebene m des Polarfeldes (x) ist die Nullebenen aller ihrer Punkte.

Oder: Feder Punkt der Ebene 7 ist der Nullpunkt dieser Ebene.

Die einen Punkt R der Leitgeraden a enthaltenden Strahlen der Kongruenz
(ab)' bilden ein Geradenbiischel (R) in der Ebene a des Punktes R und der Leit-
geraden b. Die Schnittpunkte der Strahlen des Buschels (R) in der Ebene 7 liegen
auf einer Geraden ‘e, welcher in dem Polarfeld () ein Punkt E zugeordnet ist.
Den Punkten der Geraden e sind in diesem Polarfeld (), wie bekannt, die Geraden
des Punktes E zugeordnet. Also die den Punkten eines Strahles des Biischels (R)
zugeordneten Nullebenen bilden ein Ebenenbiischel dessen Achse in der Ebene
n liegt, und den Punkt E enthilt. Diejenige Ebene dieses Nullebenenbischels
welche den Punkt R enthilt, ist also die Nullebene dieses Punktes. Da dies fur
jeden Strahl des Kongruenzstrahlenbiischels (R) gilt sehen wir, dass dem Punkt
R auf der Leitgeraden a co! Nullebenen zugeordnet sind, die alle auch den Punkt
E in der Ebene  enthalten. So wie dies fiir alle Punkte der Leitgeraden a giiltig
ist, gilt dies ebenso auch fiir alle Punkte der Leitgeraden 5. Man bekommt also
auch den folgenden Satz:

1g). Fedem Punkt der Leitgeraden a und b sind o' Nullebenen zugeordnet,
die fiir jeden solchen Pugkt ein Ebenenbiischel bilden.

Die Schnittpunkte der Leitgeraden a, b mit der Ebene & bezeichne man mit
A, B, und ihre Verbindungsgerade mit s. Die Ebenen «, der Geraden b, welche
in Punkten R, die Gerade a schneiden, bilden ein Ebenenbiischel [6]. Dieser
Biischel [b] schneidet die Ebene & in dem Geradenbiischel (B) des Schnittpunktes
B. Die den Strahlen ¢, dieses Geradenbiischels im Polarfeld (#) zugeordneten
Punkte E liegen auf der Geraden b, welche in diesem Feld dem Schnittpunkt B
zugeordnet ist, und bilden eine Punktreihe (3). Jedem Punkt R der Punktreihe
auf der Geraden q ist auf dieser ein Punkt E der Punktreihe () zugeordnet. Die
Punktreihe der Punkte R, auf der Geraden a sei mit (a) bezeichnet. Wegen (a) A
A [b] und [6] A (B) und (B) A (3) im Polarfeld (7), gilt auch (a) A (B). Wie
man soeben sah, sind die Verbindungsgeraden der zugeordneten Punkte R, und
E, auf diesen zwei Punktreihen die Achsen des Nullenenbiischels der Nullebenen
)edes Punktes R, auf der Leitgeraden a. Alle diese Achsen bilden also das Erzeugnis
zweier pro;ektlv zugeordneten Punktreihen. Fiir die Punkte der Leitgeraden &
gilt offenbar das Analoge. Man hat demnach auch folgenden Satz festgestellt:

1 ). Die Achsen der den Punkten der Leitgeraden a, b, zugeordneten Nullebenen-
biischel bilden fiir jede Leitgerade eine Regelfiiche 2. Grades.
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Nimmt man den Punkt R, der Leitgeraden a, oder b, in dem Schnittpunkt
A, resp. B, dan fillt in die Ebene # auch die diesen Punkten zugeordnete Erzeu-
gende der im Satz 1 &) erwihnten Regelfliche 2. Grades. Die Ebene = des Polar-
felds (r) beriihrt also beide diese Regelfiichen 2. Grades.

2. Die Nullpunkte der Ebenen eines Ebenenbiischels.

Nebst der Strahlkongruenz (ab) und dem Polarfeld () in der Ebene = sei
beliebig im Raum eine Gerade p, mit ihrem Ebenenbiischel [p], gegeben. Das
Ebenenbiischel [p] schneidet das Polarfeld («) in dem Geradenbiischel (13) des
Schnittpunktes P der Geraden p mit diesem Polarfeld, dessen Strahlen man mit
7 bezeichne. Diesem Strahlenbiischel (P) ist im Polarfeld () eine Punktreihe (3)
projektiv zugeordnet, deren Punkte R auf der Geraden 7 liegen. In jeder Ebene
v des Biischels [p] liegt, offenbar, ihre Schnittgerade 7, mit der Ebene 7, welcher
in der dem Punkt P zugeordneten Punktreihe () ein Punkt R, zugeordnet ist,
Da alle diese eineindeutigen Zuordnungen projektiv sind, ist auch dem Ebenen-
biischel [p] der Ebenen y die Punktreihe (p) der Punkte R, auf der Geraden 3
projektiv zugeordnet. Diejenigen Strahlen der Kongruenz (ab), die die Punkte
R, der Punktreihe (p) auf der Geraden p enthalten, bilden, wie bekannt, ein Erze-
ugendensystem einer Regelfiache 2. Grades. Jede Ebene y der Geraden p schneidet
die auf die beschriebene Weise ihr zugeordnete Erzeugende der erwihnten Regel-
fliche 2. Grades in dem ihr zugeordneten Nullpunkt. Da die Erzeugenden dieses
Systems dieser Regelfliche den Ebenen y des Ebenenbiischels [p] projektiv zu-
geordnet sind, wird ihr Erzeugniss eine Raumkurve #° dritter Ordnung. Man
bekommt also auch folgenden Satz: :

2 a). Die Nullpunkte der Ebenen eines Ebenenbiischels bilden eine Raumkurve 3.
-Ordnung.

Auf Grund der Tatsache dass die Gerade p, als Ac'fxse des Ebenenbiischels
[p), die Regelfliche 2. Grades derjenigen Strahlen der Kongruenz (ab), die die

Punkte R, der Punktreihe () enthalten, in zwei Punkten schneidet, muss die
Gerade p eine Bisekante der kubischen Raumkurve #° sein, weil in diesen Schnitt-
punkten zwei Erzeugenden der erwéhnten Regelfliche 2. Grades die ihnen zu-
geordneten Ebenen in dem Ebenenbiischel [p] treffen.

Da weiterhin der Punkt P zwei Tangenten (reelle oder konjugiert imaginire)
der Inzidenzkonik % enthilt, durch deren Beriihrungspunkte die Gerade p der
Punktreihe (p) lauft, wird die Inzidenzkonik % in diesen zwei Punkten die kubische

Raumkurve %3 schneiden, da im diesen Punkten der Punkt R, mit der ihm zu-
geordneten Ebene y des Ebenenbiischels [p] zusammenfillt. Der dritte Schnitt-
punkt der Ebene # mit der kubischen Raumkurve %* befindet sich auf der Verbin-
dungsgerade s der Punkte A, B der Leitgeraden a, b. Die Ursache dafiir ist die

folgende: Der Verbindungsgeraden s ist im Polarfeld (w) der Schnittpunkt S der
Geraden @, b zugeordnet, welche den Punkten A4, B in diesem Polarfeld () zu-
geordnet sind. Der der Verbindungsgeraden PS =7 im Geradenbiischel (P)
zugeordnete Punkt T muss demnach in dem Polarfeld () auf der Geraden s liegen.
Da die Gerade e ein Strahl der Kongruenz (ab) ist, welcher den Punkt T enthiilt,
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ist ihr Schnittpunkt mit der Verbindungsgeraden ¢ = PS auch ihr Schnittpunkt
mit der Ebene der Geraden p und des Punktes S, also der Nullpunkt dieser Ebene.

Man nehme jetzt an, dass die Gerade p, welche die Ebene 7 im Punkt durch-

stdsst, den Punkt U auf der Geraden a enthilt. Dem Punkt P ist im Polarfeld (),
wie gezeigt, die Gerade p zugeordnet. Die den Strahlen 7 des Strahlenbiischels

(P) zugeordneten Punkte R bilden die Punktreihe (p) auf der Geraden 3. Die
Regelfiache 2. Grades derjenigen Strahlen der Kongruenz (ab) die die Punkte R
der Punktreihe (p) enthalten, enthalten auch die Leitgeraden a, b in jhrem zweiten
Erzeugendensystem. Es folgt also, dass jeden Punkt dieser Leitgeraden a, b eine
Erzeugende des ersten Systems enthilt, also auch der Punkt U eine dieser Erze-
ugenden enthélt. Auf Grund dessen, folgt dass eine Ebene des Ebenenbiischels
[p] die ihr zugeordnete Erzeugende der beschriebenen Regelfliche 2. Grades
auch in dem Punkt U trifft. Also, der Punkt U liegt auf der dem Ebenenbiischel
[p] zugeordneten kubischen Raumkurve #3, und ist der Nullpunkt derjenigen
Ebene des Biischels [p] welche die Achse des Nullebenenbiischels des Punktes
U enthilt (Satz 1 g). Da die Gerade p eine Bisekante der Raumkurve 3 ist, und
jede ihrer Ebenen diese Raumkurve noch in einem Punkt schneidet, siecht man,
dass hier keine singulire Entartung erwartet werden kann, da jede Ebene eine kubi-
sche Raumkurve nur in drei Punkten schneiden kann.

Wenn die Gerade p beide Leitgeraden a, b schneidet, muss aus derselben
Griinden die zugeordnete Raumkurve u* beide dieser Schnittpunkte enthalten
und kann nicht gerfallen. Es gilt also auch dieser Satz:

2 b). Die den Ebenen eines Ebenenbiischels, dessen Achse eine oder beide Leit-
garden der Kongruenz (ab) schneidet, zugeordnete kubische Raumkurve schneidet die
Leitgeraden a, b in thren Schnittpunkten mit der Achse dieses Ebenenbiischels.

3. Die den Punkten einer Geraden zugeordneten Nullebenen.

Wie bisher sei eine Gerade p nebst dem Polarfeld (7) und der Kongruenz
(ab) ganz beliebig angenomen. Die diese Gerade p schneidenden Strahlen der Kon-
gruenz (ab) bilden, wie bekannt, ein Erzeugendensystem (7,) einer Regelfliche
2. Grades, welche die Ebene 7 des Polarfeldes () in einer Konik #? schneidet.
Den Punkten der Konik #2, als Schnittpunkten I, der Erzeugenden i,, sind im Po-

larfeld () die Geraden 3, zu geordnet, die eine der Konik#? zugeordnete Konik
u® einhiillen, also ein quadratisches Geradenbiischel (%2) bilden. Jedem Punkt
der Geraden p ist auf diese Weise eine Erzeugende des Systems (z,) zugeordnet,
welcher in dem Polarfeld () eine Tangente der Konik %2 zugeordnet ist. Die
. Punktreihe (p) auf der Geraden pist mit dem quadratischen Geradeniischel (%32),
offenbar, projektiv zugeordnet.

Wie bekannt bilden die Oskulationsebenen einer Raumkurve 3. Ordnung
ein kubisches Ebenengewinde, dessen Ebenen jede seiner Ebenen in Biplanaren
schneidet, die eine Konik einhiillen. Alle Biplanaren werden durch die Ebenen
des Ebenengewindes in projektiven Punktreihen geschnitten, welche auch zu dem
Strahlenbiischel 2. Klasse projektiv zugeordnet sind, den die Biplanaren in einer
Ebene des Ebenengewindes einhiillen. Ein kubisches Ebenengewinde ist also das
Erzeugnis einer Punktreihe und eines Strahlenbiischels 2. Klasse, wenn sie im
Raum projektiv zugeordnet sind.
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Auf Grund dessen sehen wir, dass das Erzeugnis der projektiv zugeordneten
Punktreihe (p) und des quadratischen Strahlenbiischels (4?) ein kubisches Ebenen-
gewinde sein muss. Es folgt also auch dieser Satz:

3 a). Die den Punkten einer Geraden zugeordneten Nullebenen hiillen ein ku-
bisches Ebenengewinde ein, also sind Oskulationsebenen einer Raumkurve 3. Ordnung.

Da die Gerade p zwei Ebenen enthilt die die Konik %? beriihren, folgt offen-
bar, dass auch die Gerade p eine Biplanare dieses Ebenengewindes ist. Da die
dem Schnittpunkt P der Geraden p mit der Ebene 7 zugeordnete Tangente der
Konik %2 auch in der Ebene 7 liegt sehen wir, dass die Ebene # sich in den ku-
bischen Ebenengewinden aller Geraden des Raumes befinden.

Wenn die Gerade p ein Strahl der Kongruenz (ab) ist, dann bilden, wie schon
gezeigt, die Nullebenen ihrer Punkte, ausser den Schnittpunkten mit den Leit-
geraden a, b, ein Ebenenbiischel mit der Achse in der Ebene 7. Jedem der Schnitt-
punkte mit dem Leitgeraden a, b sind oo’ Nullebenen zugeordnet die, wie gezeigt,
je ein Ebenenbiischel bilden. Es gilt demnach auch dieser Satz:

3 b). Das dem Strahl p der Kongruenz (ab) zugeordnete kubische Ebenengewinde
zerfdllt in drei Ebenenbiischel.

M;m nehme die Gerade p jetzt so an, dass sie die Leitgerade ¢ im Punkt M
schneidet. Die Ebene (ap) der Geraden a, p schneide die Leitgerade b im Punkt
N. Das Geradenbiischel (N) des Punktes N in der Ebene (pa) schneidet die Ge-

raden p, a in zwei perspektiv zugeordneten Punktreihen (p) '/T(a). Die Ebene
(pa) schneidet die Ebene 7 in den Geraden m, welche den Schnittpunkt 4 der
Leitgeraden a mit der Ebene 7 enthilt, und wg}cher iiurch den Geradenbiischel
(N) in der Ebene (pa) in einer Punktreihe (m) A (p) A (a) geschnitten wird. Der
Punktreihe (m) ist im Polarfeld () ein Geradenbiischel (M) zugeordnet, dem der
der Geraden m zugeordnete Scheitel M auf derjenigen Geraden @ liegt, die in
dem Polarfeld (%) dem Schnittpunkt 4 der Leitgeraden a zugeordnet ist. Wie
bekannt sind in dem Polarfeld () die Punktreihe (m) und das Geradenbiischel
(M) projektiv zugeordnet. Also (m) N (M). Wegen (m) A (p) A (@) und (m) A
A (M) gilt auch (p) A (M). Also jedem Punkt der Geraden p ist ein Strahl des
Geradenbiischels (M) zugeordnet, und zwar so, dass die Ebene des Punktes auf

der Geraden p und die ihm zugeordnete Gerade in dem Biischel (M) die Nul-
lebene dieses Punktes bestimmen. Also, der geometrische Ort der den Punkten
der Geraden p zugeordneten Nullebenen ist das Erzeugnis der projektiv zuge-
ordneten Punkt-Strahlen Paare der Punktreihe (p) der Geraden p und des Strahlen-
biischels (M) der Geraden m in der Ebene 7. Solch ein Erzeugnis ist, wie bekannt,
ein Kegel 2. Grades, welchen diese o' Ebenen einhiillen. Da fiir die Punkte der
Geraden b dasselbe gilt wie fiir die Punkte der Geraden a, gilt auch dieser Satz:

3 ¢). Die Nullebenen der Punkte einer Geraden die eine der Leitgeraden a, oder
b, schneiden, hiillen einen Kegel 2. Grades ein, der die Ebene 7 des Polarfeldes (w)
berithrt.

Wie bekannt ist dem Schnittpunkt M der Geraden a, p ein Nullebenenbiischel
zugeordnet. Also, das dieser Gerade p zugeordnete kubische Ebenengewinde
zerfillt in diesem Fall in einen linearen und einen quadratischen Ebenenbiischel.
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4, Die Ordnung und die Klasse des Nullraumes eines Polarfeldes
und einer linearen Kongruenz.

Nebst dem Polarfeld (i) und der linearen Strahlkongruenz (eb) sei im Raum
ein ganz beliebiger Punkt P gegeben. Die den Ebenen des Ebenenbiindels [P]
zugeordneten Nullpunkte bilden eine stetige quadratische Punktmenge, also eine
Fliache, welche wir als Nullflache des Punktes P kennen. Wie man es im Satz
3 a) sehen kann, bilden die Nullebenen der Punkte einer Geraden p ein kubisches
Ebenengewinde. Jeder Punkt des Raumes enthilt drei dieser Ebenen, was selbst-
verstindlich auch fiir den Punkt P gilt. Die Nullfliche des Punktes P hat demnach
mit der Geraden p drei Punkt gemein. Es gilt also dieser Satz:

4 a). Die Nullfliichen der Raumpunkte in dem Nullraum eines Polarfeldes und
einer linearen Strahlkongruenz sind 3. Ordnung. Dieser Nullraum ist also 3. Ordnung.

Nebst unserem Nullraum sei jetzt im Raum eine beliebig liegende Ebene =
gegeben. Der stetigen quadratischen Punktmenge dieser Ebene ist eine stetige
quadratische Nullebenenmenge zugeordnet, deren Ebenen eine Fliche einhiillen,
die als Nullfliche der Ebene t schon benannt wurde. Dem Satz 2 a) nach sehen
wir, dass die den Ebenen einer Geraden p zugeordneten Nullpunkte eine kubische
Raumkurve 3. Ordnung bilden. Weil diese Raumkurve die Ebene 7 in drei Punkten
schneidet, enthilt die Gerade p drei Beriihrungsebenen der Nullfliche der Ebene
7. Es gilt also auch dieser Satz:

4 b). Die Nullflichen der Ebenen in den Nullrdumen eines Polarfelds und einer
linearen Kongruenz sind 3. Klasse.

Auf Grund dieser zwei Sitze gilt offenbar auch der folgende:
4 ¢). Der Nullraum eines Polarfeldes und einer linearen Kongruenz ist dritten
Grades.

Da die den Beriihrungsgeraden der Inzidenkonik 2 im Polarfeld (n) zuge-
ordneten Punkte die Beriihrungspunkte dieser Berithrungsgeraden auf der Konik
k sind, folgt der Satz:

4 d). Die Inzidenzkonik k des Polarfeldes () befindet sich auf allen Nullflichen
der Punkte im Nullraum dieses Polarfeldes und der linearen Kongruenz.

Die Verbindungsgerade s der Schnittpunkte 4, B der Leitgeraden a, b mit
der Ebene n des Polarfeldes () ist offenbar auch ein Strahl der Kongruenz (ab),

welchem, wie schon erwihnt, in diesem Polarfeld ein Punkt S zugeordnet ist.
Jede Gerade p des Raumes enthilt eine Ebene ¢ die den Punkt S enthilt und die
Ebene 7 in einer Geraden 7 des Punktes S schneidet. Der dieser Geraden 7 im
Polarfeld (7) zugeordnete Punkt R liegt offenbar auf der Geraden s, da die Gerade

7 den Punkt S einthilt. Der den Punkt R enthaltende Strahl der Kongruenz (ab),
und das ist die Gerade s, schneidet die Ebene g in ihrem Nullpunkt, also im Schnitt-
punkt der Geraden s und 7. Da dies fiir alle Geraden des Raumes gilt, also auch
fiir die jenigen welche einen beliebigen Raumpunkt P enthalten, folgt dass die
Nullflachen aller Nullpunkte die Gerade s in der Ebene & enthalten. Auf Grund
dessen und des Satzes 2 b) folgt auch dieser Satz:

4 ¢). Die Nullflichen aller Punkte des Nullraumes eines Polarfeldes und einer
linearen Strahlkongruenz enthalten die Leitgeraden dieser Komgruenz und ihren
Strahl s in der Ebene des Polarfeldes.
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5. Singulire Fille der Nullflichen der Punkte.

Es sei in der Ebene 7 des Polarfeldes (%) dem Punkt R die Gerade7 zugeordnet.
Jeder Geraden 7 des Geradenbiischels (R) in der Ebene = ist ein Punkt N auf
der Punktreihe (7) der Geraden 7 zugeordnet. Die Ebenen der Geraden 7 schneiden,
wie bekannt, denjenigen Strahl der Kongruenz (ab) der den Punkt N enthilt im
Nullpunkt N, dieser Ebenen. Da aber die Strahlen der Kongruenz (ab), die die

Punkte N der Punktreihe (7) enthalten, eine Regelfliche 2. Grad_e_s bilden, und
jede Ebene des Punktes R eine Gerade 7 des Geradenbiischels (R) enthilt, also

ihr Nullpunkt sich auf dem den Punkt N der Punktreihe (7) enthaltende Strahl
der Kongruenz (ab) befindet, folgt auch dieser Satz:

5 a). Die kubische Nullfliche eines Punktes in der Ebene 1 des Polarfeldes ()
zerféllt in diese Ebene m und in eine Regelfliche 2. Grades.

Wie bekannt bilden die die Inzidenzkonik % schneidenden Strahlen der
Kongruenz (ab) eine Regelfliche 4. Grades VII Art. Alle Punkte einer Erzeugenden
dieser Regelfliche 4. Grades haben eine gemeinsame, diese Erzeugende enthaltende
Nullebene, welche die Inzidenzkonik & beriihrt. Auf Grund dessen gilt auch der
Satz: "t .

5 b). Die Nullregelfliche 2. Grades eines Punktes R der Inzidenzkonik k berithrt
die Regelfiiche 4. Grades der Leitgeraden a,b und der Inzidenzkonik k lings der

gemeinsamen Erzeugenden die den Punkt R enthdlt.

6. Eine Eigenschaft der Nullflichen der Raumpunkte.

Die einem Raumpunkt T zugeordnete Nullebene v schneide die Ebene z
des Polarfeldes (7) in einer Geraden r. In dem Strahlbiischel (T) des Punktes T
in der Ebene 7 nehme man beliebig einen Strahl # an, welcher die Gerade ¢ im
Punkt N schneidet. Da der Strahl # die Ebene v enthélt, muss die kubische Raum-
kurve der Nullpunkte der Ebenen des Strahles n den Punkt T enthalten, Wie
gezeigt ist der Strahl n eine Bisekante der ihm auf die eben erwohnte Weise
zugeordneten kubischen Raumkurve. Die Gerade n hat also ausser dem Punkt
T nur noch einen Punkt mit der Nullfliche des Punktes T gemein. Der Punkt T’
muss also auf dieser Nullflache dritter Ordnung oder ein Doppelpunkt, oder ein
zweideutiger Punkt auf der Geraden n sein. Der andere Schnittpunkt der Bise-
kante # kann kein Doppelpunkt sein, da in diesem Fall ein solcher Punkt auf jedem

Strahl » des Strahlbiischel (N) in der Ebene v sein miisste. Also, die kubische
Nullflache des Punktes T miisste eine Doppellinie haben, was offenbar unmdglich
ist. Der Punkt 7 kann auch kein Doppelpunkt seiner Nullfliche sein, da er der
Nullpunkt nur der Ebene 7 ist, und keiner anderen mehr. Die allen Strahlen #
des Strahlenbiischels (T) in der Ebene v zugeordneten beschriebenen kubischen
Raumkurven enthalten den Punkt 7, fiir welchen eben bewiesen wurde, dass
er kein Doppelpunkt seiner Nullfliche sein kann. Es folgt also, dass der Punkt
T nur ein zweideutiger Punkt auf allen seinen Strahlen n ist, also alle Strahlen »n
des Punktes T beriihren in diesem Punkt die ihnen zugordneten kubischen Null-
raumkurven, resp. die Ebene 7 beriihrt in jhrem Nullpunkt T' die diesem Punkt
zugeordnete kubische Nullfliche. Es gilt also auch dieser Satz:
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6 a). Die Nullebene eines Raumpunktes beriihrt in diesem Punkt seine kubische
Nulifldche.

Man betrachte eine Gerade des Punktes T welche die Inzidenzkonik % im
Punkt R schneidet. Wie gezeigt, liegt die kubische Raumkurve der Nullpunkte
der Ebenen der Geraden TR, auf Grund der Sitze 5 @) und 5 b), auf einer Regel-
flache 2. Grades, die durch die Leitgeraden a, b und die Beriihrungsgerade der
Inzidenzkonik % im Punkt R bestimmt ist. Wie man es im Satz 5 ) sah beriihrt
diese Regelflaiche 2. Grades die Regelfliche 4. Grades der Leitlinien a, b, & lings

der gemeinsamen, den Punkt R enthaltenden Erzeugenden. Also die kubische
Raumkurve der Nullpunkte der Ebenen der Geraden TR berithrt im Punkt R

auch die erwihnte Regelfliche 4. Grades. Offenbar gilt dies fir alle Punkte R
der Inzidenzkonik k. Die co! kubische Raumkurven, die auf die eben beschriebene
Weise den Geraden TR (Erzeugenden des Kegels (Tk)) zugeordnet sind, bilden
offenbar die dem Punkt T zugeordnete kubische Nullfliche, da jede Ebene des
Punktes T die Inzidenzkonik % in einem Paar reeller, konjugiert imaginirer, oder
zusammenfalender Punkte schneidet. Da der Punkt T irgendwo im Raum ange-
nommen werden kann, gilt also auch dieser Satz:

6 b). Die Nullfiichen aller Raumpunkte in dem Nullraum eines Polarfeldes ()
mit der Inzidenzkonik k und einer linearen Strahlkongruenz (ab) berithren lings der
Inzidenzkonik k die Regelfiiche 4. Grades VII Art der Leitgeraden a, b und k.

7. Die Geraden der kubischen Nullfliiche eines Raumpunktes.

Wie gezeigt ist durch die Leitgeraden a, b und die Inzidenzkonik % in der
Ebene eine Regelfldche 4. Grades VII Art bestimmt, deren Erzeugenden Strahlen
der linearen Kongruenz (ab) sind. Jeder Punkt K der Konik % enthilt eine Erzeu-
gende 7 dieser Regelfliche. Die Berithrungsebene = dieser Regelfliche im Punkt
K ist durch die Erzeugende 7 und die Beriihrungsgerade / der Konik 2 im Punkt
K bestimmt. Die Ebene 7 der Berithrungsgeraden / ist die dem Punkt K zugeordnete
Nullebene, da sie die Gerade ! enthilt, welche als Polare dem Pol K im Polarfeld
() zugeordnet ist. Auf Grund der Definition unseres Nullraumes und des Satzes
5b) folgt, dass die Ebene m die Nullebene aller auf der Erzeugenden: sich be-
findenden Punkt ist. Auf Grund dessen ergibt sich aber, dass die Nullflichen aller
Punkte der Ebene 7 die Erzeugende ¢ enthalten, die Gerade 7 liegt also auf allen
diesen Flichen.

Man betrachte wieder die Nullfliche eines beliebigen Punktes P. Auf dieser
Nullfliche liegen, wie bekannt, die Geraden a, b und s. In den Beriihrungsebenen
der eben erwiahnten Regelfliche 4. Grades die den Punkt P enthalten und deren
Berihrungspunkt sich auf der Inzidenzkonik % befindet, befinden sich die Er-
zeugenden dieser Regelfliche, die diese Berithrungspunkte enthalten, als Ge-
raden auf der Nullfliche dieses Punktes P.

Die Berithrungsebenen dieser Regelfliche 4. Grades in den Punkten der
Inzidenzkonik % bilden ein Ebenengewinde, dessen Ordnung dem Rang dieser
Regelfiiche gleich ist, also gleich der Ordnung eines Beriihrungskegels dieser
Regelfliche. Da diese Regelfliche 4. Grades VII Art den Rang vier hat, ist die
Ordnung des erwihnten Ebenengewindes vier. Also der Punkt P enthélt vier
Ebenen dieses Ebenengewindes, und in jeder dieser Ebene befindet sich eine
Erzeugende der besprochnen Regelfliche 4. Grades, die sich in der Nullfliche

37



des Punktes P befindet. Man bezeichne diese vier Geraden mit #;, 75, 73 und Z,.
Diese vier Geraden sind Strahlen der Kongruenz (ab), schneiden also die Leit-
geraden a, b. Auf Grund der Tatsache dass sich in der Ebene zweier sich schneiden-
den, und auf einer Fliche 3. Ordnung liegenden Geraden, immer noch eine Gerade
dieser Fliache befindet, folgt, dass in den Ebene der Geraden s, a und s, b noch
die dritte Gerade (sa), resp. (sb) auf dieser kubischen Fliche liegt. Da die Geraden
415 i2s i35 14 der Nullfliche des Punktes P die Gerade a dieser Flache schneiden,
befinden sich in den Ebenen der sich schneidenden Geradenpaare aiy, ai,, ais,
ai, neue vier Geraden (ai,), (ai2), (ai3), (ais) der Nullfliche des Punktes P. Ganz
analog befinden sich auf dieser Nullfliche auch die in den Ebenen der Geraden-
paare biy, bis, bis, biy sich befindenden Geraden (b1y), (bis), (bis), (biy). Auf der
kubischen Nullfliche des Punktes P hat man also bisher folgende 17 Geraden
g;)lt()ieth: a, b, s, (as), (bs)s i1 25 13 T4s (ail)s (ai2)> (ai3)9 (ai4)’ (bil), (bZZ)a (blB)’ und
i4)-

Wie bekannt haben vier windschiefe Geraden im Raum zwei reelle, oder
konjugiert imaginire Transversalen, die auch zusammenfallen konnen. Die auf
der Nullfiache des Punktes P sich befindenden windschiefe Geraden (as), (aZy),
(at,), (ais3), (ai,) schneiden die Gerade a, welche also eine ihrer zwei Transver-
salen in jedem Quadrupel dieser finf Geraden ist. In jedem Quadrupel dieser
fiinf Geraden, und es bestehen deren fiinf, besteht noch die zweite Transversale
die mit der kubischen Nullfliche des Punktes P vier Punkte gemein hat, also
ganz auf dieser Fliache liegt. Man bezeichne diese fiinf Transversalen der Geraden
a mit ay, as, a3, a4, as. Ganz analog gehoéren zur Geraden b die auf der Null-
flache des Punktes P liegenden Transversalen by, by, b3, by, bs. Wie gesehen hat
man auf diese Weise alle 27 Geraden der kubischen Nullflichen aller Raumpunkte
entdeckt.

8. Die Arten der Nullriume eines Polarfeldes und einer linearen
Kongruenz.

In den bisherigen Betrachtungen bediente uns ein Polarfeld mit reelle Koinzi-
denzkonik und eine lineare hyperbolische Kongruenz. Aber bekanntlich bestehen
drei lineare Kongruenzen. Denn ausser der hyperbolischen besteht noch die ellip-
tische und die parabolische Strahlkongruenz. Das Polarfeld kann ausserdem end-
lich oder undendlich weit liegen, mit einer reellen oder imagindren Inzidenz-
konik. Da jeder Nullraum durch ein Polarfeld und eine lineare Kongruenz bestimmt
ist, sehen wir, dass von unseren kubischen Nullriumen zwelf Hauptarten bestehen,
da jede lineare Kongruenz mit einem endlichen, oder einem unendlichformen
Polarfeld mit einer reellen oder konjugiert imaginiren Inzidenzkonik gepaart
werden kann. Selbstverstindlich werden die Nullflichen der Raumpunkte in
diesen Nullrdumen ganz verschieden sein, besonders beziiglich der Realitit der
Geraden auf diesen kubischen Flichen. Aber diese verschiedenen Arten solcher
kubischer Nullrdume wollen wir nicht untersuchen. Eventuell den Fall mit dem
unendlichfernen Polarfeld.

9. Der Nullraum einer linearen Kongruenz und eines unendlich
fernen Polarfeldes. ’

Es sei ein kubischer Nullraum durch eine lineare hyperbolische Kongruenz
(ab) und ein unendlichfernes Polarfeld (7) gegeben. Die reelle unendlichferne
Inzidenzkonik % sei durch einen Direktionskegel 2. Grades gegeben. Die Nullebene
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eines Punktes P ist, offenbar, mit derjenigen Ebene des Scheitels des Direktions-
kegels parallel, welche derjenigen Geraden dieses Scheitels konjugiert ist, die
mit dem den Punkt P enthaltendem Strahl der Kongruenz (ab) parallel ist. Die
Nullebenen der Punkte eines Strahles der Kongruenz (ab) sind offenbar parallel.
Die Achsen der Biischel der den Punkten der Leitlinien a, b zugeordneten Nul-
lebenen bilden hier ein Erzeugendensystem eines hyperbolischen Paraboloides,
und die gemeinsamme Gerade s = AB aller dieser Nullflichen leigt selbstverstind-
lich unendlich fern.

Nimmt man in der unendlichfernen Ebene des Polarfeldes () den absoluten
Kegelschnitt als die Inzidenzkonik an, wird die Nullfliche eines jeden Raum-
punktes die Fusspunktflaiche der linearen Kongruenz (ab) und dieses Raum-
punktes. Jede Nullflache in diesem Nullraum enthilt also den absoluten Kegel-
schnitt, und die kubische Raumkurve #* der Nullpunkte der Ebenen einer Geraden
schneidet den absoluten Kegelschnitt in zwei absoluten Punkten, ist also eine
zirkuldre Kurve,

Auf Grund der Bisher ausgefilhrten Betrachtungen ist leicht ersichtlich,
dass wegen der Imaginaritat der Inzidenzkonik 2 im Polarfeld (#) auf der ku-
bischen Fusspunktfliche einer hyperbolischen Kongruenz sich fiinf reelle Geraden
befinden. Unter den vorher erwihnten 27 Geraden sind es die Geraden a, b, s,
(as) und (bs). Auf Grund der Tatsache dass alle ebene Schnitte einer Fusspunkt-
fliche zirkulir sind, und auf Grund der Tatsache dass die Gerade s in der Ebene
des absoluten Kegelschnittes liegt, gilt der Satz:

9 a). Auf jeder Fusspunktfliche einer linearen hyperbolischen Kongruenz be-
finden sich vier Geraden deren Ebenen diese Fusspunktfliche in Kreisen scheiden.

Auf der Fusspunktfliche einer elliptischen linearen Kongruenz ist nur die
Gerade s reell, und demnach enthilt sie keine Kreise. Analoge Betrachtungen
kénnte man auch fiir die Fusspunktfliche einer linearen parabolischen Kongruenze
durchfiihren.

10. Die Nullriume eines Polarfeldes und eines Geradenbiindels.

Nebst dem Polarfeld (=) der Ebene # mit der reellen Inzidenzkonik & sei
ein Geradenbiindel {D} eines Punktes D gegeben. Also anstatt einer linearen
Kongruenz nehmen wir jetzt dieses Geradenbiindel zu Hilfe um einen Nullraum
aufzubauen. Jeder Raumpunkt 4 enthilt einen Strahl des Strahlenbiindels {D},

welcher die Ebene v des Polarfeldes () im Punkt A schneidet. Im Polarfeld (7)

ist dem Punkt A eine Gerade ad zugeordnet. Die Ebene der Geraden @ und des
Punktes A ist, wie vorher schon gezeigt, die Nullebene a dieses Punktes. Nimmt
man zuerst die Ebene a an kommt man in umgekehrten Sinn zu dem Punkt A4
zuriick, ehen so wie bei der linearen Kongruenz. Also auch hier sind den Punkten
der Geraden a Nullebenen zugeordnet, die die Gerade g enthalten, also auch
hier ein Ebenenbiischel bilden. Man versuche jetzt in solch einem Nullraum die
Ordnung und die Klasse der Nullflache eines Punktes und einer Ebene zu finden.

Die Strahlen des Strahlenbiindels {D} schneiden die Ebene # in seinem Punkt-
feld, welchem in dem Polarfeld (=) sein Geradenfeld korrelativ involutorisch
zugeordnet ist. Die einen Punkt A enthaltende Ebenen bilden ein Ebenenbiindel
[A] das die Ebene n in dem erwihnten Geradenfeld schneiden. Jedem Strahl des
Strahlenbiindels {D} ist eine Ebene des Ebenenbiindels [4] auf diese Weise invo-
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lutorisch korrelativ zugeordnet. Auf Grund dieser polaren Zuordnung des Punkt-
feldes und des Geradenfaldes in der Polarebene & folgt, dass das Ebenenbiindel
[A] und das Strahlenbiindel {D} korrelativ zugeordnet sind. Die Nullfliche eines
jeden Raumpunktes A ist also das Erzeugnis solcher zwei korrelativ zugeordneten
Biindel [4] und {D}, also eine Fliche 2. Ordnung. Es gilt demnach folgender
Satz: -

10 @). Die Nullfiichen der Raumpunkte in dem Nullraum eines Polarfeldes
und eines Strahlbiindels sind 2. Ordnung.

Es sei in einer Ebene a ihr Punktfeld mit (a) bezeichnet. Der Strahlbiindel
{D} bildet perspektiv dieses Punktfeld (a) auf die Ebene x in ihr Punktfeld, ab,
welches polar ihrem Geradenfeld () zugeordnet ist. Jedem Punkt des Punkt-
feldes (@) ist auf diese Weise korrelativ eine Gerade in dem Polarfeld () zu--
geordnet. Die den Punkten der Ebene a zugeordneten Nullebenen in solch einem
Nullraum hiillen also eine Flache ein, die das Erzeugnis zweier korrelativ zu-
gerdneten Felder ist, also eine Fliche 2. Klasse. Es gilt also auch dieser Satz:

10 b). Die Nullflichen der Ebenen in dem Nullraum eines Strahlenbiindels und
eines Polarfeldes sind 2. Klasse.

Auf Grund dieser zwei Sitze folgt offenbar der Satz:

10 ¢). Der Nullraum eines Strahlenbiindels und eines Polarfeldes ist 2. Grades,
also ein quadratischer Nullraum. ‘

Es ist leicht ersichtlich dass die Nullflichen aller Raumpunkte auch in solch
einem Nullraum den Inzidenzkegelschnitt % des Polarfeldes () enthalten. Auch
die den Punkten eines Strahles a des Biindels {D} zugeordneten Nullebenen bilden
hier das Ebenenbiischel der dem Schnittpunkt 4 zugeordneten Geraden @ in dem
Polarfeld (). Da aber alle Strahlen des Strahlenbiindels {D} den Biindelscheitel
D enthalten, gilt offenbar auch dieser Satz:

10 d). Alle Ebenen des Scheitelpunktes D des Strahlenbiindels {D} sind Nul-
lebenen dieses Punktes in den Nullraum eines Polarfeldes und dieses Strahlenbiindels {D}.

Im Strahlenbiindel {D} nehme man den Kegel (Dk), der den Inzidenzkegel-
schnitt # in dem Polarfeld (n) enthdlt. Wie bekannt sind im Polarfeld () den
Tangenten des Inzidenzkegelschnittes %2 deren Beriihrungspunkte zugeordnet. Es
sei ein Punkt A auf der Erzeugenden a des Kegels (DE) gegeben, welche Erze-
ugenden die Ebene  im Punkt 7 auf der Inzidenzkonik & schneidet. Die Berith-
rungsgerade der Konik % im Punkt T sei mit ¢ bezeichnet. Die Nullebenen aller
Punkte A, der Erzeugenden a enthalten, wie bekannt, die Tangente ¢, da in solch
einem Fall T = 4 und @ = ¢. ist. Also, alle diese Nullebenen der Punkte 4, auf
der Erzeugenden a des Kegels (Dk) befinden sich in der Berithrungsebene dieses
Kegels lings der Erzeugenden a. Es gilt demnach der Satz:

10 ¢). Die Berithrungsebenen des Kegels (DEk) lings jeder seiner Erzeugenden
sind Nullebenen aller Punkte dieser Erzeugenden.

Offffenbar gilt auch dieser Satz:

10 f). Die Ebenen jeder Beriihrungsgeraden t der Inzidenzkonik k sind Nullebenen
des Beriihrungspunktes T dieser Beriihrungsgeraden t.

Es sei in unserem Nullraum des Polarfeldes () und des Geradenbiindels
{D} beliebig eine Gerade p gegeben, welche die Ebene & des Polarfeldes (%) im

Punkt P schneidet. In dem Polarfeld (7) ist, sowie bisher, dem Punkt D eine Ge-
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rade p zugeordnet. Wie bekannt ist in der Ebene # dem Geradenbtischel (P) des
Punktes P die Punktreihe (p) der Gerade p projektiv zugeordnet. Also (P) A (p).
Da aber den Geradenbiischel (P) des Punktes P in der Ebene z ihre Schnittge-
raden mit den Ebenen des Ebenenbiischels [p] der Geraden p bilden, muss auf
Grund (P) A (p), resp. (P) A [p], auch [p] A (p) gelten. Die Verbindungsgeraden
des Punktes D mit den Punkten der Punktreihe (p) bilden einen Geradenbiischel
(Dp) des Scheitels D, fiir welchen auf Grund (Dp) A (p) auch (Dp) A [p] ist.
Da die Nullpunkte der Ebenen der Geraden p auf den Geraden des Geraden-
biischels (Dp) liegen, wird der geometrische Ort dieser Nullpunkte das Erzeugnis
des Geradenbiischels (DP) und des Ebenenbiischels [p], welches, wegen (Dp) A
‘A [p], ein Kegelschnitt in der Ebene des Biischels (Dp) sein muss. Da die den
die Gerade p enthaltenden Beriihrungsebenen der Inzidenzkonik %2 zugeordneten
Nullpunkte in ihren Berithrungspunkten auf dieser Konik liegen, schneidet der

Kegelschnitt der Nullpunkte der Ebenen des Biischels [p] die Inzidenzkonik %
auch hier in zwei Punkten. Man bekommt also diesen Satz:

10 g). Die Nullpunkte der Ebenen einer Geraden in dem quadratischen Nullraum
eines Polarfeldes (m) und eines Geradenbiindels {D} bilden einen Kegelschnitt, der
in zwet Punkten.die Inzidenzkonik schneidet und den Scheitelpunkt D des Geraden-
biindels {D} enthalt.

Die den Ebenen eines Strahles ¢ des Geradenbiindels {D} zugeordneten
Nullpunkte bilden einen in zwei reelle Geraden zerfallenen Kegelschnitt die den
Punkt D enthalten, aber auch, offenbar, die Inzidenzkonik k2 schneiden, was auf
Grund unserer bisherigen Betrachtungen leicht ersichtlich ist.

Man betrachte jetzt die Nullebenen der Punkte T, einer Geraden p. Wie
bekannt, bekommt man die Nullebene eines Punktes 7 in unserem quadrati-
schen Nullraum so, dass wir dem Schnittpunkt T der Ebene z des Polarfeldes ()
mit dem Strahl DT des Biindels {D} die Gerade ¢ im Polarfeld (7)) zuordnen. Die

Ebene 7 dieser Geraden  und des Punktes T ist die diesem Punkt zugeordnete
Nullebene. Die Ebene des Scheitels D des Geradenbiindels {D} welche die Gerade

p, also alle ihre Punkte T,, enthilt, schneidet die Ebene 7 in der Punktreihe (Tw)
der Schnittpunkte der Strahlen DT, in dieser Ebene. In dem Polarfeld () ist

dieser Punktreihe (T,) der Geradenbiischel (¢,) projektiv zugeordnet. Jedem Punkt
T, der Geraden p wird durch den diesem Punkt T, zugeordneten Punkt T, und
die ihm zugeordnete Gerade z, im Strahlenbiischel (¢,) seine Nullebene 7, bestimmt.
Das geometrische Ort der Nullebenen der Punkte auf einer Geraden p ist demnach
das Erzeugnis der im Raum projektiv zugeordneten Punktreihe auf der Geraden
p und eine Geradenbiischels in der Ebene =z, also offenbar ein Kegel 2. Grades.

Der Scheitel dieses Kegels ist, wie bekannt, im Scheitel des Geradenbiischels.
Es gilt also auch dieser Satz:

10 k). Die Nullebenen der Punkte einer Geraden p hiillen einen Kegel 2. Grades
ein, welchen die Gerade p beriihrt, und dessen Scheitelpunkt in der Ebene m liegt.

Betrachtet man anstatt der Geraden p einen Strahl g des Strahlenbiindels
{D}, so folgt auf Grund der bisherigen Betrachtungen und Schliisse, dass der
Kegel der Nullebenen der Punkte dieses Strahles ¢ in zwei Ebenenbiischel zerfillt.
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11. Der quadratische Nullraum eines Strahlenbiindels und eines
unendlich fernen Polarfeldes.

Die Inzidenzkonik 2* im unendlich fernem Polarfeld ()" kann mittels eines
Direktionskegels bestimmt werden, oder durch eine Fliche 2. Grades die, diese
Inzidenzkonik k" enthilt, also der Mittelpunkt S dieser Flache der Scheitel ihres
reellen oder imagindren asymptotischen Kegels ist. Durch diese Flache ist, wie
bekannt, das unendlich ferne Polarfeld (n)" betimmt. Nimmt man jetzt den Mit-
telpunkt S als Scheitel D des Geradenbiindels {D}, gilt offenbar auch dieser Satz:

11 a). Wird durch eine Fliche 2. Grades jedem Pumkt des Raumes diejenige
Ebene zugeordnet, die der Durchmessergeraden dieses Punktes beziiglich dieser Fliche
2. Grades konjugiert ist, und wird jeder Ebene des Raumes ihr Schnittpunkt mit der
ihr konjugierten Durchmessergeraden beziiglich dieser Fldche 2. Grades zugeordnet,
bekommt man einen quadratischen Nullraum dieser Fldche 2. Grades.

Dieser Nullraum ist vom R. Sturm in der »Liniengeometrie I« erwihnt, aber
nur erwihnt ohne irgend welche Betrachtungen.

Man sah bisher, dass die Nullfiichen der Raumpunkte in allen Nullrdumen
eines Polarfeldes die Inzidenzkonik k enthalten. Auf Grund dieser Tatsache gilt
fir den quadratischen Nullraum einer Fliche 2. Grades und ihrer unendlich
fernen Schnittkurve folgender Satz: ’

11 b). Die den Raumpunkten in einem quadratischen Nullraum einer Fldche 2.
Grades und ihrer unendlich fernen Konik zugeordneten Nullflichen sind mit dieser
Fléche homothetisch im Raum geordnet.

Offenbar gilt das ganz Analoge, wenn die Konik £ auf einer Flache 2. Grades
in einer endlichen Ebene angenommen wird.

Betrachtet man nun zwei homothetische und konzentrische Flichen 2. Grades
ist leicht zu sehen, dass beide Flichen denselben quadratischen, soeben betrach-
teten Nullraum bilden. Da durch jede Fliache 2. Grades ein Biischel derartiger
konzentrischer Fliachen bestimmt ist, folgt offenbar folgender Satz:

- 11 ¢). Die Beriihrungsebenen und ihre Berihrungspunkte im Biischel konzen-
trischer homothetischer Fldchen 2. Grades bilden einen quadratischen Nullraum.

12. Die quadratischen Nullriume des absoluten Kegelschnittes.

Wie bekannt ist durch das unendlich ferne Polarfeld des absoluten Kegel-
schnittes die Normalitit im Raum bestimmt. Es geniigt also zur Bestimmung eines
quadratischen Nullraumes des absoluten Kegelschnittes nur den Scheitelpunkt
D eines Geradenbiindels {D} anzunehmen. Die Nullebene irgend eines Punktes
P des Raumes ist diejenige Ebene dieses Punktes, die auf der Verbindungsgeraden
PD senkrecht steht, da PD der den Punkt P enthaltende Strahl des Strahlenbiindels
{D} ist. Diesen einfachsten quadratischen Nullraum kénnen wir also auf folgende
Weise definieren. Satz:

12 a). Die orthogonale Projektion eines gegebenen Punktes D auf alle Ebenen
des Raumes sind Nullpunkte dieser Ebenen im quadratischen Nullraum des absoluten
Kegelschnittes und dieses Punktes.

Auch diesen Nullraum hat R. Sturm in seiner »Liniengeometrie I« erwihnt,
ohne ihn niher zu betrachten.
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Es ist leicht zu sehen, dass ein derartiger quadratischer Nullraum auch durch
eine Kugel, oder einen konzentrischen Kugelbiischel mit dem Mittelpunkt D
qestimmt ist, und dass in jhm die Nullflichen der Raumpunkte Kugeln, und die
Nullflichen der Ebenen 7, Drehparaboloide sind. Die Achsen dieser Drehpara-
boloide sind Strahlen des Strahlenbiindels {D}, auf welchen der Punkt D der
gemeinsame Brennpunkt der Meridiane dieser Drehparaboloide ist. Der Null-
punkt dieser Ebenen 7, ist der Scheitelpunkt, und die Ebenen 7, sind die Scheitel-
beriihrungsebenen dieser Drehparaboloide.
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O nidti¢nim prostorima odredenim pomoéu polarnog polja

Vilim Nide, Zagreb

Sadréaj

PridruZimo li to&kovni i ravninski prostor tako da toCki pridruZena ravnina
sadr#i tu todku, te ravnini pridruZena to¢ka leZi u toj ravnini, dobivamo na taj nacin
nidtiéni prostor. Ako dva korelativno priduZzena prostora zadovoljavaju tim uvje-
tima, dobiva se poznati linearni ni$ti¢ni prostor.

U ovom su radu zadani jedna linearna kongruencija (ab), ravnalica a, b i jedno
polarno polje (%) u ravnini z. Svaka ravnina ¢ prostora sije¢e ravninu # u nekom
pravcu 7, kojemu je u polarnom polju (%) pridruzena totka R. Ovom tockom pro-
lazi zraka r linearne kongruencije (ab), koja ravninu # probada u to¢ki R. Uzmemo
1i najprije to&ku R i njome postavimo zraku r kongruencije (ab), probada ona rav-
ninu 7 u to&ki R. U polarnom polju () to€ki R je pridruZen pravac r, koji s tockom
R odreduje ravninu p. Tako pridruZeni parovi totka-ravnina ¢ine kubiCni niSti¢ni
prostor, Koji je istrafen u ovom radu. Buduéi da polarno polje (%) moZe biti u
kona&nosti ili beskonaénosti s realnom ili imaginarnom inicidentnom konikom, a
linearne kongruencije postoje tri, to postoji 12 vrsta takvih kubi¢nih nisti¢nih
prostora.

Nakon §to je odredena kubi¢na prostorna krivulja nisti¢nih toCaka ravnina
jednog pravca, te kubiéna omotaljka nisti¢nih ravnina tofaka jednog pravca, iz-
veden je red plohe ni§ti¢nih to¢aka ravnina jednog sveZnja, kao i razred one koju
omataju nidti¢ne ravnine tolaka jedne ravnine. Red prve plohe daje nam red, a
razred druge plohe daje nam razred zadanog nistitnog prostora. Izvedene sui
neke osobine tih kubi¢nih niti¢nih ploha, a nadeno je i njihovih 27 pravaca. Ovaj
rad je razdijeljen u 12 dijelova s ovim podnaslovima:

Uvod. 1. Nisti¢ni prostor jednog polarnog polja i linearne kongruencije. 2.
Nisti¢ne totke ravnina jednog pramena ravnina. 3. Tolkama jednog pravca pri-
druZene ni§ti¢ne ravnine. 4. Red i razred ni§ti¢nog prostora jednog polarnog polja
i jedne linearne kongruencije. 5. Singularni sludajevi nisti¢nih ploha jedne tocke.
6. Jedna osobina niti¢nih ploha jedne tocke prostora. 7. Pravci kubi¢ne nidti¢ne
plohe jedne todke prostora. 8. Vrste nisti¢nih prostora jednog polarnog polja i jedne
linearne kongruencije. 9. Nistiéni prostor linearne kongruencije i jednog neiz-
mjerno dalekog polarnog polja. 10. Niti¢ni prostori polarnog polja i jednog svez-
nja pravaca. 11. Kvadratni nisti¢ni prostor jednog sveZnja pravaca i neizmjerno
dalekog polarnog polja. 12. Kvadratni ni§ti¢ni prostori apsolutne &unjosjecnice.

Primljeno u I1. razredu
12, 2. 1980.
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