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Vilim Nice:

DER ACHSENKOMPLEX EINES KUBISCHEN NULLRAUMES

Einfihrung; Ordnet man eineindeutig die Punkte und Ebenen des
Euklidischen projektiven Raumes einander so zu, dass die einem Punkt
zugeordnete Ebene diesen Punkt enthalt und der einer Ebene zugeordnete
Punkt in dieser Ebene liegt, wird auf diese Weise ein Nullraum definiert.
Wenn in einem deratigen Nullraum die den Ebenen eines Punktes zugeor-
dneten Punkte in einer Ebene liegen und die den Punkten einer Ebene zu-
geordneten Ebenen ein Ebenenbiindel bilden, wird auf diese Weise ein
linearer Nullraum bestimmt. Wenn die den Ebenen eines Punktes zugeor-
denten Punkte eine Fliche 2. Grades bilden und den Punkten einer Ebene
zugeordneten Ebenen eine Fliche 2. Klasse einhiillen, wird suf diese Weise
ein quadratischer Nullraum gegeben. Das Analoge g11t auch fiir kubische,
biqudratische usw. Nullrdume. Die einem Punkt in einem Nullraum zuge-
ordnete Ebene nennt man, wie bekannt, Nullebene dieses Punktes, und der
einer Ebene zugeordnete Punkt ist der Nullpunkt dieser Ebene.

Stellt man innerhalb eines Nullraumes in jedem Raumpunkt die Nor-
male auf seine Nullebene, wird dadurch eine stetige dreidimensionale
Geradenmenge gebildet, also ein Strahlkomplex. Einen derartigen Strahl-
komplex eines Nullraumes werden wir als den Achsenkomplex dieses Nul-
Iraumes bezeichnen. Wie bekannt hat jeder Strahlkomplex seinen Grad
also die Ordnung und die Klasse dieses Komplexes sind gleich.

Ein deratiger Achsenkomplex des bekannten linearen Nullraumes, der
durch eine spezialle Lage zweier korrelativ zugeordneter Rdume bestimmt
ist, ist, wie bekannt, quadratisch. Mittels einer Fliche 2. Grades kann jedem
Raumpunkt diejenige seiner Ebenen zugeordnet werden, die mit der Po-
larebene dieses Punktes, beziiglich dieser Fliache 2. Grades, parallel ist.
Auf diese Weise ist ein bekannter quadratischer Nullraum gegeben, und
der ihm auf die eben beschriebene Weise zugeordnete Achsenkomplex ist
identisch mit dem bekannten quadratischen Achsenkomplex des durch die
erwihnte Fliche 2. Grades als Inzidenzfliche bestimmten Polarraumes. Wie
bekannt, ist dieser Strahlkomplex ein tetraedraler, dessen Haupttetraeder
durch die unendlich ferne Ebene und seine drei Symmetricebenen ge-
bildet wird.

In dieser Arbeit wird ein derartiger Achsenkomplex eines kubischen,
durch ein Pliickersches Konoid bestimmten Nullraums, betrachtet.
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1. Der durch das Pliickersche Konoid bestimmte kubische Nullraum. Alle
ebenen Schnittkurven des Pliickerschen Konoids werden, wie bekannt,
parallel mit der Doppelgeraden auf eine Direktionsebene in zirkulire Kurven
projiziert. Jede zirkuldre Kurve 3. und 2. (Kreis) Ordnung hat, offenbar,
einen vierfachen Brennpunkt, welcher die eben erwihnte Projektion eines
in der Schnittebene liegenden Punktes ist. In der Arbeit »Uber eine Quasi-
-Nullraumabbildung« ist bewiesen worden, dass jeder Ebene des Raumes
auf diese Weise durch ein Pliickersches Konoid einer ihrer Punkte, und jedem
Punkt des Raumes eine seiner Ebenen zugeordnet sind. Fiir den so entstan-
denen Nullraum ist ausgefiihrt, dass er ein kubischer ist.

Wird auch in diesem Nullraum in jedem Raumpunkt die Normale
auf seine Nullebene gestellt, bekommt man auf diese Weise eine dreidimen-
sionale stetige Geradenmenge, die wir als Achsenkomplex dieses Null-
raumes schon vorher bezeichnet haben.

2. Der Grad des dem Nullraum eines dem Pliickerschen Konoid zugeord-
neten Achsenkomplexes. Die Doppelgerade d des Pliickerschen Konoids sei
auf einer seiner Direktionsebenen orthogonal in den Punkt d’ projiziert.
Abb. 1. Die Geraden ¢,, ¢', (t'; L t',) des Punktes d’ werden wir als der-

Abb. 1.
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artige Projektionen der Torsalgeraden dieses Konoids auf sieselbe Bilde-
bene betrachten. Die Gerade ' des Punktes d’ sei die beschriebene Projek-
tion einer Erzeugenden ¢ dieses Konoides auf dieselbe Bildebene. Der Punkt
P’ sei eine derartige Projektion auf dieselbe Bildebene eines im Raum beliebig
angenommenen Punktes P. Man ziehe eme den Punkt P’ enthaltende Gerade
« 1 i, welche die Geraden t¢',, t'5, ¢’ in Punkten T,’, T,’, N’ schneidet.
Wie bekannt, liegen die den Projektionen T,’, N’, T, auf den Geraden
t'y, 7', t', im Raum zugeordnete Punkte T, N, T, der Geraden 1., 1, t, auf
der Transversalen » | ¢ der Geraden 1y, 7, £,. Der durch die Punkte 4,
T,’, T, bestimmte Kreis ¢’ ist die beschriebene Projektion derjenigen Ellipse
¢ des Plickerschen Konoids, die die Schnittkurve dieses Konoids mit der
Ebene der Erzeugenden ¢ und der Transversalen « ist. Der Schnittpunkt
¥ des Kreises ¢’ und der Geraden, ¢’ ist die Projektion des Beriihrungspunktes
¥ des Pliickerschen Konoids mit der Ebene (u¢). Der Hilftepunkt S’ der
Linge T’ T’ ist der Mittelpunkt des Kreises ¢’, also sein vierfacher Brenn-
punkt. Alle im Raum mit der Ebene (u£) parallele Ebenen schneiden das
Pliickersche Konoid in Ebenenkurven 3. Ordnung vom Geschlecht Null,
die sich auf die erwahnte Weise auf dieselbe Bildebene in zirkuldre
Kurven 3. Ordnung projiziren, deren vierfacher Brennpunkt in den Mittel-
punkt S’ des Kreises ¢’ fillt. Die den Mittelpunkt S’ enthaltende Gerade
s || d schneidet die Ebenen dieses Parallelebenenbiischels in ihren, Null-
punkten des zu untersuchenden kubischen Nullraumes. Die diesen Null-
punkten auf der Geraden s zugeordneten Strahlen des durch diesen kubi-
schen Nullraum bestimmten Achsenkomplexes sind offenbar, parallel, da
sie alle auf den Ebenen dieses Parallelebenenbiischels senkrecht stehen.
Alle diese Strahlen projizieren sich auf bekannte Weise in die Gerade #/,
und einer von ihnen enthélt den Punkt P. Jeder dieser parallelen Achsen-
komplexstrahlen steht senkrecht auf allen ihren Nullebenen, also alle
diese Nullebenen stehen senkrecht auf allen diesen parallelen Achsenkom-
plexstrahlen.

Wahlt man jetzt beliebig die den Punkt P’ enthaltende Gerade u,,’, resp.
die Transversale u, der Geraden ¢, 7,, #,, dann geschieht dasselbe wie vorher.
Alle Punkte N,’ bilden einen Kreis 7', und alle diesen Punkten zugeordenten
Punkte ¥, liegen auf den zugeordenten Kreisen c¢,’, und alle diese Punkte
F.' bilden einen Kreis #»' mit dem Mittelpunkt P’. Die Kreise m', n’ berithren
sich in dem Punkt d’, und der Halbmesser des Kreises m’, ist der Hilfte
des Halbmessers des Kreises #n” gleich. Da die Kreise ¢, o', #' den Punkt,
d’ enthalten, sind sie die beschriebenen Projektionen bestimmter Ellipsen
¢, m, n des Pliickerschen Konoids auf dieselbe Bildebene. Die Mittelpunkte
S, der Kreise c¢,’ befinden sich auf einer gleichseitigen Hyperbol #, die als
das Erzeugnis zweier projektiv zugeordneter Strahlenbiischel (d") A (P")
erscheint, welche zwei Paar parallel zugeordneter Strahlen (u'; ||¢'y),
(u', || ',) haben und wie aus dem Bild ersichtlich ist, aufeinder senkrecht
stehen. Auf Grund der Eigenschaften des Pliickerschen Konoids ist leicht
zu schliessen, dass die Strahlenpaare d' §’,, P’ S, in den Strahlenbischeln
(d") A (P") einander zugeordnet sind. Wegen T,' S’ = S’ T,’ schneiden
die zugeordneten Strahlenpaare d'S,, P’'S,’ die unendlichferne Gerade
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in zwei kollokalen projektiven Punktreihen, deren Doppelpunkte sich in
den unendlichfernen Punkten der Geraden ¢,’, z," befinden.

Man sieht also, dass die den Punkt enthaltenden Strahlen des Achsen-
komplexes des kubischen Nullraumes eines Pliickerschen Konoids Normalen
auf die Berithrungseneben des Pliickerschen Konoids in den Punkten der
Ellipse n auf diesem Konoid sind. Nimmt man P’d’ = a an, ist leicht zu
ersehen, dass die Berithrungsgeraden der Hyperbel # in den Punkten d’, P’
parallel mit einer Geraden b sind, fiir welche (¢/; ¢’ a b) = — 1gilt. Die
durch den Mittelpunkt O der Lange d’ P’ gezogene Parallelen mit den
Projektionen der Torsalgeraden t;, £, sind also Asymptoten der Hyperbel #.

Die Beriihrungsebenen des Pliickerschen Konoids in den Punkten ¥,
der Ellipse n hillen eine Torse ein, welcher wir den Grad auf folgende
Weise bestimmen werden:

In der Berithrungsebene eines jeden Punktes ¥, auf der Ellipse n be-
findet sich eine Transversale u, /A ¢, der Torsalgeraden ¢;, ¢, und der Er-
zeugenden 7,. Die den Punkt P enthaltende Gerade p || d projiziert sich
auf die beschriebene Weise in den Punkt P’. Die diese Gerade p enthaltenden
Ebenen (p u,) schneiden die Torsalgeraden ¢,, ¢,, in Punkten, deren Ver-
bindungsgeraden u, Transversalen dieser Torsalgeraden sind und ein Hy-
perboloid bilden, auf welchem sich auch die Geraden p und d befinden.
Zu jeder Transversalen u, gehort eine Erzeugende 7, die die unendlich-
ferne Leitgerade / dg¢s Plickerschen Konoids in einem Punkt L, schneidet.
Auf Grund der Tatsache dass u 1 7 ist, folgt offenbar, dass das Erzeugen-
densystem %, des erwahnten Hyperboloids projektiv der Punktreihe (L,)
auf der Geraden / zugeordnet ist. Die Beriihrungsebenen des Pliickerschen
Konoids in seinen Punkten ¥, langs der Ellipse n sind die Verbindungsebenen
der Punkte L, der Punktreihe (L,) mit den ihnen zugeordneten Erzeugen-
den u, des Systems (u,) auf dem erwihnten Hyperboloid. Alle diese Ebenen
Hiillen also eine Torse 3. Grades ein, resp. ein kubisches Ebenengewinde,
welches auch als Erzeugnis dreier projektiv zugeordneter Punktreihen
(T, A (T,") A (L,) betrachtet werden kann. In den Nullpunkten dieser
Ebenen sind die auf diese Ebenen gestellten Normalen Strahlen unseres
Achsenkomplexes, die die Gerade p|| d des Punktes P schneiden. Da, wie
erwinnt, die Strahlen unseres Achsenkomplexes in jeder Ebene der Geraden
p untereinander parallel sind, von welchen eine den Punkt P enthilt, folgt,
dass die diesen parallelen Achsenkomplexstrahlen zugeordneten Nullebenen
alle auf dem den Punkt P enthaltendem Strahl normal sind. Auf Grund
dessen folgt, dass die den Punkt P enthaltenden Normalen aller Ebenen
des erwithnten kubischen Ebenengewindes, alle den Punkt P enthaltenden
Strahlen des Achsenkomplexes des Nullraumes unseres Pliickerschen Ko-
noids sind. Diese Strahlen bilden einen Kegel, dessen Grad dem gesuchten
Grad unseres Achsenkomplexes gleich ist. Die Schnittpunkte S, dieser
Strahlen des Punktes P mit den ihnen zugeordneten Geraden #, (die Erze-
ugenden des vorher erwihnten Hyperboloides) sind die Nullpunkte dieser
Strahlen des Punktes P. Die in diesen Schnittpunkten auf diese Strahlen
des Punktes P normalen Ebenen sind offenbar die diesen Achsenkomplex-
strahlen zugeordneten Nullebenen (u, L,) des durch das Pliickersche Ko-
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noid bestimmten kubischen Nullraumes. Da die den Punkt P enthaltenden
Normalen auf die Ebenen des erwihnten kubischen Ebenebgewindes, auf
Grund der Polaritit beziiglich der Absoluten, einen kubischen Kegel bilden,
gilt das folgendes:

Der Achsenkomplex eines durch ein Pliickersches Konoid betimmten Null-
raumes st dritten Grades. :

3. Eimge Eigenschaften des durch den kubischen Nullrawm eines Pliicker-
schen Konoids bestimmien kubischen Achsenkomplexes. Die stetige Menge der
Nullpunkte S, unseres kubischen Achsenkomplexes auf seinen den Punkt.
P enthaltendem Strahlem bildet eine Raumkurve, die wir als Erzeugnis des
beschriecbenen kubischen Ebenengewindes (¢, u,) und des ihm projektiv
zugeordneten Strahlenbiischels 2. Ordnung der Erzeugenden des hyperbo-
lischen Zylinders %4 erhalten kénnen. Dieses Erzeugnis, ist, wie bekannt,
eine Raumkurve 5. Ordnung. Da aber die Doppelgerade d des Pliicker-
schen Konoids diejenige Erzeugende des hyperbolischen Zylinders ist, die
die zugeordnete Ebene in dem kubischen Ebenengewinde enthilt, zerfillt
diese Raumkurve 5. Ordnung in die Gerade p und in eine Raumkurve 4.
Ordnung, welche den Punkt P enthidlt. Die den Punkt P enthaltenden Bi-
sekanten dieser Raumkurve bilden, wie bekannu, einen kubischen Kegel,
dessen Erzeugende die Strahlen unseres- kubischen Achsenkomplexes sind.
Es handelt sich also um denselben vorher ausgefithrten Achsenkomplex-
strahlenkegel des Punktes P. Der dem Punkt P zugeordente Achsenkomplex-
strahl steht auf der Ebene der Ellipse #» normal, weil der den Kreis ', als
einem Kreis ¢’, zugeordnete Mittelpunkt S,’, in den Punkt P’ fallt.

Auf Grund unserer bisherigen Betrachtungen ist leicht zu ersehen,
dass alle Achsenkomplexkegel der auf einer mit der Doppelgeraden d para-
llelen Geraden liegenden Punkte, gleich sind und im Raum parallel stehen.
Die den Erzeugenden aller dieser Kegel als Achsenkomplexstrahlen zugeor-
dneten Nullpunkte bilden den schon vorher erwahnten gleichseitigen hy-
perbolischen Zylinder, der im Raum parallel mit der Doppelgeraden d des
Pliickerschen Konoids ist.

Auf Grund dessen ist es auch leicht zu sehen, dass der durch den Nul-
larum eines Pliickerschen Konoids bestimmte Achsenkomplex, bei einer
parallel mit der Doppelgeraden d ausgefiihrten Verschiebung tnvariant bleib:.

Die den Ebenen einer Geraden r im Raum zugeordneten Nullpunkte
in dem durch ein Pliickersches Konoid bestimmten Nullraum bilden, wie
bekannt, eine Raumkurve 3. Ordnung. Die den Punkten dieser Raumkurve,
als den Nullpunkten ihrer Nullebenen zugeordneten Strahlen des kubi-
schen Achsenkompletes unseres kubischen Nullraums, bilden offenbar eine
konoidale Regelflache ¢. Die Ebenen der Geraden r schneiden die unen-
dlichferne Ebene in einem Strahlbiischel, welchen beziiglich der Absoluten
eine unendlichferne Punktreihe polar zugeordnet ist. Jedem Punkt dieser
Punktreihe ist auf diese Weise eine Ebene der Geraden r zugeordnet, aiso
auch Nullpunkt dieser Ebene auf der erwihnten Raumkurve 3. Ordnung.
Die Regelfliche ¢ ist also eine stetige Menge von Verbindungsgeraden
der eineindentig zugeordueten Punkte der erwihnten unendlichfernen

43



Punktreihe und der kubischen Punktreihe auf der besprochenen Raumkurve 3.
Ordnung. Es handelt sich also um ein Konoid 4. Grades. Also gilt das Fol-
gende:

Diejenigen Strahlen des kubischen Achsenkomplexes des durch ein Pliicker-
sches Konoid bestimmten Nullraumes, dessen Nullpunkre den Ebenen einer
Geraden r zugeordnet sind, bilden ein Konoid 4. Grades, dessen unendlicherne
Leitgerade auf der Geraden v senkrecht steht.

Die den Punkten der Geraden 7, als Nullpunkten zugeordneten Strah-
len unseres kubischen Achsenkomplexes bilden auch eine Regelfliche v,
die wir jetzt betracthen werden. Die den Punkten der Geraden r zugeordneten
Nuliebenen im kubischen Nullraum des Pliickerschen Konoids, hiillen,
wie bekannt, ein kubisches Ebenengewinde ein. Die Ebenen dieses Ebenen-
gewindes schneiden die unendlichferne Ebene in Geraden, die eine Kurve 3.
Klasse einhiillen. Durch die Polarisierung dieser Kurve beziiglich des abso-
luten Kegelschnittes geht diese Kurve in eine Kurve 3. Ordnung iiber.
Jedem Punkt der Geraden r ist eineindeutig eine Nullebene innerhalb des
Ebenengewindes zugeordnet, also auch der dieser Ebene auf der unendlich-
fernen Kurve 3. Ordnung eineindeutig zugeordnete Punkt. Die Verbin-
dungsgeraden dieser eineindeutig zugeordneten Punkte der Geraden r
und der unendlichfernen Kurve 3.. Ordnung bilden, wie bekannt, auch eine
Regelflache 4. Grades, die die gesuchte Fliche v ist. Es folgt also:

Diejenigen Achsenkomplexstrahlen des kubischen Nullraumes eines Pliicker-
schen Konoids, dessen zugeordnete Nullpunkte sich auf einer Geraden befinden,
bilden eine Regelfliche 4. Grades. :

Da sich in jeder Ebene der Geraden r drei Strahlen unseres kubischen
Achsenkomplexes befinden, die sich in drei Punkten schneiden, folgt, dass
die stetige Menge dieser Schnittpunkte eine Raumkurve 3. Ordnung bilden.
Also diese eben ausgefithrte Regelflache 4. Grades gehort zu derjeningen Art
der Regelflichen 4. Grades, die durch eine Doppelraumkurve 3. Ordnung
und eine gewohnliche Leitgerade bestimmt ist. Es handelt sich also um die
IV. Art der Sturmschen Klassifizierung.

Angenommen zur Verdffentlichung am 15. XI. 1974. in der Abteilung fiir mathema-
. tische, physikalische und technische Wissenschaften der Fugoslawischen Akademie in Zagreb.
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Vilim Nice: P
OSNI KOMPLEKS JEDNOG KUBICNOG NISTICNOG PROSTORA

Pridruzimo li svakoj ravnini prostora jednu njenu tofku i svakoj tocki
prostora jednu njenu ravinu, bit ¢e na taj nacin odreden neki ni$ti¢ni prostor.
Ako ravninama neke tocke u toj pridruZenosti pridruzene tocke leZe u jednoj
ravnini i svakoj toCki neke ravnine pridruZene ravnine ¢ine sveZanj, onda je
takav niSti¢ni prostor linearan. Ako su mjesto ravnine i sveZnja na taj nacin
sveZnju ravnina i polju toaka pridruZene ploha 2. reda i ploha 2. razreda,
- bit ¢e takav nidti¢ni prostor kvadratan. Analogno vrijedi i za ni$tiCne pro-
store vi$i redova,

U nisti¢nim toCkama ravnina unutar nekog nisti¢nog prostora postav-
ljene okomice na te ravnine ¢ine kompleks koji ¢emo zvati osnim kompleksom
tog nistiCnog prostora. Svakoj zraci ovog kompleksa pridruZena je prema
tome njena nisti¢na tofka i njena niSti¢na ravnina i obratno. Ovakav osni
kompleks poznatog linearnog nisti¢nog prostora, koji ¢ine dva korelativno
pridruZena prostora u specijalnom slu¢aju, kvadratan je i poznat. Isto je tako
poznat i kvadratan osni kompleks kvadratnog nisti¢nog prostora, koji do-
bivamo kada svakoj ravnini prostora pridruZimo sredi$te njenog presjeka
s nekom &vrstom plohom 2. stupnja. Taj je kompleks identiCan s osnim kom-
pleksom polarnog prostora zadane incidentne plohe. .

U ovoj radnji istraZen je osni kompleks kubi¢nog ni$tiénog prostora
odredenog jednim od Pliickerovih konoida.

Svaka ravnina prostora sijeCe Pliickerov konoid u krivulji 3. ili 2. reda,
koje se u smjeru njegova dvostrukog pravca projiciraju na njegove direkcione
ravnine u cirkularne krivulje. Dakle krivulje 2. reda u kruZnice. Pridruzimo
li tim ravninama prostora one njihove tocke, koje se u opisanom smislu
projiciraju u Cetverostruka Zari$ta projekcija njihovih presjeka, bit e stvoren
kubini nidti¢ni prostor tog Pliickerova konoida.

Na osnovi osobina Pliickerova konoida da u svakom pramenu uspored-
nih ravnina postoji jedna koja taj konoid sijeCe u elipsi, te da presjeci us-
porednih ravnina s Pliickerovim konoidom, projicirani u smjeru dvostrukog
pravca na direkcionu ravninu, imaju u toj projekciji zajedniCko Cetvero-
struko ZariSte, te da se svih o0o? elipsi tog konoida na taj nacin projiciraju u
kruZnice dokazano je u ovom radu da je osni kompleks ovog kubilnog nistiénog
prostora kubitan.
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Osim toga nadene su ove njegove osobine:

Nisticne tolke zraka ovog kubiénog osnog kompleksa, koje sijeku neki
pravac usporedan s dvostrukim pravcem tog Pliickerova konoida, lese na isto-
stranicnom hiperpolickom valjku usporednom s dvostrukim pravcem tog konoida.

One grake ovog kubiénog osnog kompleksa, kojima nistiéne ravnine prolaze
nekim pravcem, &ine konord 4. stupnja s direkcionom ravminom okomitom na
tom pravcy.

Totkama nekog pravca kao wistilwim tolkama pridrufene zrake naleg

osnog kubilnog kompleksa &ine pravéastu plohu 4. stupnja IV. vrste prema po-
znatoj Sturmovoy raspodjels.

Primljeno za publikaciju 15. XI. 1974. u Razredu za matematicke, fiziéke, i tehnilke
nauke Fugoslavenske akademije znanosti i wmjetnostt u Zagrebu.
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