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Vivrim NIdE

UBER EINE QUASI-NULLRAUMABBILDUNG

Einfihrung: Der bekannte Nullraum besteht, wie bekannt, aus
einer solchen korrelativen Raumabbildung, wo die einem Raumpunkt P
zugeordnete Ebene n diesen Punkt enthalt, wihrend die den Punkten
dieser Ebene n zugeordneten Ebenen diesen Punkt P enthalten und die
den Ebenen dieses Punktes P zugeordneten Punkte in dieser Ebene lie-
gen. In unserem Punkt-Ebene Raumabbildungsfall wird nur die erste
Hilfte gelten, die zweite aber nicht. Also, die jedem Raumpunkt zuge-
ordnete Ebene enthilt diesen Punkt, und der jeder Ebene des Raumes
zugeordnete Punkt liegt in dieser Ebene, und nichts mehr.

Diese Quasi-Nullraumabbildung besteht in folgendem: Wie bekannt,
sind die auf eine Direktionsebene parallel mit der Doppelgeraden proji-
zierten Ellipsen eines Pliickerschen Konoids Kreise. Dies folgt auf Grund
der Tatsache, dass das Pliickersche Konoid ein unendlich fernes Paar
isotroper Erzeugenden enthilt. Jede Ebene des Raumes schneidet das
Pliickersche Konoid in einer Kurve 8. Ordnung, die auch die zwei kon-
jugiert imagindren Schnittpunkte dieser Ebene mit den zwei erwihnten
unendlichfernen isotropen Erzeugenden enthilt. Da sich diese zwei kon-
jugiert imagindren Schnittpunkte, auf die eben erwihnte Weise, auf eine
Direktionsebene dieses Konoids in die absoluten Punkte dieser Ebene
projizieren, folgt, dass alle kubischen Ebenenschnitte des Pliickerschen
Konoids sich, parallel mit seiner Doppelgeraden, auf eine seiner Direk-
tionsebenen in zirkuldre Kurven projizieren. Jede dieser zirkuldren Kur-
ven 3. Ordnung hat einen vierfachen Brennpunkt, der auch auf die be-
schriebene Weise die Projektion eines Punktes der beliebig angenomme-
nen Schnittebene ist. Auf diese Weise ist also durch jedes Pliickersche
Konoid jeder Ebene des Raumes einer ihrer Punkte zugeordnet, aber
auch jedem Raumpunkt eine Ebene, wie spiter ausgefiihrt wird.

In dieser Arbeit wird diese Punkt-Ebenen Raumzuordnung betrachtet.
Es werden die geometrischen Urter der den Ebenen einer Geraden und
der den Ebenen eines Punktes auf diese Weise zugeordneten Punkte
betrachtet, wie auch die geometrischen Urter der den Punkten einer Ge-
raden und einer Ebene zugeordneten Ebenen untersucht. -~~~ .
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I. Uber die ebenen Parallelschnitte eines Pliickerschen Konoids.

Jede Fliache hat in jedem ibrem Punkt eine Beriihrungsebene, ganz
gleich ob es sich um ihre reellen oder konjugiert imagindren Punkte han-
delt. Eine Beriihrungsebene des Plickerschen Konoids, die wie bekannt
eine ihrer Erzeugenden i enthilt, schneide dieses Konoid in einer Ellipse
¢, und die unendlichferne Ebene in einer Geraden go°, die das isotrope
Erzeugendenpaar dieses Konoids in den unendlichfernen konjugiert ima-
gindren Punkten P;°, P;° schneidet. Die konjugiert imagindren Be-

rilhrungsebenen dieses Konoids in den konjugiert imaginiren Punkten
. s P;° schneiden sich in einer reellen Geraden f und enthalten, of-

fenbar, den unendlichfernen Punkt D der Doppelgeraden d dieses
Pliickerschen Konoids. Es gilt also flld. Jede Ebene der unendlichfer-
nen Geraden g™ (also ein Biischel paralleler Ebenen) schneidet das
Pliickersche Konoid in einer Kurve 8. Ordnung, die die Punkte P;°, P;°
enthalt, und durch die konjugiert imaginaren Beriihrungsebenen des Ko-
noids in diesen Punkten berthrt wird. Werden jetzt alle diese Parallel-
ebenenschnitte aus dem Punkt D (also parallel mit der Doppelgerade
d) auf eine Direktionsebene dieses Konoids projiziert, so werden alle
diese Projektionen die unendlich fernen absoluten Punkte dieser Direk-
tionsebene enthalten, aber auch in diesen Punkten durch dieselben zwei
isotropen Geraden beriihrt. Diese zwei isotropen Berithrungsgeraden
schneiden sich, wie bekannt, in einem reellen Punkt F, der der Schnitt-
punkt der Grade f mit dieser Direktionsebene ist. Derartige Punkte
einer ebenen Kurve, die die absoluten Punkte ihrer Ebene enthilt, also
zirkular ist, sind als deren vierfacher Brennpunkt bekannt.

Man sieht also, dass die beschriebenen Projektionen der Parallel-
schnitte eines Pliickerschen Konoids auf eine seiner Direktionsebene, zir-
kuldre Kurven sind, die einen gemeinsamen vierfachen Brennpunkt ha-
ben. Die vorher erwihnte Ellipse ¢ projiziert sich, auf die eben erwdhn-
te Weise, in einen Kreis, dessen Mittelpunkt nicht nur Projektion des
Mittelpunktes dieser Ellipse e ist, sondern auch sein vierfacher Brenn-
punkt. In jedem Parallelebenenbiischel des Raumes befindet sich immer
eine und nur eine Ebene, die das Plickersche Konoid in einer Ellipse
schneidet. Auf Grund dessen folgt, dass die mit der Doppelgeraden d
parallelen Projektionen der mit den Ebenen dieses Biischels erzeugten
Schnittkurven des Plickerschen Konoids auf eine Direktionsebene zirku-
lire Kurven sind, offebar 3. Ordnung, die den gemeinsamen vierfachen
Brennpunkt haben, der sich in der Projektion des Mittelpunktes der ein-
zigen Ellipse in diesem Parallelschnittebenenbiischel befindet.

11. Uber die eineindeutige Punki-Ebenen Raumzuordnung ( Quasi-
Nullraumabbildung), bestimmt durch das Pliickersche Konoid.

a) Da jede Ebene des Raumes mit einer Berithrungsebene des Pliicker-
schen Konoids parallel ist, geniigt es nur die Punkte zu finden und be-
trachten die den mit diesen Raumebenen parallelen Berithrungsebenen
auf die beschriebene Weise zugeordnet sind.
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Es seien mit d, ¢,, t,, K; und K, die Doppelgerade, die Torsalgera-
den und die Kuspidalpunkte des Pliickerschen Konoids bezeichnet. Die
eine Erzeugendé i dieses Konoids enthaltende Ebene 7 schneide dieses
Konoid in der Ellipse e. Die Torsalgeraden ¢,, ¢, schneide diese Ebene
v in den Punkten P,, P,. Wie bekannt, ist P, P, =pLi und P, P,
ist die Grossachse der Schnittellipse e. Der Mittelpunkt der Strecke
P, P, ist demnach der Mittelpunkt der Ellipkse ¢, also derjenige Punkt
der Ebene 7, der sich in den Mittelpunkt (den vierfachen Brennpunkt)
der vorher beschriebenen Kreisprojektion der Ellipse e auf eine Direk-
tionsebene projiziert.

Zieht man alle Ebenen 7; der Erzeugenden i in Betracht, schneiden
diese Ebenen v die Torsalgeraden #;, {, in Punktepaaren PiP}=
= p' L i. Also, alle Geraden p' bilden ein Erzeugendensystem eines
hyperbolischen Paraboloids, zu welchem auch die Torsalgeraden ¢, ,¢,
als Erzeugende des zweiten Systems dieses Paraboloids gehoren. Die
Mittelebene o des Pliickerschen Konoids, die mit den Torsalgeraden
t;, Ly, also auch mit den Torsalebenen, parallel ist, schneidet dieses hy-
perbolische Paraboloid in einer Geraden (Erzeugenden) s, auf welcher
die Mittelpunkte S; der Grossachsen P;P;, also auch der Schnittellip-

sen ¢/ mit den Ebenen 7; der Erzeugenden i, liegen.

b) Man betrachte zwei in einem Punkt der Doppelgeraden d sich’
schneidende Erzeugende i, i des Pliickerschen Konoids, die sich paral-
lel mit dieser Doppelgeraden auf die Mittelebene o des Pliickerschen
Konoids in die Geraden ¢, 7’ projizieren. Es ist leicht zu beweisen, dass
fir die der Erzeugenden i auf die eben beschriebene Weise zugeordnete
Gerade s in der Mittelebene « des Konoids s L 7 gilt. Auf dieselbe
Weise gilt fiir die der Erzeugenden i zugeordnete Gerade 5 in dieser
Mittelebene 5 L 7.

Nimmt man die Gerade s =1,” als die beschriebene Projektion einer
neuen Erzeugenden i, an, die die Doppelgerade d gemeinsam mit der
Erzeugenden i, schneidet, dann folgt offenbar, dass auch fiir den dieser
Erzeugenden i; zugeordneten Strahl s, dasselbe gilt, also 5, L 7,” ist,
und demnach auch s; 1i; gilt. Die zugeordneten Strahlenpaare i, s
sind also involutorisch zugeordnet. Da, wie bekannt, die Projektionen
i, ,% der je einen Punkt der Doppelgeraden d enthaltenden Erzeugen-

denpaare in 7, in der Mittelebene a ein hyperbolisch involutorisches
Strahlbischel (i, , i) bilden, bilden auch die diesen Erzeugenden zuge-

ordneten Strahlen s., 5. in dieser Ebene ein derartiges involutorisches
Strahlbitschel (s, 'sn), welches mit dem ersten zusammenfallt. Es ist
leicht das Folgende bemerkbar: Ist s =i, der der Erzeugenden i zu-
geordnete Strahl, dann befinden sich die Erzeugenden 3,7, in zwei von
der Mittelebene a gleich entfernten Direktionsebenen.

c) Bestimmung des einer Ebene zugeordneten Punktes. Nimmt
man beliebig im Raum eine Ebene ¢ an, kann der ihr auf die

- . verher beschriebene Weise zugeordnete und in ihr liegende Punkt R auf

. /- folgende Weise gefunden werden: Man bestimmt auf dem Pliickerschen
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Konoid seine Erzeugende il ¢, und findet diejenige Ebene o, | 0, die
die Erzeugende i enthilt. Die in dem Halftepunkt S der Strecke P, P, ,
die durch die Schnittpunkte P,, P, der Torsalgeraden mit der Ebene o,
bestimmt ist, mit der Doppelgeraden d gezogene Parallele f schneidet
die Ebene ¢ in dem ihr zugeordneten Punkt R, da die Gerade f den
Mittelpunkt S der Schnittellipse ¢ des Pliickerschen Konoids mit seiner
Berithrungsebene g, enthilt. ' »

d) Bestimmung der einem Raumpunkt R zugeordneten Ebene.
Wird im Raum der Punkt R gegeben, dann kann die ihm zugeordnete
Ebene ¢ folgenderweise bestimmt werden: Man zieht die den Punkt R
enthaltende Gerade f| d, die die Mittelebene a des Pliickerschen Ko-
noids im Punkt § schneidet. Man ziehe durch diesen Punkt S die Trans-
versale p der Torsalgeraden ¢,,¢, dieses Konoids. Diejenige Ebene
o]l p des Punktes R, die diejenige Gerade i, enthilt, fiir welche ¢, L d
und i, 1 p gilt, ist die diesem Punkt R zugeordnete Ebene o, weil sie
mit derjenigen Berithrungsebene g, des Pliickerschen Konoids parallel
isIT, die diejenige Erzeugende i L p dieses Konoids enthilt, fir welche
1] 2, ist. ‘

III. Die den Ebenen einer Geraden g zugeordneten Punkte.

a) Auf Grund der Definition unserer Zuordnung und unserer bisheri-
gen betrachtungen folgt offenbar, dass die den Ebenen eines Parallel-
ebenenbiischels zugeordneten Punkte auf einer mit der Doppelgeraden d
parallelen Geraden f liegen, wie auch, dass die den Punkten einer mit
der Doppelgeraden d parallelen Geraden zugeordneten Ebenen paral-
lel sind.

b) Die Ebenen = einer Erzeugenden i des Pliickerschen Konoids
schoeiden, wie gezeigt, die Torsalgeraden ¢, , ¢, in den Punkten Pi, P},
auf deren Verbindungsgeraden p; = P; P}, die Grossachsen P;P: der

“Schnittellipsen e; mit den Ebenen 7 liegen. Die Geraden p; bilden ein
Erzeugendensystem eines hyperbolischen Paraboloids, welches die Mit-
telebene a dieses Konoids in einer Geraden s schneidet, auf welcher
sich die Mittelpunkte S; der Schnmittellipsen e; befinden. Offenbar ist
das Ebenenbiischel (7;) der Erzeugenden i der Punktreihe (S;) auf der
Geraden s perspektiv zugeordnet, also (z;) » (S:). Die in den Punkten
der Punktreihe (Si) mit der Doppelgeraden d parallel stehende Geraden
n; bilden ein Geradenbischel (n:), das der Punktreihe (S:) auch per-
spektiv zugeordnet ist, also (n:) A (Si). Es gilt also auch (z:) A (). Jeder
Geraden n; des Buschels (n;) ist also eine Ebene v des Buschels (z:) ein-
eindeutig zugeordnet. Es sei hier auch erwédhnt, dass jede Gerade g L d
mit einer Erzeugenden des Pliickerschen Konoids parallel ist.

Man nehme beliebig irgendwo im Raum eine Gerade gl ¢ an, wo 1
eine Erzeugende des Pliickerschen Konoids sei. Jeder Ebene gn der Ge-
raden g ist die mit dieser Ebene parallel liegende Ebene v, der Erzeu-
genden ¢ zugeordnet, zu welcher in dem eben beschriebenen Biischel (7:)
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ein Strahl 7 | d gehort. Der Schnittpunkt R, dieses Strahles n; mit der
ihm zugeordneten Ebene gr ist, auf Grund des vorher Ausgefiihrten, der
dieser Ebene ¢n zugeordnete Punkt. Durch die Zuordnung paralleler
Ebenenpaare in den Ebenenbiischeln (0.) und (7a) gilt offenbar (ga) = (tx),
Die Ebene der der Geraden g, resp. der Erzeugenden ¢, zugeordneten
Geraden s und der Doppelgeraden d wird durch das Ebenenbtuschel (gx)
in einem Strahlbuschel (G) geschnitten, fir welches offenbar auch
(G) A (nmi) gilt. Die den Ebenen ¢. der Geraden g zugeordneten Punkte
R, bilden demnach das Erzeugnis der projektiv zugeordneten Strahlbii-
schel (G) A (n:), also eine Kurve 2. Grades. Da das Strahlbiischel (7:)
einen unendlich fernen Strahl enthilt, fiir den die im Ebenenbuschel (7;)
zugeordnete Ebene eine Direktionsebene des Plickerschen Konoids ist,
und da die der Doppelgeraden d als dem Strahl des Biischels (n:) zuge-
ordnete Ebene im Biischel (¢») parallel mit dieser Doppelgeraden ist, hat
die erwihnte Kurve 2. Grades einen unendlich fernen Punkt auf der
Doppelgeraden d, und einen anderen auf der unendlich fernen einfachen
Leitgeraden [* des Plickerschen Konoids. Sie ist also eine Hyperbel,
deren Asymptoten senkrecht sind, d.h. es handelt sich um eine gleich-
seitige Hyperbel. Da sich auf der Doppelgeraden d, ausser dem unend-
lich fernen Punkt, kein anderer Punkt dieser Hyperbel befindet, muss
offenbar diese Doppelgerade die Asymptote dieser Hyperbel sein.

Auf Grund einer bekannten Eigenschaft der Hyperbel ist es in unse-
rem konstruktiven Vorgang leicht zu ersehen, dass die zweite, die Dop-
pelgerade d senkrecht schneidende Asymptote der erzeugten Hyperbel,
von dem Scheitelpunkt G des Biischels (G) gleich weit entfernt ist, wie
die Mittelebene a von der Erzeugenden 7.

Es sei 7, die zweite den Schnittpunkt der Geraden d, i enthaltende
Erzeugende des Pliickerschen Konoids. Auf Grund des bisher ausgefiihr-
ten gilt also das Folgende:

Die den Ebenen einer auf der Doppelgeraden d des Pliickerschen Ko-
noids senkrecht stehenden Gerade zugeordneten Punkte bilden eine
gleichseitige Hyperbel, die in jener Ebene dieser Doppelgeraden liegt,
die auf der der Erzeugenden i zugeordneten Erzeugenden i, senkrechi
steht. Die Doppelgerade dieses Konoids ist eine Asymptote dieser Hyper-
bel, wihrend die andere auf dieser Doppelgeraden senkrecht steht.

Auf Grund unserer Betrachtungen sechen wir, dass den mit der Dop-
pelgeraden d parallelen Ebenen der unendlich ferne Punkt dieser Ge-
raden zugeordnet ist.

c) Man betrachte nun eine Gerade g, die die Doppelgerade d in einem
Punkt K senkrecht schneidet. In der Ebene dieser Geraden g und der
Doppelgeraden d liegt, offenbar, auch die dieser Geraden g zugeordnete
Erzeugende i || g dieses Pliickerschen Konoids. Dieser Erzeugenden ¢ ist,
wie gezeigt, in der Mittelebene o dieses Konoids eine Gerade s zuge-
ordnet, die mit der Doppelgeraden d eine Ebene f bestimmt. Das Ebe-
nenbiischel (¢») der Geraden g schneidet die Ebene  im Strahlbiischel
(K), das mit dem bekannten Strahlbiischel (n;) der Punktreihe (S:) auf
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der zugeordneten Geraden s nicht nur projektiv, sondern auch perspek-
tiv zugeordnet ist, da dem Strahl d im Biischel (K) derselbe Strahl d auch
im Strahlbiischel (n:) zugeordnet ist. Das Erzeugnis dieser zwei Strahl
biischel zerfillt also in zwei Geraden, von welchen eine die Doppelge-
rade d ist, wihrend die andere m in der Ebene 8 senkrecht auf der Dop-
pelgeraden d steht. Also, m || s L d ist. Die Gerade m ist von der Mit-
telebene a des Pliickerschen Konoids eben so weit entfernt, wie die Er-
zeugende i | g von der Geraden g, was sehr leicht zu ersehen ist.

Auf Grund der eben ausgefithrten Betrachtungen sehen wir, dass je-
der Ebene der Doppelgeraden d alle Punkte dieser Geraden zugeordnet
sind, und, offenbar, jedem ihrer Punkte auch alle ihre Ebenen.

d) Man betrachte jetzt eine im Raum ganz beliebig angenommene
Gerade g. Die den Ebenen dieser Geraden, auf die eben beschriebene
Weise zugeordneten Punkte, bilden auch eine Kurve, die wir jetzt un-
tersuchen werden. Als Hilfe bei diesen Betrachtungen werden wir fol-
gende bekannte Eigenschaften des Pliickerschen Konoids beniitzen: 1)
Fiir jede Ellipse des Pliickerschen Konoids besteht ausser der orthogo-
nalen Projektion auf die Mittelebene « dieses Konoids in einen Kreis
noch eine Richtung, in welcher sich diese Ellipse in diesen Kreis parallel
projiziert. Fir jede Richtung im Raum besteht auch eine derartige
Ellipse. 2) Nimmt man auf einem Pliickerschen Konoid alle mit einer
Geraden g parallelen Berihrungsebenen, und die in diesen Ebenen sich
befindenden Ellipsen dieses Konoids, dann liegen die Mittelpunkte der
orthogonalen Projektionen dieser Ellipsen auf die Mittelebene a dieses
Konoids auf demjenigen Kreis ¢’ in dieser Ebene, in welchen sich eine
Ellipse ¢ dieses Konoids in der Richtung der Geraden g projiziert. Die
Ellipse ¢ liegt in einer Ebene derjenigen Erzeugenden i des Konoids, fiir
welche ¢ L g gillt. Es sei & die Hohe des Pliickerschen Konoids, r der
Halbmesser der Kreisprojektion ¢ der Ellipse ¢ auf die Mittelebene und
@ der Neigungswinkel der Geraden g mit dieser Mittelebene. Es gilt
dann k/2:27 =tg ¢, resp. r = 0,25 hcotg ¢ .

Zu jeder Ebene der Geraden g ist eine Berithrungsebene des Pliicker-
schen Konoids parallel. Auf Grund dessen folgt, dass jeder Ebene der
Geraden g eine Ellipse des Konoids, also auch ein Punkt E des Kreises ¢’
zugeordnet ist. Offenbar sind auf diese Weise die Kreispunktreihe (E)
auf dem Kreis ¢’ und das Ebenenbuschel (g) eineindeutig zugeordnet.
Auf Grund unser vorher ausgefithrten Betrachtungen und der Tatsache,
dass in jeder Ebene der Geraden g eine die Doppelgerade d schneidende
Gerade ¢ L d besteht, folgt, dass die Verbindungsgeraden der Punkte E;
des Kreises ¢’ mit dem Schnittpunkt D der Doppelgeraden d mit der
Mittelebene a die den Ebenen der Geraden #; L d zugeordneten, vorher
beschriebenen, Geraden si sind. Da das Geradenbiischel (s;) dem Ebenen-
biischel (dt;) aller Geraden ¢ L d projektiv zugeordnet ist, folgt, dass
auch die Kreispunktreihe (E:) des Kreises ¢’ dem Ebenenbiischel (g) der
Geraden g projektiv zugeordnet ist. Da weiterhin die allen parallelen
Ebenen zugeordneten Punkte auf Geraden liegen, die parallel mit der
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Doppelgeraden 4 im Raum sind, folgt, dass die den Ebenen der Geraden
g zugeordneten Punkte auf einer Raumkurve 3. Ordnung liegen, die als
Erzeugnis des Ebenenbiischels (g) und des quaratischen Strahlbiischels
der Erzeugenden des Kreiszylinders des Kreises ¢ erscheint. Man sieht
also, dass die den Ebenen irgend einer Geraden des Raumes auf die
betreffende Weise der Quasi-Nullraumabbildung zugeordneten Punkte
eine Raumkurve 3. Ordnung bilden. Der Kreiszylinder des Kreises e’
berithrt offenbar diejenige Ebene der Doppelgeraden d, die diejenige
Erzeugende i, des Konoids enthilt, welche mit der Erzeugenden i L g
auf der Doppelgeraden d einen gemeinsamen Punkt hat. Dass g’ L i auf
der Mittelebene des Pliickerschen Konoids gelten muss, ist leicht zu
ersehen.

e) Man nehme jetzt die Gerade g im Raum so an, dass sie die Doppel-
gerade d im Punkt G schneidet, aber nicht rechtwinkelig. Auch dieser
Geraden g ist auf dem Pliickerschen Konoid eine Ellipse e zugeordnet,
die sich auf die Mittelebene a« in den bekannten Kreis ¢ projiziert.
Auch hier ist das Ebenenbiischel (g) der Punktreihe (E:) auf dem Kreis ¢’
projektiv zugeordnet. Da aber in jener Ebene des Biischels (g), die die
Doppelgerade d enthilt, eine Erzeugende des Pliickerschen Konoids
liegt, ist dieser Ebene auf dem Kreis ¢  ihr Schnittpunkt mit diesem
Kreis zugeordnet. Also, die dieser Ebene im Biischel (g) zugeordnete Er-
zeugende des Kreiszylinders des betreffenden Kreises ¢’ (die Doppel-
gerade d), befindet sich in dieser Ebene. Auf Grund dessen folgt, dass
die vorher beschriebene Raumkurve 3. Ordnung in die Doppelgerade d
und in einen Kegelschritt auf dem erwihnten Kreiszylinder zerfallt. Of-
fenbar ist es eine Ellipse, die demnach auch die Doppelgerade d
schneidet.

IV. Der geometrische Ort der den Punkten einer Geraden zugeord-
neten Ebenen.

a) Wie schon vorher gezeigt, bilden die den Punkten einer Geraden
g L d zugeordnete Ebenen ein Parallelebenenbiischel, dessen Lage im
Raum, wie wir sahen, sehr leicht zu bestimmen ist.

b) Es sei im Raum eine Gerade g beliebig angenommen, deren orthogo-
nale Projektion auf die Mittelebene o des Pliickerschen Konoids mit g’ be-
zeichnet sei. Jedem Punk P auf der Geraden g gehort seine Projektion
P’ auf der Geraden g’. Die einem Punkt P’ der Geraden g’ auf die be-
schriebene Weise zugeordnete Ebene = ist, wie gezeigt, durch die den
Punkt P’ enthaltende Transversale p der Torsalgeraden ¢, , ¢, , und durch
die diese Transversale senkrecht schneidende Erzeugende 7 dieses Plii-
ckerschen Konoids, gegeben. Eine den Punkt P’ enthaltende Gerade i, | ¢
liegt offenbar auch in dieser Ebene n. Die die Geraden g, ¢, und ¢,
schneidenden Transversalen p: bilden ein Erzeugendensystem eines hy-
perbolischen Paraboloids, weil diese drei Geraden in drei untereinander
parallelen Ebenen (Direktionsebenen) liegen. Die Geraden g’, ¢, , t, ge-
horen als Erzeugenden dem zweiten System dieses hyperbolischen Para-
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boloids. Jeder Punkt P, der Gerade g’ enthilt eine Erzeugende des ersten

Systems dieses hyperbolischen Paraboloids, und alle diese Erzeugenden
des ersten Systems schneiden die unendlich ferne Erzeugende des zweiten
Systems dieses hyperbolischen Paraboloids in einer Punktreihe, die mit
(ka) bezeichnet sei. Jeder Punkt P; der Geraden g’ enthilt in der Mittel-

ebene o eine entsprechende, vorher beschricbene Gerade ¢ (l#7), und
alle diese Geraden ii der Punkte P; schneiden die unendlich ferne Leit-

gerade [ des Pliickerschen Konoids in einer Punktreihe (x). Auf Grund
der Tatsache, dass fiir jeden Punkt P; der Geraden g und die diesem
Punkt zugeordneten Geraden p: und i, die Tatsache p, L i, gilt, folgt,
dass durch jeden Punkt P; der Geraden g nicht nur ein Paar zuge-
ordneter Punkte der Punktreihen (k) und (I») bestimmt ist, sondern dass
fur diese zwei Punktreihen auch (k») A (I») gilt. Die Verbindungsgeraden
der Paare zugeordneter Punkte dieser zwei Punktreihen umhiillen also
in der unendlich fernen Ebene eine Kurve r™ zweiter Klasse. Offen-

bar, bilden auf Grund des eben Ausgefiihrten die den Punkten P, der

Gerade g’ zugeordneten Ebenen eine Torse 8. Klasse. Man lege durch
die den Punkten P; zugeordneten Punkte P: der Geraden g derartige

Ebenen #}, dass diese in jedem Punkt P; parallel mit der entsprechen-

den Ebene (L ) sind, also #} [l 7' ist. Da die Punktreihe P, der Ge-

raden g’ der Punktreihe Pi der Geraden g nicht nur projektiv, son-
dern auch perspektiv zugeordnet ist (P; P; |l d), folgt, dass die den
Punkten P; der Geraden g zugeordneten Ebenen zi auch eine kubi-

sche Torse umbhiillen, die als das Erzeugnis der projektiv zugeordneten
Punktreihe (P:;) der Geraden g und des unendlich fernen Geradenbii-
schels 2. Ordnung r” bestimmt ist. Man sieht also, dass jeder Raumpunkt
drei Ebenen enthilt, deren auf die beschricbene Weise zugeordnete
Punkte auf einer gegebenen Geraden des Raumes liegen.

c) Man nehme an, dass die Gerade g die Doppelgerade d schneidet.
Die entsprechende Projektion g’ in der Mittelebene o des Konoids
schneidet die Doppelgerade d in dem bekannten Punkt D. Da auf
Grund der vorher ausgefithrten Eigenschaften unserer Quasi-Nullraum-
abbildung die den Punkten dieser Geraden g zugeordneten Ebenen pa-
rallel zu jener Erzeugenden i des Pliickerschen Konoids sind, fiir welche
ill g gilt, folgt, dass sich das unendlich ferne Geradenbiischel re 2.
Ordnung in ein Geradenbiischel 1. Ordnung zusammenzieht, mit dem
gemeinsamen unendlich fernen Punkt der Geraden g’, i als Scheitel.
Das Erzeugnis der Punktreihe (P;) der Geraden g uncf dieses ihr projek-
tiv zugeordneten unendlich fernen Geradenbiischels ist also ein Zylinder
2. Grades. Es folgt also, dass die den Punkten einer die Doppelgerade d
schneidenden Geraden zugeordneten Ebenen einen Zylinder 2. Grades,
resp. eine Torse 2. Klasse bilden. Jeder Raumpunkt P enthilt also zwei
Ebenen, deren zugeordnete Punkte auf einer die Doppelgerade d schnei-
denden Geraden g liegen. Dem Schnittpunkt der Geraden g, d ist, wie be-
kannt, die Ebene des Punktes P und dieser Doppelgeraden zugeordnet.
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Die vorher ausgefithrte Torse 3. Klasse einer beliebig angenommenen
Geraden g zerfallt also hier in eine Torse 2. Klasse und in das Ebenen-
biischel der Doppelgeraden d.

d) Es sei jetzt die Gerade g eine auf der Doppelgeraden d senkrecht
stehende Gerade. Auf Grund der Tatsache, dass fir die Projektion g’ in
der Mittelebene des Plickerschen Konoids g" | g gilt, und dass durch
die Projektion g’ in der Abt. IV. b) die dort beschriebene ihr zugeord-
nete Torse 3. Klasse bestimmt ist, folgt, dass die den Punkten der Gera-
den g1 d zugeordnete Torse kongruent und homothetisch mit jener ist,
die den Punkten der Gerade g’ zugeordnet ist. Man bekommt die der
Geraden g zugeordnete Torse so, dass man die der Geraden g’ zuge-
ordnete Torse in der Richtung der Doppelgeraden d so verschiebt, dass
die Gerade g’ in die Gerade g fallt. -

e) Man nehme nun an, dass die Gerade g die Doppelgerade d schnei-
det und in der Mittelebene des Pliickerschen Konoids liegt, also g =g’
ist. Dass die den Ebenen einer Erzeugenden ¢ des Pliickerschen Konoids
zugeordneten Punkte in der Mittelebene auf einer die Doppelgerade d
schneidenden Geraden s liegen, sahen wir schon in der Abt. III. b).
Jeder Erzeugenden i* ist auf diese Weise eine derartige Gerade s* in
der Mittelebene zugeordnet. Das Geradenbiischel (i»)) der Projektionen
der Erzeugenden i des Konoids auf die Mittelebene ist mit dem kollo-
kalem Biischel (s7) der diesen Erzeugenden i zugeordneten Geraden
s" in dieser Ebene nicht nur projektiv, sondern auch involutorisch zuge-
ordnet, Nimmt man jetzt die Gerade g = g’ als eine Gerade s an, dann
bilden, wie gezeigt, die den Punkten dieser Geraden zugcordneten Ebe-
nen das Ebenenbuschel einer Erzeugenden ¢ des Pliickerschen Konoids.

f) Es soll jetzt die Gerade g die Doppelgerade d, irgendwo ausser-
halb der Mittelebene, senkrecht schneiden .Auf Grund der Tatsache dass
die den Ebenen einer die Doppelgerade d senkrecht schneidenden Ge-
raden g zugeordneten Punkte auf einer Geraden m liegen, die die Dop-
pelgerade d auch senkrecht schneidet, und diese zwei Geraden sich in
einer gewissen ein-eindeutigen, oben beschriecbenen Zuordnung befinden,
folgt offenbar auch, dass die den Punkten einer die Doppelgerade d
senkrecht schneidenden Geraden zugeordneten Ebenen, ein Ebenenbii-
schel bilden, dessen Achse die Doppelgerade d senkrecht schneidet.

V. Der geometrische Ort der den Ebenen eines Raumpunktes P zuge-
ordneten Punkte.

a) Auf Grund der in der Abt. IV b) ausgefiihrten Eigenschaft, dass
die den Punkten einer beliebig angenommenen Geraden zugeordneten
Ebenen eine Torse 3. Klasse bilden, also auf dieser Geraden sich drei
Punkte befinden, denen die ihnen zugeordneten Ebenen einen bestimm-
ten Raumpunkt enthalten, folgt, dass der geometrische Ort der den **
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Ebenen eines Raumpunktes P zugeordneten Punkte eine Flache bilden,
welche jede Gerade des Raumes in drei Punkten schneidet. Es handelt
sich also um eine Fliche 3. Ordnung. Es gilt also folgender Satz:

Schneidet man das Pliickersche Konotd mit den Ebenen eines Raum-
punktes, dann projizieren sich die Schnitthurven parallel mit dessen
Doppelgeraden auf eine Direktionsebene in zirkuldre Kurven 8. Ordnung.
Diejenigen Punkte in diesen Schnittebenen, die sich in die vierfachen
Brennpunkte dieser zirkuliren Projektionen projizieren, bilden eine Fld-
che 3. Ordnung.

b) Es seien alle Ebenen eines Raumpunktes R in ool derartiger Ebe-
nenbiischel verteilt, deren Achsen auf der Doppelgeraden d des Pli-
ckerschen Konoids senkrecht stehen. Die den Ebenen eines jeden dieser
Ebenenbiischel zugeordneten Punkte bilden, wie vorher gezeigt, eine Hy-
perbel, und fiir alle diese Hyperbeln ist die Doppelgerade d eine
Asymptote, wihrend die zweite Asymptote in einem bestimmten Punkt
die Doppelgerade d senkrecht schneidet. '

Man sah in der Abt. IIL. c), dass die den Ebenen eciner die Doppelge-
rade d senkrecht schneidenden Geraden des Punktes R zugeordneten
Punkte auf einer Geraden m .. d liegen, die die Doppelgerade d auch
schneidet. In der Ebene (md) zerfillt also die Hyperbel in die Doppel-
gerade d und in die Gerade m. Man sieht also, dass die den Ebenen
eines Raumpunktes R durch das Pliickersche Konoid auf die beschrie-
bene Weise zugeordneten Punkte eine derartige Fliche 3. Ordnung bil-
den, die durch die Ebenen der Doppelgeraden d in Hyperbeln geschnit-
ten wird, und diese Doppelgerade ist eine einfache Gerade dieser Fldche.

Ausser der Geraden d und der Geraden m enthilt diese Fliche 3.
Ordnung, die mit F3 bezeichnet sei, auch die unendlich ferne einfache
Leitgerade [* des Pliickerschen Konoids.

Jede Ebene der Geraden d schneidet, wie gezeigt, die Flache F® in |

dieser Geraden d und in einer Hyperbel, fiir welche die Gerade d eine
Asymptote ist. In der Ebene der Geraden d und m zerfallt diese Hy-
perbel, wie wir eben sahen, in diese zwei Geraden. Da die Schnittkurve
der Fliche F? mit dieser Ebene eine zerfallene Kurve 8. Ordnung sein

muss, die aber nur aus den Geraden d und m besteht, und die Gerade |
m eine einfache Gerade der Fliche F?® ist, muss die Doppelgerade d .
als ein zweideutiger Teil zu dieser zerfallenen Schnittkurve gehéren. |

Also, diese Ebene (dm) berihrt lings der Doppelgerade d die Fla-
che F3.

Wie vorher gezeigt, berithren die in den Ebenen der Doppelgeraden
d liegendn Hyperbeln der Fliche F® in ihren auf der unendlich fernen
Leitgeraden I des Plickerschen Konoids liegenden Punkten derartige
Geraden (Asymptoten), die die Doppelgerade d senkrecht schneiden,
und alle diese Hyperbeln beriihren die Doppelgerade 4 in ihrem unend-
lich fernen Punkte. Da die Doppelgerade d die Hyperbeln aller ihrer
Ebenen unendlich fern berithrt, hat also die Flache F® einen unendlich
fernen Doppelpunkt, in welchem sie durch die Doppelgerade d berihrt
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wird. Auf diese Weise sind in diesem unendlich fernem Doppelpunkt
zwei gewohnliche Doppelpunkte der Fliche F® zusammengefallen, also
muss dieser Doppelpunkt als ein zweideutiger Dopnelpunkt dieser Fliche
angenommen werden. Die Doppelgerade d des Pliickerschen Konoids ist
die Verbindungsgerade dieser zwei unendlich nahen Doppelpunkte, und
muss deswegen als eine vierfache Gerade der Fliche F? gezihlt werden.

c¢) Auf Grund der bekannten Eigenschaft jeder Hyperbel, dass jede
Gerade der Ebene einer Hyperbel diese Hyperbel und ihre Asymptoten
in Punktepaaren schneidet, wo die Entfernung eines Schnittpunktes der
Hyperbel von dem Schnittpunkt auf der Asymptote gleich der Entfer-
nung der zwei analogen anderen Schnittpunkte ist, gilt, wie schon vor-
her erwihnt, die Tatsache, dass die Entfernung der zweiten Asymptote
(L d) von dem vorher beschriebenen Scheitel G des Strahlbiischels (G)
immer der Entfernung der Erzeugenden i von der Mittelebene a gleich
ist. Dies gilt offenbar fiir alle Geraden gL d des Raumpunktes R.

Da weiterhin bekannt ist, dass jeder Punkt der Doppelgeraden d eines
Pliickerschen Konoids zwei seiner Erzeugenden enthilt, folgt, dass in
einer Direktionsebene dieses Konoids nicht nur eine, sondern noch eine
zweite Asymptote (L d) einer in einer Ebene der Doppelgeraden d be-
findlichen Hyperbel der Fliche F® liegt. Also, jede derartige die unend-
lich ferne Leitgerade I enthaltende Ebene, berithrt die Fliche F3 in
zwei ihrer Punkten auf dieser unendlich fernen Geraden [®. Sie schnei-
det die Fliche F® offenbar auch in einer Hyperbel, weil diese Schnitt-
kurve der Fliche F® mit dieser Ebene die zwei eben erwihnten, unend-
lich fernen Punkte enthilt. Der in der Direktionsebene des Raumpunktes
R liegende Kegelschnitt ¢ der Fliche F® ist eine gleichseitige Hyper-
bel, deren Asymptoten zu den in der Mittelebene a des Pliickerschen
. Konoids sich befindenden Erzeugenden parallel sind, und die durch die
bekannten Scheitel G der Strahlbiischel (G) aller Geraden gL d des
Punktes R gebildet ist.

Auf Grund der Tatsache, dass die zugeordneten, vorher beschriebenen
Strahlenpaare 3", s in der Mittelebene @ involutorisch zugeordnet sind,
folgt, dass die Berithrungsgerade der Hyperbel ¢ in dem Punkt R zur
- Ebene (dm), resp. der Geraden m, parallel liegen muss.

In der Direktionsebene der Geraden m zerfillt offenbar diese Hyper-
~ bel der Fliche F3 in diese Gerade m und in noch eine Gerade n ir-
gendwo in dieser Ebene, die den zweiten unendlichfernen Beriihrungs-
punkt dieser Direktionsebene und der Fliche F? enthilt. Offenbar wird
die Gerade 7 durch die Schnittpunkte der Direktionsebene der Geraden
m mit den Hyperbeln in den die Doppelgerade d enthaltenden Ebenen
- gebildet, und steht senkrecht auf derjenigen Erzeugenden des Pliicker-

i schen Konoids, die in der Ebene des Punktes R und der Doppelgeraden
. d sich befindet.

- d) Man verteile jetzt die Ebenen des Raumpunktes R in oo! Ebenen-
. biischel, deren Achsen g die Doppelgerade d schneiden. Auf Grund
des in der Abt. IIL. e) ausgefiihrten sehen wir, dass die den Ebenen eines
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derartigen Biischels zugeordneten Punkte einen Kegelschnitt ¢ bilden,
well auf dieser Doppelgeraden der Punkt liegt; der auf dem betreffenden
Kreis ¢” der Ebene dieses Biischels zugeordnet ist, welche die Doppel-
gerade d enthilt. Dies gilt offenbar fur alle derartige Ebenenbiischel
des Punktes R, deren Achsen g die Doppelgerade d schneiden.

Die Ebene (Rd) befindet sich in jedem diesem Ebenenbiischel, und in
dieser Ebene liegt, wie in Abt. IIl. ¢) gezeigt, eine Erzeugende : des
Pliickerschen Konoids. Dieser Erzeugenden ¢ ist in der Mittelebene «
dieses Konoids ein Strahl s zugeordnet, auf welchem die Mittelpunkte
der Schnittellipsen dieses Pliickerschen Konoids mit den Ebenen der Er-
zeugenden i liegen. Da diese Mittelpunkte auch Mittelpunkte der ortho-
gonalen Projektionen dieser Ellipsen auf die Mittelebene o sind, folgt,
dass die diesen Ebenenbiischeln zugeordneten Kreise ¢’, resp. ihre die
Doppelgerade d enthaltenden Kreiszylinder, durch dieselbe Ebene langs
der Doppelgerade d berithrt werden. Alle derartigen, auf den betreffen-
den Zylindern der Kreise e.” liegenden Kegelschnitte, offenbar Ellipsen,
bilden auch unsere eben entdeckte Fliche F3, da jede Ebene des Punktes
R in einem der beschriebenen Biischel (g) des Punktes R liegt.

Eine der die Doppelgerade d schneidenden Geraden g des Punktes R
steht auf dieser Geraden d senkrecht. In der Abt. 11l ¢) sahen wir, dass
die den Ebenen dieser Geraden zugeordneten Punkte auf einer Geraden
m liegen, die die Gerade d senkrecht schneidet. Also, ein dem Ebenen-
buschel einer derartigen Geraden g zugeordneter Kegelschnitt zerfiel
in die Gerade m, und in noch eine Gerade a, die auch auf der Fliche
F3 liegt. :

In der Ebene eines jeden Kegelschnittes einer Fliache 3. Ordnung liegt
immer noch eine Gerade dieser Flache. Die den co?! speziellen (ga) Ebe- |
nenbiischeln des Raumpunktes R zugeordneten Kegelschnitte bilden eine |
eindimensionale stetige Kegelschnittmenge, durch welche die betrachtete |
Fliche F? auch gebildet wird. Wie bekannt, bilden die Ebenen einer !
derartigen Kegelschnittmenge einer Fldche 3. Ordnung ein Ebenenbii- -
schel, dessen Achse auch auf dieser Fliche liegt. Dass diese Achse der
betrachteten Fliche F® in der Direktionsebene der Geraden m liegen !
muss, ist offenbar. Denn, wenn dem nicht so ware, musste diese ganze
Direktionsebene zu der Fliche F? gehoren.

- Wie vorher erwidhnt, liegen die Punkte die den Ebenen der die Dop-
pelgerade d schneidenden Geraden g L d zugeordnet sind, auf der Ge-
raden m, die die Gerade d senkrecht schneidet, also in einer Direktions-
ebene des Pliickerschen Konoids liegt. In dieser Direktionsebene befinden
sich die Geraden m, » und [, von welchen eine die erwahnte Achse
sein muss. Die Gerade [™ fallt aus, da ihre Ebenen die Fliche F? in
Hyperbeln schneidet. '

Da die Ellipsen e, welche den die Doppelgerade d schneidenden
Geraden g auf die beschriebene Weise zugeordnet sind, auf demjenigen
Kreiszylindern sich befinden, welche den diesen Geraden g. zugeord-
neten Kreis ¢ enthalten, und alle diese Kreiszylinder die Ebene (dm)
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lings der Geraden d berithren, folgt, dass alle betreffenden Kreise ¢,
als Projektionen der Ellipsen e, die Projektion m’ in der Mittelebene
a des Pliickerschen Konoids in dem Punkt D der Geraden 4 beriihren.
Dies aber ist nur dann méglich, wenn die vorher besprochene Achse mit
der Geraden 7 in der Direktionsebene der Geraden m identisch ist.

Die Fliche F? ist also auch das Erzeugnis des Ebenenbiischels (n) und

des Kreiszylinderbiischels der lings der Doppelgeraden d die Flache F?
berithrenden Kreiszylinder.

Der Mbglichkeit, dass die Gerade m_die Achse des Ebenenbiischels
() sein konnte, widerspricht auch die Form der Fliche F3, die durch
die in den Ebenen der Gerade d liegenden Hyperbeln gebildet wird.

e) Die Art der kubischen Fliche F®. Man sah eben, dass die Flache F?
als Erzeugnis des Ebenenbiischels (7) und eines Flichenbiischels 2. Gra-
des angenommen werden kann. Das Flichenbiischel 2. Grades wird, wie
erwihnt, von Kreiszylindern gebildet, die zwei unendlich nahe Erzeu-
genden lings der Doppelgeraden d, also eine gemeinsame Beriihrungs-
ebene lings dieser Doppelgeraden, haben, und ein Paar gemeinsamer
isotroper Erzeugender enthalten, Da die durch dieses Flachenbiischel 2.
Grades erzeugte Fliche3 dessen zerfallene Grundkurve enthalten muss,
sehen wir, dass die Fliche F3 eines Pliickerschen Konoids dessen iso-
trope unendlich ferne Erzeugenden, dann dessen Doppelgerade d und
dessen uneigentliche Leitgerade [* enthilt. Offenbar nebst den Geraden
m und n, die nicht auf dem Pliickerschen Konoid liegen.

Jeder Ebene y der Achse n ist einer der erwihnten Kreiszylinder
des Flichenbiischels zugeordnet. Dies gilt offenbar auch fiir die Ebene
vl d. Diese Ebene y schneidet den ihr zugeordneten Zylinder in zwel
Erzeugenden 7,7y, die offenbar auch auf der Fliche F3 liegen, und
den doppeldeutigen unendlich fernen Doppelpunkt enthalten.

Wie vorher ausgefithrt worden war, beriihrt die Doppelgerade d die
Schnitthyperbeln ihrer Ebenen mit der Fliche F? in ihrem unendlich
fernem Punkt. Dieser Punkt ist, wie gezeigt, als ein zweideutiger Doppel-
punkt der Fliche F® angenommen worden, in welchem zwei gewohnli-
che Doppelpunkte zusammengefallen sind, die auf der Doppelgerade d
liegen. Diese Gerade ist also, wie schon erwéhnt, eine vierdeutige Gerade
der Fliche F®. Die zwei vorher erwihnten Geraden 7, lid und 7, | d,
die die Gerade n schneiden, enthalten, wie wir eben sahen, den unend-
lich fernen zweideutigen Doppelpunkt der Fliche F3. Da jede Gerade
einer Fliche 3. Ordnung, die einen ihrer Doppelpunkte enthalt, als eine
zweideutige Gerade dieser Fliche angenommen werden muss, miissten
die zwei isotropen unendlich fernen Geraden und die Geraden 74,1,
zweideutige Geraden dieser Fliche sein, wenn der unendlich ferne Dop-
pelpunkt ein eindeutiger wire. Da er aber ein zweideutiger Doppelpunkt
ist, miissen diese vier Geraden der Fliche F® als vierdeutige gezahlt
werden.
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Jede der in den Ebenen der Geraden d befindlichen Hyperbeln
schneidet die Gerade 7 in einem Punkt, resp. jeder Punkt dieser Gera-
den enthilt eine dieser o' Hyperbeln. Jede Ebene der Geraden n
schneidet die Flache F? in eciner Ellipse, da dieser Kegelschnitt zwei
unendlich ferne konjugiert imaginire Punkte auf den isotropen Geraden-
paar der Fliche F® hat. In der vorher erwihnten Ebene (r, r,) || d zer-
fillt diese Ellipse in die erwidhnten Geraden r,,7,. Da aber die den
Punkten der Geraden 7,7, zugeordnete Ebenen, wenn diese Geraden
reell wiren, Biischel paralleler Ebenen bilden, die also nicht alle den der
Flaiche F® zugeordneten Punkt P enthielten, miissen die Geraden r,, 7,
konjugiert imaginir sein.

Die Ebenen der Geraden m schneiden die Fliiche F3, aus denselben
Griinden wie bei der Geraden =, in Ellipsen, die sich in der Richtung
der Geraden d auf die Mittelebene a des Konoids in Kreise projizieren.
Da alle diese Ellipsen die zwei konjugiert imaginiren Geraden Ty, 7Te
schneiden, enthalten die Kreise ihrer Projektionen auf der Mittelebene a
dieselben zwei konjugiert imaginiren Punkte, die auf der Geraden =
als Doppelpunkte einer elliptisch involutorischen Punktreihe bestimmt
sind. Wie bekannt, zerfallen zwei in diesem Kreisbiischel sich befindende
Kreise in zwei konjugiert imaginére (isotrope) Geraden, deren reelle
Schnittpunkte die Laguerreschen Punkte der erwahnten elliptischen Invo-
lution auf der Geraden n sind. Es bestehen also zwei Ebenen der Ge-
rade m, die die Fliche F® in zwei Gerade zerfallenen Kegelschnitten
schneiden. Fine dieser Ebenen enthilt offenbar die Doppelgerade d des
Plisckerschen Konoids, lings welcher die Fliche F®* durch diese Ebene
beriihrt wird, also fallen diese zwei Geraden in dieser Ebene zusammen.
Die andere Ebene beriihrt die Fliche F® im Schnittpunkt zwei ihrer
weiteren Geraden, die offenbar in dieser Ebene liegen. Die bisher als
vierdeutig betrachtete Gerade d muss also jetzt als sechsdeutige ange-
nommen werden, wihrend die zwei letzten als eindeutige bleiben. Diese
zwei letzten eindeutigen Geraden sind konjugiert imagindr, und liegen
in der Beriihrungsebene der Fliche F3 in ihrem Grundpunkt P, in wel-
chem sich diese zwei konjugiert imaginiren Geraden schneiden. Dass
diese Berithrungsebene die Gerade m enthilt, folgt auf Grund der Tat-
sache, dass die Berithrungsgerade der in der Direktionsebene des Punk-
tes P liegenden Hyperbel der Fliche F® parallel zur Geraden m ist,
und auf Grund der in der Abt. II. b) ausgefithrten und hier leicht be-
merkbaren Tatsache, dass die Berithrungsgerade im Punkt P der in der
Ebene (Pd) liegenden Hyperbel der Flache F3 die Doppelgerade d im
gemeinsamen Punkt M mit der Geraden m schneidet. Dass die zwei im
Punkt P sich schneidenden Geraden der Fliche F? konjugiert imagi-
nir sind, folgt offenbar aus der Tatsache, dass ihre Projektionen auf die
Direktionsebene der Geraden m ein isotropes Geradenpaar bilden. Wird
die Projektion des Punktes P auf die Direktionsebene der Geraden m

mit P bezeichnet, fol_gt offenbar, dass die Gerade n die Symmetriege-
rade der Strecke MP in dieser Ebene ist.
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Die Flache F® hat also eine sechsdeutige und drei eindeutige reelle
Geraden, dann vier vierdeutige und zwei eindeutige konjugiert imagi-
nire Gerade. Auf der Fliche F® haben wir also alle 27 Geraden, wie
es auch sein muss, entdeckt.

V1. Der geometrische Ort der den Punkten einer Ebene zugeordneten
Ebenen.

Aus der in der Abt. IV. b) ausgefithrten Eigenschaft folgt, dass die den
Punkten einer Geraden auf die beschriebene Weise durch das Plicker-
sche Konoid zugeordneten Ebenen eine Torse 3. Klasse bilden. Mittels
dieser Eigenschaft wurde die Tatsache bewiesen, dass die den Ebenen

eines Punktes P, auf die erwihnte Weise, zugeordneten Punkte eine
Fliche F? dritter Ordnung bilden.

In der Abt. III. d) sah man, dass die den Ebenen einer Geraden auf
dieselbe Weise zugeordneten Punkte eine Raumkurve 3. Ordnung bilden.
Es sei jetzt im Raum eine Ebene ¢ gegeben. Ebenso sei auch ganz belie-
big im Raum eine Gerade g angenommen. Die den Ebenen dieser Ge-
raden zugeordneten Punkte bilden, wie eben erwdhnt, eine Raumkurve
3. Ordnung, die die Ebene ¢ in drei Punkten schneidet. Also, die Gerade
¢ enthdlt drei Ebenen, fiir welche die drei zugeordneten Punkte in der
Ebene ¢ liegen. Dies gilt offenbar fur jede Gerade des Raumes. Be-
trachtet man jetzt alle Geraden eines Raumpunktes R, so folgt offen-
bar, dass jede Gerade dieses Punktes R drei Ebenen enthilt, fiir welche
die zugeordneten Punkte in der Ebene o liegen. Alle derartigen Ebenen
des Punktes R hiillen also einen Kegel dritter Klasse um. Da dies fiir
jeden Raumpunkt gilt, folgt der Satz:

Die den Punkten einer Ebene o durch ein Pliickersches Konoid zuge-
ordneten Ebenen bilden eine stetige zweidimensionale Ebenenmannigfal-
tigheit, in welcher die einen Raumpunkt enthaltenden Ebenen einen Ke-
gel 3. Klasse einhiillen. Also wird diese Mannigfaltigkeit durch die Be-
rithrungsebenen einer Fliche 3. Klasse gebildet.

Diese Flache 3. Klasse wird aber in dieser Arbeit nicht ndher betrach-
tet. Da jedem Raumpunkt eine der beschriebenen Flachen F3 3. Ord-
nung zugeordnet ist, und zu jeder Ebene des Raumes eine in dieser Abt.
VI. beschriebene Ebenenmannigfaltigkeit gehort, deren Ebenen eine Fla-
che 3. Klasse einhiillen, und jedem Raumpunkt eine seiner Ebenen zuge-
ordnet ist, schen wir, dass jedem derartigen Punkt-Ebenen-Paar im
Raum ein Paar derartiger Flichen zugeordnet ist. Also, durch jedes Plii-
ckersche Konoid sind im Raum o0? derartiger Flichenpaare bestimmt.
Im Zusammenhang mit der erwidhnten Fliche 3. Klasse wire es sicher
interessant auch diese Fldchenpaare weiter zu untersuchen, was jedoch
hier nicht geschehen soll.
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Virim NicE

O JEDNOM PROSTORNOM KVAZINISTICNOM
PRESLIKAVAN]JU

Obidan nisti¢ni prostor &ine dva korelativno tako pridruZena prostora
da svakoj ravnini pridruZena tolka le¥i u toj ravnini i svakoj totki pri-
drufena ravnina prolazi tom tolkom. NaSe prostorno kvazinistitno pre-
slikavanje je isto takvo, ali ne i korelativno. Tj. ravninama neke totke P
pridruene totke neée lefati u toj totki P pridrufenoj ravnini 7, niti
¢e totkama neke ravnine s pridrufene ravnine prolaziti toj ravnini
pridrufenom to¢kom P.

Svaki ravninski presjek Pliickerova konoida projicira se u smjeru nje-
gova dvostrukog pravca d na neku njegovu direkcionu ravninu u cirku-
larnu krivulju. U &etverostruko Zarite te cirkularne krivulje projicira se
jedna totka te presjetne ravnine, koje presjek s tim konoidom se projicira
u tu cirkularnu krivulju. U svakoj ravnini prostora nalazi se prema tome
jedna takva totka, a bit ¢e dokazano da svakom tofkom prostora prolazi
i jedna takva ravnina, koja ¢e taj konoid sjeéi u krivulji kojoj ¢e opisana
projekcija imati projekeiju te totke kao etverostruko Zariste. Na taj je
nalin uspostavljeno nae kvazini§tiéno prostorno preslikavanje.

Sve medusobno usporedne ravnine sijeku Pliickerov konoid u krivu-
ljama 3. reda, od kojih se jedna raspada u pravac (izvodnicu) i koniku
(elipsu), koje neizmjerno daleki par izotropnih izvodnica tog konoida
sijete u istom paru konjugirano imaginarnih totaka. Konjugirano imagi-
narne dirne ravnine tog konoida u tim totkama sijeku se u nekom real-
nom pravcu f, koji prolazi neizmjerno dalekom totkom dvostrukog
pravca d tog konoida. Svaka direkciona ravnina tog Pliickerova konoida
“sijele taj par konjugirano imaginarnih dirnih ravnina u paru izotropnih
pravaca, koji se sijeku u realnom probodi$tu pravca f s tom direkcio-
nom ravninom. Odavde izlazi da projekcije u smjeru dvostrukog pravca
d na direkcionu ravninu svih spomenutih presjeénih krivulja 3. reda s
pramenom usporednih ravnina, ukljutivi tu i onu raspadnutu u elipsu
i pravac, imaju zajednitki letverostruko Zaridte. Spomenuta se clipsa
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projicira, kao $to je poznato, u kruznicu, &jim srediftem prema tome
prolazi pravac f| d. Iz ovog ovdje izvedenog izlazi, prema tome, ovaj
stavak:

1. Usporednim ravninama pridruiene toéke nalaze se na pravcu uspo-
rednom s dvostrukim pravcem d Pliickerova konoida.

SluZe¢i se tim stavkom, kao i &injenicom da je svaki pravac g L d
usporedan s jednom izvodnicom Pliickerova konoida, lako se dolazi i do
ovog stavka:

2. Ravninama nekog okomito mimosmjernog pravca na dvostrukom
bravcu d pridruiene tocke Cine istostranu hiperbolu u jednoj ravnini tog
dvosirukog pravca d. Taj je dvostruki pravac i jedna njena asimptota,
dok joj je druga asimptota okomita na tom dvostrukom pravcu.

Ako pravac g L d sijete dvostruki pravac d, nastaje u stavku 2. dege-
neracija, izraZena ovim stavkom:

3. Ravninama nekog pravca koji okomito sijele dvostruki pravac d
pridruiene tolke lee na jednom pravcu koji je takoder okomit na dvo-
strukom pravcu d.

Poznate su ovakve osobine Pliickerova konoida: a) Svaka elipsa
Plickerova konoida projicira se u smjeru njegova dvostrukog pravca
na njegovu srednju ravninu u krufnicu. Za svaku takvu elipsu postoji u
prostoru uvijek jo§ jedan smjer usporednog projiciranja, u kom se ta
elipsa projicira u tu istu kruinicu. Za svaki smjer u prostoru postoji
jedna takva elipsa na Pliickerovu konoidu, i za svaku elipsu Plickerova
konoida postoji jedan takav smjer. b) Postavimo 1i izvodnicama Pliicke-
rova konoida ravnine usporedne s nekim pravcem p u prostoru, sjeéi Ce
one taj konoid u elipsama koje se na srednju ravninu tog konoida u
smjeru njegova dvostrukog pravca projiciraju u kru¥nice, kojima sre-
diSta leZe na nekoj krufnici ¢’. Kru¥nica ¢’ je netom spomenuta projek-
cija one elipse ¢ Pliickerova konoida, koja se i u smjeru pravca p moze
projicirati u kruZnicu ¢,

Pomocu ovih dviju osobina Pliickerova konoida, kao i osobina izre-
¢enih u stavcima 1-3, na jednostavan se nadin mo¥e dobiti i ovaj stavak:

4. Ravninama bilo kakvog pravca u prostoru pridrutene tolke &ine
prostornu krivulju 3. reda, kojoj je dvostruki pravac d asimptota. Ako
taj pravac sijece dvostruki pravac d, raspada se ta prostorna krivulja 3.
reda u koniku i taj dvostruki pravac.

SluZeti se stavcima 14, kao i ¢injenicom da je svaka ravnina prostora
usporedna s jednom izvodnicom Pliickerova konoida, lako se dobiva i
ovaj stavak: ’

5. Tolkama nekog pravca pridrutene ravnine ine torzu 8. razreda.
Ako taj pravac sijele koso dvostruki pravac Pliickerova konoida, raspada
Se ta torza u torzu 2. razreda (dirne ravnine jednog valjka 2. stupnja)
¢ pramen ravnina. Ako on sijele taj dvostruki pravac okomito, raspada
se ta torza u tri pramena ravnina.
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Pomotu stavaka 2, 8 i 5 lako se dobiva prostornim razmatranjem i
ovaj stavak:

6. Svim ravninama neke tolke u prostoru pridruiene tocke tine opéu
plohu 3. reda, na kojoj se nalazi neizmjerno daleka ravnalica Pliickerova
konoida, kao i njegov dvostruki pravac d. Dui tog pravca dira tu plohu
3. reda ]edna ravnina, a u njegovoj neizmjerno dalekoj tolki ima ta
ploha dvostruku tocku u kojoj ona sama sebe dira, dakle je ta dvostruka
tocka dvoznaina.

Potanjim razmatranjem, uz pomo¢ stavaka 1-6, dobivene plohe 3.
reda u stavku 6, dobivaju se ove njene osobine:

7. Na kubitnoj plohi tolaka pridruienih ravninama neke toCke pro-
stora nalaze se jedan Sesteroznalni i tri jednoznaina realna pravca, te
dva para Cetveroznalnih i jedan par jednoznalnih konjugirano imagi-
narnik pravaca. Jedan par Cetveroznacnih konjugirano imaginarnih pra-
vaca je izotropan i nalazi se neizmjerno daleko.

Sve konike ovakve plohe, kojih ravnine nisu direkcione i ne prolaze
dvostrukim pravcem Plickerova konoida, projiciraju se u smjeru tog
dvostrukog pravca na direkcione ravnine tog konoida u kruZnice. Dakle
isto kao kod tog konoida.

Iz stavka 4. gotovo neposredno proizlazi i ovaj stavak:

8. Tolkama neke ravnine pridruiene ravnine fine neprekinutu dvodi-
menzionalnu ravninsku tvorevinu (torzu), kojoj ravnine koje prolaze
jednom tockom prostora omataju stoiac 3. razreda. Sve te tolkama neke
ravnine pridruiene ravnine omataju prema tome plohu 3. razreda.
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