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Einleitung. Wie alle anderen Regelflichen 3. Grades enthilt
auch das Pliickersche Konoid oo? Kegelschnitte, die alle, ausser
der ausgearteten, Ellipsen sind. Jede dieser Ellipsen hat zwei
Brennpunkte, und alle diese Brennpunkte bilden, wie bekannt,
eine Flidche 6. Ordnung {1]. Jede dieser Ellipsen enthilt in ihrer
Ebene die Polaren ihrer Brennpunkte, also ihre Direktrizen, die
eine im Raum stetige zweidimensionale Strahlmenge, also eine
Strahlkongruenz, bilden.

Die imagindéren Brennpunkte dieser Ellipsen haben offenbar
auch imaginédre Polaren, resp. Direktrizen. In dieser Arbeit wer-
den wir aber nur die reellen Direktrizen betrachten, wihrend die
imagindren hier nicht in Betracht gezogen werden. Der reelle
Teil dieser stetigen zweidimensionalen Direktrixmenge bildet eine
Strahlkongruenz, die Direktrixkongruenz der Kegelschnitte des
Pliickerschen Konoids genannt sei. In dieser Arbeit werden wir
ihre Ordnung und Klasse bestimmen, so wie auch einige ihre
Eigenschaften betrachten.

I. Die konoidale Art der Direktrixkongruenz. Diejenige Eigen-
schaft des Pliickerschen Konoids, die uns als Haupthilfe zur Be-
stimmung der Ordnung der Brennpunkisfliche der Kegelschnitte
des Pliickerschen Konoids diente, besteht darin, dass jede Trans-
versale der Torsalgeraden dieses Konoids die Grossachse einer
Ellipse dieses Konoids ist, deren Scheitel sich auf dieser Torsal-
geraden befinden [2]. Auf Grund der Tatsache dass alle Ellipsea
des Pliickerschen Konoids gleiche Exzentrizititen haben, die der
Hélfte der Hohe des Pliickerschen Konoids gleich sind, wurde die
Ordnung sechs der erwihnten Brennpunktsfliche bestimmt. Die
Ebene jeder Ellipse des Pliickerschen Konoids enthilt eine seiner
Erzeugenden, die senkrecht auf der Grossachse dieser Ellipse steht.
Die reellen Direktrizen dieser Ellipse sind also parallel mit dieser
in dieser Ebene liegenden Erzeugenden. Auf Grund dieser Tatsache
folgt also, dass die gesuchte Direktrixkongruenz der reellen Di-
rekirizen eine konoidale ist, deren Strahlen die einfache unendlich
ferne Leitgerade des Pliickerschen Konoids schneiden.
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II. Die Ordnung der Direktrixkongruenz. Es sei A ein Punkt
der Torsalgeraden t;, und B ein Punkt der Torsalgeraden t, des
Pliickerschen Konoids. Die Linge AB ist, wie bekannt, die Gross-
achse einer Ellipse e des Pliickerschen Konoids, die die in der
Ebene dieser Ellipse liegende Erzeugende i rechtwinklig schneidet.
Auf der Achse AB der Ellipse e befinden sich ihre Brennpunkte
Fi, Fe, wobei die Liénge F1Fys der Hobhe dieses Pliickerschen Ko-
noids gleich ist. Nimmt man auf der Achse AB den Brennpunkt
Fy an, und findet auf ihr den Punkt C so, dass (ABF;C) = —1 gilt,
dann ist die durch den Punkt C gezogene Gerade d{i_l AB die
Polare des Brennpunktes Fi, also eine Direktrix der Ellipse e. Eine
gleichartige Direktrix gehért auch zum Brennpunkt Fs.

Man betrachte jetzt diejenigen Transversalen A;B; der Torsal-
geraden ty,t2, deren orthogonale Projektionen A; By, also parallel
mit der Doppelgeraden dieses Konoids, auf eine Direktionsebene
dieses Konoids gleich lang sind. Offenbar sind auch alle diesen
Projektionen zugeordneten Achsen A;B; im Raum gleich. Die auf
diesen Achsen A;B; sich befindenden Brennpunkte Fif, Fof sind im
Raum und in der Projektion von den Scheiteln A; B;, resp. A/, By,
gleich enifernt, bilden also in zwei Direktionsebenen je eine Ellipse
g1, 92, deren Achsen zu den Torsalgeraden ti,t; parallel liegen.
In der orthogonalen Projektion einer Torsalgeraden auf eine Di-
rektionsebene enthélt eine derartige Projektion einer dieser Ellip-
sen die grosse, und die andere die kleine Achse. Auf Grund der
vorher ausgesprochenen Eigenschaften des Pliickerschen Konoids
folgt weiter, dass die den Brennpunkten Fi* auf den Achsengeraden
A; B; zugeordneten Punkte C; auch eine Ellipse f bilden, und ihre
genannten Projektionen auf einer Ellipse f° liegen, wobei diese
zwei Ellipsen f,f* kongruent sind und homothetisch liegen, Die
Projektionen A; B;y” der im Raum gleichen Achsen sind auch gleich,
hiillen also eine regelmaissige Astroide ein, und auf jeder Erzeu-
genden i, des Pliickerschen Konoids sind zwei derartige Achsen
A; B; senkrecht gestellt. Die Direktrizen d; der Ellipsen e; sind
also derartige Verbindungsgeraden der Punkte der unendlich fer-
nen einfachen Leitgeraden des Pliickerschen Konoids mit den
Punkten der Ellipse f, die einen Punkt der unendlich fernen Leit-
geraden mit zwei Punkten der Ellipse f, und jeden Punkt der
Ellipse f mit einem Punkt der unendlich fernen Leitgeraden ver-
binden. Auf Grund des Chaslesschen Korespondenzprizipes hiillen
alle derartigen Verbindungsgeraden in der Ebene der Ellipse f
eine Kurve (2-1 + 1-2) = 4. Klasse ein,

Alle Transversalen der Torsalgeraden t;, t2 des Pliickerschen
Konoids konnen in ool derartige eben betrachtete Gruppen ver-
teilt werden, wo in jeder solchen Gruppe alle Grossachsen auf den
Transversalen dieser Gruppe gleich lang sind, und deshalb auch
ihre orthogonalen Projektionen auf eine Direktionsebene gleich
lang sind, weil alle diese Transversalen einer derartigen Gruppe
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gleich geneigt zu dieser Direktionsebene sind. Jede derartige
Transversal- resp. Grossachsengruppe bestimmt ein Ellipsenpaar
91, ge, wo alle derartige Ellipsenpaare die bekannte Brennpunkts-
fliche der Kegelschnitte des Pliickerschen Konoids bilden. Durch
das Ellipsenpaar g1, ge ist, wie wir sahen, auch das andere Ellipsen-
paar fi, fs bestimmt, wo alle solche Ellipsenpaare auch eine Fliche
bilden, die wir etwas spiter betrachten werden.

Wie wir vorher sahen, sind die Ebenen der Ellipsen fi,fo die
Direktionsebenen des Pliickerschen Konoids, und in jeder solchen
Ebene ausserhalb des Pliickerschen Konoids geschieht dasselbe wie
in dem vorher betrachteten Fall. Die Direktrizen in den Ebenen
der Ellipsen fi, fo der betreffenden Ellipsen des Pliickerschen Ko-
noids hiillen also eine Kurve 4. Klasse ein, und die Beriihrungs-
geraden aller derartigen Kurven 4. Klasse bilden die gesuchte
Direktrixkongruenz der Ellipsen des Pliickerschen Konoids.

Da jeder Raumpunkt in einer Direktionsebene des Pliicker-
schen Konoids liegt, in welcher sich, wenn sie sich ausserhalb der
Torsalebenen befindet, eine eben beschricbene reelle Kurve 4.
Klasse befindet, die durch die Strahlen der Direktrixkongruenz
eingehtillt wird, so folgt, dass jeder Raumpunkt ausserhalb
der Torsalebenen vier Strahlen der Direktrixkongruenz enthilt,
also diese Strahlkongruenz vierter Ordnung ist. Es ist klar, dass
die vier einen Raumpunkt enthaltenden Strahlen dieser Strahl-
kongruenz in Paaren auch konjugiert imaginir sein konnen.

Die Strahlen der Direkirixkongruenz hiillen in jeder Direkti-
onsebene ausserhalb der Torsalebenen eine reelle Kurve 4. Klasse
ein, und alle derartigen Kurven bilden die Brennfliche dieser Kon-
gruenz. Die Kuspidalpunkte des Pliickerschen Konoids sind singu-~
lire Grenzpunkte dieser Brennfliche, Diejenigen Direktionsebenen
dieses Konoids, die dessen zwei reellen Erzeugenden enthalten,
schneiden diese Brennfliche in einer imaginiren Kurve, und die
auf diese Kurve gezogenen Beriihrungsgeraden sind offenbar auch
imagindr. Also, alle innerhalb der Torsalebenen sich befindenden
Strahlen der Direktrixkongruenz sind imaginir.

III. Die Klasse der Direktrixkongruenz. Wie gezeigt, hiillen die
Direktrizen der Ellipsen des Pliickerschen Konoids in jeder seiner
Direktionsebenen ausserhalb seiner Torsalebenen eine reelle Kurve
4. Klasse ein. Da diese Direktrixkongruenz konoidal ist, also alle
ihre Strahlen die unendlich ferne Leitgerade des Pliickerschen
Konoids schneiden, bilden alle diejenigen dieser Strahlen, die einen
Punkt dieser unendlich fernen Leitgeraden enthalten, einen Zy-
linder. Die Ordnung dieses Zylinders ist offenbar der Klasse der
betrachteten Direkirixkongruenz gleich, da in jeder Ebene des
erwihnten Punktes nur so viel Strahlen dieser Kongruenz liegen,
wie die Ordnung des erwéhnten Zylinders dieses Punktes betriigt.
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Da aber jede Ebene des Raumes diese unendlich ferne Leitgerade
in nur einem Punkt schneidet, gilt das offenbar fiir jede Ebene
des Raumes. Es muss also, um die Klasse der betrachteten Di-
rektrixkongruenz zu finden, die Ordnung desjenigen Direktrix-
zylinders bestimmt werden, dessen Spitzen auf der unendlich fer-
nen Leitgeraden liegen, da auf diese Weise die Zahl der Strahlen
der Direktrixkongruenz in jeder Ebene des Raumes bestimmt
wird.

Man nehme an, dass die Doppelgerade d des Pliickerschen
Konoids in der Bildebene der Abb. 1. liege. Die Torsalgeraden
und ihre Torsalebenen projizieren sich orthogonal auf diese Bild-
ebene in die Geraden t,t;, wihrend die Punkte K, K; offenbar die
Projektionen der Kuspidalpunkte sind. In den Punkt J der Ge-
raden d projiziere sich eine Erzeugende i dieses Konoids, die sen-
krecht auf der Bildebene steht. Jede Ebene ¢ der Erzeugenden i
steht auch senkrecht auf der Bildebene und schneidet das Ko-
noid in einer Ellipse, die sich auf die Bildebene in die Projektion
AB ihrer Grossachse projiziert, fiir welche im Raum, wie wir
vorher sahen, AB | i gilt. Also AB ist parallel mit der Bildebene
und die Linge ihrer Projektion ist ihrer wahren Linge gleich.
Wie schon vorher gezeigt, gilt dies fiir alle Ebenen der Erzeugen-
den i. Die Mittelpunkte S, der Grossachsen A, B._l i liegen auf
einer Geraden s der Mittelebene des Pliickerschen Konoids, die
sich auf der Abb. 1. in die Gerade s|/t|t; projiziert. Auf Grund
der Tatsache, dass die Exzentrizititen aller Ellipsen des Pliicker-
schen Konoids gleich der Hilfte seiner H6he KKj sind, kann sehr
leicht die Projektion der Kurve der Brennpunkte der Schnittellip-
sen des Konoids mit den Ebenen der Erzeugenden i konsiruiert
werden, welche Projektion, auf Grund der Tatsache dass Ap B, 1 i
ist, als eine Nikomedische Konchoide k auf der Abb. 1. erscheinen
wird (SF = SFy, FF; = KK;). Wiahlt man jetzt auf der Projek-
tion der Ebene p, resp. der Achse AB, die Punkte E, E; so, dass
(ABFE)=—1 und (ABF;E)) =—1 gilt, dann sind die Punkte
E, E; orthogonale Projektionen der Direktrizen der Ellipse in der
Ebene g, auf deren Achse AB sich ihre Brennpunkte F,Fi befin-
den. In jeder Ebene g, der Erzeugenden i geschieht dasselbe, und
alle Punktepaare E,E; bilden eine Kurve, die folgenderweise be-
stimmt und gebildet wird.

Es sei auf der Abb. 1. das parallele Geradenpaar t,t; als zer-
fallener Kegelschnitt angenommen, und der Punkt J als Pol einer
allgemeinen Inversion beziiglich dieses zerfallenen Kegelschnittes
gegeben. Da die Nikomedische Konchoide eine Kurve 4. Ordnung
ist, miisste das transformierte Bild k. dieser Nikomedischen Kon-
choide eine Kurve 8. Ordnung sein, weil die erwihnte Inversion
eine quadratische Transformation ist. Da aber der Pol J der Dop-
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pelpunkt der Konchoide ist, und diesem Punkt J in dieser Trans-
formation die Gerade I zugeordnet ist, gehért diese Gerade dop-
pelt zur transformierten Kurve k. Ausserdem ist der Schnitt-
punkt der Geraden t,t; (der unendlich ferne Punkt) auch ein
zweifacher Punkt der Konchoide k, der sich also doppelt in jeden
Punkt der Verbindungsgeraden m.|t[t; dieser zwei Doppel-
punkte abbildet. Also auch diese Gerade m. gehért doppelt zur

Abb. 1.-

transformierten Kurve k.. Man sieht also, dass durch die beschrie-
bene singulire allgemeine Inversion des Pols J und des Kegel-
schnittes (t,t;) die Nikomedische Konchoide k in eine Kurve ke 4.
Ordnung, und in zwei Doppelgeraden . und m. transformiert wird.
Da jeder Punkt der Kurve k. die Projektion einer Direktrix ist,
die im Raum parallel zur Erzeugenden i liegt, und der Ellipse
einer Ebene dieser Erzeugenden angehért, sieht man, dasg alle
Strahlen der Direktrixkongruenz eines Pliickerschen Konoids, die
mit einer Erzeugenden dieses Konoids parallel sind, einen Zy-
linder 4. Ordnung bilden. Da weiterhin jede Ebene des Raumes
mit einer Erzeugenden des Pliickerschen Konoids parallel ist,
folgt, dass jede Ebene des Raumes einen derartigen Zylinder 4.
Oranung 1n vier Erzeugenden schneidet. Weil sich also in jeder
Ebene des Raumes vier Strahlen der Direktrixkongruenz des Plii-
ckerschen Konoids befinden, gilt folgender Satz:

Die Direktrixkongruenz der Kegelschnitte eines Pliickerschen
Konoids ist vierter Klasse.
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Da die Ordnung und die Klasse dieser Strahlkongruenz gleich
sind, sehen wir, dass die Direktrixkongruenz eines Pliickerschen
Konoids vierten Grades ist.

IV. Der geometrische Ort der Zentralpunkte der Ellipsendi-
rektrizen des Pliickerschen Konoids. Die Direktrix eines Kegel-
schnittes ist, wie bekannt, die Polare des Brennpunktes als Pol
beziiglich dieses Kegelschnittes. Die konjugiert imagindren Schnitt-
punkte dieser Direktrix mit diesem Kegelschnitt, in welchem, wie
bekannt, dieser Kegelschnitt durch das isotrope Geradenpaar des
Brennpunktes (des Pols) beriihrt wird, sind als konjugiert imagi-
nire Doppelpunkte der durch diesen Kegelschnitt auf dieser Di-
rektrix bestimmten elliptischen Involuticn bekannt. Der Zentral-
punkt dieser involutorischen Punktreihe ist als Zentralpunkt dieser
Direktrix bekannt. In unseren Betrachtungen in der Abt. IL. ist
leicht zu ersehen, dass es sich auf dem Direktrixkongruenzstrahl
des Brennpunktes F um den Punkt C auf der Ellipse f handelt, in
welchem Punkt C sich die Achse AB der Ellipse e und der Di-
rektrixkongruenzstrahl des Pols F auf der Achse AB rechtwinklig
schneiden.

Nimmt man die Torsalgeraden t,t; des Pliickerschen Konoids
als Involutionsachsen zweier geschart hyperbolisch involutori-
schen Rdume an (zweler geschart hyperbolisch involutorischen
kollinearen Riume), dann gilt offenbar auf Grund der Tatsache
dass (ABFC) = —1 ist, dass die Punkte F,C in zwei derartigen
geschart hyperbolisch involutorischen kollinearen R&umen ein-
ander zugeordnet sind. Da die Brennpunkte F,F; aller Ellipsen e
des Pliickerschen Konoids eine Fliche 6. Ordnung bilden [1], bil-
den die Zentralpunkte der Direktrizen der Ellipsen des Plicker-
schen Konoids auch eine Flidche 6. Ordnung, die durch die eben
beschriebene geschart involutorische kollineare Raumtransforma-
tion der ersten zugeordnet ist. Es folgt also auch folgender Satz:

Die Zentralpunkte der Direktrizen der Ellipsen eines Pliicker-
schen Konoids bilden eine Fliche 6. Ordnung.

Da die Involutionsachsen t,t; dieser geschart involutorischen
kollinearen Raumtransformation invariant bleiben, und auf der
Fliche der Brennpunkte der Ellipsen des Pliickerschen Konoids
als isolierte Doppelgeraden sich befinden [1], bleiben diese Ge-
raden als isolierte Doppelgeraden auch auf der betrachteten
Fliche der Zentralpunkte. Da in einer derartigen involutorischen
kollinearen Raumtransformation der jedem Punkt der unendlich
fernen Leitgeraden des Pliickerschen Konoids zugeordnete Punkt
wieder auf dieser Geraden liegt, gehort auch diese unendlich ferne
Leitgerade der ausgefiihrten Fliche 6. Ordnung der Direktrixzen-
tralpunkte, an in gleicher Mehrfachheit wie die auf der nicht
transformierten Brennpunktsfliche.
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KONGRUENCIJA RAVNALICA KONIKA PLUCKEROVA KONOIDA

Vilko Nife, Zagreb

SadrZaj

Kao i svaka druga pravéasta ploha 3. stupnja tako i Pliickerov
konoid ima na sebi oo? konika, koje su sve elipse. Svaka ova
elipsa ima svoje dvije realne i dvije imaginarne ravnalice. U ovom
¢lanku razmatra se neprekinuti kvadratni skup realnih ravnalica
svih elipsi Pliickerova konoida, koje otito &ine neku kongruenciju.
Potrazit ¢e se red i razred, kao i neke osobine te kongruencije.

Iz &injenice, da su velike osi elipsi Pliickerova konoida u
transverzalama njegovih torzalnih pravaca, te da su one okomite
na onu izvodnicu tog konoida u &ijoj se ravnini te elipse nalaze,
proizlazi, da realne ravnalice svih tih elipsi leze u direkcionim
ravninama u kojima nema realnih izvodnica tog konoida, dakle je
ta kongruencija konoidalna. Sve zrake te kongruencije sijeku jed-
nostruku neizmjerno daleku ravnalicu tog Pliickerovog konoida.

Poznato je, da je ekscentricitet elipsi Pliickerova konoida jed-
nak polovici njegove visine. Uzmemo 1li u razmatranje sve one
elipse Pliickerova konoida kojima su velike osi jednake, leZat ¢ée
njihova Zariita na dvjema elipsama u dvjema direkcionim ravni-
nama unutar toga konoida, a njihove realne ravnalice u dvjema
direkcionim ravninama izvan tog konoida. Sve takve realne rav-
nalice u takvoj direkcionoj ravnini nastaju kao spojnice pridru-
Yenih tolaka jednog linearnog i jednog kvadratnog niza, gdje je
svakoj todki kvadratnog niza pridruZena jedna tofka linearnog,
a svakoj todki linearnog niza dvije totke kvadratnog niza. Dakle
sve te spojnice omataju u svakoj takvoj direkcionoj ravnini kri-
vulju 4. razreda. Odavle proizlazi da je ta kongruencija 4. reda,
jer svakom tofkom prostora izvan torzalnih ravnina prolaze &etiri
zrake te kongruencije, koje u parovima mogu biti, naravno, i ko-
njugirano imaginarni. Unutar torzalnih ravnina, dakle tamo gdje
su izvodnice Pliickerova konoida realne, sve su zrake te kongruen-
cije imaginarne.
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PosluZimo li se na zgodno postavljenoj ortogonalnoj projekeiji
Pliickerova konoida posveopéenom inverzijom na jednoj raspad-
nutoj konici u dva usporedna pravca, moZe se pokazati, da sve
zrake naSe kongruencije, koje prolaze jednom neizmjerno dalekom
totkom jednostruke neizmjerno daleke ravnalice Pliickerova ko-
noida, ¢ine valjak 4. reda. Jer svaka ravnina prostora prolazi jed-
nom takvom totkom slijedi, da se u svakoj ravnini prostora nalaze
tetiri zrake naSe kongruencije. Ona je prema tome 4. razreda.
Dobili smo prema tome ovaj stavak:

Kongruencija ravnalica konika Pliickerova konoida je 4. stupnja.

Uzmemo li torzalne pravce naSeg Pliickerova konoida kao osi
vitopero hiperbolicki involutorne kolinearne transformacije, onda
su centralne tofke ravnalica pojedinih elipsi Pliickerova konoida
slike Zarista tih elipsi. Jer sva ta Zarifta &ine poznatu plohu 6.
reda, onda na temelju spomenutog i sve te centralne totke &ine
opéu plohu 6. reda, kojoj su torzalni pravci tog konoida zajedni¢ki
izolirani dvostruki pravei s plohom Zari$ta.



