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Virim Ni1de

ZUSATZLICHE BETRACHTUNGEN
MIT ERGANZENDEN SATZEN UBER
DEN TANGENTIALKURZWEGEKOMPLEX
EINES FLACHENBUSCHELS 2. GRADES

Finleitung: Jeden Raumpunkt P enthilt, wie bekannt, nur eine Flache
o eines Flichenbiischels (pu) 2. Grades. Jede Berihrungsgerade dieser
Fliche ¢ im Punkt P beriihrt noch eine weitere Fliche ¢, , und diese
zweiten Berithrungspunkte P,* aller dieser Beriihrungsgeraden im Punkt
P liegen auf einer Geraden p, die, wie bekannt, die Polarebenen des Pols
P beziglich aller Flichen ¢, des Biischels (pu) enthilt. Die Gerade p ist
also ein Strahl des diesem Biischel zugeordneten quadratischen tetraedra-
len Komplexes. Diejenigen dieser den Raumpunkten P zugeordneten Be-
rithrungsgeraden, auf welchen die Entfernung des zweiten Beriihrungs-
punktes P,* von dem Punkt P die kiirzeste ist. Also PP, 1 p sein muss,
bilden den bekannten, in der Arbeit »Uber die kiirzesten Tangentialwege
zwischen den Flichen eines Fliachenbuschels 2. Grades« (1965), betrach
teten Tangentialkurzwegekomplex, fiir welchen dort festgestellt wurde,
dass er den Grad drei hat. Es wurden in jener Arbeit auch einige Eigen-
schaften dieses Tangentialkurzwegekomplexes ausgefithrt, die durch ei-
nige Sitze ausgesprochen sind. Auch hier, so wie in der erwihnten
Arbeit, sei dieser Komplex mit (RK) bezeichnet. Auf jedem Strahl des
(RK) Komplexes wurde der Punkt P als Ausgangspunkt dieses Strahles,
und der Punkt P, als sein Eingangspunkt bezeichnet. Auf diese Weise
wurden jedem Strahl des (RK) Komplexes zwei derartige Punkte zuge-
ordnet, in welchen er zwei Flichen ¢, ¢, des Biischels (pu) berihrt. Je-
dem Punkte des Raumes wurde aber in der erwahnten Arbeit ein Strahl
zugeordnet, wobei stillschweigend dieser Punkt als Ausganspunkt ange-
nommen war. Auf Grund dieser Tatsache wurde in der erwdhnten Arbeit
der Grad drei und einige Satze des (RK) Komplexes ausgefithrt. Wenn
aber ein Raumpunkt nicht nur als Ausgangspunkt, sondern auch als Ein-
gangspunkt eines Strahles (Tangentialkurzweges) des (RK) Komplexes
in Betracht gezogen wird, dann kommen in den erwahnten Betrachtun-
gen neue Eigenschaften zum Ausdruck, die zu einem neuen Grad und
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einer Erganzung der angefithrten Sitze des (RK) Komplexes fithren. Es
besteht namlich kein Grund dafiir, dass jeder Eingangspunkt eines Strah-
les des (RK) Komplexes auch als sein Ausgangspunkt angenommen wer-
den kann, was, wahrscheinlich, nur in ganz speziellen Fillen der Fall
sein kann. In dieser Arbeit werden jedem Raumpunkt, wenn wir ihn
ausdriicklich als Ausgangspunkt und als Eingangspunkt in Betracht
zichen, was in der vorher erwdhnten Arbeit nicht der Fall war, nicht nur
ein, sondern zwei, oder vielleicht auch mehrere Strahlen des (RK) Kom-
plexes zugeordnet sein.

Auf Grund einer derartigen Feststellung wird der (RK) Komplex in
dieser Arbeit weiteren strengeren Betrachtungen unterworfen, die un
auch zu einem hoheren Grad dieses Komplexes fithren werden. ‘

Die Notwendigkeit einer weiteren Vertiefung und Erweiterung der
durchgefithrten Betrachtungen iber den (RK) Komplex entstand wah-
rend der Untersuchungen der Singularititen und einiger Eigenschaften
dieses (RK) Komplexes, welche Untersuchungen Frau Assistentin Mr
Vlasta Séuri¢ durchzufithren die Absicht hat.

Auf Grund und mittels der in dieser Arbeit durchgefithrten und erwei-
terten Betrachtungen tber den (RK) Komplex werden die in der vorher
erwahnten Arbeit ausgefithrten Sitze verbessert, oder stilistisch genauer
dargelegt. Auch in einigen spiteren Arbeiten, wo der (RK) Komplex zum
Ausdruck kam, werden die neuen erweiterten Eigenschaften dieses Kom-
plexes beriicksichtigt.

I. Es liege der Raumpunkt P auf der Fliche ¢ eines Flichenbiischels
(pu) 2. Grades. Die Polarebene = des Pols P beziiglich einer Fliche gu
dieses Biischels schneide diese Fliche g4 im Kegelschnitt cu. Die Beriih-
rungsebene v der Fliche ¢ berihrt noch zwei weitere Flachen ¢, , @, des
Biischels (¢u) in den Punkten P, und P,. Die Verbindungsgerade p =
= P, P, enthilt, wie bekannt, die Polarebenen des Pols P beziiglich alter
Flachen ¢y des Biischels (pu). Sie ist, wie bekannt, ein Strahl des bekann-
ten diesem Biischel (px) zugeordneten tetraedralen quadratischen Strahl-
komplexes, der auch hier mit (7K) bezeichnet sei. Die Polarebene des
Punktes P beziiglich der Fliche ¢ ist offenbar die Berithrungsebene 7.
Jeder Berithrungsstrahl der Fliche ¢ im Beriithrungspunkt P beriibrt
noch eine Flache dieses Biischels, und alle diese zweiten Beriihrungs-
punkte P, dieser Strahlen liegen, wie bekannt, auf der Geraden p =
= P; P,. So wie dem Punkt P die Gerade p zugeordnet ist, sind den
Punkten P;, P, die Geraden p, = P P, und p, = P P, zugeordnet. Also,
die Geraden p, , p, sind auch Strahlen des erwihnten tetraedralen Kom-
plexes.

Die den Punkt P enthaltende, in der Ebene 7 liegende und die Gerade
p senkrecht schneidende Gerade r ist der dem Punkt P zugeordnete
Strahl des dem Flidchenbiischel (@u) zugeordneten (RK) Komplexes, dem
der Punkt P als Ausgangspunkt angehért. Folglich ist jedem Raumpunkt als
Ausgangspunkt ein Strahl des (RK) Komplexes zugeordnet. Der Schnitt-
punkt P der Geraden p, r ist oftenbar der Eingangspunkt (Endpunkt) des
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(RK) Komplexstrahles 7, in welchem die Gerade r eine neue Fliche ¢m
des Biischels (gs) berithrt. Da auf die eben beschriebene Weise jeder
Punkt des Raumes der Ausgangspunkt eines Strahles des (RK) Komple-
xes ist, folgt offenbar, dass auch der Eingangspunkt P, als ein Ausgangs
punkt angenommen werden kann. Dieser Punkt P ist also auch einem
neuen Ausgangsstrahl r des (RK) Komplexes zugeordnet, fir welchen
kein Grund besteht, dass er mit dem ersten Strahl identisch ist. Der Punkt
P enthilt also wenigstens zwei Strahlen des (RK) Komplexes, die ihm
zugeordnet sind. Fir einen ist er der Ausgangspunkt, und fiir den ande-
ren der Eingangspunkt. Beide diese Strahlen des Punktes P liegen in der
Beriihrungsebene der Flache ¢ in diesem Punkt P.

In der in der Einfithrung erwdhnten Arbeit wurde ausgefiihrt, dass die
Bisekanten der Grundraumkurve k* des Flachenbiischels (pu) Strahlen
des diesem Flichenbiischel zugeordneten (RK) Komplexes sind. Diese
Bisekanten sind, wie bekannt, Erzeugende der in dem Flichenbischel
(pu) sich befindenden Regelflichen 2. Grades, von welchen, wie bekannt,
Jeder Raumpunkt zwei enthalt, die in der Berithrungsebene der diesen
Punkt enthaltenden Fliche ¢ des Biischels (¢u) liegen. Offenbar kann
dieses Erzeugendenpaar auch zusammenfallen, oder konjugiert imaginar
sein. In der Ebene des Punktes P, die die Berithrungsebene der Flache ¢
des Biischels (pu) ist, liegen also noch zwei den Punkt P enthaltenden
Strahlen des (RK) Komplexes. Da in dieser Ebene der Punkt P vier

Strahlen des (RK) Komplexes enthélt, muss also dieser Komplex wenig- -

stens den Grad vier haben.

Wie in der oben erwdhnten Arbeit ausgefiihrt wurde, bilden die den
Punkten einer Geraden ¢ zugeordneten Strahlen des (RK) Komplexes,
wo schweigend angenommen wurde dass alle Punkte dieser Gerade ¢
nur als Ausgangspunkte betrachtet werden, eine Regelfliche 6. Grades,
und die Eingangspunkte dieser Strahlen liegen auf einer Raumkurve 5.
Ordnung. Diese Kurve liegt auf derjenigen Regelfliche 2. Grades, die
durch die den Punkten der Geraden ¢ im (TK) Komplex des Flichen-
biischels (p.) zugeordneten Strahlen gebildet ist. Diese Strahlen, die ein
System der Erzeugenden dieser Regelfliche 2. Grades bilden, sind Uni-
sekanten dieser Raumkurve 5. Ordnung, wihrend die Erzeugenden des
zweiten Systems deren Quadrisekanten sein miissen. Nimmt man als
Gerade ¢ einen Strahl des dem Flichenbiischel (pu) zugeordneten (TK)
Komplexes, dann bilden die den Punkten dieses Strahles ¢ zugeordneten
Strahlen im (7K) Komplex den bekannten Kegel 2. Grades, dessen Schei-
tel sich in dem dem Strahl ¢ durch den (7K} Komplex zugeordneten
Punkt befindet.

Die den Punkten der Geraden p in der vorher beschriebenen Beriih-
rungsebene 7 durch den (TK) Komplex des Bischels (¢.) zugeordneten
Strahlen dieses (TK) Komplexes bilden also einen Strahlkegel 2. Grades,
mit dem Scheitel in dem Punkt P, und welchem auch die Geraden p, =

P P, und p, = P P, als Erzeugende angehéren. Auf diesem Kegel be-
- findet sich die den Punkten den Geraden p als Ausgangspunkten zuge-
¢ ordnete Raumkurve 5. Ordnung der Eingangspunkte. Die diesen Punk-
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ten der Geraden p, die als Ausgangspunkte angenommen sind, zugeord-
neten Ausgangsstrahlen des (RA) Komplexes bilden also eine Regeltlache,
auf welcher auch die erwahnte Raumkurve 5. Urdnung der Lingangs-
punkte liegt. Da jedem Funki der Geraden p eine Erzeugende des er-
wahnten kegels zugeordnet 1st, betindet sich aut jeder dieser Erzeugen-
den nur ein Eingangspunkt auserhalb des Scheitels, dessen Ausgangs-
punkt auf der Geraden p liegt. Da weiterhin die Raumkurve der Ein-
gangspunkte aut diesem Kegel 2. Grades 5. Ordnung ist, muss sich im
Scheitel P dieses Kegels ein dreitacher Punkt dieser Kaumkurve 5. Ord-
nung befinden. Aut der Geraden p befinden sich also drei Punkte Q,
(02, U, tiir welche der diesen Ausgangspunkten zugeornete gemeinsame
tingangspunkt ) in dem Scheitel £ = () sich betindet. In der Berith-
rungsebene v der Fliche ¢ enthilt also deren Beruhrungspunkt P sechs
Strahlen des dem Flachenbiischel (¢u) zugeordneten (KK) Komplexes.
Dies sind die Strahlen PP, PQ,, PQ2, PQ; und die zwei den Punkt P
enthaltenden Erzeugenden der Flache . Der betreffende Satz in der
friher erwidhnten Arbeit Uber die Zuordnung der Punkte und der
Strahlen des (RK) Komplexes muss also auf tolgende Weise erganzt
und verbessert werden:

Jedem Strahl des (RK) Komplexes sind zwei Punkte zugeordnet, sein
Ausgangspunkt und sein Eingangspunkt, und jedem Punkt des Raumes
sind vier Strahlen dieses Komplexes zugeordnet. Das ist dessen Aus-
gangsstrahl, fir welchen er Ausgangspunkt ist, und seine drei Eingangs-
strahlen, fir welche er der gemeinsame Eingangspunkt ist.

In unseren weiteren Betrachtungen werden wir auch auf derartige
singuldre Strahlen des (RK) Komplexes treffen, auf welchen zwei ihrer
Ausgangspunkte und die ihnen zugeordneten Eingangspunkte liegen.
Derartige doppelte Tangentialkurzwege liegen aber ganz auf den Re-
gelflachen @4 des Flachenbischels (@), was etwas spater naher be-
trachtet wird. '

II. Auf Grund der bisherigen Betrachtungen sieht man, dass der (RK)
Komplex wenigstens den Grad sechs haben muss, und nicht drei, wie
esin der eingangs erwahnten Arbeit steht. Man zog dort den Raumpunkt
P und seine Polarebene 7, beziiglich einer Fliche gu des Biischels (pu)
in Betracht, die diese Fliche ¢u in einem Kegelschnitt ¢ schneidet. Der
Kegel (Pcu) beriihrt, wie bekannt, die Fliche ¢ lings des Kegelschnittes
¢u. Auf Grund der Tatsache, dass der einer Berithrungsebene der Flache
®u zugeordnete Pol beziiglich dieser Fliche deren Berithrungspunkt ist,
folgt, dass die den Punkten des Kegelschnittes ¢u zugeordneten Strahlen
in dem (7K) Komplex des Biischels (p.) in den Berithrungsebenen des
Kegels (Pcu) liegen und eine Regelflache S bilden. Auf Grund dieser
Tatsache folgt weiter, dass die den Punkten des Kegelschnittes c. als
Ausgangspunkten zugeordneten Strahlen des (RK) Komplexes auch in
diesen Berithrungsebenen liegen, und, offenbar, auch eine Regelfliche

§ bilden. Die den Punkt P enthaltenden Berithrungsebenen der Regel-

fliche S und des Kegels (Pcu) sind also gemeinsam, und hiillen den
Kegel (Pcy) ein.
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Es sei einem Punkt 4 des Kegelschnittes ¢x in dem (TK) Komplex des
Biischels (@.) der Strahl a, und in dem (RK) Komplex dieses Biischels
der Strahl @ zugeordnet. Wie bekannt gilt @ L @, und der Schnittpunkt
dieser zwei Strahlen sei mit A bezeichnet. Der den Punkt P enthaltende
Strahl a° | @ schneide den Strahl @ im Punkt 4° Wenn man dies fiir
alle Punkte A. des Kegelschnittes c, durchfithrt, bilden die Punkte A4.°
auf der Erzeugenden a der Regeifliche S die Fusspunktkurve dieser Re-
gelfliche beziiglich des Pols P. Die Geraden au® des Punktes P bilden,
offenbar, einen Kegel dessen Grad der Ordnung dieser Fusspunktkurve
gleich ist, wenn der Punkt P nicht auf dieser Raumkurve liegt. Im Falle
dass die Erzeugenden a.’ dieses Kegels mit den Erzeugenden au. der
Regelfliche S zusammenfallen, also beide sich in eine Erzeugende
des Kegels (Pcu) zusammenziehen, werden diese Erzeugenden des Kegels
(Pc.) Erzeugende der Regelfliche S, also Strahlen des (RK) Komplexes,
deren Ausgangspunkte, wie wir sahen, auf dem Kegelschnitt c. liegen.
Da in diesen Fillen der Kegel (Pcu) und der erwdhnte Fusspunktkegel
des Scheitels P gemeinsame Berithrungsebenen haben, also sich unterei-
nander berithren und in jedem diesem Fall zwei unendlich nahe gemein-
same Erzeugende haben, ist die Zahl der gemeinsamen Erzeugenden
dieser zwei Kegel gleich der Halfte der Zahl ihrer gemeinsamen Er-
zeugenden.

Die der Ebene 7. beziiglich aller Flichen g. des Biischels (p4) zuge-
ordneten Pole bilden, wie bekannt, eine kubische Raumkurve k3, die,
offenbar, auch den Punkt P enthilt. Die den Punkten der Ebene n.
sugeordneten Strahlen des dem Biischel (¢.) zugeordneten (TK) Kom-
plexes sind, wie bekannt, die Bisekanten dieser kubischen Raumkurve &3,
bilden also die bekannte Strahlkongruenz 1. Ordnung und 3. Klasse. Die
den Punkten A, des Kegelschnittes ¢x in dem (TK) Komplex zugeordne-
ten Strahlen a. bilden eine Regelfliche S, die 4. Grades ist und die die
kubische Raumkurve k3 als Doppelkurve enthilt. Es handelt sich also um
eine Regelfliche 4. Grades III. oder IV. Art. Dies kann auch auf fol-
gende Weise bewiesen werden: Die Erzeugenden der Regelfliche S sind,
wie gezeigt, Biseckanten der Raumkurve k% und gehéren also zur Bise-
kantenkongruenz 1. Ordnung 3. Klasse dieser kubischen Raumkurve k3.
Diese Erzeugenden sind aber auch Berithrungsgeraden des Kegels (Pcu),
also Strahlen des quadratischen Komplexes der Bertihrungsgeraden die-
ses Kegels (Pcu). Die Erzeugenden der Regelfliche S sind also gemein-
same Strahlen dieser Kongruenz und dieses Komplexes, und bilden, wie
bekannt, eine Regelflidche 2 (1 + 8) = 8. Grades. In jeder Beriithrungs-
ebene des Kegels (Pc.) befinden sich drei Erzeugende dieser Regelflache.
Da aber die kubische Raumkurve k3 den Scheitelpunkt P des Kegels
(Pc) enthilt, liegen in jeder Beriihrungsebene des Kegels (Pcv) zwel
Bisekanten der Raumkurve k3, die diesen Punkt P enthalten, und eine
andere ausserhalb dieses Punktes. Da der einem Punkt A des Kegel-
schnittes ¢, zugeordnete Strahl a des (TK) Komplexes nicht den Punkt P
enthalten kann, weil die den Punkt P enthallenden Strahlen des (TK)
Komplexes nur den Punkten der Geraden p = 7 X & zugeordnet sind,
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folgt, dass die den Punkten Ay des Kegelschnittes ¢ zugeordneten Strah-
len @ des (TK) Komplexes, ausser in den zwei Schnittfdllen der Gerade
p und des Kegeischnittes cu, die diesen Punkt P nicht enthaltenden Bise

kanten der Raumkurve %8 sind. Jede Bisekante der Raumkurve &® enthalt
aber zwei Beriirungsebenen des Kegels (Pcu), ist also eine zweifache Er-
zeugende der eben erwihnten Regelfliche 8. Grades. Der zweifache Kegel
2. Grades dieser den Punkt P enthaltenden Bisekanten der Raumkurve &3
gehort also als ein ausgearteter Teil zu der eben erwihnten Regelflache
8. Grades, welcher Teil in unseren weiteren Ausfithrungen nicht be-
riicksichtigt wird. Die den Punkten A« des Kegelschnittes cu zugeordne-
ten Strahlen ax des (TK) Komplexes bilden also den Restteil § der er-
wihnten Regelfliche 8. Grades, welcher aus einer Regelflache 4. Grades
besteht. Da weiterhin jeder Punkt der Raumkurve %2 zwei Berithrungs-.
punkte des Kegels (Pcy) enthilt, folgt, wie schon erwihnt, dass diese
kubische Raumkurve eine Doppelkurve dieser Regelflidche ist. Die den
Punkt P enthaltenden Erzeugenden dieser Regelflache S sind diejeni-
gen den Punkt P enthaltenden Bisekanten der Raumkurve k® die in
denjenigen Berithrungsebenen des Kegels (Pcu) liegen, die die Beriih-
rungsgerade der Kurve %% im Punkt P enthalten. Die Fusspunktkurve
des Pols P beziiglich dieser Regelfliche S, die 4. Grades ist, ist einc
Raumkurve f® 8. Ordnung, die im Punkt P einen Doppelpunkt hat, weil
dieser Punkt zwei Erzeugende der Regelfldche S enthalt. Der durch die
den Punkt P enthaltenden Bisekanten dieser Raumkurve f8 erzeugte
Kegel ist also 6. Grades. Auf Grund des vorher Ausgefiihrten folgt, dass
dieser Kegel 6. Grades und der Kegel (Pcy) 2. Grades sich lings sechs
gemeinsamen Erzeugenden berithren konnen. Es bestehen also auf dem
Kegelschnitt ¢, in der Ebene v sechs Punkte Au (u = 1 — 6), denen die
als Ausgangspunkten zugeordneten Strahlen des (RK) Komplexes Erzeu-
gende des Kegels (Pcu) sind. Da auf der Geraden p, wie vorher gezeigt,
drei Punkte bestehen, die Ausgangspunkte dreier Strahlen des (RK) Kom-
plexes sind, die den Punkt P (als gemeinsamen Eingangspunkt) enthal-
ten, folgt, dass in der Ebene n. der Geraden p neun Punkte bestehen,
denen die als Ausgangspunkten zugeordneten Strahlen des (RK) Kom-
plexes den Punkt P enthalten. Offenbar gilt dies fiir jede Ebene n. der
Geraden p. Es folgt also, dass alle diese in den Ebenen #, der Ge-
raden p liegenden Ausgangspunkte, deren im (RK) Komplex zuge-
ordnete Strahlen den Punkt P enthalten, eine stetige eindimensionale
Punktmenge bilden, also auf einer Raumkurve 9. Ordnung liegen.
Alle diese Strahlen bilden also einen Kegel 8. Grades des Scheitels P,
weil dieser Scheitel P auf dieser Raumkurve 9. Ordnung als einfacher
Punkt liegt. Da es sich in diesen unseren Betrachtungen um alle Strahlen
des (RK)} Komplexes handelt, die den Punkt P enthalten und einen Ke-
gel 8. Grades bilden, und dies fir alle Raumpunkte gilt, gilt der Satz:

Der (RK) Komplex eines Flichenbiischels 2. Grades ist achten Grades.

Auf jedem den Punkt P enthaltendem Strahl des (RK) Komplexes
befindet sich ausser dem ihm zugeordneten Ausgangspunkt auch der
diesem Ausgangspunkt zugeordnete Eingangspunkt, der in keinem Fall
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auch Ausgangspunkt dieses Strahles sein kann. Also alle diese den Strah-
len des (RK) ]I()-omplexes des Punktes P zugeordneten Eingangspunkte
bilden auch eine stetige eindimensionale Punktmenge, also eine Raum-

kurve, die auch auf dem Komplexkegel 8. Grades des Punktes P liegt.

III. In der in der Einleitung angefiihrten Arbeit iiber den (RK) Kom-
plex, wurde versehentlich die Raumkurve 7. Ordnung als die einzige
Raumkurve der Ausgangspunkte und der Eingangspunkte auf den den
Punkt P enthaltenden Strahlen des (RK) Komplexes angenommen, und
diese Strahlen erschienen auf diese Weise als die den Punkt enthalten-
den Trisekanten dieser Raumkurve. Dadurch erhielt auch der (RK)} Kom-
plex den Grad drei anstatt den Grad acht, wie wir es in dieser Arbeit
ausgefithrt haben.

Auf Grund der Tatsache, dass die den Punkten der Erzeugenden der
Regelflachen eines Flichenbiischels 2. Grades zugeordneten Strahlen
in dem (TK) Komplex dieses Flachenbiischels ein System der Erzeugen-
den einer Regelflache 2. Grades bilden, die diese erste Erzeugende in
ihrem zweiten Erzeugendensystem enthalten, und dass in jedem System
der Erzeugenden einer Regelflache 2. Grades zwei Erzeugende bestehen,
die eine Erzeugende des anderen Systems dieser Fliche senkrecht schnei-
den, was fiir jede Erzeugende der beiden Systeme gilt, wurde in der vor-
her erwihnten Arbeit festgestellt, dass die Erzeugenden aller Regel-
flachen eines Flachenbiischels 2. Grades, also die Bisekanten der Grund-
raumkurve 4. Ordnung dieses Biischels, als Strahlen zu dem (RK) Kom-
plex dieses Biischels gehoren. Die zwei sich senkrecht schneidenden Er-
zeugenden konnen offenbar auch zusammenfallen, oder konjugiert ima-
gindr sein.

Diese Eigenschaft des (RK) Komplexes muss hier etwas niaher unter-
sucht werden, da die Strahlen dieser besonderen Kongruenz des (7K)
Komplexes eine interessante, in der erwihnten Arbeit nicht bemerkte
Eigenschaft haben, die dem ganzen (RK) Komplex eine neue interes-
sante Form gibt.

Wie bekannt, sind die Strahlen des (RK) Komplexes eines Flichen-
biischels 2. Grades diejenigen den Raumpunkten zugeordneten Geraden,
die diesen Punkt enthalten und rechtwinklig den diesem Punkt zugeord-
neten Strahl in dem diesem Flachenbiischel zugeordneten (TK) Komplex
schneiden. Auf Grund der zwei eben erwdhnten Eigenschaften jeder
Regelflache eines Flachenbiischels 2. Grades folgt, dass jede Erzeugende
der Regelfliche dieses Fliachenbiischels zwei Ausgangspunkte und die
zwei diesen Ausgangspunkten zugeordneten Eingangspunkte enthilt. Fir
diese vier Punkte besteht aber kein Grund dafiir, dass sie sich in ein
Punktepaar zusammenzichen miissten. Jede Erzeugende der Regelflache
eines Flachenbiischels 2. Grades gehort also zu dem (RK) Komplex dieses
Flichenbiischels als ein Doppelstrahl. Die zwei einen Raumpunkt P
enthaltenden Erzeugenden der diesen Raumpunkt enthaltenden Flache ¢
dieses Flichenbiischels (pu) sind also Doppelerzeugende des (RK) Kom-
plexkegels 8. Grades des Punktes (Scheitels) P, und Trisekanten der
vorher beschriebenen Raumkurve 9. Ordnung der Ausgangspunkte der
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den Punkt P enthaltenden Strahlen des (RK) Komplexes (Komplexstrahl-
kegel des Punktes P), wie auch der Raumkurve der Eingangspunkte auf
diesem (RK) Komplexstrahlkegel des Punktes P, der, wie erwihnt, 8.
Grades ist. Die Ordnung der Raumkurve der Eingangspunkte auf jedem
diesem (RK) Komplexstrahlkegel des Punktes P, der, wie erwihnt, 8.
Weise gefunden werden: Die Beriihrungspunkte aller einen Raumpunkt
P enthaltenden Berithrungsgeraden aller Flichen eines Fliachenbiischels
2. Grades bilden, wie bekannt, eine allgemeine Fliche 3. Ordnung, auf
welcher die zwei Erzeugenden dieses Punktes der diesen Punkt P ent-
haltenden Fliache dieses Biischels liegen. Wie wir eben sahen, sind diese
zwei Erzeugenden Doppelstrahlen des (RK) Komplexstrahlkegels, der 8.
Grades ist. Da jeder Strahl des (RK) Komplexes zwei Flichen seines
Fliachenbiischels 2. Grades beriihrt, von welchen einer der Ausgangs-
punkt und der andere sein Eingangspunkt ist, besteht die Kurve der
Eingangspunkte der einen Raumpunkt P enthaltenden Strahlen des (RK)
Komplexes aus einem Teil der Durchdringungskurve des Komplexstrahl-
kegels 8. Grades des Punktes P und der erwdhnten, dem Punkt P zu-
geordneten allgemeinen Fliche 8. Ordnung. Da sich auf der Durch-
dringungskurve 24. Ordnung dieser dem Punkt P zugeordneten Fliche
3. Ordnung und des diesem Punkt zugeordneten (RK) Komplexstrahlke-
gels 8. Grades die zwei diesen Punkt P enthaltenden Doppelstrahlen des
(RK) Komplexes befinden, besteht der Restteil dieser Durchdringungs-
kurve aus einer Raumkurve 20. Ordnung. Diese Raumkurve zerfillt aber
in die Raumkurve 9. Ordnung der Ausgangspunkte auf diesem (RK)
Kombplexstrahlkegel des Punktes P, und in die Raumkurve der Eingangs-
punkte auf diesem Komplexkegel, die also die Ordnung elf haben muss.
Offenbar enthilt diese Eingangspunktraumkurve 11. Ordnung den Punkt
P als dreifachen Punkt, da der Punkt P, wic alle anderen Punkte des
Raumes, der Ausgangspunkt seines Ausgangsstrahles, und der Eingangs-
punkt seiner drei Eingangsstrahlen im (RK) Komplex ist. Die Resultate
unserer bisherigen Betrachtungen konnen also in folgendem Satz zu-
sammengefasst werden:

Die einen Raumpunkt P enthaltenden Strahlen des (RK)Komplexes bil-
den einen Kegel 8. Grades mit zwei Doppelerzeugenden. Die Ausgangs-
punkte dieser Komplexstrahlen bilden eine Raumkurve 9. Ordnung und
thre Eingangspunkte bilden eine andere Raumkurve, die 11. Ordnung
auf diesem Komplexkegel ist. Die zwei Doppelerzeugenden sind gemein-
same Trisekanten dieser zwei Raumkurven 9. und 11. Ordnung.

In der Ebene v des Punktes P und der Geraden p, also in der Beriih-
rungsebene der Fliache ¢ des Biischels (@) im Punkt P, befinden sich die
zwei Doppelerzeugenden und vier gewohnliche Erzeugende des (RK)
Komplexes, die den Punkt P enthalten, aber nur acht Punkte jeder dieser
zwei auf diesem Kegel sich befindenden Raumkurven 9. und 11. Ord-
nung. Auf Grund der Tatsache, dass P Scheitel des Komplexkegels ist,
ist leicht zu ersehen, dass die drei Eingangsgeraden des Punktes P in
diesen dreifachen Punkt die Raumkurve der Eingangspunkte berihren,
und die Ausgangsgerade dieses Punktes in diesem Punkt die Raumkurve
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der Ausgangspunkte beriihrt. Diese zwei Raumkurven haben also auf den
betreffenden vier Geraden im Punkt P zwei unendlich nahe Punkte. Also
auch diese Ebene v schneidet jede dieser zwei Raumkurven 9. und 11.
Ordnung des Punktes P in 9 resp. 11 Punkten.

IV. In der Abt, IV der in der Einleitung erwihnten Arbeit liber den
(RK) Komplex ist ein Satz ausgefiihrt, der aber auf Grund unserer neuen
Be{rachtungcn in dieser Arbeit neu stilisiert werden muss, und der jetzt
so lautet:

Diejenigen Strahlen des einem Polarraumbiischel zugeordneten (RK)
Komplexes, deren Ausgangspunkt auf einer Geraden liegt, bilden eine
Regelfliche 6. Grades, auf welcher diese Gerade eine einfache Gerade
ist. Die Eingangspunkte dieser Strahlen bilden eine Raumkurve 5. Ord-
nung.

Fur die den Punkten der Geraden p als Eingangspunkten zugeord:eten
Strahlen des (RK) Komplexes, und fiir den geometrischen Ort ihrer Aus-
gangspunkte, ist in diesem Satz nichts ausgesprochen.

In der Abt. V. der betreffenden Arbeit ist ein Satz tiber den geometri-
schen Ort der den in einer Ebene liegenden Strahlen des (RK) Komplexes
zugeordneten Punktepaare ausgesprochen. Auf Grund unserer Ausfiih-
rungen muss dieser Satz auf folgende Weise umstilisiert und verbessert
werden:

Die den in einer Ebene liegenden und eine Kurve 8. Klasse umhiilen-
den Strahlen des (RK) Komplexes eines Polarraumbiischels zugeordneten
Ausgangspunkte bilden eine Kurve 5. Ordnung.

Was die Eingangspunkte dieser Strahlen in dieser Ebene bilden, ist
offenbar mit diesem Satz nicht ausgesprochen.

Der nachste Satz in derselben Abt. der erwahnten Arbeit muss aus der-
selben Griinden auf folgende Weise ausgesprochen werden:

Diejenigen Strahlen des (RK) Komplexes eines Polarraumbiischel., de-
ren Ausgangspunkte in einer Ebene liegen, bilden eine Strahlkongruenz
9. Ordnung und 5. Klasse,

Uber diejenigen Strahlen des (RK) Komplexes, deren Eingangspunkte
in einer Ebene liegen, ist in diesem Satz auch nichts gesagt.

In der Abt. VI. der betreffenden Arbeit besteht ein Satz iiber den geo-
metrischen Ort der zugeordneten Punktepaare der eine Gerade p schnei-
denden Strahlen des (RK) Komplexes, der auf Grund unserer Ausfith-
rungen jetzt so lauten muss:

Die den eine Gerade p schneidenden Strahlen des (RK) Komplexes
eines Polarraumbiischels zugeordneten Ausgangspunkte bilden eine Fli-
che 6. Ordnung, auf welcher diese Gerade g eine einfache Gerade ist.

Auf Grund dieser umstilisierten und erginzenden Sitzen der betref-
fenden Arbeit, muss auch der in der Abt. VII. dieser Arbeit ausgespro-
_chene Satz iiber die Raumtransformation 5. Ordnung, auf folgende Wei-
sc erweitert und prazisiert werden:

Durch die Paare der auf den Strahlen des (RK) Komplexes zugeord-
neten Ausgangs- und Eingangspunkte ist eine Raumtransformation 5.
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Ordnung bestimmt, in welcher die den Punkten einer Ebene als Ein-
gangspunkten zugeordneten Ausgangspunkte eine allgemeine Fliche 5.
Ordnung bilden.

Was die den in einer Ebene liegenden Ausgangspunkten zugeordueten
Eingangspunkte bilden, wird in dieser Arbeit nicht betrachtet.

V. In diesen erginzenden und verbesserten Sédtzen iiber den (RK)
Komplex sahen wir, dass es sich fast immer nur um die geometrischen
Orter der Eingangspunkte der gegebenen Ausgangspunkte, oder umge-
kehrt, handelt. Diejenigen Betrachtungen in welchen die geometrischen
Orter der den gegebenen Eingangspunkten zugeordneten Ausgangspunk-
te, oder umgekehrt, aufgesucht werden sollten, werden in dieser Arbeit
nicht ausgefiihrt.

VI. Auf Grund der Tatsache, dass jedem Punkt des Raumes vier
Strahlen des (RK) Komplexes, dessen Ausgangsstrahl und seine drei
Eingangsstrahlen zugeordnet sind, und der Tatsache, dass jedem Strahl
dieses Komplexes zwei seiner Punkte, sein Ausgangspunkt und sein Ein-
gangspunkt, zugeordnet sind, folgt offenbar, dass auch bei den ganz spe-
ziellen Flichenbiischeln 2. Grades deren (RK) Komplexe achten Grades
sind. Der in der Abt. 8. der Arbeit »Homothetische polare Riume«
(1966), ausgefithrte Grad des (RK) Komplexes dieses speziellen Polar-
raumbiischels hatte uns, auf Grund der eben erwahnten Tatsachen, auch
auf den Grad acht gefihrt, wenn die zwei eben erwdhnten Tatsachen
itber jeden Raumpunkt und iiber jeden Strahl des (RK) Komplexes in
Betracht gezogen wiren, so wie es in dieser Arbeit getan wurde. Offen-
bar wird wegen der Ausartung des (TK) Komplexes eines derartigen
speziellen Polarraumbiischels auch sein (RK) Komplex ausarten, aber
dies haben wir nicht die Absicht in dieser Arbeit zu betrachten.

In der Arbeit »Koaxiale polare Riume« (1966) wurde neben den an-
deren drei Strahlkomplexe eines derartigen Polarraumbiischels auch
dessen (RK) Komplex erwihnt. Hier aber wurden nur spezielle Eigen-
schaften und Ausartungen betrachtet, die im Zusammenhang mit den
anderen drei Komplexen dieses Biischels stehen, aber mit dem Grad die-
ses (RK) Komplexes nichts zu tun haben.

Auch in der Arbeit »Konzentrische polare Riume« (1967) wurde neben
den drei anderen auch der (RK) Komplex dieses Polarraumbiischels be-
trachtet. In dieser Arbeit wurde besonders iiber die durch den (RK)
Komplex bestimmte Raumtransformation 5. Ordnung gesprochen, in wel-
cher die geometrischen Urter der Ausgangspunkte in die geometrischen
Orter der Eingangspunkte {ibergefiihrt wurden. Auf Grund unserer in
dieser Arbeit ausgefiihrten Eigenschafte des (RK) Komplexes, muss diese
Betrachtung auf die Raumtransformation 5. Ordnung angewandt wer-
den, in welcher die Eingangspunkte in die Ausgangspunkte iibergefiihrt
werden. Die erste Raumtransformation kann auf Grund der in dieser
Arbeit ausgefithrten Eigenschaften nicht in Betracht gezogen werden.
Auf diese Erweiterung und auf gewisse nihere Betrachtungen innerhalb
eines derartigen speziellen Flachenbiischels 2. Grades, resp. seines Polar-
raumbiischels, auf Grund der Ausfithrungen in dieser Arbeit, haben wir
in dieser Arbeit nicht die Absicht einzugehen.
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- Da die in der Arbeit »Die gemeinsamen Kongruenzen der vier Strahl-
komplexe. eines Polarraumbiischels« (1968) durchgefiihrten Betrachtun-
gen, im Zusammenhang mit dem (RK) Komplex eines Polarraumbiischels,
mit dem Grad dieses Komplexes sehr nahe zusammenhéngen, miissen die
dort ausgefiihrten Sdtze im Sinn unserer in dieser Arbeit durchgefiihr-
ten Betrachtungen verbessert und ergénzt werden.

Die gemeinsame Kongruenz des (7K) Komplexes und des (RK) Kom-
plexes sei auch hier mit (TR) bezeichnet. Da der (7K) Komplex quadra-
tisch ist und der (RK) Komplex den Grad acht hat, musste die (TR) Kon-
gruenz den Grad 16 haben. Wie aber bekannt, miissen die Geraden der
vier Hauptpunkte als Strahlen des (TK) Komplexes und des (RK) Kom-
plexes angenommen werden, also auch Strahlen der (TR) Kongruenz
sind, Diese vier ausgearteten Strahlbiindel der (TR) Kongruenz bleiben
bier ausserhalb unserer Betrachtungen, gleich so wie in der vorher er-
wahnten Arbeit. Der (TR) Kongruenz bleibt also die Ordnung 12 und dic
Klasse 16. »

Die durch den (TK) Komplex, und die durch den (RK) Komplex den
Strahlen der (TR) Kongruenz zugeordneten Punkte bilden Fldchen, de-
ren Ordnungen in der vorher erwidhnten Arbeit ausgefithrt wurden. Zieht
man in diesen Ausfilhrungen anstatt der Eigenschaften des (RK) Kom-
plexes, die in der erwihnten Arbeit entwickelt wurden, dieienigen heran,
die in dieser Arbeit ausgefithrt worden sind, dann bekommt der auf der
S. 208 der betreffenden Arbeit ausgesprochene Satz folgende neue Form:

Die den Strahlen der gemeinsamen (TR) Kongruenz des {TK) und des
(RK) Komplexes eines Flichenbiischels 2. Grades durch d2n (RK) Kom-
plex zugeordneten Ausgangspunkte bilden eine Fliche 12. Ordnung.

Die den Strahlen der (TR) Kongruenz durch den (TK) Komplex zuge-
ordneten Fingangspunkte werden in dieser Arbeit nicht betrachtet.

‘Der auf der S. 205 ausgesprochene Satz bekommt auf Grund der neuen
Ausfithrungen diese korrigierte Form:

Die den Strahlen der (TR) Kongruenz durch den (TK) Komplex zuge-
ordneten Punkte bilden eine Fliche 12. Ordnung.

Auf Grund dieser zwei letzten Sitze gilt offenbar auch das Folgende:

Diejenigen Punkte des Raumes, die den Strahlen der (TR) Kongruen:
eines Flichenbiischels 2. Grades durch deren (TK) Komplex und durch
deren (RK) Komplex zugeordnet sind, bilden eine Raumkurve 144. Ord-
nung. _

Die gemeinsame Kongruenz (MR) der Komplexe (MK) und (RK) eines
Flachenbiischels 2. Ordnung miisste den Grad 24 haben, wegen der Gra-
de drei und acht des Majcenschen (MK) Komplexes und des (RK) Kom-
plexes. Schon in der oben erwahnten Arbeit sah man, das die (MR) Kon-
gruenz keinen echten Strahl, sondern nur singuldre Strahlen des (RK)
Komplexes enthalten kann. Da die Geraden der unendlich fernen Ebene
als Doppelstrahlen des (MK) und des (RK) Komplexes angenommen wer-
den miissen, also einen ausgearteten Teil der (MR) Kongruenz bilden,
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der durch ein vierfaches Strahlfeld gebildet wird, bekommt die (MR)
Kongruenz die Ordnung 24 und die Klasse 20. Wie in der erwihnten
Arbeit gezeigt, zerfallt diese Kongruenz in zwei Teile, von welchen eine
die Ordnung 5 und die Klasse 8 hat, also der andere Teil die Ordnung
19 und die Klasse 17 haben kann. Deswegen muss auch in dem Satz auf
S. 211 der erwahnten Arbeit die Ordnung 4 und die Klasse 2 durch die
Ordnung 19 und durch die Klasse 17 ersetzt werden. Die Fliche der den
Strahlen der (MR) Kongruenz durch den (MK) Komplex zugeordneten
Punkte bekommt auf diese Weise anstatt der Ordnung 10 hier die Ord-
nung 100.

Die gemeinsame Kongruenz (NR) des (RK) und des (NK) Komplexes,
die beide achten Grades sind, iruss also den Grad 64 haben. Den (NK)
Komplex bilden, wie bekannt, die Normalen der Inzidenzflachen eines
Flachenbiischels 2. Grades. Da aber hier die unendlich ferne Ebene des
Raumes als ein sechsfaches Strahlfeld zur (N¥R) Kongruenz gehort, und
die Normalen der Grundraumkurve 4. Ordnung des Fliachenbiischels 2.
Grades eine Kongruenz 12. Ordnung und 4. Klasse bilden, und diese zwei
ausgearteten Teile der (NR) Kongruenz ausserhalb unserer Betrachtun-
gen bleiben, wie auch die Strahlen der vier Hauptpunkte die den Kom-
plexen (NK) und (RK) gehdren, bleibt der (NR) Kongruenz die Ordnung
48 und die Klasse 54. In den zwei in der Abt. IV. der erwdhnten Arbeit
auf den S. 213-214 ausgefithrten Sitzen, muss diese Tatsache also be-
riicksichtigt werden.

Zieht man in weiteren Ausfithrungen der Abt. IV, der erwihnten Ar-
beit die in dieser Arbeit ausgefithrten Eigenschaften in Betracht, dann
bekommt die in dem Satz auf S. 214 ausgefithrte Fliche anstatt der Ord-
nung 22 die Ordnung 42. Anstatt des auf S. 215 sich befindenden Satzes
erhilt man den folgenden Satz:

Die den Strahlen der (NR) Kongruenz eines Polarraumbiischels durch
den (RK) Komplex zugeordneten Ausgangspunkte bilden eine Fliache 58.
Ordnung.

Der auf S. 214 sich befindende Satz (der zweite) bekommt nur die Kor-
rektur der Ordnung der betreffenden Fliche und lautet so:

Die den Strahlen der (NR) Kongruenz eines Polarraumbiischels durch
den (NK) Komplex dieses Polarraumbiischels zugeordneten Punkte (Fuss-
punkte) bilden eine Fliche 42. Ordnung.

Was die Eingangspunkte der Strahlen der (NR) Kongruenz bilden,
wird auch hier nicht unterscht.

Die auf der Seite 215 der betreffenden Arbeit durchgefithrten Betrach-
tungen sind auf Grund der neu ausgefiithrten Eigenschaften, entweder
nicht aktuel, oder miissen durch diese neuen Eigenschaften korrigiert
werden.

Institut fiir Mathematik
der Universitit in Zagreb

Angenommen zur Ueréffentlichung am 12. X1I 1969. in der Abteilung fiir mathe-
matzische,bphysikalische und technische Wissenschaften der Jugoslawischen Akademie
in Zagreb.
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Virnim Nice

DODATNA RAZMATRAN]JA KOMPLEKSA
NAJKRACGCIH DIRNIH PUTOVA
JEDNOG PRAMENA PLOHA 2 STUPNJA

Uvod: Svakom totkom P prostora prolazi jedna ploha ¢ nekog prame-
na ploha (ps) 2. stupnja. U dirnoj ravnini # te plohe u totki P prolazi
njome co! tangenata, od kojih svaka dira jo§ jednu plohu tog pramena,
a sva se ova druga dirali$ta P, nalaze, kao $to znamo, na pravcu p, kojim
prolaze polarne ravnine pola P s obzirom na sve plohe @u pramena (@u).
Svi tako totkama prostora pridrufeni pravci p &ine poznati kvadratni te-
traedralni kompleks, koji oznatujemo s (TK). Sve ove tangente u svakoj
tolki P prostora zvat éemo dirnim putovima 1zmedu dviju ploha pramena
(ps). Najkraéi izmedu tih dirnih putova svake totke prostora ¢ine kom-
pleks za koji je u radnji »Geometrijsko mjesto najkracih dirnih putova
medu plohama pramena ploha 2. stupnja« utvrdeno da je treceg stupnja.
I ovdie éemo taj kompleks oznaditi s (RK). Otito je da za sve zrake tog
kompleksa koje oznatujemo s r, mora vrijediti PPy = r L p.

Svakoj toZki prostora pridrufena je u spomenutoj radnji jedna zraka
» kompleksa (RK), koja je najkraéi dirni put totke P kao izlazne totke
tog puta. Totka P, je zalazna totka tog puta. Dakle, svakoj zraci kom-
pleksa (RK) pridrufene su dvije totke, jedna izlazna i jedna zalazna, a
svakoj totki prostora po jedna zraka 7, koju smo Sutke smatrali izlaznom.
Na temelju ovakvog gledanja na (RK) kompleks pramena ploha 2. stup-
n_liakdobiveni su i svi izvodi u spomenutoj radnji, pa i stupanj {RK) kom-
pleksa.

Naknadnim profirenim razmatranjima (RK) kompleksa u ovoj radnji,
u kojima se pokazalo da je svaka tofka prostora ne samo izlazna totka
jedne zrake (RK) kompleksa nego je ona i zalazna totka triju takvih zra-
ka, od kojih s onom prvom ni jedna nije identi¢na. Na temelju ¢injenice
da svaka totka prostora ima jednu svoju izlaznu i tri svoje zalazne zrake
u kompleksu (RK) pokazalo se da stupanj (RK) kompleksa nije treéi,
nego osmi. S tim u vezi u ovoj radnji su popravljeni i dopunjeni svi
stavci izneseni u malo prije citiranoj radniji, kao i u nekim drugim rad-
njama koje su imale vezu sa stupnjem (RK) kompleksa.
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I. Na temelju utvrdene &injenice da na svakoj zraci p kompleksa (7K)
postoje tri todke koje su izlazne za one tri zrake kompleksa (RK) kojima
zalazne totke padaju u toj zraci p pridruZenu totku P u (TK) komplek-
su, a od kojih se ni jedna ne podudara s izlaznom zrakom te totke P, od-
reden je stupanj osam (RK) kompleksa. Osim toga se pokazalo da su bi-
sekante temeljne prostorne krivulje 4. reda pramena ploha (gu), dakle
izvodnice praviastih ploha tog pramena, dvostruke zrake kompleksa (RK)
tog pramena. Kongruencija 2. reda 6. razreda tih bisekanata je prema
tome singularni dio (RK) kompleksa. Kompleksni stoZac 8. stupnja (RK)
kompleksa u svakoj to¢ki prostora ima prema tome po dvije dvostruke
izvodnice, koje se podudaraju s izvodnicama one plohe pramena (pu)
koja tom totkom prolazi. Te izvodnice mogu, maravski, biti realne, konju-
girano imaginarne ili mogu pasti skupa u jednu izvodnicu.

II. Primijenimo li novo izvedene i proirene osobine (RK) kompleksa
u ovoj radnji na stavke iznesene u spomenutoj radnji »Geometrijsko
mjesto najkraéih dirnih putova medu plohama pramena ploha 2. stup-
nja«, tada ti stavci dobivaju ovaj oblik:

a) (RK) kompleks pramena ploha 2. stupnja je osmog stupnja.

b) Zrake (RK) kompleksa koje prolaze jednom tolkom prostora line
stozac 8. stupnja s dvije dvostruke izvodnice. Ovim zrakama pridruiene
izlazne totke cine prostornu krivulju 9. reda, koja prolazi tom tockom,
a tim zrakama pridruiene zalazne tolke éine prostornu krivulju 11. reda,
kojoj je vrh P trostruka tocka.

Dvostruke izvodnice kompleksnog sto§ca vrha P su zajednilke trise-
kante tih dviju prostornih krivulja 9. i 11. reda.

c) One zrake (RK) kompleksa nekog pramena ploha 2. stupnja kojima
se izlazne tolke nalaze na jednom pravcu éine pravéastu plohu 6. stup-
nja, kojoj je taj pravac jednostruk, dok zalazne tolke na tim zrakama
éine prostornu krivulju 5. reda.

d) Izlazne tolke zraka (RK) komgleksa koje lete u jednoj ravmini i
omataju krivulju 8. razreda leie na krivulji 5. reda.

e) One zrake (RK) kompleksa &ije izlazne tolke leze u jednoj ravnini
¢ine kongruenciju 9. reda i 5. razreda.

f) Izlazne tocke zraka (RK) kompleksa koje sijeku neki pravac p &ine
oplu plohu 6. reda, kojoj je pravac p jednostruk.

i) Parovima izlaznih i zalaznih toéaka na zrakama (RK) kompleksa
nerog pramena ploha 2. stupnja odredena je prostorna transformacija
5. reda, u kojoj svim tockama neke raznine kao zalaznim tockama pridru-
tene izlazne tolke tine opéu plohu 5. reda.

Analogna obratna transformacija izlaznih to¢aka u zalazne nije u ovoj
radnji obuhvaéena. .

IIT. Cinjenica da je u (RK) kompleksu pramena ploha 2. stupnja sva-
koj tolki prostora pridrufena jedna izlazna i tri zalazne zrake koje njome
prolaze, tj. na svakoj se zraci tog kompleksa nalazi njena izlazna i njena
zalazna todka, a svaka totka prostora je jednostruko izlazna i trostruko
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zalazna toka, utjele naravski i na osobine (RK) kompleksa osobitih pra-
menova ploha 2. stupnja, kao $to su homotetiéni, koaksialni i koncen-
tri¥ni takvi pramenovi. Otito da osobine (RK) kompleksa u radovima o
tim specijalnim pramenovima moraju takoder biti prilagodene gore opi-
sanim &injenicama, kao i izmijenjenom stupnju (RK) kompleksa, ukoliko
se taj stupanj u tim radovima pojavljuje.

U radnji »Zajednitke kongruencije &etiriju kompleksa pramena po-
Jarnih prostora« (1968) povezana su razmatranja o (RK) kompleksu go-
tovo isklju&ivo s njegovim stupnjem. Na taj nalin tamo doneseni stavci
ostaju uglavnom gotovo iste stilizacije, samo u njima donesene tvorevine
dobivaju nove poviene redove, zbog videg stupnja (RK) kompleksa. Radi
se uglavnom o ovim, sada ovdje ispravljenim stavaima. Zajednitku kon-
gruenciju (7K) kompleksa i (RK) kompleksa oznatit éemo i ovdje s (TR).

h) Zajednitka kongruencija (TR) kompleksa ( TK) i kompleksa (RK)
jednog pramena ploha 2. stupnja je 12. reda i 16. razreda.

i) Zrakama kongruencije (TR) pramena ploha 2. stupnja preko (RK)
kompleksa pridrusene izlazne tocke Cine plohu 12. reda.

i) Zrakama kongruencije (TR) preko komplekia (TK) pridruiene toc-
ke &ine plohu 12. reda. )

Zajedni%ku kongruenciju kompleksa (RK) i kompleksa (NK) normala
incidentnih ploha jednog pramena polarnih prostora oznatimo s (NR).

k) Kongruencija (NR) pramena ploha 2. stupnja je 48. reda i 54.
razreda.

1) Zrakama kongruencije (NR) preko kompleksa (NK) pridruiene toc-
ke ¢ine plohu 42. reda.

m) Zrakama (NR) kongruencije preko kompleksa (RK) pridruiene iz-
lazne totke ¢ine opéu plohu 58. reda.

Sto dine zalazne tofke na zrakama kongruencija (TR) i (MR) jednog
pramena ploha 2. stupnja, u ovoj radnji nije istraZeno.
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