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Virim Niée

DIE GEMEINSAMEN KONGRUENZEN
DER VIER STRAHLKOMPLEXE
EINES POLARRAUMBUSCHELS

EinrUHRUNG: Durch ein Polarraumbiischel sind, wie bekannt, vier
Strahlkomplexe bestimmt und ihm zugeordnet. Das sind: 1) Der qua-
dratische tetraedrale Basiskomplex, dessen Haupttetraeder das Auto-
polartetraeder dieses Polarraumbiischels ist, 2) der kubische Majcensche
Strahlkomplex, 3) der Normalenkomplex der Inzidenzflichen dieses
Polarraumbiischels, der achten Grades ist, und 4) der kubische Komplex
der kiirzesten Tangentialwege zwischen diesen Inzidenzflichen (der
Tangentialkurzwegekomplex).

Es seien das Polarraumbiischel mit (I1,), das Biischel seiner Inzidenz-
flichen @n mit IT,, und seine vier Strahlkomplexe mit (7K), (MK),
(NK) und (RK) bezeichnet. Die Grundkurve 4. Ordnung I. Art des
Inzidenzflachenbiischels I7, sei mit ¢* bezeichnet. Jeder dieser vier Kom-
plexe wurde in bisherigen Arbeiten einzeln, mit seinen wichtigsten
Eigenschaften, bearbeitet. Nur in der Arbeit »Uber neue Eigenschaften
der Biischel und der Biindel polarer Raiime« wurde der gemeinsame
Strahlort (Kongruenz) des quadratischen tetraedralen und des kubischen
Majcenschen Komplexes betrachtet, und die Ordnung der Fliche der
stetigen quadratischen Punktmenge, der den Strahlen dieses gemein-
samen Strahlortes zugeordneten Raumpunkte, bestimmt. In dieser Arbeit
haben wir die Absicht weitere fiinf durch je zwei der erwihnten Strahl-
komplexe bestimmten Strahlkongruenzen zu betrachten. Selbstverstind-
lich werden auch die geometrischen Orter der den Strahlen dieser Kon-
gruenzen zugeordneten Punkte beziiglich beider seiner Komplexe er-
forscht und betrachtet.

Es ist offensichtlich, dass die betrachteten Kongruenzen auch imagi-
nare Teile haben konnen, da zwei Komplexstrahlkegel in jedem Raum-
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punkt sich auch in Paaren konjugiert imaginirer Erzeugenden durch-
dringen kénnen. Diese imagindren Teile werden wir in dieser Arbeit
nicht speziell betrachten, da dies allen Aussichten nach mit synthetischen
Mitteln nicht leicht ausfithrbar wire. Uber einige spezielle reelle Teile
der vier erwidhnten Komplexe und ihrer gemeinsamen Kongruenzen
wird etwas spdter gesprochen.

Die durch die Strahlkomplexe I = (TK), 1I = (MK), III = (NK) und
IV = (RK) bestimmten Kongruenzen bezeichne man mit I — II = (TM).
I—1I=(IN),I—1V=(TR), I —11l = (MN), I —IV = (MR) und
III — IV = (NR). Die Kongruenz (TM) wurde schon in der vorher er-
wiahnten Arbeit betrachtet, braucht also hier nicht in Betracht gezogen
zu werden. Als nichste wire also die (TN) Kongruenz des tetraedralen
Komplexes und des Normalenkomplexes der Inzidenzflichen an der
Reihe.

Bevor wir aber die aufgezihlten geometrischen Erzeugnisse naher zu
betrachten beginnen, miissen wir uns zuerst mit einigen Eigenschaften
der vier erwihnten, einem Polarraumbiischel zugeordneten Strahlkom-
plexen beschiftigen, besonders mit denjenigen Eigenschaften, die mit
der unendlich fernen Ebene verbunden sind.

Die unendlich fernen Strahlen des (7TK) Komplexes hiillen eine
Kurve 2. Grades ein, und die ihnen durch diesen Komplex zugeordne-
ten Punkte bilden die bekannte kubische Mittelpunktkurve %? der Inzi-
denzflachen @n.

Jede Gerade des Raumes beriihrt, wie bekannt, zwei Flachen eines
Flachenbiischels 2. Grades, und das gilt offenbar auch fir die unend-
lich ferne Geraden. Jede Gerade der unendlich fernen Ebene beriihrt
also zwei Inzidenzflachen ¢. des Biischels IT,. Auf Grund der bekann-
ten Definition des Majcenschen kubischen (MK) Komplexes gehéren
daher alle Geraden der unendlich fernen Ebene dem (MK) Komplex
als Strahlen an. Da diese Strahlen unendlich fern zwei Inzidenzflachen
@ beriithren, miissen sie als zweideutige singuldre Strahlen des (MK)
Komplexes betrachtet werden.

Drei Flichen des Inzidenzflichenbiischels II, berithren die unend-
lich ferne Ebene. Da sich in dieser Ebene der absolute Kegelschnitt be-
findet, sind die unendlich fernen Beriihrungsgeraden dieser drei Flachen
auch deren »Normalen«. Also, die Strahlen der drei erwdhnten Tan-
gentenbiischel 1. Ordnung in der unendlich fernen Ebene sind Strahlen
des diesem Polarraumbiischel (II.} zugeordneten (NK) Komplexes.
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Die Bestimmung des Grades des (NK) Komplexes wurde in der Arbeit
»Normalenkomplex der Flachen eines Flachenbiischels 2. Grades« mit-
tels der Klasse 8 der Einhiihllungskurve der in einer Ebene liegenden
Strahlen des (NK) Komplexes durchgefuhrt. Jeder unendlich ferne
Punkt in dieser Ebene enthielt fiinf dieser Strahlen, daher war die
unendlich ferne Gerade eine dreifache Berithrungsgerade dieser Kurve
8. Klasse. Jede unendlich ferne Gerade ist also ein dreideutiger Strahl
des (NK) Komplexes. Diese Tatsache kann auch auf folgende Weise
bewiesen werden: Die Normale einer Fliache in einem ihrer Punkte P
enthdlt den unendlich fernen Pol der unendlich fernen Geraden der
Berithrungsebene dieser Fldache in diesem Punkt, beziiglich des abso-
luten Kegelschnittes. Selbstverstindlich kann sich der Punkt P auch
unendlich fern befinden.

Es sei p” eine unendlich ferne Gerade, und ihr unendlich ferner Pol
beziiglich des absoluten Kegelschnittes sei mit P* bezeichnet. Jedem
Punkt R. der Geraden p* ist eine Polare r, beziiglich des absoluten
Kegelschnittes zugeordnet, die den Pol P* enthalt. Jede dieser Polaren
r» beruhrt zwei Flachen ¢» des Inzidenzflachenbischels I, in Punkten,
die mit B!, B2 bezeichnet sein. Offenbar ist die Gerade r» die ge-
meinsame unendlich ferne Gerade der Berithrungsebenen dieser zwei
Inzidenzflichen ¢» in ihren Punkten B!, B2, also sind die unendlich
fernen Verbindungsgeraden P* Bl , P»B2 die Normalen dieser zwei
Flichen ¢, in ihren Punkten B}, B2. Wie bekannt bilden die Punkte-
paare B! , B2 auf allen den Pol enthaltenden Polaren r. eine Kurve
8. Ordnung [1], die die Gerade p* in drei Punkten schneidet. Es gibt
also auf der Geraden p” drei Punkte R, fur die einer der Punkte des
ihnen zugeordneten Punktepaares B! , B2 auf dieser Geraden liegt. .
Die Gerade p” ist also eine Normale dreier Inzidenzflichen ¢. in ihren
auf dieser Geraden liegenden Punkten. Jede unendlich ferne Gerade
ist also ein dreideutiger Strahl des (NK) Komplexes in jedem Polar-
raumbiischel (I1,).

Es sei weiterhin p der im (TK) Komplex einem Raumpunkt P zu-
geordnete Strahl. Findet man auf der unendlich fernen Geraden der
Ebene (Pp) den dem unendlich fernem Punkt P* der Geraden p. be-

ziiglich des absoluten Kegelschnittes konjugierten Punkt P7, so ist die

Verbindungsgerade der Punkte P, P* der dem Punkt P im (RK) Kom-
plex des Polarraumbiischels (I1.) zugeordnete Strahl [2]. Befindet sich
der Punkt P unendlich fern, dann liegt unendlich fern auch der diesem
Punkt im (RK) Komplex zugeordnete Strahl.
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Die den Punkten einer unendlich fernen Geraden zugeordnete Strah-
len im (7K) Komplex bilden ein Erzeugendensystem einer Regelfliche
2. Grades, die durch diese unendlich ferne Gerade in zwei Punkten
geschnitten wird. Auf Grund des vorher Erwihnten ist also diese un-
endlich ferne Gerade ein_doppeldeutiger Strahl des (RK) Komplexes.
Da die unendlich ferne Gerade ganz belicbig angenommen werden
kann, gilt, dass alle Geraden der unendlich fernen Ebene Strahlen des
(RK) Komplexes in jedem Polarraumbiischel (/1,) des Raumes sind.

L. Die (TN) Kongruenz des tetraedralen und des Normalenkomplexes
des Polarraumbiischels und einige ihrer Eigenschaften. Der tetraedrale
Strahlkomplex eines Polarraumbiischels ist, wie bekannt, vom Grad
zwei, wihrend sein Normalenkomplex vom Grad acht ist. Die gemein-
same (TN) Kongruenz miisste also den Grad sechzehn haben. Da aber
alle Geraden der Hauptpunkte eines Polarraumbiischels Strahlen seines
tetracdralen Basiskomplexes und seines Normalenkomplexes sind, ge-
horen also auch die vier Strahlenbiindel der Hauptpunkte dieser Kon-
gruenz an, Wegen dieser Ausartung in vier Strahlbiindel, die nicht in
Betracht gezogen werden, hat also die (T7N) Kongruenz die Ordnung
12 und die Klasse 16.

Jedem Strahl dieser (TN} Kongruenz ist ein Punkt durch den tetrae-
dralen Basiskomplex, und ein weiterer durch den Normalenkomplex
zugeordnet. Jede dieser zwei stetigen quadratischen Raumpunktmen-
gen bildet eine Fliche, die wir jetzt niher untersuchen werden.

Die den Punkten einer Ebene zugeordneten Strahlen im tetraedralen
Basiskomplex (TK) eines Polarraumbiischels (II,) bilden, wie bekannt,
eine Kongruenz 1. Ordnung 3. Klasse, die von den Bisekanten der
durch die Pole dieser Ebene beziiglich aller Inzidenzflichen bestimmten
Raumkurve 3. Ordnung gebildet wird.

Die Fusspunkte der in einer Ebene liegenden Strahlen des Norma-
lenkomplexes eines Polarraumbiischels bilden eine Kurve 8. Ordnung,!
und die Fusspunkte der einen Raumpunkt enthaltenden Strahlen dieses
Normalenkomplexes, die einen Kegel 8. Grades bilden, liegen auf einer
Raumkurve 9. Ordnung [3]. Auf Grund dieser zwei Eigenschaften folgt,
dass diejenigen Strahlen des Normalenkomplexes eines Polarraum-
biischels, deren Fusspunkte in einer Ebene 7 liegen, eine Strahlkon-
gruenz 9. Ordnung 3. Klasse bilden2® Also, jeder Punkt des Raumes,

1 Siche {1] S. 49.
* Siehe [8] S. 265.
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ausser den Punkten der Ebene 7, enthilt neue Strahlen des (VK) Kom-
plexes, deren zugeordnete Fusspunkte in der Ebene t liegen, und in
jeder Ebene des Raumes, ausser der Ebene 7, liegen drei Strahlen des
(VK) Komplexes, deren zugeordnete Fusspunkte in der Ebene * sind.
Die in der Ebene 7 liegenden Strahlen des (NK) Komplexes hiillen eine
Kurve 8. Klasse ein, und die diesen Strahlen zugeordneten Fusspunkte
bilden, wie eben erwihnt, eine Kurve 3. Ordnung.

Es sei durch die Punkte einer Ebene v eine derartige Strahlkongruenz
9. Ordnung 3. Klasse in unserem Polarraumbiischel (I1,) gegeben. Der
tetraedrale Basiskomplex dieses Polarraumbiischels ist, wie bekannt,
vom Grade 2. Dieser tetraedrale Strahlkomplex und die beschriebene
Strahlkongruenz 9. Ordnung 3. Klasse haben also eine Regelfliche
vom Grad 2 (9 + 3) = 24 gemeinsam, deren Erzeugende Strahlen unserer
(TN) Kongruenz sind. Die Ebene 7 schneidet offenbar diese Regelfliche
in einer Kurve 24. Ordnung. Da aber die (7N) Kongruenz von 16.
Klasse ist, also in der Ebene t sich 16 Strahlen dieser Kongruenz befin-
den, deren durch den (NK) Komplex zugeordnete Punkte auch in dieser
Ebene liegen, sind auch diese Strahlen die Erzeugenden der erwihnten
Regelfliche 24. Grades. Die Schnittkurve der Ebene v und dieser Re-
gelfliche 24. Grades zerfillt also in diese 16 Strahlen und in eine Kurve
8. Ordnung. Die durch den (NK) Komplex den Erzeugenden der er-
wihnten Regelfliche zugeordneten Punkte bilden also in der Ebene ¢
eine Kurve 8. Ordnung. Da die Ebene v im Raum ganz beliebig an-
genommen war, gilt offensichtlich dasselbe fiir jede Ebene des Raumes.
Den zweidimensionalen stetigen geometrischen Ort der durch den Nor-
malenkomplex (NK) den Strahlen der (TN) Kongruenz zugeordneten
Fusspunkte, schneidet also jede Ebene des Raumes in einer Kurve 8.
Ordnung. Es gilt also folgende Satz:

Die den Strahlen der (TN) Kongruenz durch den betreffenden Nor-
malenkomplex zugeordneten Fusspunkte bilden eine Fliche 8. Ordnung.

Man bezeichne diese Fliche mit F.JY,. Der eben erwihnte Satz kann
auch auf folgende Weise ausgesprochen werden:

Im (TK) Basiskomplex eines Polarraumbiischels befindet sich immer
eine Strahlkongruenz 12. Ordnung 16. Klasse, deren jeder Sirahl eine
Normale einer Inzidenzfliche dieses Polarraumbiischels ist. Die Fuss-
punkte dieser Normalen bilden eine Fliche 8. Ordnung.

Da die Normalen einer Fliche 2. Grades eine Kongruenz 6. Ordnung
2. Klasse bilden, bilden diejenigen Normalen jeder Inzidenzfliche ¢
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des Biischels 7., die auch Strahlen des (7K) Komplexes sind, eine Re-
gelfliche 2 (6 + 2) = 16. Grades. Die Fusspunkte dieser Erzeugenden
bilden offenbar eine Raumkurve 16. Ordnung, die die Durchdringungs-
kurve der betreffenden Inzidenzfliche ¢ und der erwédhnten Flache 8.
Ordnung ist. Diese Raumkurve 16. Ordnung ist auch eine Hélfte der
Durchdringungskurve dieser Inzidenzfliche ¢ und der Erwéhnten Re-
gelfliche 16. Grades, die offenbar 32. Ordnung ist und in zwei Teile
16. Ordnung zerfallt.

Die beschriebene Fliche 8, Ordnung enthalt die Grundkurve c¢? des
inzidenzflichenbiischels II, nicht, da die den Punkten dieser Grund-
kurve im (TK) Komplex zugeordneten Strahlen die Tangenten dieser
Raumkurve ¢* sind, wihrend im (NVK) Komplex diesen Punkten die
Normalen dieser Raumkurve in diesen Punkten zugeordnet sind.

Die den Punkten der im Raum beliebig angenommenen Ebene v zu-
geordneten Strahlen im (7K) Komplex unseres Polarraumbiischels (IIx)
bilden, wie bekannt, eine Kongruenz 1. Ordnung 3. Klasse. Jeder Punkt,
ausser den Punkten der Ebene 7, enthilt also einen Strahl des (TK)
Komplexes dessen zugeordneter Punkt in der Ebene 7 liegt, und in jeder
Ebene des Raumes, ausser der Ebene 7, befinden sich drei Strahlen des
(TK) Basiskomplexes deren zugeordnete Punkte in der Ebene 7 liegen.

Die gemeinsamen Strahlen des Normalenkomplexes und dieser Kon-
gruenz bilden in diesem Polarraumbiischel eine Regelfliche vom
8 (1 + 8) = 32-ten Grade, und alle Erzeugenden dieser Fléiche sind
- also Strahlen unserer (T/N) Kongruenz.

Man nehme in einer Seitenebene des Haupttetraeders unseres Polar-
raumbiischels (IT,) eine Gerade g, und betrachte die den Punkten dieser
Geraden zugeordneten Strahlen im (TK) Komplex dieses Polarraum-
biischels. Die diesen Punkten im (TK) Komplex zugeordneten Strahlen
bilden, wie bekannt, einen Kegel 2. Grades, dessen Spitze sich in dem
dieser Seitenebene gegeniiberliegendem Scheitel dieses Haupttetraeders
befindet. Man weiss aber weiterhin, dass die Geraden der Scheitelpunkte
des Haupttetraeders auch als Strahlen des (N¥K) Komplexes betrachtet
werden kénnen. Da die beliebig angenommene Ebene = die vier Seiten-
ebenen des Haupttetraeders in vier Geraden schneidet, zerfillt also die
eben erwihnte Regelfliche 32. Grades in vier Kegel 2. Grades und in
eine Regelfliche 24. Grades. Die Erzeugenden dieser Regelfliche sind
diejenigen Strahlen der (TN) Kongruenz, deren durch den (7K) Kom-
plex zugeordnete Punkte in der Ebene = liegen und eine stetige Punkt-
reihe, also eine Kurve bilden. Diese Kurve wird die Schnittkurve der
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Ebene 7 und des geometrischen Ortes (der Fliche) der den Strahlen der
(TN) Kongruenz durch den (TK) Komplex zugeordneten Punkte sein,
und die Ordnung dieser Kurve wird offenbar der Ordnung des er-
wahnten geometrischen Ortes gleich sein.

Wie erwihnt, bilden die den Punkten der Ebene v zugeordneten
Strahlen des (TK) Basiskomplexes eine Kongruenz 1. Ordnung 3. Klasse,
die durch die Bisekanten der Polraumkurve 3. Ordnung der Ebene
beziiglich der Inzidenzflichen ¢, des Biischels II, gebildet ist. Die
erwiahnte Regelfliche 24. Grades enthdlt also diese Raumkurve 3.
Ordnung. Da ferner die (TN) Kongruenz 12. Ordnung ist, muss die
eben erwahnte Raumkurve 3. Ordnung eine 12-fache Kurve unserer
Regelfliche 24. Grades sein. Man betrachte in der Ebene 7 eine beliebige
Gerade p. Die den Punkten dieser Geraden p im (TK) Komplex zu-
geordneten Strahlen bilden, wie bekannt, eine Regelfliche 2. Grades,
die die eben erwdhnte Raumkurve 8. Ordnung enthilt, weil die Gerade
p in der Ebene r liegt. Die Durchdringungskurve dieser Regelfliche 2.
Grades und unserer beschriebenen Regelfliche 24. Grades ist offenbar
eine Raumkurve 48. Ordnung. Da die 12-fache Raumkurve 3. Ordnung
schon ein Teil 36. Ordnung dieser Durchdringungskurve 48. Ordnung
ist, muss also noch ein Teil von 12. Ordnung dieser Durchdringungs-
kurve bestchen und gefunden werden.

Auf Grund unserer Betrachtungen sahen wir, dass die Erzeugenden
der erwihnten Regelflidche 2. Grades und unserer Regelfliche 24. Gra-
des Bisekanten der beschriebenen Polraumkurve 3. Ordnung der Ebene
7 sind. Es kann also keine Erzeugende der Regelfliache 2. Grades, ausser
in den Punkten der 12-fachen Raumkurve 3. Ordnung, die Regelfliche
24. Grades schneiden. Der gesuchte Durchdringungsteil 12. Ordnung
muss also als zerfallene Raumkurve aus 12 Geraden bestehen, die offen-
bar die erwahnten Bisekanten sind. Es folgt also, dass es auf der Ge-
raden p in der Ebene v 12 Punkte gibt, deren zugeordnete 12 Strahlen
im (TK) Komplex auch Erzeugende der Regelfliche 24. Grades sind,
also auch als Strahlen zu der (TN) Kongruenz unseres Polarraum-
buschels (II,) gehoren. Die den Erzeugenden der Regelflache 24. Gra-
des durch den (TK) Komplex zugeordneten Punkte bilden also in der
Ebene 7 eine Kurve, die mit der beliebig angenommenen Geraden p
zwolf Punkte gemeinsam hat, also von 12. Ordnung ist. Da im allge-
meinen Fall die drei sich mit den ihnen zugeordneten Punkten in der
Ebene befindenden Strahlen des (TK) Komplexes nicht auch Strahlen
des (NK) Komplexes sein konnen, gilt folgender Satz:
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Die den Strahlen der (TN) Kongruenz eines Polarraumbiischels durch
den (TK) Komplex dieses Biischels zugeordneten Punkte bilden einc
Fliche 12. Ordnung.

Es sei diese Fliche mit F.%, bezeichnet. Die den Geraden der Haupt-
punkte des Polarraumbiischels (II.), als den gemeinsamen Strahlen des
(TK) und des (NK) Komplexes, durch den (TK) Komplex zugeordneten
Punkte liegen in den Seitenebenen des Haupttetraeders.

Die Fliche F %, der Punkte die den Strahlen der (TN) Kongruenz
durch den (HK) Komplex zugeordnet sind, ist 8. Ordnung, wihrend
die Fliche F /, der durch den (TK) Komplex zugeordneten Punkte, wie
wir eben sahen, von 12. Ordnung ist. Diese zwei Fliachen durchdringen
sich also in einer Raumkurve 96. Ordnung, die mit 1°¢ bezeichnet sei.
Die je einem Punkt dieser Raumkurve in den (TK) und (NK) Kom-
plexen zugeordnete Strahlen sind offenbar Strahlen der (TN) Kon-
gruenz, also beide Strahlen gleichzeitig Strahlen dieser beiden Kom-
plexe. Man nehme auf der Kurve 1% einen Punkt, der auf der Flache
F ;N mit 7, und auf der Fliche F}\, mit N bezeichnet sei. Die in der
Kongruenz (TN) durch die Komplexe (TK) und (NK) dem Punkt
T = N zugeordneten Strahlen seien mit ¢ und n bezeichnet. (Die Ge-
rade n enthilt den Punkt 7 = N, und die Gerade ¢ nicht.) In jeder
dieser Geraden befindet sich noch eine dem anderen Komplex zu-
geordnete Gerade n, und t,. Also ist = ¢, und ¢ = =, . Die den Punkt
T = N enthaltende und auf der Geraden n =, senkrecht stehende
Ebene bezeichne man mit «. Das ist die Berithrungsebene in diesem
Punkt der diesen Punkt enthaltenden Inzidenzfliche ¢ des Biischels II.
Die dem Punkt 7 im (7K) Komplex zugeordnete Gerade ¢ liegt, wie
bekannt, in der Ebene @, und auf dieser Geraden liegt offenbar auch
der dem Strahl ¢, durch den (TK) Komplex zugeordnete Punkt 7,. Da
aber der Strahl ¢ auch Strahl n, des (NK) Komplexes ist, muss der Fuss-
punkt N, dieses Strahles sein Schnittpunkt mit der Ebene (¢, 7;) sein,
da diese Ebene die Beriihrungsebene einer neuen Inzidenzfliche ¢ des
Biischels im Punkt 7, ist. Da ferner diese Ebene normal auf dem Strahl
n, steht, muss 7, =N, und ¢ =n, 1 T,N=TN, 1 t, =n sein. Es
folgt also, dass sich der Punkt 7, = N, auch auf der Raumkurve 1%
befinden muss, und dass die Punkte 7, = N, und T = N eineindeutig
involutorisch zugeordnet sind. Jedem Polarraumbiischel ist eine der-
artige Raumkurve 96. Ordnung zugeordnet, die durch dasselbe auch
bestimmt ist.
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Il. Die gemeinsame (TR) Kongruenz des einem Polarraumbiischel
zugeordneten tetraedralen Basiskomplexes und des Komplexes der kiir-
zesten Tangentialwege seiner Inzidenzflichen.

Wie vorher erwdhnt werden wir diese Strahlkongruenz mit (7R) be-
zeichnen. Da der tetraedrale Basiskomplex quadratisch, und der Tan-
gentialkurzwegekomplex kubisch ist, miisste die (TR) Kongruenz 6.
Grades sein, wenn sie keine zerfallenen Teile enthielte, die man ausser
Betracht lassen wollte. Der einem Raumpunkt zugeordnete Strahl in
dem (RK) Tangentialkurzwegekomplex ist, wie bekannt, die kiirzeste
Transversale der diesem Punkt zugeordneten Strahlen im tetraedralen
Basiskomplex und im Normalenkomplex desselben Polarraumbhiischels.
Da die Geraden der Hauptpunkte des Polarraumbiischels Strahlen des
tetraedralen Basiskomplexes und des Normalenkomplexes sind, folgt
auf Grund der eben erwidhnten Eigenschaft eines Polarraumbiischels,
dass die Geraden der Hauptpunkte auch Strahlen des diesem Polarraum-
biischel zugeordneten Tangentialkurzwegekomplexes sind. Die (TR)
Kongruenz zerfallt also in die vier Strahlenbiindel der Hauptpunkte
und in eine Kongruenz 2. Ordnung 6. Klasse.

Die Bisekanten der Grundkurve ¢* des Inzidenzflichenbiischels I
bilden eine Kongruenz 2. Ordnung 6. Klasse. Da aber diese Bisekanten
keine Strahlen des (TK) Komplexes sein konnen, handelt es sich offen-
bar hier nicht um dieselbe Kongruenz. Die den Strahlen dieser Kon-
gruenz durch den (TK) Komplex zugeordneten Punkte bilden eine
Flache, und die ibnen durch den (RK) Komplex zugeordneten Punkte
bilden eine andere Fliche. Auf Grund der bekannten Eigenschaften des
(TK) und des (RK) Komplexes ist leicht zu beweisen, dass diese zwei
Flachen zwei verschiedene Flichen sind, die nicht zusammenfallen
konnen. In unseren weiteren Betrachtungen werden nur die Strahlen
des nicht zerfallenen Teiles der Kongruenz (TR) 2. Ordnung 6. Klasse
umfasst.

Einem Raumpunkt P sei im (TK) Komplex des Polarraumbiischels
(I1,) der Strahl p zugeordnet. Die Flichen ¢. des Inzidenzflichen-
biischels 11 schneideﬂf; wie bekannt, der Strahl p in Punktepaaren einer
involutorischen Punktreihe, und auf Grund einer weiteren Eigenschaft
folgt, dass die zwei Verbindungsgeraden des Punktes P mit je einem
Punktepaar dieser involutorischen Punktreihe in Punkten dieses Paares
eine Inzidenzfliche ¢. des Biischels II, berithren. In den Doppelpunkten
P,, P, dieser involutorischen Punktreihe auf der Geraden p, also in
“ihren zwei Beriihrungspunkten mit je einer Inzidenzfliche ¢» des Bii-
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schels Il., fallen diese zwei Verbindungsgeraden in der Ebene (Pp)
zusammen. Diese Ebene (Pp), die wie bekannt im Punkt P eine Fliche
@n des Inzidenzflichenbiischels I/, beriihrt, berithrt also in den Punkten
Py, P, noch zwei weitere Inzidenzflachen des Biischels 77,. Auf Grund
dieser Betrachtungen folgt offensichtlich, dass dem Punkt P, die Ver-
bindungsgerade PP,, und dem Punkt P, die Verbindungsgerade PP, im
(TK) Komplex zugeordnet sind. Die in der Ebene (Pp) aus dem Punkt
P auf die Gerade p senkrecht gelegte Gerade r ist, wie bekannt, ein
Strahl des diesem Polarraumbiischel zugeordneten Tangentialkurzwege-
komplexes (RK)3. Die Gerade r beriihrt offenbar die Inzidenzfliche ¢,
im Punkt P, und in ihrem Schnittpunkt P; mit der Geraden p noch eine
andere. Die zwei diese Gerade }enthaltenden Berithrungsebenen zweier
Inzidenzflidchen des Buschels 17, sind offenbar zwei verschiedene Ebe-
nen, die im allgemeinen Fall nicht zusammenfallen konnen. Ist aber die
Gerade p nicht nur ein Strahl des (TK) Komplexes, sondern auch ein
Strahl 7 des Tangentialkurzwegekomplexes (RK) desselben Polarraum-

biischels (II), also p = 7, miissen die Berithrungspunkte Py, Py des
Strahles # mit den Berithrungspunkten P,, P, des Strahles p zusam- .
menfallen, da eine Gerade, die auf keiner der Flichen ¢, liegt, im Raum
nur zwei Flachen des Biischels I, bertthren kann. Da aber die Gerade
p = 7 auch Strahl des (TK) Komplexes bleibt, miissen die zwei die Ge-
rade 7 enthaltenden Berithrungsebenen in die gemeinsame Berithrungs-
ebene (Pp) der Berithrungspunkte P, P, zusammenfallen. Man sieht

also, dass der Ausgangspunkt P und der Endpunkt P, dieses kiirzesten
Tangentialkurzweges 7 zwischen zwei Flichen des Inzidenzflichen-
biischels in einer gemeinsamen Beriihrungsebene dieser zwei Flichen
liegen. Es gilt also folgender Satz:

In dem (RK) Komplex der kiirzesten Tangentialwege zwischen den
Flichen eines Flichenbiischels 2. Grades besteht eine Kongruenz 2.
Ordnung 6. Klasse derartiger Tangentialkurzwege, deren beide End-
punkte in derselben gemeinsamen Beriihrungsebene der xwei betreffen-
den Flichen liegen.

Der der Geraden p = # durch den (7K) Komplex zugeordnete Punkt
P bleibt offenbar ausserhalb der Geraden p = 7.

Die den Punkten einer Ebene # in dem (RK) Komplex zugeordneten
Strahlen bilden, wie bekannt,* eine Kongruenz 7. Ordnung 5. Klasse.

3 Siehe [2] S. 148.
* Siehe [2] S. 159.
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Also jeder Punkt des Raumes, ausser den Punkten der Ebene 8, ent-
hdlt 7 Strahlen des (RK) Komplexes, fur welche einer der zwei ihnen
zugeordneten Punkte in der Ebene f liegt, und in jeder Ebene des Rau-
mes, ausser der Ebene /3, liegen 5 Strahlen des (RK) Komplexes, fir die
einer der zwei diesen Strahlen zugeordneten Punkte in der Ebene g liegt.
Die gemeinsamen Strahlen dieser Kongruenz und des (T7K) Komplexes
bilden offenbar eine Regelfliache 2 (7+5) = 24. Grades, die sich in der
(TR) Kongruenz befindet. In der Ebene § befinden sich aber 6 Strahlen
der (TR) Kongruenz, deren durch den (RK) Komplex zugeordnete
Punkte auch in dieser Ebene liegen, so dass also diese sechs Strahlen
auch Erzeugende der erwihnten Regelfliche 24. Grades sind. Die Ebene
B schneidet daher diese Regelfliche in einer Kurve 18. Ordnung und in
den 6 erwahnten Strahlen der (TR) Kongruenz. Da fiir jede Ebene des
Raumes dasselbe gilt, folgt offenbar, dass jede Ebene des Raumes die
durch die den Strahlen der (TR) Kongruenz durch den (RK) Komplex
zugeordneten Punkte gebildete Flache in einer Kurve 18. Ordnung
schneidet, also diese Fliche 18. Ordnung ist.

Im Zusammenhang mit der vorher ausgesprochenen Definition der
(TR) Kongruenz kann auf Grund der letzten Betrachtungen das Aus-
fiihrte auf folgende Weise ausgesprochen werden:

Diejenigen kiirzesten Tangentialwege zwischen den Fldichen eines
Fliichenbiischels 2. Grades, die in den beiden Endpunkten dieselbe Tan-
gentialebene der betreffenden zwei Flichen haben, und die wie erwihnt
die betrachtete (TR) Kongruenz 2. Ordnung 6. Klasse bilden, haben
ihre Endpunkte auf einer Fldche 18. Ordnung.

Man bezeichne diese Fliche mit F& . Nimmt man die Ausgangs-
punkte dieser Strahlen in einer Ebene, die, wie wir sahen, eine Kurve
18. Ordnung bilden, dann liegen die Endpunkte dieser Tangentialwege
auf einer Raumkurve 90. Ordnung. Man bekommt diese Zahl 90 auf
Grund der Tatsache, dass durch die zugeordneten Punktepaare auf je-
dem Strahl des (RK) Komplexes eine Raumtransformation 5. Ordnung
bestimmt ist.? '

Diese Raumtransformation ist, wie bekannt, durch die bekannte in-
volutorische eineindeutige Zuordnung der Punktepaare auf jedem Strahl
des (RK) Komplexes bestimmt, und eine derartige involutorische Zu-

- 5 Siehe [2] S. 161.
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ordnung besteht offenbar auch zwischen den Punktepaaren auf der
Fliche F#., die durch die Strahlen der (TR) Kongruenz verbunden
sind. In jeder Ebene des Raumes befinden sich offenbar 6 derartig zu-
geordnete Punktpaare.

Die Geraden der vier Hauptpunkte des Polarraumbiischels (I1.) sind
Strahlen der diesem Biischel zugeordneten (T7K) und (RK) Komplexe.
Da aber die durch den (RK) Komplex diesen Strahlen zugeordneten
Punkte sich in diesen Hauptpunkten befinden, also nicht in der Ebene
p liegen, kann keine Erzeugende der erwidhnten Regelfliche 24. Grades
einen dieser vier Hauptpunkte enthalten.

Die den Punkten einer Fbene § zugeordneten Strahlen in dem (TK)
Komplex unseres Polarraumbiischels (I7,) bilden, wie schon erwihnt,
die bekannte Kongruenz 1. Ordnung 3. Klasse, die durch die Bisekan-
ten der kubischen Polraumkurve dieser Ebene gebildet ist. Die gemein-
samen Strahlen dieser Kongruenz und des Tangentialkurzwegekomple-
xes (RK) dieses Polarraumbiischels (I1,), der kubisch ist, bilden eine
Regelfliche vom 3 (3 4+ 1) = 12. Grade. Alle Erzeugenden dieser Re-
gelfliche sind, offenbar, Strahlen der betrachteten (TR) Kongruenz. Es
ist aber hier notwendig hervorzuheben, dass die sechs in der Ebene 8
liegenden Strahlen der (TR) Kongruenz nicht Erzeugende dieser Re-
gelflache sind, weil die ihnen durch den (TK) Komplex zugeordneten
Punkte nicht in der Ebene f liegen.

Die den Punkten einer Seitenebene des Haupttetraeders zugeordneten
Strahlen im (7K) Basiskomplex enthalten den dieser Seitenebene ge-
geniiber liegenden Eckpunkt dieses Haupttetraeders. Die den Punkten
der Schnittgeraden der Ebene # mit einer der Seitenebenen des Haupt-
tetraeders zugeordneten Strahlen im (TX) Komplex bilden, wie schon
erwahnt, einen Kegel 2. Grades, mit dem Scheitel in dem dieser Seiten-
ebene gegeniiber liegenden Eckpunkt dieses Haupttetraeders. Also, die
Erzeugenden derartiger vier Kegel sind Strahlen auch des dem Biischel
(I1.) zugeordneten (TK) Komplexes, da die Ebene 8 die vier Seiten-
ebenen in je einer Geraden schneidet. Innerhalb der erwihnten Regel-
fliche 12. Grades befinden sich also auch derartige vier Kegel 2. Gra-
des. Da wir die die Hauptpunkte enthaltenden Strahlen der (TR) Kon-
gruenz ausserhalb unserer Betrachtungen lassen wollen, bleibt im Rah-
men unserer Betrachtungen nur eine auf die beschriebene Weise der
Ebene § zugeordnete Regelfliche 4. Grades. Die den Erzeugenden dieser
Regelflache, als Strahlen der (TR) Kongruenz, durch den (TK) Kom-
plex zugeordneten Punkte, bilden in der Ebene 8 die Schnittkurve dieser
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Ebene mit derjenigen Fliche, die durch die den Strahlen der (TR) Kon-
gruenz 2. Ordnung 6. Klasse durch den (TK) Komplex zugeordneten
Punkte gebildet ist.

Man nehme in der Ebene f eine beliebige Gerade p. Die den Punkten
dieser Geraden im (7K) Komplex zugeordneten Strahlen bilden, wie
bekannt, ein Erzeugendensystem einer Regelfliche 2. Grades. Die vor-
her erwdhnte Regelfliche 4. Grades enthdlt die Polraumkurve der
Ebene f als zweifache Kurve, da sich die Komplexstrahlkegel des (TK)
und des (RK) Komplexes in jedem Punkt dieser Raumkurve in sechs
Erzeugenden durchdringen, von welchen vier je einen Hauptpunkt des
Polarraumbiischels (II,) enthalten, also nur die letzten zwei die Er-
zeugenden dieser Regelfldche 4. Grades sein konnen. Die eben erwihnte
der Geraden p zugeordnete Regelfliche 2. Grades enthilt, offenbar,
auch die kubische Polraumkurve, da die Erzeugenden eines ihrer Er-
zeugendensystems Bisekanten dieser Raumkurve sind. Diese zwei Re-
gelflachen der kubischen Polraumkurve durchdringen sich in einer Raum-
kurve 8. Ordnung. Da ein Teil dieser Durchdringungskurve die kubische
Doppelpolraumkurve ist, besteht irgendwo noch ein quadratischer Teil.
Da aber die Erzeugenden der beiden dieser Regelflichen Bisekanten
der kubischen Polraumkurve sind, also keine der Erzeugenden einer
dieser Flachen keine der Erzeugenden der anderen Flache, ausser in
der kubischen Polraumkurve, schneiden kann, folgt, dass der erwahnte
quadratische Restteil der Durchdringungskurve 8. Ordnung in zwei
Bisekanten dieser kubischen Polraumkurve, also in zwei Geraden, zer-
fallen muss. Die diesen zwei Strahlen der (TR) Kongruenz durch den
(TK) Komplex zugeordneten Punkte liegen auf der Geraden p, also
schneidet die Gerade p die Schnittkurve der Ebene f mit der gesuch-
ten Fliache in zwei Punkten. Also, jede Gerade des Raumes schneidet
die gesuchte Fliche in zwei Punkten, und deswegen gilt auch folgen-
der Satz:

Die den Strahlen der (TR) Kongruenz durch den (TK) Komplex zu-
geordneten Punkte bilden eine Fliche 2. Ordnung.

Es sei diese Fliche mit F 1, bezeichnet. Die unendlich fernen Strah-
len des {TK) Basiskomplexes hiillen, wie bekannt, eine Kurve 2. Klasse
ein, sind aber auch Strahlen des (RK) Komplexes, da alle Geraden der
unendlich fernen Ebene als zweideutige Strahlen jedes (RK) Komplexes
betrachtet werden kénnen. Da die diesen unendlich fernen Strahlen der
(TR) Kongruenz durch den (7K) Komplex zugeordneten Punkte die
Mittelpunkte der Inzidenzflichen @. sind, folgt weiterhin, dass die eben
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erwihnte Fliche 2. Grades die kubische Raumkurve 3 der Mittel-
punkte der Inzidenzflichen ¢, enthalten muss, also eine Regelflache
2. Grades sein muss.

Die den Strahlen der (7R) Kongruenz durch den (RK) Komplex zu-
geordneten Punkte bilden, wie wir sahen, eine Fliche 18. Ordnung.
Diese und die eben erwihnte Flache 2. Grades haben also eine Raum-
kurve 36. Ordnung gemeinsam, deren Punkten je ein Strahl der (TR)
Kongruenz durch den (1K) Komplex, und ein anderer durch den (RK)
Komplex zugeordnet sind. Diese beiden Strahlen gehéren aber dem
einen und dem anderen dieser Komplexe als Strahlen an.

111, Die gemeinsame Kongruenz (MN) des einem Polarraumbiischel
zugeordneten Majcenschen Komplexes und des Normalenkomplexes der
Inzidenzflichen dieses Polarraumbiischels. Da der Majcensche Komplex
den Grad drei hat, und der Normalenkomplex vom Grad acht ist, hat
die gemeinsame Kongruenz dieser Komplexe, offenbar, den Grad 24.

Wie wir in der Einfihrung dieser Arbeit gesehen haben, ist jede
unendlich ferne Gerade ein zweideutiger Strahl des kubischen Majcen-
schen (MK) Komplexes, und ein dreideutiger Strahl des Normalenkom-
plexes (NK) in jedem Polarraumbiischel unseres Raumes. Jede unend-
lich ferne Gerade des Raumes ist also ein sechsdeutiger Strahl der
betrachteten (MN) Kongruenz. Lasst man diese unendlich fernen Strah-
len der (MN) Kongruenz ausserhalb unserer Betrachtungen, so befin-
den sich in jeder Ebene des Raumes nur 18 Strahlen dieser Kongruenz,
die also die Ordnung 24 und die Klasse 18 haben muss.

Wie bekannt, berithren die Strahlen des Majcenschen Komplexes je
eine Inzidenzfliche des Polarraumbiischels unendlich fern. Es gilt also
das Folgende:

Diejenigen eigentlichen Normalen der Inzidenzflichen eines Polar-
raumbiischels, die je eine dieser Inzidenzflichen unendlich fern be-
rithrt, bilden eine Strahlkongruenz 24. Ordnung und 18. Klasse.

Es ist bekannt, dass diejenigen Normalen der Inzidenzflichen eines
Polarraumbiischels, deren Fusspunkfe in einer Fbene y liegen, eine
Strahlkongruenz 9. Ordnung 3. Klasse bilden. Diejenigen Strahlen
dieser Kongruenz, die je eine der erwdhnten Inzidenzflichen . un-
endlich fern berthren, also Strahlen des (MK) Komplexes sind, bilden
eine Regelfliche 3 (9 + 3) = 36. Grades. Die Erzeugenden dieser Re-
gelfliche sind also auch Strahlen der (MXN) Kongruenz, deren durch
den (NK) Komplex zugeordnete Punkte in der Ebene y liegen. Da die
(MN) Kongruenz 18. Klasse ist, befinden sich in der Ebene y 18 ihrer
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Strahlen, die auch Erzeugende der erwihnten Regelfliche 35. Grades
sind, da die ihnen durch den (¥K) Komplex zugeordneten Punkte auf
diesen Strahlen, also in der Ebene y liegen. Die Ebene y schneidet also
diese Regelflache in 18 Erzeugenden und in einer Kurve 18. Ordnung
Da fiir jede Ebene des Raumes offenbar dasselbe gilt, hat jedes Po-
larraumbiischel auch folgende Eigenschaft:

Die den Strahlen der (MN) Kongruenz durch den (NK) Komplex
zugeordneten Fusspunkte bilden eine Fliche 18. Ordnung.

Wie bekannt, bilden die den Punkten einer Ebene als Mittelpunkten
zugeordneten Strahlen des (MK) Komplexes eine Kongruenz 4. Ordnung
2. Klasse. Es sei durch die Punkte der Ebene eine derartige dieser Ebene
zugeordnete Kongruenz gegeben. Diejenigen Strahlen dieser Kongruenz,
die auch Strahlen des (NK) Komplexes desselben Polarraumbiischels
sind, bilden eine Regelfliche 8 (4 + 2) = 48. Grades, da der (NK)
Komplex 8. Grades ist. Auch die Erzeugenden dieser Regelfliche sind,
offenbar, Strahlen der diesem Polarraumbiischel zugeordneten (MN)
Kongruenz. Aber auch diese Regelfliche 48. Grades hat in der Ebene
v 18 Erzeugende, da die Kongruenz (M) 18. Klasse ist, und die ihren
Strahlen durch den (MK) und durch den (NVK) Komplex zugeordneten
Punkte sich auf diesen Strahlen befinden. Die Ebene » schneidet also
diese Regelfliche in diesen Erzeugenden und in einer Kurve 30.
Ordnung. Da dies fir jede Ebene des Raumes gilt, gilt offenbar auch
folgender Satz:

. Die den Strahlen der (MN) Kongruenz durch den {MK) Komplex
zugeordneten Mittelpunkte bilden eine Fliche 30. Ordnung.

Dieser Satz kann auch auf folgende Weise ausgesprochen werden:

Diejenigen Geraden des Raumes, die Strahlen des Majcenschen
Komplexes und des Normalenkomplexes cines Polarraumbiischels sind,
beriihren die Inzidenzflichen dieses Polarraumbiischels in einer ste-
tigen quadratischen Raumpunktmenge, die eine Fliche 30. Ordnung
bildet.

Man bezeichne diese Flache mit F¥,. Auf Grund der Tatsache, dass
jede Gerade des Raumes zwei Inzidenzflichen ¢, beriihrt (ausser den
Tangenten der Grundraumkurve ¢*), und dass jeder Punkt des Raumes
nur eine Fliache . enthilt, folgt, dass die Flichen F¥, und F,, keine
reelleDurchdringungskurve haben kénnen.

IV. Die Kongruenz (MR) der gemeinsamen Strahlen des Majcenschen
(MK) Komplexes und des (RK) Tangentialkurzwegekomplexes eines
Polarraumbiischels. Da der (RK) Komplex den Grad drei hat, und des-
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gleichen auch der Majcensche (MK) Komplex, miisste offenbar die
Kongruenz (MR) den Grad 9 haben. Am Anfang dieser Arbeit sahen
wir aber, dass jede unendlich ferne Gerade ein zweideutiger Strahl des
einem Polarraumbiischel zugeordneten (MK) Komplexes und des diesem
Biischel zugeordneten (RK) Komplexes ist. Die (MR) Kongruenz 9.
Grades zerfallt also in dieses vierdeutige unendlich ferne Strahlfeld
und in eine Strahlkongruenz 5. Klasse und 9. Ordnung.

Es muss aber bei diesen Betrachtungen auch das Folgende beriick-
sichtigt werden: Jede Gerade des Raumes berthrt nur zwei Flichen
eines Flichenbiischels 2. Grades. Auf den Strahlen des Majcenschen
Komplexes befindet sich einer dieser zwei Berithrungspunkte immer
unendlich fern, wihrend auf einem gewdhnlichen Strahl des (RK)
Komplexes diese zwei Berithrungspunkte sich im Endlichen befinden.
Fillt also ein Strahl des dem Polarraumbiischel (II.) zugeordneten
(MK) Komplexes mit einem Strahl des diesem Biuschel (II,) zugeord-
neten (RK) Komplexes zusammen, muss auch der kiirzeste Tangential-
weg auf einem derartigen Strahle unendlich lang sein, resp. der diesem
Weg zugeordnete Endpunkt befindet sich unendlich fern. Hieraus folgt
offenbar, dass alle Tangentialwege eines derartigen endlichen Raum-
punktes unendlich lang, und dadurch gleich lang sind. Ein derartiger
Strahl der (MR) Kongruenz kann also nur in demjenigen Fall bestchen,
wenn der einem endlichen Punkt P der im (TK) Komplex zugeordnete
Strahl unendlich fern liegt, oder wenn der einem Strahl des (7K) Kom-
plexes zugeordnete Punkt sich unendlich fern befindet. In der (MR)
Kongruenz kommen also nur derartige Strahlen in Betracht. Man sieht
weiterhin auch, dass sich in der (MR) Kongruenz kein »richtiger« Strahl
des (RK) Komplexes befindet, aber alle ihre Strahlen als »richtige«
Strahlen des (MK) Komplexes betrachtet werden konnen. Der erste der
erwihnten Fille tritt dann auf, wen sich der Raumpunkt P im Mittel-
punkt einer Inzidenzfliche ¢ des Biischels II, befindet, da dann die
Polarebene dieses Pols P heziiglich dieser Inzidenzfliche ¢, die unend-
lich ferne Ebene ist, also auch der dem Punkt P im (TK) Komplex zu-
geordnete Strahl unendlich fern liegt. Die dem Pol P in allen polaren
Riumen des Biischels (I1.) zugeordneten Polarebenen sind also parallel.
In diesem Parallelebenenbiischel enthilt eine dieser Ebenen, etwa e,
den Punkt P, in dem sie die diesen Punkt P enthaltende Inzidenzfliche
des Biischels I, beriihrt. Die diesen Punkt P in dieser Ebene ¢ enthal-
tenden Geraden konnen also als »unrichtige« Strahlen des dem Polar-
raumbiischel (II,) zugeordneten (RK) Komplexes betrachtet werden, da

208




sty

alle Tangentialwege des Punktes P »gleich lang« sind, also auch den
kiirzesten enthalten. Ausserdem »schneiden« alle diese Tangentialwege
des Punktes P die unendlich ferne Gerade der Ebene ¢ »senkrecht«, als
den dem Punkt P im (7K) Komplex zugeordneten Strahl. Da aber alle
diese Geraden des Punktes P als »parallel« mit dem diesem Punkt im
(TK) Komplex zugeordneten unendlich fernen Strahl genommen wer-
den konnen, und dabei unendlich fern je eine Flache ¢ beriihren, sind
sie, auf Grund der bekannten Definition des Majcenschen Komplexes,
richtige Strablen des dem Biischel (I1;) zugeordneten kubischen Maj-
censchen Komplexes. Es konnen also alle derartige Geraden der Mit-
telpunkte der Inzidenzflichen @. als Strahlen der gemeinsamen Kon-
gruenz (MR) angenommen werden. Offenbar sind die Mittelpunkte der
Inzidenzflichen (die bekannte kubische Raumkurve) singulire Punkte
des Majcenschen Komplexes, da die diese Mittelpunkte enthaltenden
Strahlen nicht die bekannte Eigenschaft dieses Komplexes haben, nach
welcher jedem Raumpunkt nur ein Strahl dieses Komplexes zugeord-
net ist.

Die allen Mittelpunkten P, der Inzidenzflichen ¢, auf die eben be-
schriebene Weise zugeordneten Ebenen ¢, bilden ein Ebenengewinde 5.
Ordnung, da dieses als Erzeugnis einer eineindeutig zugeordneten
Punktreihe 3. Ordnung und eines unendlich fernen Strahlenbiischels
2. Klasse betrachtet werden kann. Jede Ebene # des Raumes schneidet
die kubische Mittelpunktskurve der Inzidenzflichen gs in drei Punkten.
Jeder dieser drei Schnittpunkte enthilt einen in dieser Ebene ihm zu-
geordneten Strahl der (MR) Kongruenz. Da jeder Raumpunkt fiinf Ebe-
nen & des erwahnten Ebenengewindes enthilt, enthilt diesen Punkt
auch je ein Strahl der (MR) Kongruenz in jeder dieser fiinf Ebenen.
Alle derartigen in den Ebenen e des erwidhnten Ebenengewindes lie-
genden Strahlen der (MR) Kongruenz, abgesehen von den vierdeutigen
unendlich fernen Strahlen, bilden also eine Kongruenz 5. Ordnung und
3. Klasse. Es ist ersichtlich dass diese Kongruenz eine singuldre Kon-
gruenz des (MK) Komplexes ist, die durch die »unrichtigen« Strahlen

, des (RK) Komplexes gebildet wird.

Der Rest der gesamten (MR) Kongruenz, die 9. Ordnung und 5.
Klasse ist, kann also hochstens nur noch eine Kongruenz 4. Ordnung
und 2. Klasse sein.

Der jedem unendlich fernen Punkt P zugeordnete Strahl ¢ im (TK)
Komplex ist, wie bekannt, eine Bisekante der kubischen Mittelpunkt-
kurve k3 des Inzidenzflichenbiischels II.. Alle diesen unendlich fer-

14 MATEMATICKI RAD 209



nen Punkt P enthaltenden und den endlichen ihm zugeordneten Strahl
t im (TK) Komplex schneidenden Geraden sind, wie bekannt, Strahlen
des diesem Polarraumbiischel (II,) zugeordneten Majcenschen (MK)
Komplexes. Alle diese Strahlen des (MK) Komplexes sind parallel,
bilden also mit dem Strahl ¢ denselben Winkel, der mit y bezeichnet
sei. Diejenigen derartigen, einem unendlich fernen Raumpunkt zu-
geordneten Strahlen des (MK) Komplexes, die auf diese Weise den
ihnen zugeordneten Strahl ¢ des (TK) Komplexes rechtwinklig schnei-
den, kénnen als »unrichtige« Strahlen des diesem Polarraumbiischel
(I1n) zugeordneten (RK) Komplexes betrachtet werden, weil sie der be-
kannten Definition des (RK) Komplexes entsprechen, in der die einem
Raumpunkt zugeordneten Strahlen des (TK) Komplexes und des (RK)
Komplexes sich rechtwinklig schneiden.

Die den unendlich fernen Punkten P. zugeordneten Strahlen ¢ in
der Bisekantenkongruenz der kubischen Raummittelpunktkurve &3 schnei-
den die unendlich ferne Ebene in einer quadratischen Punktmenge P,
die mit der ersten Punktmenge (P.) in dieser unendlich fernen Ebene
eine quadratische Transformation bilden® Diejenigen zugeordneten
Punktpaare in diesen zwei kollokalen Punktfeldern, die auch beziiglich
des absoluten Kegelschnittes konjugiert zugeordnet sind, sind solche
zugeordnete Punktpaare, bei denen die ihnen zugeordneten beschriebe-
nen Strahlen des (MK) Komplexes den ihnen zugeordneten Strahl ¢ im
(TK) Komplex senkrecht schneiden. Diese Strahlen konnen also als
»richtige« Strahlen des (MK) Komplexes und als »unrichtige« Strahlen
des (RK) Komplexes, resp. als Strahlen der (MR) Kongruenz, betrach-
tet werden.

Wie bekannt, liegen alle Strahlen des (MK) Komplexes in 002 sin-
guliren § Ebenen, und bilden in jeder dieser Ebene ein Biischel pa-
ralleler Strahlen. Die diesen Strahlen durch den (MK) Komplex Zu-
geordneten Mittelpunkte liegen in jeder dieser Ebene auf einem Strahl<
des (TK) Komplexes, der eine Bisekante ¢* der kubischen Mittelpunkt-
kurve k3 ist [4]. Diese Bisekante ¢ ist als Strahl des (TK) Komplexes
dem unendlich fernen Scheitel 7" des erwdhnten Biischels paralleler
Strahlen des (MK) Komplexes zugeordnet.

Da wir auf diese Weise alle Strahleh der (MR) Kongruenz in unse-
ren Betrachtungen umfasst haben, folgt auf Grund aller dieser Be-
trachtungen und Schliisse auch folgender Satz:

¢ Siehe [1] S. 20.
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Diejenigen Strahlen des (MK) Komplexes, die in den singuliren Ebe-
nen dieses Komplexes so parallel liegen, dass sie die Gerade t der
Mittelpunkte dieser Strahlen rechtwinklig schneiden, so dass man siz
auch als Strahlen des (RK) Komplexes betrachten darf, kénnen hoch-
stens etne Strahlkongruenz 4. Ordnung 2. Klasse bilden.

Da die Strahlen des (MK) Komplexes und des (RK) Komplexes die
Inzidenzflichen ¢, zweimal beriihren, so wie auch alle andere Geraden
des Raumes, miissen, wenn zwei derartige Strahlen zusammenfallen,
auch die beiden dieser Berithrungspunkte auf derartigen zusammenfal-
lenden Strahlen dieselben sein. Oder mit anderen Worten: Die den
Strahlen der (MR) Kongruenz durch den (MK) und durch den (RK)
Komplex zugeordneten Punkte sind dieselben zwei Punkte. Die zwei
durch derartige Punkte auf den Strahlen der (MR) Kongruenz gebil-
dete Flichen sind identisch. Also, die Fliche F X, und die Flache 2
sind eine und dieselbe Flache.

In unseren Ausfithrungen sahen wir, dass die Kongruenz (MR) 9.
Ordnung und 5. Klasse ist, und dass sie in eine Kongruenz (MR)! 5.
Ordnung 3. Klasse und in eine Kongruenz (MR)? 4. Ordnung 2. Klasse
zerfallt. Die den Strahlen des (MR)! Kongruenzteiles durch den (MKj
Komplex zugeordneten Mittelpunkte, bilden, wie wir sahen, die kubi-
sche Mittelpunktkurve £3.

Man nehme auch hier beliebig im Raum eine Ebene ¢ an. Die den
Punkten dieser Ebene im (MK) Komplex zugeordneten Strahlen bilden,
wie bekannt, héchstens eine Kongruenz 4. Ordnung 2. Klasse. Die ge-
meinsamen Strahlen dieser Kongruenz und des kubischen (RK) Kom-
plexes bilden also eine Regelfliche 3 (4 + 2) = 18. Grades, deren Er-
zeugende die Strahlen der (MR) Kongruenz sind. Einige Erzeugende
dieser Regelfliche gehéren als Strahlen zum Kongruenzteil (MR)! und
die anderen dem Kongruenzteil (MR)?. Die allen Strahlen des (MR)!
Teiles durch den (MK) Komplex zugeordneten Punkte sind nur die
Mittelpunkte der Inzidenzflichen ¢n, also, wie schon erwdhnt, die
Punkte der bekannten kubischen Mittelpunktkurve k8. Die jedem Punkt
dieser kubischen Raumkurve zugeordnete Strahlen des (MK) Komplexes
bilden, wie gezeigt, ein ebenes Strahlbiischel.

Die Ebene 7 schneide die kubische Raumkurve %3 in den Punkten

Pi, P2, P3. Das Strahlenbiischel der (MK) Komplexstrahlen, in jedem
dieser Punkte schneidet die Ebene 7 in einem Strahl, der ein Strahl des

(MR)! Kongruenzteiles ist. Da die Ebene v nur drei Punkte der Raum-

kurve k8 enthilt, befinden sich also in dieser Ebene nur drei Strahlen
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des (MR)' Kongruenzteiles, die Erzeugende der erwihnten Regelfliche
18. Grades sind. Die jedem der drei Schnittpunkte P!, P2, P? zugeord-
neten Strahlen der (MR) Kongruenz bilden, wie gezeigt, ein Strahlen-

biischel 1. Ordnung, also die Strahlen dieser drei Biischel sind auch

Erzeugenden der Regelfliche 18. Grades. Diese Regelfliche zerfillt
also in diese drei Strahlbiischel und in eine Regelflache 15. Grades.
Innerhalb des (MR)?* Kongruenzteiles befinden sich also in der Ebene
v noch zwei seiner Strahlen, die den ihnen durch den (MK) Komplex
zugeordneten Punkt in dieser Ebene haben, also auch Erzeugende dieser
Regelflache 15. Grades sind. Alle Erzeugenden dieser Regelfliache, die
nicht in der Ebene 7 liegen, gehéren also als Strahlen dem (MR)? Kon-
gruenzteil an. Da diese Regelfliche 15. Grades in der Ebene 7 fiinf
ihrer Erzeugenden hat, schneidet sie diese Ebene in diesen Erzeugen-
den und in einer Kurve 10. Ordnung. Die den Punkten dieser Kurve
zugeordneten Strahlen (die »richtigen« im (MK) und die »unrichtigen«
im (RK) Komplex), sind diejenigen Strahlen des (MR)? Kongruenz-
teiles, die die erwdhnte Regelfliche bilden. Da dies fiir jede Ebene 7
des Raumes gilt, sehen wir, dass die den Strahlen der (MR) Kongruenz
durch den (MK) Komplex zugeordneten Punkte eine Fliche FJL=F [k
10. Ordnung bilden.

‘Wir sahen vorhin, dass die einen unendlich fernen Punkt enthalten-
den Strahlen der (MR)!, resp. der (MR)? Kongruenz, als parallele Strah-
lenbiischel in oot Ebenen liegen, deren durch den (MK) Komplex zu-
geordnete Punkte auf den Bisekanten #, der kubischen Mittelpunkt-
kurve k% liegen, und dass die parallelen Strahlen jedes dieser Biischel
seine Bisekante rechtwinklig schneiden. Es folgt also, dass die Flache
F¥%. =FR, eine Regelfliche ist, die auch die kubische Mittelpunkt-
raumkurve k2® enthalt.

Alle diese die Erzeugenden ¢* dieser Regelfliche 10. Grades ent-
haltenden # Singuldrebenen des (MK) Komplexes bilden ein Ebenen-
gewinde hoherer Ordnung, mit der wir uns aber hier nicht befassen
wollen, da sonst der Umfang dieser Arbeit zu sehr anwachsen wiirde.

V. Die gemeinsame Kongruenz (NR) des (NK) Komplexes und des
(RK), Komplexes eines Polarraumbiischels. Da der (NK) Komplex vom
8. Grade ist, und der (RK) Komplex den Grad 3 hat, miisste offenbar
die gemeinsame Kongruenz (NVR) dieser zwei Komplexe im allgemeinen
den Grad 24 haben. Innerhalb dieser Kongruenz befinden sich aber
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einige schon erwihnte Teile, in die diese Kongruenz zerfillt, und die
ausser Betracht gelassen werden kénnen. Z. B. alle Strahlen der Haupt-
punkte eines Polarraumbiischels, resp. seines tetraedralen Basiskom-
plexes, sind Strahlen des diesem Polarraumbiischel zugeordneten Nor-
malenkomplexes (VK), und des ihm zugeordneten (RK) Komplexes, ge-
horen also als Strahlen auch zur gemeinsamen (NR) Kongruenz. Die
Ordnung der (NR) Kongruenz muss also auf 20 vermindert werden.

Jede Normale der Grundkurve ¢t des Inzidenzflichenbiischels ist,
wie bekannt, eine Normale einer Inzidenzfliche, der ihr Punkt auf
dieser Grundkurve als Fusspunkt zugeordnet ist. Der diesem Fusspunkt
zugeordnete Strahl im (7K) und im (MK) Komplex dieses Polarraum-
biischels ist die Berithrungsgerade der Grundkurve ¢! in diesem Fuss-
punkt. Da der einem Raumpunkt zugeordnete Strahl des (RK) Kom-
plexes den diesem Punkt zugeordneten Strahl im (MK) Komplex, und
den diesem Punkt zugeordneten Strahl im (NK) Komplex rechtwinklig
schneidet, ist dieser einem Punkt der Grundkurve ¢* im (RK) Komplex
zugeordnete Strahl auch eine Normale dieser Grundkurve. Also die
Kongruenz der Normalen der Grundkurve ¢t ist auch ein Teil der ge-
meinsamen Kongruenz (NR). Auch diesen Teil der (NR) Kongruenz
werden wir ausserhalb unserer Betrachtungen lassen. Da die Kongruenz
der Normalen einer Raumkurve 4. Ordnung I Art von der Ordnung
12 und von der Klasse 4 ist, vermindert sich weiterhin die Ordnung
der (NR) Kongruenz auf 8, wahrend die Klasse auf 20 falit.

In der Einleitung dieser Arbeit sahen wir, das jede unendlich ferne
Gerade ein zweideutiger Strah! eines jeden (RK) Komplexes, und ein
dreideutiger Strahl eines jeden (NK) Komplexes ist. Also jede unend-
" lich ferne Gerade gehért der gemeinsamen Kongruenz (NR) als sechs-
deutiger Strahl an. In jeder Ebene des Raumes befinden sich also ausser
diesem sechsdeutigen uneigentlichen Strahl und ausser den vier er-
wahnten Normalen der Grundkurve ¢4, nur noch 14 weitere Strahlen
der (NMR) Kongruenz, die keine Normalen der Raumkurve c* sind, oder
unendlich fern liegen. Es gilt also auch folgender Satz:

Die gemeinsame Kongruenz (NR) des Komplexes (NK) und des Kom-
plexes (RK) eines Polarraumbiischels ist 8. Ordnung und 14. Klasse.

Es kann dieser Satz auch folgenderweise ausgedrickt werden:
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Alle kiirzesten Tangentialwege zwischen den Flichen eines Flichen-
biischels 2. Grades, die eine Fliche dieses Biischels senkrecht durch-
setzen, bilden eine Kongruenz 8. Ordnung 14. Klasse.

Man nehme auch hier eine Ebene t beliebig im Raum an. Die den
Punkten dieser Ebene in dem (NK) Komplex zugeordneten Strahlen
bilden, wie bekannt, eine Kongruenz 9. Ordnung 3. Klasse. Die gemein-
samen Strahlen dieser Kongruenz und des (RK) Komplexes, der 3.
Grades ist, bilden also eine Regelfliche 3 (9 + 8) = 36. Grades, die
die Ebene 7 in einer Kurve 36. Ordnung schneidet. Auch hier sind die
Erzeugenden dieser Regelfliache, selbstverstandlich, Strahlen der (NVR)
Kongruenz, die 14. Klasse ist. Da die den 14 in der Ebene v liegenden
Strahlen der (NVR) Kongruenz durch den (NVK) Komplex zugeordneten
Punkte in dieser Ebene v liegen, also auch Erzeugende der erwiahnten
Regelflidche 36. Grades sind, zerfallt die Schnittkurve der Ebene 7 und
dieser Regelfliche 36. Ordnung in diese 14 Erzeugenden, und in eine
Kurve 22. Ordnung. In allen bisherigen Ausfithrungen sind die unend-
lich fernen Punkte der Ebene 7 und die diesen Punkten zugeordneten
Strahlen im (NK) und im (RK) Komplex weggelassen, und werden
deswegen auch hier nicht berticksichtigt. Die den Erzeugenden dieser
Regelfliache, als den Strahlen der (NR) Kongruenz durch den (NK)
Komplex zugeordneten Punkte, bilden also eine Kurve 22. Ordnung,
und daher gilt auch folgender Satz:

Die den Strahlen der (NR) Kongruenz eines Polarraumbiischels
durch den (NK) Komplex dieses Polarraumbiischels zugeordneten Punkte
(Fusspunkte) bilden eine Fliche 22. Ordnung.

Diese Fliche kann mit FY, bezeichnet werden. Die den Punkten
der Ebene 7 im (RK) Komplex zugeordneten Strahlen bilden, wie be-
kannt, eine Kongruenz 7. Ordnung und 5. Klasse. Die gemeinsamen
Strahlen dieser Kongruenz und des (NK) Komplexes bilden eine Re-
gelfliche 8 (7 + 5) = 96. Grades, deren FErzeugende auch Strahlen
der (NR) Kongruenz sind. Die 14 Strahlen der (VR) Kongruenz in der
Ebene v sind auch hier Erzeugende dieser Regelfliche, da die diesen
Strahlen der (NR) Kongruenz durch den (RK) Komplex zugeordneten
Punkte auch in der Ebene r liegen. Die Schnittkurve der Ebene z und
dieser Regelflache 96. Grades zerfallt also in 14 Gerade und eine Kurve
82. Ordnung. Jedem Punkt dieser Kurve ist durch den (RK) Komplex
ein Strahl der (NR) Kongruenz zugeordnet, und das sind alle Punkte
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dieser Ebene (im Raum ganz beliebig angenommen), fiir welche die
durch den (RK) Komplex zugeordneten Strahlen, Strahlen der (NR)
Kongruenz sind. Es gilt also auch folgender Satz:

Die den Strahlen der (NR) Kongruenz eines Polarraumbiischels
durch den (RK) Komplex dieses Polarraumbiischels zugeordneten Punkte
bilden eine Fliche 82. Ordnung. ‘

Analog wie die vorher ausgefithrten Flichen soll diese mit F%, be-
zeichnet werden. Da .ein Strahl des (N¥K) Komplexes in seinem Fuss-
punkt eine Inzidenzfliche senkrecht schneidet, kann dieser Strahl in
diesem Punkt keine andere dieser Inzidenzflachen beriihren. Also auch
liier konnen die Flichen F%., FX, keinen gemeinsamen reellen Punkt
haben, ausser den Punkten der Grundkurve ct.

Auf jedem Strahl des (RK) Komplexes befinden sich zwei diesem
Strahl zugeordnete Punkte. Das sind die zwei Endpunkte des Tangen-
tialkurzweges auf diesem Strahl, die, wie bekannt, involutorisch zu-
geordnet sind. Durch diese involutorische Zuordnung ist auch hier die
bekannte Raumtransformation 5. Ordnung bestimmt. Es folgt also, dass
auch die Punkte der FE , Fliche in Paaren eineindeutig involutorisch
zugeordnet sind, wobei die zugeordneten Punktpaare auf den Strahlen
der (NR) Kongruenz liegen. In jeder Ebene des Raumes liegen 14 der-
-artige Strahlen, also auf jeder ebenen Schnittkurve der Flache F%, be-
finden sich in dieser involutorischen Flichenpunktzuordnung der Fliche
F X, '14 zugeordnete Punktpaare.

Die den Punkten eines Ebenenschnittes der Fliche F, auf die er-
wihnte Weise involutorisch zugeordneten Punkte bilden, auf Grund
der bekannten Raumtransformation 5. Ordnung, eine Raumkurve 410.
Ordnung, die diese ebene Schnittkurve der Flache F £, in 2-14 = 28
Punkten schneidet u. s. w.

Alle diese Betrachtungen iliber die gemeinsamen Kongruenzen der vier
betrachteten Komplexe eines Polarraumbischels, konnten jetzt auch auf
diese Komplexe und ihre gemeinsamen Kongruenzen bei speziellen Po-
larraumbischeln, z. B. homothetischen, konzentrischen oder koaxialen,
ibertragen werden. Da aber dadurch der vorgesehene Umfang dieser
Arbeit zu sehr vergrossert wiirde, werden hier die Kongruenzen der-
artiger Komplexe nicht betrachtet.
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ViriMm NiICE

ZAJEDNICKE KONGRUENCIJE
CETIRIJU KOMPLEKSA PRAMENA
POLARNIH PROSTORA

Uvop: Pramenu polarnih prostora pridruZena su, kao $to je poznato,
tetiri kompleksa, koji su tim pramenom i odredeni. To su: 1. bazi¢ni
kvadratni tetraedralni kompleks, 2. kubiéni Majcenov kompleks, 3.
kompleks normala incidentnih ploha polarnih prostora u tom pramenu,
koji je osmog stupnja i 4. kompleks najkra¢ih dirnih putova medu plo-
hama pramena incidentnih ploha 2. stupnja. Pramen polarnih prostora
oznatimo s (II.), a njegove incidentne plohe ¢ine pramen I7..

Svakoj tacki prostora pridrufena je po jedna zraka svakog tog kom-
pleksa i svakoj zraci po jedna tafka osim Cetvrtog po redu, gdje su
svakoj zraci pridrufene po dvije tatke. Ove ¢emo komplekse oznaliti
s (TK), (MK), (NK) i (RK). U bazitnom tetraedralnom kompleksu tacke
pridrufene njegovim zrakama nalaze se izvan tih zraka, a u ostala tri
kompleksa one leZe na sebi pridruZenim zrakama.

Po dva od tih &etiriju kompleksa imaju zajedni¢ku kongruenciju,
dakle takvih $est, koje éemo oznatiti s (TM), (TN), (TR), (MN), (MR)
i (MR). Neprekinutom kvadratnom skupu zraka svake ove kongruencije
pridrufen je neprekinuti kvadratni skup tataka preko svakog kom-
pleksa takve kongruencije, dakle dvije plohe. U radnji »Neke nove
osobine pramena i sve¥nja polarnih prostora« istraZene su takve plohe
u kongruenciji (TM), tj. u zajednitkoj kongruenciji bazitnog tetraedral-
nog kompleksa i Majcenova kompleksa, gdje te dvije plohe padaju
skupa u jednu plohu 6. reda. Preostalih pet kongruencija i na opisani
natin njima pridrufene plohe bit ¢e istraZene u ovoj radnji.

Prije razmatranja o takvim plohama treba razmotriti neizmjerno da-
leke zrake ovakvih Cetiriju kompleksa. Tu je konstatirano da neizmjerno
daleke zrake (TK) kompleksa omataju krivulju 2. razreda, a njima pri-
dru¥ene tatke u tom kompleksu su sredifta incidentnih ploha ., dakle

217



leZe na poznatoj prostornoj krivulji 3. reda. Takoder je tu zakljuleno
da su pravci neizmjerno daleke ravnine dvoznalne singularne zrake
(MK) Majcenova kompleksa, troznaéne zrake kompleksa (NK) norrhala
incidentnih ploha i obiéne jednoznaéne zrake kompleksa (RK) najkra-
¢ih dirnih putova.

I. Zbog stepena dva kompleksa (7K) i stepena osam kompleksa nor-
mala (NK), zajednic¢ka bi kongruencija (7N) tih dvaju kompleksa mo-
rala imati stepen $esnaest. Buduéi da su, medutim, pravei vrhova za-
jednickog autopolarnog tetraedra svih polarnih prostora pramena (IT.)
zrake i bazinog tetraedralnog kompleksa (7K), kao i kompleksa (NK)
normala, to i ova Cetiri snopa pravaca pripadaju kongruenciji (TN).
Ovaj raspadnuti dio mi medutim ne uzimamo u razmatranje, tako da
je kongruenciji (TN) ostao red 12 i razred 16.

Zrake (NK) kompleksa pridruZene tackama neke ravnine t &ine kon-
gruenciju 9. reda i 8. razreda. Ova kongruencija i (TK) kompleks,
koji je kvadratni, imaju zajedni¢ke zrake, koje line praviasti plohu

2(9 + 8) = 24. stupnja, a kojoj su izvodnice zrake (TN) kongruencije.
U ravnini 7 nalazi se 16 zraka te kongruencije, kojima preko (N¥K) kom-
pleksa pridru¥ene tatke lefe takoder u toj ravnini (svaka na svojoj zraci),
dakle su i ovih 16 zraka izvodnice spomenute pravéaste plohe 24. stupnja.
Ravnina 7 sijele prema tome ovu plohu u tih 16 pravaca i jednoj kri-
vulji 8. reda. Ovakve tatke pridruene zrakama. (TN) kongruencije,
koje smo promatrali u po volji odabranoj ravnini 7, &ine prema tome
krivulju 8. reda. Odavle dalje izlazi da tatke pridruZene zrakama (TN)
kongruencije preko (NK) kompleksa &¢ine opéu plohu 8. reda.

Uzmemo li sada kongruenciju zraka (TK) komplcksa koje su pridru-
Zene tatkama ravnine 7, te na isti nadin promotrimo za]edmcku prav-
tastu plohu ove kongruencije i (NK) kompleksa, koja se u ovom slu-
¢aju raspada u neke plohe niZeg stupnja koje u na$im razmatranjima
ne dolaze u obzir, dolazimo de zakljutka da zrakama kongruencije
(TN) pridruZene tatke preko (7K) kompleksa ¢ine opéu plohu 12. reda.

II. Zajedni¢ka kongruencija kompleksa (TK) i (RK), koju smo ozna-
¢ili s (TR), morala bi zbog stupnja dva (TK) kompleksa i stupnja tri
(RK) kompleksa biti 6. stupnja. Buduéi da su, medutim, pravci vrhova
zajedni¢kog polarnog tetraedra pramena II, incidentnih ploha ¢, zrake
ovih dvaju kompleksa, dobiva kongruencija (TR) red dva i razred Sest.
Analogno kao u tatki I, zakljutuje se i ovdje da po volji odabrana
ravnina 7 sije¢e plohu tafaka pridruZenih zrakama (TR) kongruencije
preko kompleksa (RK) u krivulji 18. reda, dakle je ta ploha 18. reda.
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Istim postupkom zakljuleno je da zrakama (TR) kongruencije pri-
druZene tatke preko (7K) kompleksa ¢ine pravtastu plohu 2. stupnja.
U vezi s ovakvim razmatranjima dobiven je ovaj stavak:

Unutar kompleksa (RK) najkraéih dirnih putova medu plohama jed-
nog pramena ploha 2. stupnja postoji kongruencija 2. reda 6. razreda,
na Cijim zrakama poletna i zavrina talka takvog dirnog puta leze u
istoj dirnoj ravmini dviju odgovarajuéih ploha u tom pramenu. Poletne
i zaurine tacke ovakvih najkraéih dirnih putova line opiu [)lohu 18.
reda.

III. Zajedni¢ka kongruencija (MXN) MaJcenova kubitnog kompleksa
(MK) i kompleksa (NK) normala, koji je 8. stupnja, morala bi biti 24.
stupnja. Buduéi da su, medutim, ovdje neizmjerno daleki pravei dvo-
znatne zrake Majcenova (MK) kompleksa i troznatne zrake (NK) kom-
pleksa, dobiva kongruencija (MN) red 24. i razred 18. Zrake ove kon-
gruencije 24. reda i 18. razreda su one normale incidentnih ploha @
koje neke od tih ploha diraju neizmjerno daleko.

‘Na jednak nadin kao prije dobiva se i ovdje ¢injenica da zrakama
(MN) kongruencije pridruzene tatke preko (NK) kompleksa ¢ine opéu
plohu 18. reda. Tim istim zrakama pridruZene talke preko (MK) kom-
pleksa &ine opéu plohu 30. reda. '

IV. Kongruencija (MR) zajedni¢kih zraka Majcenova kubitnog kom-
pleksa i kubi¢nog kompleksa najkraéih dirnih putova medu incident-
nim plohama @, morala bi imati stupanj devet. Ova se kongruencija,
medutim, takoder raspada u neke. dijelove koji ne ulaze u nasa raz-
matranja, tako da njen ostatak dobiva red 9. i razred 5. Medutim, i
ova se kongruencija 9. reda i 5. razreda, koju ¢itavu razmatramo, ras-
pada u jednu kongruenciju 5. reda 3. razreda i jednu 4. reda i 2. raz-
reda. Zrakama prvog dijela kongruencije (MR) pridruZene tacke preko
(MK) kompleksa nalaze se na kubnoj prostornoj krivulji sredista inci-
dentnih ploha ¢., tako da takve zrake jedne talke te krivulje Cine pra-
men pravaca, a ravnine tih pramenova ¢ine jednu osobitu omotaljku.
Tacke pridruzene preko istog kompleksa zrakama drugog dijela kon-
gruencije (MR) &ine opéu plohu 10. reda. Ova je ploha identi¢na s plo-
hom talaka pridruZenih zrakama (MR) kongruencije preko (RK) kom-
pleksa. I ova je ploha pravcasta.

V. Zajednitka kongruencija (NR) kompleksa (NK) i kompleksa (RK)
morala bi zbog njihovih stupanja 8 i 3, biti 24. stupnja. Medutim,

* pravci vrhova zajedni¢kog polarneg tetraedra incidentnih ploha ¢, su

zrake i (NK) i (RK) kompleksa, dakle se red kongruencije (NR) veé
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smanjuje za Cetiri. Medutim, i sve normale temeljne prostorne krivulje
4. reda I vrste pramena II, incidentnih ploha @, su zrake i (NK) i (RK)
kompleksa. Kongruencija normala ovakve prostorne krivulje je 12. reda
i 4. razreda, pa se za toliko i dalje smanjuje red i razred kongruencije
(NK). Osim toga je u poletku spomenuto da su neizmjerno daleki pravci
dvoznaéni pravci kompleksa (RK) i troznaéni pravei kompleksa (NK).
Prema tome su ti pravci Sesteroznalni pravci naSe kongruencije (NR),
koje ¢emo takoder ostaviti izvan na$ih razmatranja. Kongruencija (VR)
ima, dakle, red 8 i razred 14. Ova se ¢injenica moZe izreéi i ovako:

Svi oni najkraéi dirni putovi izmedu ploha jednog pramena ploha
2. stupnja, koji jednu plohu tog pramena probadaju okomito, ¢ine kon-
gruenciju 8. reda i 14. razreda.

Analogno kao i dosad mogu se dobiti ove osobine ove kongruencije:

a) Tacke pridruZene zrakama kongruencije (NR) preko kompleksa
(NK) line opéu plohu 22. reda.

b) Tatke pridrufene zrakama kongruencije (NR) preko kompleksa
(RK) &ne opéu plohu 82. reda.

Osim talaka temeljne prostorne krivulje 4. reda I vrste pramena I,
incidentnih ploha ¢. ne mogu te dvije plohe imati nijednu drugu realnu
zajednic¢ku talku.

Institut za matematibu Sveulilista
u Zagrebu

Primljeno za publikaciju 28. prosinca 1966. u Odjelu za matematithe, fizicke i
tehnitke nauke Jugoslavenske akademije u Zagrebu.
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