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Einleitung

Werden zwei konzentrische Flichen 2. Grades, die nicht
koaxial sind, als Inzidenzflichen zweier polarer Riume angenom-
men, dann ist durch diese zwei Flichen ein Flichenbiischel 2.
Grades gegeben, durch das weiterhin ein Biischel konzentrischer
nichtkoaxialer polarer Riume bestimmt ist. Dem gemeinsamen
Mittelpunkt M als Pol ist die unendlich ferne Ebene als Polar-
ebene in allen diesen polaren Riumen zugeordnet. Der gemeinsame
Mittelpunkt M und die unendlich ferne Ebene gehiren also dem
gemeinsamen Polartetraeder dieses konzentrischen Polarraum-
biischels, als einer seiner Scheitel und die ihm gegeniiber liegende
Seitenebene, an. Man bezeichne dieses konzentrische Polarraum-
biischel mit (I71,), sein Inzidenzflichenbiischel mit II, und die
Flichen dieses Inzidenzflichenbiischels seien mit &, bezeichnet.
Das Fldchenbiischel 11, wird durch die unendlich ferne Ebene in
einem Kurvenbiischel 2. Grades geschnitten, das ein gemeinsames
Polardreieck hat. Dieses unendlich ferne Dreieck bildet mit dem
gemeinsamen Mittelpunkt M das gemeinsame Polartetraeder des
konzentrischen Polarraumbiischels (II,), das also aus der unendlich
fernen Ebene und den drei endlichen den Mittelpunkt M ent-
haltenden Ebenen als Seitenebenen zusammengesetzt ist. Man
bezeichne diese Ebenen mit o, 8, y. Zwischen den Flichen &, des
Fldchenbtischels II, befinden sich also drei Zylinder und ein Kegel
mit dem Scheitel M. Die Grundkurve k* des Inzidenzflichen-
biischels II, ist offenbar schief symmetrisch beziiglich der Ebenen
a, p, » in den Richtungen der Schnittgeraden m; =g Xy m,=
=aXy und m; =aXg.

Innerhalb der Ausfithrungen in dieser Arbeit werden der
quadratische tetraedrale Strahlkomplex des konzentrischen Polar-
raumbiischels, sein Majcenscher kubischer Komplex, sein Normalen-
komplex der Inzidenzflichen, und der Komplex der kiirzesten
Tangentialwege zwischen den Inzidenzflichen dieses konzentri-
schen Polarraumbiischels betrachtet. Die Grundkurve k* des
Inzidenzflichenbiischels 71, eines derartigen Polarraumbiischels
ist offensichtlich auch zentrisch symmetrisch beziiglich des Mittel-
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punktes M. In weiterem Fortgang dieser Arbeit werden auch die
Achsenkomplexe der polaren Raume eines derartigen konzentri-
schen Polarraumbiischels betrachtet, und am Ende wird auch ein
durch drei konzentrische Inzidenzflichen, die sich nicht in einem
Biischel befinden, bestimmtes Polarraumbiindel kurz betrachtet.

1. Einige Eigenschaften eines konzentrischen Flédchenbiischels
2. Grades

Die Achsen der Flichen eines Flichenbiischels 2. Grades bilden,
wie bekannt, eine Regelfliche 9. Grades, zu der die kubische Raum-
kurve der Mittelpunkte dieser Flichen als dreifache Kurve gehort
[7]. Die Schnittkurve dieser Regelfliche mit der unendlich fernen
Ebene zerfillt in drei Paare unendlich ferner »Achsen« der drei
dem erwihnten Flichenbiischel angehtrenden Paraboloide, und in
eine Kurve 3. Ordnung. In unserem Fall eines konzentrischen
Flichenbiischels I, zerfillt, wie wir sahen, die Raumkurve der
Mittelpunkte der Flichen &, in die drei Geraden mi, ms, ms,
welche die Achsen der drei den Flichenbiischel II, enthaltenden
Zylinder sind, Da jeden Punkt je einer dieser drei Achsen noch
weitere zwei Achsen des betreffenden Zylinders in seinen zwei
Symmetriecbenen enthalten, konnen diese Geraden als dreifache
Gerade der zerfallenen Regelfliche 9. Grades betrachtet werden.
Also die dreifache Mittelpunktkurve 3. Ordnung der erwéhnten
Regelfliche 9. Grades zerfiel in unserem konzentrischen Fall in
die drei dreifachen Geraden m,, m,, m, des Mittelpunktes M. Die
unendlich ferne Kurve 3. Ordnung der erwihnten Regelflache 9.
Grades bleibt in unserem konzenirischen Fall unveridndert. Diese
Kurve ist durch die unendlich fernen Punkte der Achsen der
Flichen &, des Biischels IT, gebildet, die die Scheitel der gemein-
samen unendlichfernen Polardreiecke des absoluten Kegelschnittes
und der unendlich fernen Kurven der Flichen &, des konzentri-
schen Inzidenzflichenbiischels II, sind. Die Achsen der konzentri-
schen Inzidenzflichen &, des Biischels II, bilden also einen Kegel
3. Grades, der selbstverstindlich die Geraden m,, m,, m, enthilt,
aber keine Doppelerzeugende haben kann. Wenn in einem der-
artigen Fall dieser Kegel eine Doppelerzeugende hitte, miissten
sich in einer Ebene des Mittelpunktes M vier Erzeugende des
erwihnten Kegels 3. Grades befinden, oder es miissten zwei
Flichen &, des Biischels 71, koaxial sein, was aber unmdoglich ist.
Die Achsenregelfliche eines Fldchenbiischels 2. Grades, die wie
bekannt vom 9. Grade ist, zerfillt in unserem Fall in drei Ebenen-
paare und in einen Kegel 3. Grades. Die unendlich fernen Punkte
des Achsentripels je einer Fliche @&, des konzentrischen Biischels
II, bilden auf der durch diese Punkte gebildeten unendlich fernen
Kurve 3. Ordnung Punkttripel, deren Punkte untereinander involu-
torisch zugeordnet sind. ’
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2. Der dem konzentrischen Polarraumbiischel zugeordnete
quadratische tefraedrale Strahlkomplex

Die einem Raumpunkt als Pol in einem Polarraumbiischel
zugeordneten Polarebenen bilden, wie bekannt, ein Ebenenbiischel,
und die Achsen der derartig allen Raumpunkten zugeordneten
Ebenenbiischel bilden den bekannten, diesem Polarraumbiischel
zugeordneten und durch ihn bestimmten quadratischen tetraedralen
Strahlkomplex. Das Haupttetraeder dieses tetraedralen Strahl-
komplexes ist, wie bekannt, das gemeinsame Polartetraeder der
polaren Riume des Polarraumbiischels, mit welchem eine ganze
Reihe der Eigenschaften dieses tetraedralen Strahlkomplexes ver-
bunden sind.

In unserem Fall des konzentrischen Polarraumbiischels besteht
das Haupttetraeder aus den drei endlichen den Mittelpunkt M
enthaltenden Ebenen a, §, ¥, und aus der unendlich fernen Ebene.
Man bezeichne den diesem konzentrischen Polarraumbiischel zu-
geordneten tetraedralen Komplex mit (STK). Die Schnittgeraden
m,; = (fy), m, = (ay), my = (ap) der Ebenen a, 8, y bilden also einen
gemeinsamen konjugierten Durchmessertripel aller Flichen &, des
Biischels I7,. Alle den Mittelpunkt M enthaltenden Geraden, und
alle mit den Geraden m,, m,, m, im Raum parallelen Geraden sind
also Strahlen des diesem konzentrischen Polarraumbiischel zu-
geordneten tetraedralen Komplexes mit (STK) ([10], S. 2—3). Die
Schnittgeraden m,, m,, m, sind die Achsen der drei im Inzidenz-
flachenbiischel II, sich befindenden Zylinder 2. Grades, was aus
der Symmetrieeigenschaft der Grundkurve k* hervorgeht.

Wie bekannt schneiden im Fall eines allgemeinen Polarraum-
biischels die Strahlen seines tetraedralen Komplexes die Seiten-
ebenen seines Haupttetraeders in Punktquadrupeln, deren gleich-
namige Doppelverhilinisse den gleichen Wert haben. Dieser Wert
ist als eine charakteristische Konstante dieses Komplexes bekannt.
Da aber in unserem Fall des konzentrischen Polarraumbiischels
eine Seitenebene des Haupttetraeders, und dadurch auch ein Punkt
des erwidhnten Schnittpunktquadrupels, sich immer unendlich fern
befindet, wird der Wert der charakteristischen Konstante nicht
mehr einem Doppelverhdlinis, sondern dem Werte eines Verhilt-
nisses gleich sein, wie es z. B. bei dem Achsenkomplex eines polaren
Raumes der Fall ist. In solch einem Fall befinden sich die Ebenen
a, B, y untereinander nicht in senkrechter Lage, wie es der Fall bei
einem Achsenkomplex ist, und wie es der Fall bei einem koaxialen
Polarraumbiischel war [8]. Auf Grund einer bekannten Eigenschaft
des tetraedralen, einem Polarraumbiischel zugeordneten Komplexes
folgt, dass der Wert der charakteristischen Konstante dem Werte
‘eines Doppelverhiltnisses der vier einen Komplexstrahl enthalten-
den Ebenen gleich ist, die die Scheitel des Haupttetraeders dieses
tetraedralen Komplexes enthalten. Da die Beriihrungsgeraden der
Grundkurve des Inzidenzflichenbiischels auch Strahlen dieses
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tetraedralen Komplexes sind, gilt selbstverstindlich das Erwihnte
auch fiir diese Strahlen. Eine charakteristische Konstante unseres
singulédren tetraedralen Komplexes (STK) des konzentrischen Polar-
raumbiischels (I1,), also ein Wert des erwidhnten Verh#ltnisses, ist
einem Doppelverhiltnis derjenigen vier eine Bertihrungsgerade t
der Grundkurve k* enthaltenden Ebenen gleich, von denen drei mit
den Schnittgeraden m,, m,, m, parallel liegen und die vierte den
Mittelpunkt M enthdlt. Man bezeichne diese Ebenen mit (t m,),
(tm,), (t m;) und (t M). Diese Beriihrungsgerade t darf keine der
drei Geraden m,, m,, m, schneiden, da in einem derartigen Fall
zwel der vier erwidhnten Ebenen zusammenfallen miissten. Wenn
z. B. die Beriihrungsgerade t die Gerade m, schneiden sollte, dann
wire (tm;) = (tM) und (tm,) = (t m,), weil die Geraden m,, m,,
m, bezliglich aller Inzidenzflichen &, konjugiert zugeordnet sind.
Jede der drei Geraden m,, m,, m, schneidet nimlich die Grund-
kurve k* in zwei Punkten, die Scheitelpunkte dieser Raumkurve
sind.

Da alle Flachen &, des Inzidenzflichenbiischels II, den gemein-
samen Mittelpunkt M haben, zerfillt die bekannte kubische Raum-
kurve der Mittelpunkte, wie schon erwihnt, in unserem Fall in die
drei den Punkt M enthaltenden Geraden m,, m,, m,, da jeder Punkt
dieser Geraden als Mittelpunkt desjenigen Zylinders der Grund-
kurve k* betrachtet werden kann, dem diese Gerade die Achse ist.
Die Bisekantenkongruenz der erwihnten kubischen Raumkurve
zerfillt also in unserem Fall in das Geradenbiindel des Mittel-
punktes M und in die drei Geradenfelder der Ebenen a, 8, 7.

Auf Grund der bekannten Eigenschaften eines tetraedralen
quadratischen Strahlkomplexes und eines Flidchenbiischels 2. Gra-
des folgen ferner fiir unseren singuliren tetraedralen Komplex des
konzentrischen Polarraumbiischels diese Sitze:

a) Die den Punkten jeder unendlich fernen Geraden zuge-
ordneten Strahlen des (STK) Komplexes bilden einen Strahlen-
kegel 2. Grades mit dem Scheitel M, der die Geraden m,, m,, m,,
enthdlt.

b) Die den Punkten einer in der Ebene a(=m, X m,) liegen-
den Geraden zugeordneten Strahlen in dem (STK) Komplex bilden
einen die Gerade m, enthaltenden hyperbolischen Zylinder, dessen
Asymptotenebenen mit den Geraden m,, m, parallel sind.

¢) Die jeder endlichen Ebene in unserem speziellen Polar-
raumbiischel (Il,) zugeordneten Pole bilden eine Raumkurve 3.
Ordnung, und alle derartigen o3 Raumkurven des Raumes ent-
halten den Mittelpunkt M.

Auf Grund der Sitze a) und c) folgt auch folgender Satz:

d) Die den oco! Ebenen eines parallelen Ebenenbiischels zuge-
ordneten oco! Raumkurven 3, Ordnung liegen auf einem Kegel 2.
Grades mit dem Scheitel M.
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e) Die denjenigen Parallelebenenbiischeln auf die beschriebene
Weise zugeordneten Kegel 2. Grades mit dem Scheitel M, die mit
einer Geraden p im Raum parallel sind, bilden ein Kegelbiischel 2.
Grades mit dem gemeinsamen Scheitel M, dem die Geraden m,,
m,, m,, und der dem unendlich fernen Punkt der Geraden p im
(STK) Komplex zugeordnete Strahl als Grunderzeugende gehoren.

Die Grundkurve k! unseres konzentrischen Inzidenzflichen-
biischels II, ist im allgemeinen zentrisch symmetrisch, aber ohne
senkrecht liegenden Symmetralebenen. Jede derartige Raumkurve
4. Ordnung I Art kann als Grundkurve eines konzentrischen
Fldchenbiischels 2. Grades betrachtet werden, also gilt fiir jede
derartige Raumkurve folgender Satz: '

Fiir jede zentral symmetrische Raumkurve 4. Ordnung I Art,
die keine senkrecht liegenden Symmetrieebenen besitzt, bestehen
drei ihren Mittelpunkt enthaltende Ebenen a, B, y, die beziiglich
aller diese Raumkurve enthaltenden Flichen 2. Grades konjugiert
sind, und die durch jede Beriihrungsgerade dieser Raumkurve in
derartigen Punkttripeln geschnitten werden bei denen gleichnamige
Verhiltnisse den gleichen Wert haben.

Diese drei Ebenen bilden mit der unendlich fernen Ebene das
Haupttetraeder eines speziellen tetraedralen Komplexes, das auf
bekannte Weise dem durch eine derartige zentral symmetrische
Grundraumkurve bestimmten Flichenbiischel 2. Grades, resp. sei-
nem Polarraumbiischel, zugeordnet ist.

Es ist offensichtlich, dass dieser spezieller Komplex durch eine
affine Raumtransformation in einen Achsenkomplex transformiert
werden kann, und dabei das erwihnte Flichenbiischel in ein
koaxiales iibergeht.

3. Der dem konzentrischen Polarraumbiischel (II») zugeordnete
Majcensche kubische Komplex

Es sei ein derartiger Komplex mit (SMK) bezeichnet. Die
Strahlen des einem Polarraumbiischel zugeordneten Majcenschen
kubischen Komplexes beriithren, wie bekannt, unendlich fern die
Inzidenzfléchen dieses Polarraumbiischels, und der zweite endliche
Berilihrungspunkt eines jeden dieser Strahlen mit einer anderen
Fléche des Inzidenzflichenbiischels ist der diesem Strahl zugeord-
nete Zentralpunkt. Jedem Raumpunkt ist auf diese Weise ein
Strahl des Majcenschen Komplexes zugeordnet, und jedem Strahl
dieses Komplexes ein derartiger Zentralpunkt. Der dem Zentral-
punkt eines Strahles des Majcenschen Komplexes zugeordnete
Strahl in dem tetraedralen Komplex des erwihnten Polarraum-
biischels liegt, wie bekannt, mit diesem Strahl des Majcenschen
Komplexes im Raum parallel. Die Ebene dieser zwei Strahlen ist
die Beriihrungsebene einer Inzidenzfliche mit diesem Zentralpunkt
als Beriihrungspunkt.
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In unserem konzentrischen Polarraumbiischel (II;) sind alle
Inzidenzflichen &, dieses Biischels konzentrisch beziiglich des
gemeinsamen Mittelpunktes M. Die asymptotischen Kegel aller
dieser Inzidenzflichen haben also den gemeinsamen Scheitel M,
und bilden ein Kegelbiischel 2. Grades, dessen Grunderzeugende
die vier unendlich ferne Punkte der zentrisch symmetrischen
Grundkurve k* des Inzidenzflichenbiischels II, enthalten. Diese
vier Punkte sind die Grundpunkte des Schnittkegelschnittbiischels
der unendlich fernen Ebene und des konzentrischen Inzidenz-
flichenbiischels II,. Jede Gerade der unendlich fernen Ebene
berithrt alsc zwei Kegelschnitte dieses unendlich fernen Kegel-
schnittbiischels, und dadurch beriihrt also auch jede Ebene des
Mittelpunktes M zwei Flichen &, des Inzidenzflichenbiischels IT.
unendlich fern. In jeder Ebene des Mittelpunktes M befinden sich
daher zwei Biischel paralleler Strahlen, die zwei Flichen &, des
Inzidenzflichenbiischels II, unendlich fern beriihren, also Strahlen
des diesem konzenirischen Polarraumbiischel (II») zugeordneten
Majcenschen Komplexes sind.

Jeder Punkt P, der unendlich fernen Ebene enthalt einen
Kegelschnitt des vorher erwihnten unendlich fernen Kegelschnitt-
biischels. Die - Beriihrungsgerade dieses Kegelschnittes in diesem
Punkt P, und der Mittelpunkt M bilden die Berithrungsebene der
diesen unendlich fernen Kegelschnitt enthaltenden Fliche & des
Biischels IT, in diesem unendlich fernen Beriihrungspunkt P,. Die
Verbindungsgerade M P, beriihrt also im unendlich fernen Punkt
P, die erwihnte Inzidenzfliche &, ist also ein Strahl des diesem
Polarraumbiischel (I7,) zugeordneten Majcenschen Komplexes. Da
der Punkt P, jeder Punkt der unendlich fernen Ebene sein kann,
folgt, dass jede Gerade des Mittelpunktes M auch ein Strahl des
diesem Polarraumbiischel zugeordneten Majcenschen Komplexes
ist. Alle diese Strahlen des Mlttelpunktes M haben in diesem Mit-
telpunkt ihren gemeinsamen Zentralpunkt, da sie den e1nz1gen
Kegel 2. Grades innerhalb des Inzidenzflachenbiischels II, in zwel
unendlich nahen Punkten schneiden, also »beriihren,

In der Abt. 2. haben wir gesehen, dass alle Geraden des Mit-
telpunktes M auch Strahlen des dem konzentrischen Polarraum-
biischel (I1,) zugeordneten (STK) Komplexes sind, und jeder dieser
Strahlen als Strahl des (STK) Komplexes ist einem Punkt der
unendlich fernen Ebene zugeordnet. Da jede Gerade der unendlich
fernen Ebene zwei Flichen des Inzidenzflichenbiischels I, beriihrt,
geh6ren auch diese Geraden als Strahlen dem MaJcenschen Kom-
plex des konzentrischen Polarraumbiischels (I7,) an.

Wie ‘bekannt, ist der Majcensche Komplex eines Polarraum-
biischels 3. Grades, also die in einer gewdhnlichen Ebene liegenden
Strahlen dieses Komplexes hiillen eine Kurve 3. Klasse ein. Auf
Grund unserer Betrachtungen folgt offensichtlich, dass in den
Ebenen des Mittelpunktes M diese Kurve 3. Klasse in drei Strahl-
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biischel zerfillt, von denen einer den Scheitel M hat, und die zwei
anderen durch parallele Geraden gebildet sind.

Die einen Raumpunkt P enthaltenden Strahlen des einem
gewdhnlichen Polarraumbiischel zugeordneten Majcenschen Kom-
plexes bilden einen Kegel 3. Grades, und die Zentralpunkte der
Erzeugenden dieses Kegels bilden, wie bekannt, eine Raumkurve 4.
Ordnung I. Art, die auch den Punkt P enthdlt ([3], S. 108). Da in
unserem konzentrischen Fall des Polarraumbiischels (II,) der Mit-
telpunkt M der Zentralpunkt aller seiner Geraden ist, die als
Strahlen des zugeordneten Majcenschen Komplexes betrachtet
werden koénnen, folgt offensichtlich, dass die derartig allen Raum-
punkten in unserem konzentrischen Polarraumbiischel I, zugeord-
neten Raumkurven 4. Ordnung den Mittelpunkt M enthalten.

Es ist bekannt, das die den Punkten P, einer unendlich fernen
Geraden p, zugeordneten Strahlen ¢, des (STK) Komplexes unseres
konzentrischen Polarraumbiischels (II;) einen Kegel 2. Grades
bilden, der den Mittelpunkt M als Scheitel enthilt. Jeder Punkt P,
bildet mit der ihm zugeordneten Geraden a. die Beriihrungsebene
der den Punkt P, enthaltenden Inzidenzfliche &,, die durch diese
Ebene im Punkt P, beriihrt wird. Jede Gerade des Punktes P,, die
die Gerade a, schneidet, beriihrt also diese Inzidenzfliche &, im
Punkt P,. In ihrem Schnittpunkt mit der Geraden a, beriihrt sie
eine andere Fliche &, des Inzidenzflichenbiischels I7.. Alle der-
artigen Geraden des Punktes P, sind Strahlen des dem Polarraum-
biischel (I1,) zugeordneten (SMK) Komplexes, deren Zentralpunkt
sich auf der diesem Punkt P,, auf die beschriebene Weise zugeord-
neten Geraden a, befindet. Betrachtet man derartig alle Punkte P»
einer unendlich fernen Geraden p,, dann bekommt man den fol-
genden Satz: ‘ ‘

Die Zentralpunkte aller eine unendlich ferne Gerade schneiden-
den Strahlen des (SMK) Komplexes eines konzentrischen nicht
koaxialen Polarraumbiischels liegen auf einem Kegel 2. Grades,
dessen Scheitel der Mittelpunkt dieses Polarraumbiischels ist.

Die Zentralpunkte der in einer Ebene liegenden Strahlen des
(SMK) Komplexes bilden einen Kegelschnitt, der in den Ebenen des
Mittelpunktes M in zwei Gerade zerfdllt, und die in den Ebenen
eines Parallelebenenbiischels liegenden Zentralpunktkegelschnitte
bilden einen Kegel 2. Grades des Mittelpunktes M.

Die Zentralpunkte der eine endliche Gerade p schneidenden
Strahlen des (SMK) Komplexes bilden eine Fliche, die jede Ebene
der Geraden p in einem Kegelschnitt schneidet, der in der Ebene
des Mittelpunktes M in zwei Geraden zerfillt. Da aber jeder der
Punkte der Geraden p der Zentralpunkt je eines Strahles des (SMK)
Komplexes ist, muss diese Fliache von 3. Ordnung sein, wie es auch
bei einem gewihnlichen Polarraumbiischel der Fall ist.

In unserem konzentrischen Fall des Polarraumbiischels (I1»)
enthilt diese Fliche zwei den Mittelpunkt M enthaltende Geraden
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in der Ebene (pM), und eine ausserhalb dieser Ebene diesen Mit-
telpunkt enthaltende Gerade, die der dem unendlich fernen Punkt
der Geraden p zugeordnete Strahl im (STK) Komplex des Biischels
(IT,) ist. Der Mittelpunkt M ist also ein Doppelpunkt aller oot der-
artigen Flichen 3. Ordnung.

4. Der Normalenkomplex der Inzidenzflichen &, eines
konzentrischen Polarraumbiischels (I7,)

Da alle Inzidenzflichen &, des Polarraumbiischels (II,) konzen-
trisch sind, wird der Normalenkomplex des Flichenbiischels IT,
ebenso zentralsymmetrisch, wie es der Majcensche (SMK), und der
tetraedrale (STK) Komplex eines derartigen Polarraumbiischels
sind. Man bezeichne diesen Normalenkomplex mit (SNK). Die Fuss-
punkte der mit einer Ebene a parallelen Strahlen eines allgemeinen
Normalenkomplexes bilden, wie bekannt ([4], S. 256), eine Fliche
3. Ordnung, die die vier Scheitel des Polartetraeders des Inzidenz-
flachenbiischels I7, enthélt, und jeder dieser vier Scheitel enthilt
je zwei Gerade dieser Fliche. In unserem konzentrischen Fall ent-
hélt also die einer Ebene des Raumes derartig zugeordnete Fliche
unseres konzentrischen Inzidenzflichenbiischels Il,, ausser dem
Mittelpunkt M, auch die unendlich fernen Punkte der Geraden
m,, My, My, und ist zentralsymmetrisch beziiglich des Mittelpunktes
M. Die mit der Ebene a parallele und den Mittelpunkt M ent-
haltende Ebene schneidet diese Fliche 3. Ordnung in einer beziiglich
des Mittelpunktes M zentral symmetrischen Kurve 3. Ordnung.

Wie bekannt, bilden die Beriihrungspunkte der Flichen eines
Fldchenbiischels 2. Grades mit den Ebenen eines Parallelebenen-
bilischels eine Raumkurve 5. Ordnung, die die Scheitel des Polar-
tetraeders dieses Flidchenbiischels enthilt ([1], S. 66). Diese Kurve
enthédlt auch zwei Punkte auf der gemeinsamen unendlich fernen
Geraden des Parallelebenenbiischels. Offenbar ist diese Raumkurve 5.
Ordnung der geometrische Ort der Fusspunkte der auf diese Ebenen
senkrecht liegenden Strahlen des Normalenkomplexes dieses Flichen-
bilischels 2. Grades. In unserem Fall des konzentrischen nicht-
koaxialen Inzidenzflichenbiischels ist eine derartige Raumkurve
zentralsymmetrisch mit fiinf unendlich fernen Punkten, von
welchen nur zwei konjugiert imagindr sein koénnen, da die drei
anderen die reellen unendlichfernen Punkte der Geraden m,, m,, m,
sind. Die vorher erwihnte Fliche 3. Ordnung der Fusspunkte aller
mit der Ebene a parallelen Strahlen des (SNK) Komplexes ist also
der geometrische Ort der Beriithrungspunkte der Inzidenzflichen
©, des Biischels I, mit den mit einer Geraden p L o parallelen
Ebenen. Auf dieser Fliche befinden sich co! der erwihnten Raum-
kurven 5. Ordnung, die den Biischeln der mit der Geraden p
parallelen Ebenen zugeordnet sind. Die unendlich fernen Achsen
aller dieser Parallelebenenbiischel enthalten den unendlich fernen
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Punkt P, der Geraden p, bilden also ein unendlich fernes Strahlen-
biischel (P,). Es ist klar dass der Punkt P, der Pol der unendlich
fernen Geraden a, der Ebene a bezlglich des absoluten Kegel-
schnittes ist. Auf jedem Strahl des Biischels (P5) befinden sich zwei
Punkte der diesem Strahl zugeordneten erwihnten Raumkurve 5.
Ordnung und in dem Punkt P,, beriihrt auch ein Strahl des Biischels
(P») eine Inzidenzfliche. Alle derartigen Punkte auf den Strahlen
dieses Biischels bilden also die unendlich ferne Kurve 3. Ordnung
der auf die beschriebene Weise der Geraden p zugeordneten Fliche
3. Ordnung.

Da durch jeden Punkt der Grundkurve k? des konzentrischen
Inzidenzflichenbilischels II, eine mit einer Geraden im Raum pa-
rallele Berlihrungsebene dieser Grundkurve gelegt werden kann,
folgt dass diese Grundkurve auf jeder der vorher erwihnten
Flichen 3. Ordnung liegt. Jede ihrer beschriebenen Raumkurven 5.
Ordnung schneiden, wie bekannt, diese Grundkurve k* in acht
assoziierten Punkten, die auch im Raum zentralsymmetrisch be-
ziiglich des Mittelpunktes M liegen, also die Kantenecken eines
Parallelepipedes bilden. Alle diese Betrachtungen konnen also in
folgendem Satz zusammengefasst werden:

Die Fusspunkte der mit einer Geraden parallelen Strahlen des
(SNK) Komplexes eines konzentrischen nicht koaxialen Polarraum-
biischels bilden eine zentrisch symmetrische Raumkurve 5. Ord-
nung, wdhrend die Fusspunkte der mit einer Ebene parallelen
Strahlen dieses Komplexes eine zentrisch symmetrische Fliche 3.
Ordnung bilden, euf der sich die Grundkurve k* des Inzidenz-
flichenbiischels dieses konzentrischen micht koaxialen Polarraum-
biischels befindet.

Die Erzeugenden des schon erwidhnten Kegels 3. Ordnung der
Achsen der Inzidenzflichen IT, unseres konzentrischen Polarraum-
biischels (II,) sind offenbar auch Sirahlen des (SNK) Komplexes,
und auf jeder Erzeugenden dieses Kegels liegen Fusspunkte die
Scheitelpunkte einer der Flichen des Inzidenzflidchenbiischels II,.

5. Der Komplex der kiirzesten Tangentialwege zwischen den
Inzidenzflichen des konzentrischen nicht koaxialen
Polarraumbiischels

Man bezeichne diesen Komplex mit (SRK). Wegen der konzen-
trischen Lage aller Inzidenzflichen &, ist offenbar auch dieser, die-
sem konzentrischen nicht koaxialen Polarraumbiischel zugeordnete
Komplex zentral symmetrisch. Es ist bekannt dass in allgemeinem
Fall ein derartiger Komplex vom 3. Grade ist. Jedem Raumpunkt
ist ein Strahl dieses Komplexes zugeordnet, aber jedem seiner
Strahlen zwei Punkte. Das ist der Ausgangspunkt und der Endpunkt
des durch diesen Strahl bestimmten Tangentialkurzweges. Durch
dieses involutorisch zugeordnete Punktepaar auf jedem Strahl eines
derartigen Komplexes ist eine Raumtransformation 5. Ordnung
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bestimmt, Die den Punkten einer Geraden p in dieser Raumtrans-
formation zugeordneten Punkte bilden eine Raumkurve 5. Ordnung,
die auf einer Regelfliche 6. Grades liegt, welche durch die diesen
Punkten der Geraden p zugeordneten Strahlen gebildet wird ([6],
S. 158). Die den Punkten einer Ebene zugeordneten Punkte bilden,
offenbar, eine Fliche 5. Ordnung.

In unserem Fall eines konzentrischen nicht koaxialen Polar-
raumbiischels gilt offenbar dasselbe, aber wegen der Zentral-
symmetrie dieses Polarraumbiischels bestehen auch einige zentral-
symmetrische Fille der eben aufgezihlten Eigenschaften, die wir
jetzt niher betrachten werden. '

Auf Grund der zentralsymmetrischen Gestaltung des (SRK)
Komplexes und aus der Tatsache, dass jede Gerade beziiglich eines
jeden ihrer Punkte als Zentralpunkt genommen als zentral-
symmetrisch betrachtet werden kann, folgt, dass die den Punkten
einer den Mittelpunkt M enthaltenden Geraden zugeordnete Raum-
kurve 5. Ordnung auch zentralsymmetrisch beziiglich des Mittel-
punktes M ist. Da die Ordnung dieser Raumkurve fiinf ist, hat sie
immer wenigstens einen unendlich fernen reellen Punkt. Die an-
deren vier kénnen in Paaren auch konjugiert imaginir sein. Wegen
der erwihnten Zentralsymmetrie kann jede Ebene des Mittel-
punktes M diese Raumkurve 5. Ordnung nur in vier Punkten
schneiden, da diese in zentralsymmetrischen Paaren auf dieser
Kurve liegen. Es folgt also, dass diese Raumkurve auch den Mit-
telpunkt M enthalten muss. Aus dieser Zentralsymmetrie folgt aber
weiterhin auch, dass diese Raumkurve im Mittelpunkt M keinen
Doppelpunkt haben kann.

Bevor wir aber tiiber die weiteren Eigenschaften der eben
erwidhnten Fliche schliessen kénnen, muss auf das Folgende Riick-
sicht genommen werden. Den einem Raumpunkt T zugeordneten
Strahl ¢, des (SRK) Komplexes bekommt man auf folgende Weise:
Der dem Punkt T im (STK) Komplex unseres Polarraumbiischels
zugeordnete Strahl sei mit t; bezeichnet. Die dem unendlich fernen
Punkt dieses Strahles als Pol zugeordnete Polare beziiglich des
absoluten Kegelschnittes sei durch die Ebene (T't) im Punkt
H geschnitten. Die Verbindungsgeraden dieses unendlich fernen
Schnittpunktes H mit dem Punkt T ist der diesem Punkt im (SRK)
Komplex zugeordnete Strahl ¢, und sein Schniltpunkt mit dem
Strahl t; ist der zweite dem Punkt T auf diesem Strahl zugeordnete
Punkt. ‘ )

Es sei der Punkt T unendlich fern und mit T. bezeichnet.
Der ihm im (STK) Komplex zugeordnete Strahl t; enthilt den Mit-
telpunkt M des konzentrischen Biischels II,. Da die Verbindungs-
gerade des unendlich fernen Punktes des Strahles t und des
Punktes T die Polare des unendlich fernen Punktes des Strahles
tr bezliglich des absoluten Kegelschnittes schneidet, also die Ver-
bindungsgerade des Punktes T und des Schnittpunktes dieser
Polare und der Ebene (T t:) ist, ist diese Verbindungsgerade ein
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Strahl des (SRK) Komplexes. Also der jedem unendlich fernen
Punkt in der vorher erwihnten, durch einen konzentrischen nicht
koaxialen Polarraumbiischel bestimmten Raumtransformation 3.
Ordnung zugeordnete Punkt befindet sich auch unendlich fern.

In Abt. 3. sahen wir, dass die den Punkten einer unendlich
fernen Geraden p.. zugeordnete Strahlen im (STK) Komplex einen
Kegel zweiten Grades bilden, dessen Scheitel der Mittelpunkt M
ist. Den unendlich fernen Kegelschnitt k> dieses Kegels schneidet
die Gerade pe~ in zwei Punkten, die auch zwei Punkten dieser
Geraden zugeordnet sind. Da die Verbindungsgeraden der Punkte
der Geraden p. mit den ihnen zugeordneten Punkten auf dem
Kegelschnitt k> Strahlen des (SRK) Komplexes sind, folgt, dass die
Gerade p» auch ein unendlich ferner Strahl des (SRK) Komplexes
sein muss. Da ferner die Gerade p. ganz beliebig angenommen
war, folgt, dass alle Geraden der unendlich fernen Ebene Strahlen
des unserem zentrisch symmetrischen nicht koaxialen Polarraum-
bitschel (I1,) zugeordneten (SRK) Komplexes sind. Da weiterhin
eine unendlich ferne Gerade auch nur zwei Flichen eines Flichen-
biischels 2. Grades beriihren kann, folgt, dass die zwei Paare zu-
geordneter Punkte auf der Geraden p. zusammenfallen miissen,
und sich mit den zwei erwihnten Schnittpunkten der Geraden pe
und des unendlich fernen Kegelschnittes k> decken.

"Aus der Tatsache dass die einer gewohnlichen Geraden in der
erwihnten Raumtransformation 5. Ordnung zugeordnete Kurve 5.
Ordnung eine stetige singularitidtenfreie Kurve ist, und eine un-
paare Zahl unendlich ferner Punkte hat, folgt, dass auch hier eine
derartige einem Strahl des Mittelpunktes M zugeordnete Kurve 5.
Ordnung, die zentralsymmetrisch ist, auch den Mittelpunkt ent-
halten muss. Aus dieser Zentralsymmetrie folgt weiter, dass die
Beriihrungsgerade dieser Raumkurve im Mittelpunkt M drei un-
endlich nahe Punkte dieser Raumkurve enthilt, also eine Raum-
inflexionstangente dieser Raumkurve ist.

Betrachtet man nun eine den Mittelpunkt M enthaltende Ebene
¥, dann sind ihren den Punkt M enthaltenden Geraden in der
beschriebenen Raumtransformation 5. Ordnung Raumkurven 5.
Ordnung zugeordnet, die im Mittelpunkt M die ihnen zugeordnete
Gerade beriihren. Alle diese co! Raumkurven 5. Ordnung bilden
die dieser Ebene ¥ in dieser Raumtransformation zugeordnete
Fliche 5. Ordnung, die im Mittelpunkt M durch die Ebene &
berithrt wird, und offenbar auch zentralsymmetrlsch beztiglich
dieses Mittelpunktes sein muss.

Die durch die Transformation der Ebene ¥ entstandene Fliche
5. Ordnung schneidet die unendlich ferne Ebene in dem Kegel-
schnitt k*, der durch die den Punkten der unendlich fernen Gera-
den der Ebene ¥ zugeordneten Punkte gebildet ist, und in drei
Geraden, die man folgenderweise finden kann: Die Ebene & schneide
die drei Durchmesserebenen a, f, ¥ des gemeinsamen konjugierten
Tripels in Geraden a, b, c¢. Diesen drei, den Mittelpunkt enthalten-
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den und in den Ebenen q, §, y liegenden Geraden sind drei Gerade
a?, ", ¢ der unendlich fernen Ebene, als der Seitenebene des
gemeinsamen Polartetraeders, konjugiert zugeordnet beziiglich aller
Flichen &, des Inzidenzflichenbiischels II,. Jede dieser drei Gera-
den a”, b", c* ist also ein Strahl des (STK) Komplexes, der allen
Punkten einer der drei Geraden a, b, ¢ zugeordnet ist. Offenbar gilt
auch das Umgekehrte. Auf diesen drei den Geraden a, b, c, konju-
giert zugeordneten Geraden a”, b*, ¢* befinden sich also die durch
die erwihnte Raumtransformation den Punkten der Geraden a, b,
¢ zugeordneten Punkte, also die unendlich ferne Ebene schneidet
unsere betrachtete Fliache 5. Ordnung in einer Kurve 5. Ordnung,
die in den Kegelschnitt k* und in diese drei Geraden a=, b%, c*
zerfallt.

Analoge Betrachtungen und Schliisse konnte man offenbar
auch fiir die Fliche 6. Ordnung der zugeordneten Punktepaare auf
den Strahlen des (SRK) Komplexes durchfiihren, die eine Gerade
des Mittelpunktes M schneiden.

6. Die Achsenkomplexe der in einem konzentrischen nichtkoaxialen
Biischel sich befindenden polaren Riume

Alle diejenigen Geraden in einem polaren Raum, die die Pole
enthaltend auf deren Polarebenen senkrecht stehen, sind, wie
bekannt, Strahlen des diesem polaren Raum zugeordneten quadra-
tischen Achsenkomplexes. In der Arbeit »Die Achsenkomplexe der
in einem Biischel sich befindenden Polarrdume« wurden die
Achsenkomplexe eines gewdhnlichen Polarraumbiischels betrachtet,
und hier méchten wir gewisse Ausartungen dieser Achsenkomplexe
in den polaren Riumen unseres konzentrischen nichtkoaxialen
Biischels betrachten.

Die Pole der einen Punkt{ P des Raumes enthaltenden Strahlen
des Achsenkomplexes eines polaren Raumes, bilden eine kubische
Hyperbel h?, die diesen Punkt P, dann den Mittelpunkt des polaren
Raumes und die unendlich fernen Punkte der Achsen dieses pola-
ren Raumes enthdlt [9]. Haben wir es aber mit einem Polarraum-
biischel zu tun, gehért zu jedem polaren Raum dieses Biischels
eine derartige diesem Punkt P zugeordnete kubische Raumhyperbel
ki und alle diese dem Punkt P zugeordnéeten kubischen Raum-
hyperbeln bilden eine Fliache 3. Ordnung ([5], S. 251). Im Fall des
konzentrischen Polarraumbiischels enthalten alle diese Raumhyper-
beln den Mittelpunkt M, also dieser Mittelpunkt befindet sich auf
dieser dem Punkt P zugeordneten Fliche 3. Ordnung. In jedem
Polarraum eines Polarraumbiischels enthilt eine derartige einem
Raumpunkt P zugeordnete kubische Raumhyperbel diesen Punkt
P und den Mittelpunkt dieses Polarraumes. Die Verbindungsgerade
dieser zwei Punkte ist also eine Bisekante dieser kubischen Raum-
hyperbel h3. Da dies fiir jeden Polarraum eines Polarraumbiischels
gilt, folgt offenbar, dass in unserem konzentrischen Fall eines
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Polarraumbiischels, wo alle derartige dem Punkt P zugeordneten
Raumhyperbeln h? 3. Ordnung die beschriebene Fliche 3. Ordnung
bilden, die Verbindungsgerade PM eine Bisekante jeder dieser
kubischen Raumhyperbel ist. Also der Mittelpunkt M miisste ein
Doppelpunkt der dem Punkt P zugeordneten Fliche 3. Ordnung
sein, wenn die Gerade PM diese Fliche im Mittelpunkt M nicht
beriihrt, da auf der Verbindungsgeraden PM sich kein anderer
Punkt dieser Fldche 3. Ordnung befinden kann.

Die den Punkt P enthaltenden Bisekanten einer diesem Punkt
zugeordneten Raumhyperbel h® bilden den bekannten gleichseitigen
Kegel 2. Grades der den Punkt P enthaltenden Strahlen des
Achsenkomplexes. Die den Mittelpunkt M enthaltenden Bisekanten
“einer derartigen Raumhyperbel bilden auch einen Kegel 2. Grades,
der die Achsen der Inzidenzfliche des Polarraumes dieses Achsen-
komplexes enthidlt. Die Tangente der Raumhyperbel h® im Punkt
P ist der diesem Punkt als Pol zugeordnete Strahl des Achsen-
komplexes, wihrend im Mittelpunkt M diese Raumkurve h3 die-
jenige Erzeugende des Kegels Mh3 beriihrt, die sich in der Be-
rilhrungsebene des Kegels Ph? lings der gemeinsamen Erzeugenden
PM befindet, aber nicht mit der Geraden PM zusamenfillt. In solch
einem Fall hitten nimlich die Kegel Ph? und Mh® lings der gemein-
samen Erzeugenden PM eine gemeinsame Beriihrungsebene, und die
Durchdringungskurve h® dieser Kegel konnte nicht dritter, sondern
zweiter Ordnung sein. Wenn die vorher erwihnte Flidche 3. Ordnung
aller in unserem konzentrischen Polarraumbiischel dem Punkt P
zugeordneten Raumhyperbeln h® im Mittelpunkt M nur eine Be-
riithrungsebene hitte, miissten die Tangenten im Punkt M aller
Raumkurven h® in dieser Ebene liegen, die die gemeinsame Be-
riihrungsebene aller «o! Kegel Ph? lings der Erzeugenden PM sein
miisste, also auch die Erzeugende PM enthielte. Eine der co! Raum-
hyperbeln h® miisste also im Punkt M die Gerade PM beriihren,
und dadurch hitten die dieser Raumhyperbel zugeordneten Kegel
Ph% und Mh3 eine gemeinsame Beriihrungsebene lings der gemein-
samen Erzeugenden PM. Deswegen kénnte aber die Raumkurve h3
keine Raumkurve 3. Ordnung sein, sondern nur ein Kegelschnitt.
Jetzt miisste sich aber auch die ganze Gerade PM auf der betrachte-
ten dem Punkt P zugeordneten Flidche 3. Ordnung befinden. Dies
ist jedoch nicht moglich, da dann jeder Punkt dieser Geraden auf
einer der dem Punkt zugeordneten Raumhyperbel h? liegen miisste,
also diese Raumhyperbel eine Trisekante hitte. Die in unserem
konzentrischen nichtkoaxialen Polarraumbiischel dem Punkt P
zugeordnete beschriebene Fliche 3. Ordnung kann dadurch durch
die Gerade PM im Punkt M nicht beriihrt werden, und ausserdem
kann diese Fliche in diesem Punkt nicht nur eine Beriihrungsebene
haben. Der Punkt M ist also ein Doppelpunkt dieser Fliche 3.
Ordnung.

Jede einem Raumpunkt P in dem Achsenkomplex eines polaren
Raumes zugeordnete, vorher beschriebene kubische Hyperbel ent-
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halt, wie bekannt, die unendlich fernen Punkte der Achsen dieses
Polarraumes. Da das unendlich ferne Dreieck dieser drei Punkte
das gemeinsame Polardreieck des unendlich fernen Kegelschnittes
der Inzidenzfliche dieses Polarraumes und des absoluten Kegel-
schnittes ist, bilden, wie bekannt, in einem Polarraumbiischel alle
derartigen unendlich fernen Polardreiecke eine unendlich ferne
Kurve ¢ 3. Ordnung. Diese Kurve enthilt, wie bekannt, auch die
Ecken des gemeinsamen Polardreiecks des unendlich fernen Kegel-
schnittbiischels des Biischels II, der Inzidenzflichen &,. Diese drei
Punkte sind, wie bekannt, die unendlich fernen Punkte der Geraden
m,, My, m,. In dieser unendlich fernen Kurve c¢” 3. Ordnung wird
also die jedem Raumpunkt P die eben beschriebene Fliche 3. Ord-
nung geschnitten, resp. diese Kurve liegt auf allen oo® derartigen
Fliachen eines Polarraumbiischels.

‘Wie bekannt, kann diese unendlich ferne Kurve c¢* keinen
Doppelpunkt haben, muss also vom Geschlecht 1 sein. Wenn sie
nimlich einen Doppelpunkt hifte, miisste sie wenigstens von der
Ordnung vier sein. Auf Grund dieser Betractungen und Schliisse
gilt also folgender Satz:

Durch ein konzentrisches nicht koaxiales Polarraumbiischel
sind ool zentrisch symmetrische Achsenkomplexe dieser Polarrdu-
me bestimmt. Die Pole der einen_Raumpunkt enthaltenden Strahlen
dieser Achsenkomplexe, jeweils in zwei seiner polaren Rdume,
bilden eine Flidche 3. Ordnung, die im Mittelpunkt dieses Polar-
raumbiischels einen Doppelpunkt hat. Alle oo® derartigen den Raum-
punkten zugeordneten Flichen haben die unendlich ferne Kurve 3.
Ordnung und den Doppelpunkt gemeinsam.

Betrachtet man zwei Punkte Pj, Pz im Raum und zwar so
dass sie sich zentral symmetrisch beziiglich des Mittelpunktes M
befinden, gehort in unserem konzentrischen Polarraumbiischel zu
jedem dieser zwei Punkte eine der beschriebenen Flichen 3. Ordnung.
Auch diese zwei Flichen sind offenbar im Raum zentralsymmetrisch
beziiglich des Mittelpunktes M. Diese zwei Flichen durchdringen
sich in der unendlich fernen Kurve c¢* 3. Ordnung, und in einer
Raumkurve 6. Ordnung, die im Mittelpunkt einen vierfachen Punkt
hat, und, selbstverstindlich, beziiglich dieses vierfachen Punktes
auch zentral symmetrisch ist. Die Verbindungsgeraden eines Punktes
S, dieser Raumkurve mit den Punkten P;, P, sind Strahlen zweier
Achsenkomplexe des gemeinsamen Pols S,. Beziiglich des zum
Punkt S, zentral symmetrisch liegenden Punktes S,, der auch auf
dieser Raumkurve 6. Ordnung liegt, gilt dasselbe. Da die Verbin-
dungsgeraden S; Pz und Sz Py im Raum parallel sind, gehéren sie
offenbar zu demselben Achsenkomplex, da sie die Ebenen «a, 8, ¥
in Punktetripeln schneiden, deren gleichnamige Verhéltnisse den
gleichen. Wert haben: Es gilt also das Folgende: ‘

In einem konzentrischen Polarraumbiischel enthdlt jeder Raum-~
punkt P* ool derartige Geraden, die einen Kegel 6. Grades mit einer
vierfachen Erzeugenden bilden, die nicht nur als Strahlen des betref-
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fenden Achsenkomplexes angenommen werden konnen, wo die
diesen Strahlen in ihren Achsenkomplexren zugeordneten Punkte
(Pole) eine Raumkurve 6. Ordnung bilden, die im Mittelpunkt M
einen vierfachen Punkt hat, sondern jeder Punkt S* dieser Raum-
kurve ist der Pol moch eines Strahles eines anderen Achsenkom-
plexes dieses Polarraumbiischels, der den zum Punkt P, beziiglich
des Mittelpunktes M zentrisch symmetrisch Punkt P, auf dieser
Kurve enthilt. Fiir den zum Punkt S, zentrisch symmetrischen
Punkt S, auf dieser Raumkurve 6. Ordnung gilt dasselbe in den-
selben zwei Achsenkomplexen.

Ahnliche Vereinfachungen der Eigenschaften auch an den
anderen in der Arbeit »Die Achsenkomplexe der in einem Biischel
sich befindenden Polarrdume« ausgefiihrten geometrischen Ortern,
kénnte man jetzt in unserem konzentrischen Polarraumbiischel
weiter entwickeln. Da wir aber dabei keine besonderen neuen und
von den schon bekannten Resultaten verschiedenen Resultate
bekommen kénnten, werden wir diese Ausfiihrungen diesmal ausser
Betracht lassen.

7. Das konzentrische nichtkoaxiale Flichenbiindel 2. Grades

Es sei durch drei konzentrische nichtkoaxiale Fliachen 2. Grades
&,, ©,, ©,, von denen sich keine im Biischel der anderen zwei
befindet, ein Flachenbiindel 2. Grades gegeben. Die acht assoziierten
Grundpunkte dieses Flichenbiindels sind offenbar im Raum in
Paaren auch zentrisch symmetrisch angeordnet, sie brauchen aber
nicht die Eckpunkte eines Parallelepipedes sein. Die unendlich ferne
Ebene schneide die Flichen &,, ©,, ©, in unendlich fernen Kegel-
schnitten kt, k2, k8, Durch die Kegelschnitte k?, k2 ist ein unendlich
fernes Kegelschnittbiischel (k!k?) bestimmt. Der Kegelschnitt k3
bildet mit jedem Kegelschnitt des Biischels (k!k? ein neues Kegel-
schnittbiischel, und die Ecken aller gemeinsamen Polardreiecke
dieser Biischeln bilden, wie bekannt, eine unendlich ferne Kurve
3. Ordnung, die mit s* bezeichnet sei. Durch die Flichen des
gegebenen Flichenbiindels 2. Grades, als durch die Inzidenzflichen
polarer Riume, ist ein spezielles konzentrisches Polarraumbiindel
bestimmt, in dem die Polartetraeder der erwihnten oot Flichen-
biischel 2. Grades den Mittelpunkt M dieses Flichenbiindels als
einen gemeinsamen Scheitel haben, wihrend die diesem Scheitel
gegeniiberliegende Seitendreiecke in der unendlich fernen Ebene
liegen. Die unendlich fernen Scheitel dieser ! Polartetraeder
bilden, wie wir sahen, die erwihnte Kurve s*. Da die Scheitel des
Polartetraeders eines Flichenbiischels 2. Grades die Scheitel der
dieses Biischel enthaltenden Kegel sind, folgt, dass die bekannte
Raumkurve 6. Ordnung der Kegelspitzen eines Flichenbiindels 2.
Grades im Fall unseres konzentrischen Polarraumbiindels in die
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unendlich ferne Kurve s" und drei Geraden des Mittelpunktes M
dieses Biindels zerfallt. Die oot Kegel, die sich in unserem konzen-
trischen Flachenbiindel 2. Grades befinden, sind im Raum auf oo!
Zylinder mit den unendlich fernen Scheiteln auf der Kurve s*, und
auf o1 Kegel verteilt, die ein Kegelbiischel 2. Grades mit gemein-
samem Scheitel bilden, fiir welches die vier Verbindungsgeraden
der zentrisch symmetrischen assoziierten Punktepaare Grunder-
zeugende sind. ‘

Uber die vier bekannten Strahlkomplexe eines jeden in einem
derartigen konzentrischen Polarraumbiindel sich befindenden Po-
larraumbiischels haben wir das Wichtigste schon vorher gehort,
und iiber die Systeme derartiger Komplexe in einem derartigen
gewdhnlichen Polarraumbiindel hitten wir kaum etwas Besonderes
Zu sagen.

Sind aber die drei Flichen €,, &,, &, so gegeben, dass sie aus-
ser der konzentrischen ILage auch drei gemeinsame konjugierte
Diametralebenen haben, die keine orthogonale Symmetrieebenen
sind, resp. einen gemeinsamen Kkonjugierten Durchmessertripel
m,, m,, m, haben, und wieder keine von ihnen sich im Biischel der
anderen zwei befindet, haben alle polare Riume dieses Polarraum-
biindels ein gemeinsames Polartetraeder. Der Mittelpunkt M ist
einer seiner Scheitel, und die unendlich fern liegende Ebene ist
seine gegeniiberliegende Seitenebene. Die Geraden m,, m,, m, des
gemeinsamenen konjugierten Durchmessertripels sind die Kanten
dieses gemeinsamen Polartetraeders.

Teilen wir ein derartiges spezielles konzentrisches Polarraum-
bindel in oo! konzentrische Polarraumbiischel, dann gehdrt zZu
jedem diesem Biischel der ihm zugeordnete (STK) Komplex. Da
die Verbindungsgeraden jeden Raumpunktes mit dem Mittelpunkt
M und mit den unendlich fernen Punkten der Kantengeraden m,,
mg, ma, die Strahlen eines jeden dieser oco! (STK) Komplexe sind,
bilden die Komplexstrahlenkegel 2. Grades jeden Raumpunktes
aller dieser (STK) Komplexe ein Kegelbiischel 2. Grades, dessen
Grunderzeugende die erwihnten vier Verbindungsgeraden sind.
Wir haben also hier einen speziellen Fall des Flachenbiindels 2.
Grades, resp. Polarraumblindels, mit gemeinsamem Polartetraeder
[2]. In der Arbeit »Koaxiale polare Réume« wurde ein derartiges
spezielles Polarraumbiindel betrachtet, in dem alle Inzidenzflachen
gemeinsame Achsen hatten, also den gemeinsamen konjugierten
Durchmessertripel m,, m,, m, drei untereinander senkrechte Gerade
bildeten. Da das konzentrische Polarraumbiindel mit nicht unter-
einander senkrechten Durchmessergeraden m,, m,, m, immer in ein
derartiges Polarraumbiindel mit gemeinsamen Achsen durch eine
affine Raumtransformation iibergefilhrt werden kann, gelten alle
in der erwihnten Arbeit ausgefiihrten Eigenschaften des koaxialen
Polarraumbiindels auch in unserem nur konzentrischen Fall, ausser
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derjenigen Eigenschaften die mit der senkrechten Lage im Raum
in Beziehung stehen. Selbstverstindlich handelt es sich hier nur
um die (STK) und (SMK) Komplexe, da die zwei anderen mit der
senkrechten Lage im Raum streng verbunden sind. Wie bekannt,
geht eine senkrechte Lage durch eine affine Raumtransformation
nicht in eine senkrechte Lage iiber, ausser in speziellen Fillen.

Teilt man also in unserem konzentrischen Polarraumbiindel die
co? polaren Ridume in oo! Polarraumbiischel auf dieselbe Weise auf
wie es in der eben erwidhnten Arbeit ausgefiihrt wurde, bilden
auch hier die Grundkurven der Inzidenzflichenbiischel aller dieser
Polarraumbiischel eine Fliche 4. Ordnung mit 12 Doppelpunkten,
zu welchen die drei unendlich fernen Punkte der drei gemeinsamen
Durchmessergeraden m,, m,, m, gehoren. Jede der in der erwihn-
ten Arbeit beschriebenen Arten der Verteilung in oo! Polarraum-
bischel ergibt offenbar auch hier eine neue derartige Fliche 4.
Ordnung mit gemeinsamen zwé6lf Doppelpunkten und sechzehn
Geraden. Alle diese Flichen 4. Ordnung bilden auch hier ein
Biischel derartiger Flichen mit einer in sechzehn Gerade zerfallenen
Grundkurve 16. Ordnung. Durch eine affine Raumtransformation
kann dieses Flichenbiischel in das in der erwihnten Arbeit be-
schriebene koaxiale Flichenbiischel 4. Ordnung transformiert
werden.
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KONCENTRICNI POLARNI PROSTORI
Vilko Niée, Zagreb
Sadriaj

Uvod. Uzmemo li dvije koncentri¢ne plohe 2. stupnja, koje nisu
koaksialne, kao incidentne plohe dvaju polarnih prostora, tada je
tim plohama zadan pramen II, koncentriénih ploha 2. stupnja &€,,
koje su incidentne plohe koncentri¢nog pramena polarnih prostora
(II). Srediste tog pramena neka je tatka M, a temeljna krivulja k*
tog pramena je ofito centri¢ki simetri¥na s obzirom na sredifte M
ZajedniCki polarni tetraedar fog pramena polarnih prostora ome-
duju tri ravnine @, f, ¥ srediSta M i neizmjerno daleka ravnina. Te
se ravnine sijeku u pravcima m, (Xy), m, (aXy), m, (aXpf), koji
tine zajedni¢ku trojku konjugiranih promjera svih incidentnih
ploha pramena II,.

U ovo] se radnji promatraju najprije tetraedralni baziéni kva-
dratni kompleks, kubiéni Majcenov komplex, kompleks normala
incidentnih ploha i kompleks najkraé¢ih dirnih putova izmedu ineci-
dentnih ploha pramena (I71,). Nakon toga su razmatrani osni kom-
pleksi takvih incidentnih ploha, odnosno polarnih prostora, a na
kraju je ukratko obuhvaéen i specijalni sludaj sveZnja koncentrié-
nih polarnih prostora s njegovim incidentnim plohama.

1. U ovoj se ta¢ki promatra degeneracija prostorne krivulje 3.
reda srediSta incidentnih ploha &, (u tri pravca), kao i pravéasta
ploha 9. stupnja osi svih ploha &, koja se raspada u stoZac 3. stup-
nja i tri para ravnina.

2. U ovom se odsjetku promatra poznati baziéni tetraedralni
kvadratni komplex ovakvog pramena polarnih prostora. Buduéi da
glavni tetraedar ovakvog pramena ima jednu neizmjerno daleku
pobotku, to je vrijednost karakteristiéne konstante takvog kom-
bleksa jednaka vrijednosti omjera trojke tafaka, a ne vrijednosti
dvoomjera kao kod obi¢nog pramena polarnih prostora, jer se jedna
tatka tog dvoomjera nalazi neizmjerno daleko.

U ovakvom specijalnom centritki simetriénom kvadratnom
kompleksu promatrane su neke osobite kongruencije, a dobivena je
i jedna zanimljiva osobina centri¢ki simetri¢ne prostorne krivulje 4.
reda I vrste.

3. U okviru Majcenovog kubi¢nog kompleksa jednog koncen-
triénog pramena polarnih prostora pojavljuje se takoder cio niz
zanimljivih novih osobina, koje proizlaze iz osobitog koncentri¢nog
oblika takvog pramena polarnih prostora. Kao npr. ova:

Centralne tatke onih zraka Majcenovog kompleksa koncen-
tritnog pramena polarnih prostora, koje sijeku neki neizmjerno
daleki pravae, leZe na stoScu 2. stupnja, kojemu je vrh u sredi§tu
tog pramena.



Konzentrische polare Rdume 117

4. Kod kompleksa normala incidentnih ploha jednog koncen-
tri¢nog pramena polarnih prostora pojavljuje se takoder niz novih
osobina, od kojih je najzanimljivija ova:

NoziSta onih zraka kompleksa normala jednog koncentri¢nog
pramena polarnih prostora, koje su medusobno usporedne, ¢ine cen-
tricki simetri¢nu prostornu krivulju 5. reda, dok noZista takvih
zraka paralelnih s jednom ravninom leZe na centri¢ki simetri#noj
plohi 3. reda, na kojoj se nalazi i temeljna prostorna krivulja pra-
mena incidentnih ploha takvog pramena polarnih prostora. Sredi-
Ste te simetrije je o¢ito srediSte tog pramena polarnih prostora.

5. U kompleksu najkrac¢ih dirnih putova medu incidentnim plo-
hama koncentri¢nog pramena polarnih prostora, takoder se javljaju
naroéite osobine, napose one koje su povezane uz poznatu prostornu
transformaciju 5. reda, odredenu takvim kompleksom. VaZnu ulogu
u odredivanju takvih osobina vrSe osim centralne simetrije i ele-
menti neizmjerno daleke ravnine. Tako npr.:

Tatkama nekog pravca pridruZene tafke, na odgovarajuéim
zrakama tog kompleksa, ¢ine prostornu krivulju 5. reda, koja je
centricki simetriéna, a srediSte simetrije joj je prostorna infleksiona
tatka. Pravcima neke ravnine na taj na¢in pridruZene prostorne
krivulje 5. reda &ine centri¢ki simetriénu opéu plohu 5. reda.

6. U ovom su odsjetku razmatrani osni kompleksi koncen-
tri¢nih polarnih prostora jednog pramena takvih prostora. Jedna
od osobina tih kompleksa je ova:

Osni kompleksi polarnih prostora jednog koncentri¢nog prame-
na takvih prostora ¢ine centritki simetri¢an pramen takvih kom-
pleksa. Dva pola na svakoj zraci jedne tadke prostora, svaki u svom
polarnom prostoru, &ne za svaku ta¢ku prostora plohu 3. reda, koja
u srediStu pramena polarnih prostora ima dvostruku tadku. Svih
o3 ovakvih ploha jednog koncentriénog pramena polarnih prostora
imaju zajednitku dvostruku tatku i neizmjerno daleku krivulju 3.
reda.

Osim ove osobine postoje jo§ neke u ovakvom pramenu osnih
kompleksa, koje su vezane uz njegov centralno simetri¢ki oblik.

7. U ovom odsjetku promatran je sveZanj koncentri¢nih, ali ne
koaksialnih, ploha 2. stupnja, koje su incidentne plohe jednog svez-
. nja koncentriénih polarnih prostora. Razdiobom ovog sve¥nja u oot
pramenova dobiva se oo! temeljnih prostornih krivulja 4. reda I
vrste ovih pramenova, koje sve zajedno €ine jednu osobitu plohu 4.
reda s 12 dvostrukih tafaka i 16 pravaca. Uz oot {akvih razdioba
u pramenove dobiva se pramen ovakvih osobitih ploha 4. reda sa
zajedni¢kih 16 pravaca i zajedni¢kih 12 dvostrukih tadaka.



