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Einfiihrung: Jede der ! in einem Fldchenbiischel 2. Grades
sich befindenden Flichen hat drei Achsen, von denen zwei in spe-
ziellen Féllen unendlich fern liegen konnen. Alle diesen Flichen
angehorenden Achsen bilden eine stetige eindimensionale Gera-
denmenge, also eine Regelfliche, deren Grad wir in dieser Arbeit
bestimmen werden. Die bekannte Raumkurve 3. Ordnung der
Mittelpunkte der Flichen dieses Flichenbiischels wird offenbar die
dreifache Kurve der gesuchten Regelfliche sein. In dieser Arbeit
werden auch kurz einige Eignschaften und einige spezielle Fille
dieser Regelflichen in Betracht gezogen.

1. Der Grad der Achsenregelfliche. Jeder Fldche 2. Grades,
resp. dem durch diese Fliche als Inzidenzfliche bestimmten polaren
Raum, ist der durch diesen polaren Raum bestimmte Achsenkom-
plex zugeordnet [2]. Dieser Strahlenkomplex ist, wie bekannt, vom
2. Grade, und die einen Raumpunkt enthaltenden Strahlen eines
derartigen Strahlenkomplexes bilden den bekannten gleichseitigen
Komplexkegel 2. Grades, der die unendlich fernen Punkte der
Achsen und den Mittelpunkt der Inzidenzfliche dieses polaren
Raumes enthilt. Die Achsen der in diesem polaren Raum sich
befindenden polaren Felder, und die Achsen der in diesem polaren
Raum sich befindenden polaren Biindel, gehtren auch als Strahlen
diesem quadratischen Strahlenkomplex an. Jedem Strahl eines der-
artigen Komplexes gehort einer seiner Punkte als Pol an, dann ist
weiter die diesem Pol zugeordnete Polarebene diesem Strahl zu-
geordnet, und weiterhin auch der in dieser Ebene sich befindende
Fusspunkt des diesem Pol zugeordneten Strahles. Der diesem Pol
zugeordnete reziproke Pol, der reziproke Strahl, die reziproke Polar-
ebene und der reziproke Fusspunkt, werden ausser Betracht gelas-
sen, da sie uns in dieser Arbeit nicht notig sind. '

Die Pole der einen Raumpunkt P enthaltenden Strahlen des
Achsenkomplexes eines polaren Raumes, die, wie erwihnt, einen
gleichseitigen Kegel 2. Grades bilden, bilden eine gleichseitige Raum-
hyperbel 3. Ordnung auf diesem Kegel, die die unendlich fernen
Punkte der Achsen und den Mittelpunkt der Inzidenzfldche enthilt.
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Es sei ein Fldchenbiischel 71, 2. Grades, und das durch Flichen
@n dieses Biischels als Inzidenzflichen bestimmte Polarraumbiischel
(I1x) gegeben. Jeder Punkt des Raumes ist Scheitel eines gleich-
seitigen Achsenkomplexkegels in jedem polaren Raum dieses Polar-
raumbiischels (I7,), und auf jedem dieser Strahlenkegel befindet
sich die beschriebene Raumhyperbel, die aus den diesen Strahlen
in ihren polaren R#umen zugeordneten Polen besteht. Die o2 diesen
Strahlen eines Raumpunktes P in jhren polaren Riumen zugeordne-
ten Pole liegen auf einer Fliche 3. Ordnung, die mit F bezeichnet
sei und die durch diese Pole, resp. durch die erwidhnten Raumhyper-
beln gebildet ist ([1] S. 251). Da in jedem Polarraum unseres Polar-
raumbiischels (/1,) die jedem Punkt des Raumes zugeordnete Raum-
hyperbel der Pole nicht nur guf dem Achsenkomplexkegel dieses
Punktes liegt, sondern auch die unendlich fernen Punkte aller drei
Achsen dieses polaren Raumes enthilt, besteht die unendlich ferne
Kurve 3. Ordnung der Fliche F aus den unendlich fernen Punkten
der Achsen aller Inzidenzflichen des Polarraumbiischels (I7,). Die
gesuchte Achsenregelfliche des Inzidenzflichenbiischels I7, muss
also die unendlich ferne Kurve der Fliche F enthalten. Da jede
einem Raumpunkt P in einem polaren Raum auf die beschriebene
Weise zugeordnete kubische Raumhyperbel auch den Mittelpunkt
der Inzidenzfliche dieses polaren Raumes enthilt, befindet sich auch
der geometrische Ort der Mittelpunkte der Inzidenzflichen des
Polarraumbiischels (I7;) (die bekannte Raumkurve 3. Ordnung) auf
der betrachteten einem Raumpunkt P zugeordneten Fliche F 3.
Ordnung. Diese Raumkurve der Mittelpunkte der Inzidenzflichen
des Polarraumbiischels (/1) bezeichne man mit k3. Die unendlich
ferne Kurve der dem Raumpunkt P zugeordneten Fliche F, die
mit u3 bezeichnet sei, befindet sich offensichlich auf allen der-
artigen allen Raumpunkten zugeordneten Flichen F, und muss mit
der kubischen Raumkurve k? die drei unendlich fernen Punkte
dieser Raumkurve gemeinsam haben, da sich beide dieser Kurven
auf jeder der Flichen F befinden. Fiir unsere Zwecke geniigt es
nur eine dieser Flichen F in Betracht zu ziehen.

Die unendlich ferne Kurve der gesuchten Achsenregelfliiche,
die, wie wir sahen, 3-ter Ordnung ist, kann auch folgenderweise
erhalten und betrachtet werden: Die Achsen einer Fliche 2. Grades
sind die Verbindungsgeraden des Mittelpunktes dieser Fliche mit
den Scheiteln des gemeinsamen unendlich fernen Polardreiecks des
unendlich fernen Kegelschnittes dieser Fliche und des absoluten
Kegelschnittes. Jede Fldche des Inzidenzflichenbiischels 71, hat ein
derartiges unendlich fernes Polardreieck, das der unendlich fernen
Schnittkurve 2. Grades dieser Fliche zugeordnet ist. Durch das
unendlich ferne Kegelschnittblischel des Inzidenzflachenbiischels
II, und durch den absoluten Kegelschnitt ist so ein spezielles
unendlich fernes Kegelschnittnetz gegeben, in dem die Scheitel der
gemeinsamen Polardreiecke derjenigen seiner Kegelschnittbiischel,
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von denen jeder den absoluten XKegelschnitt enthilt, die eben
erwihnte Kurve u? bilden. Die Punkte dieser Kurve sind die un-
endlich fernen Punkte der Achsen der Inzidenzfldchen ¢, des Polar-
raumbiischels (I1,), und diese Kurve u? ist in diesem speziellen
Kegelschnittnetz der Jacobischen Kurve eines gewo6hnlichen Kegel-
schnitnetzes analog.

Jeder Punkt der Raumkurve k® enthilt offenbar drei Erzeugen-
de der gesuchten Regelfliche, wihrend jeder Punkt der unendlich
fernen Kurve u® nur eine Erzeugende dieser Regelfldche enthalten
kann. Diese Tatsache kann folgendermassen bewiesen werden: Man
nehme an, dass der Mittelpunkt einer Inzidenzflache ¢, des Biischels
II, auf der Raumkurve k2 samt seiner drei Achsen, sich stetig
durch das Biischel 71, bewegt. Jede dieser drei Achsen beschreibt
in jedem Zeitabschnitt einen stetigen Bogen der Kurve u? und
durch alle derartige Bogen wird diese Kurve gebildet. Die drei
unendlich fernen Achsenpunkte jeder der Inzidenzflichen ¢, bilden
also auf der Kurve u? eine involutorische kubische Punktreihe, in
der jedem Punkt A, dieser Kurve u® zwei andere ihre Punkte
A,, A, einzweideutig so zugeordnet sind (A, — A, A,), dass dasselbe
auch fiir die zwei anderen mdéglichen Anordnungen, (4, — A, A,)
und (A, — A, A,), gliltig ist. Es konnte hier nur noch die Frage
gestellt werden, ob einen Punkt der Kurve u® eine, oder mehrere
Achsen der Inzidenzflichen ¢, enthalten koénnen. Man nehme an,
dass den Punkt 4, der Kurve u? je eine Achse zweier Inzidenz-
flichen @,, @, enthilt. Von den anderen zwei Achsen dieser Flachen
@,, ¢, miissten wegen der beschriebenen involutorischen Zuordnung
je zwei von ihnen die Punkte A,, A, enthalten. Also man hitte
zwei Punkttripel A, A, A, und A, A, A,, bei denen die Identitdten
A =A,A,=A4, A,=A, gelten miissten. Dies aber hitte zur
Folge: Das Dreieck A, A, A, =4, A, A, wire ein gemeinsames
Polardreieck des absoluten Kegelschnittes und der unendlich fernen
Kurve der Fliche ¢,, und des absoluten Kegelschnittes und der
unendlich fernen Kurve der Fliche ¢,. Also das Dreieck, A, 4, 4,
wire das gemeinsame Polardreieck aller unendlich fernen Kurven
der Flachen @,, die ein unendlich fernes Kurvenbiischel 2. Grades
bilden, das durch die unendlich ferne Kurven der Flichen ¢,, ¢, ge-
bildet wird, und in dem sich auch der absolute Kegelschnitt befin-
den miisste. Dies aber ist unmoglich, da sich in einem derartigen
Fall in dem Inzidenzfldchenbiischel II, eine Kugel befinden miisste,
was bei unserem nichtspeziellen Flichenbiischel I7, 2. Grades nicht
moéglich ist. Also jeden Punkt der unendlich fernen Kurve u3 3.
Ordnung enthilt nur eine Achse einer Inzidenfldche des Polarraum-

bﬁschel‘s (Hn) i

Waihlt man auf der kubischen Raumkurve k3 einen Mittelpunkt
O, und eine Achse a der diesem Mittelpunkt zugeordneten Inzidenz-
fliche ¢,, und lidsst den Mittelpunkt O sich, wie wir vorher sahen,
lings der Raumkurve k¥ bewegen, wihrend die diesem Mittelpunkt
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O zugeordnete Fliche ¢, alle Flichen des Biischels 71, durchliuit,
beschreibt die gewdhlte Achse e also nur einen Teil (1/3) der ge-
suchten Achsenregelfliche, wihrend der Punkt O die ganze Raum-
kurve k® durchlduft, da der unendlich ferne Punkt der Achse a in
der unendlich fernen Ebene nur einen Teilbogen der Kurve u3
beschreibt, so dass diese so durch die drei Achsen entstandenen
Teilbogen zusammen die Kurve u? bilden. Es folgt also, dass jeder
Punkt der Kurve u3, ausser ihren drei Schnittpunkten mit der
Raumkurve k3, nur eine Achse, also auch nur eine Erzeugende der
gesuchten Regelfliche enthilt. Man sieht also, dass die Erzeugenden
der gesuchten Regelfliche die unendlich ferne Kurve u3 und die
Raumkurve k3 in Punkireihen schneiden, die eindreideutig zu-
geordnet sind. Wenn die Triger u? k% dieser zwei eindreideutig zu-
geordneten Punktreihen keine gemeinsamen Punkt hitten, wire das
ﬁ;eugnis dieser zwei Punktreihen eine Regelfliche (1-3+3:3) =
=12 — ten Grades. Da aber die Kurven %3 und k3 auf der be-
schriebenen Fliche F 3. Ordnung liegen, befinden sich die drei
unendlich fernen Punkte A? B” C” der Raumkurve k3, von denen
auch zwei konjugiert imaginir sein kénnen, auf der unendlich
fernen Kurve u3 dieser Fliche. Da diese drei unendlich fernen
Punkte A®, B", C* in den Punktreihen der Kurven u3, k3 sich selbst
zugeordnet sind, zerfillt die erwihnte Regelfliche 12. Grades in
diejenigen drel Berlihrungsgeradenbiischel (A7), (B®), (C"), deren
Strahlen (in jedem dieser Bilischel parallel) die Fliche F in den
unendlich fernen Punkten A?, B%, C* beriihren, und in eine Regel-
flache 9. Grades. In den unendlich fernen Punkten A# B" C* der
Raumkurve k3, die durch die Mittelpunkte der Inzidenzflichen des
Polarraumbiischels (II;) gebildet ist, berlihren, wie bekannt, drei
von diesen Inzidenzfldchen (Paraboloide) die unendlich ferne Ebene.
Diese drei Punkte sind »Mittelpunkte« A® B" C" dieser drei Inzi-
denzflachen, die sich auf diesen Fldchen (Paraboloiden) befinden.
Die Beriihrungsgeraden einer Fliche 2. Grades in einem Punkt T
dieser Fliche, bilden, wie bekannt, in der Beriihrungsebene dieses
Berithrungspunktes T ein involutorisches Berithrungsstrahlbiischel
der Paare konjugiert zugeordneter Beriihrungsgeraden, dessen Dop-
pelstrahlen die diesen Berithrungspunkt enthaltenden Erzeugenden
dieser Flidche 2. Grades sind. Die zwei rechtwinklig liegenden und
konjugiert zugeordneten Strahlen in derartigen involutorischen
Berithrungsstrahlbiischeln der drei die unendlich ferne Ebene in
den Punkten A?, B%, C* beriihrenden Inzidenzflichen, ganz gleich
ob sie elliptisch oder hyperbolisch sind, sind deren unendlich fern
liegende »Achsen«, also demnach auch Erzeugende der gesuchten
Regelfldche 9. Grades. Dem Punkt A" der Raumkurve k? ist also
auf der unendlich fernen Kurve u? dieser diesen Kurven gemein-
same Punkt, und die zwei Schnittpunkte der Kurve u® mit den
zwel beschriebenen unendlich fernen » Achsen« des dem Beritihrungs-
punkt A" zugeordneten Inzidenzparaboloides zugeordnet. Das
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gleiche gilt selbstverstindlich auch fiir die Punkte B® und C# Die
Resultate unserer Betrachtungen kénnen also durch folgenden Satz
ausgesprochen werden:

Die Achsen der in einem Fldchenbiischel 2. Grades sich befin-
denden Flichen bilden eine Regelfliche 9. Grades. Die Raumkurve
3. Ordnung der Mittelpunkte dieser Flichen ist die dreifache Kurve
dieser Regelfliche, die durch die unendlich ferne Ebene in einer
Kurve 3. Ordnung und in sechs Erzeugenden geschnitten wird.

2. Einige Eigenschaften der Achsenregelfliche 9. Grades. Die
sechs unendlich fernen Erzeugenden dieser Regelfliche 9. Grades
bilden, wie wir sahen, die Symmetriegeraden der drei Erzeugenden-
paare, deren Schnittpunkte die auf der unendlich fernen Kurve sich
befindenden unendlich fernen Punkte der drei im Biischel der Inzi-
denzflichen ¢, des Polarraumbischels (I1,) mdglichen Paraboloide
sind. Die dritte Achse eines jeden dieser drei Inzidenzparaboloide
befindet sich, so wie auf jedem anderen Paraboloid, im Endlichen.
Auf Grund der Tatsache des Bestehens einer endlichen Achse bei
jedem Paraboloid folgt schon, dass die unendlich fernen Punkte
Am B®, C* in den Punktreihen der Kurven k3 und u® sich selbst zu-
geordnet sind.

Wie bekannt, sind die drei unendlich fernen Punkte A=, B», Cn»
die Scheitel des gemeinsamen Polardreicks im Schnittkurvenbiischel
2. Grades der unendlich fernen Ebene und des Biischels der Inzi-
denzflichen des Polarraumbiischels (/I,). Es hingt von der Form
dieses Inzidenzfldchenbiischels, resp. von der Form seiner Grund-
raumkurve 4, Ordnung 1. Art ab, wie dieses unendlich ferne Schnitt-
kurvenbiischel 2. Grades aussehen wird, und auch c¢b ein Paar der
drei Punkte A" B” C" konjugiert imaginir sein werden. In einem
solchen Fall mit einem konjugiert imaginiren Paar der Punkte
A", B" C" sind selbstverstdndlich auch die diese konjugiert imagi-
nédren Punkte enthaltenden Erzeugendenpaare unserer Achsenregel-
fliche imagindr. Da jede reelle oder imaginire Flache 2. Grades
mit endlichem Mittelpunkt drei reelle Achsen hat, kénnen keine
anderen Erzeugenden unserer Achsenregelfliche imaginir sein,
ausser der erwihnten zwei unendlich fernen Paare. Ein interes-
santer Fall einer derartigen Achsenregelfliche wire der mit dem
kubischen Raumkreis k3, aber in dieser Arbeit haben wir nicht die
Absicht unsere Untersuchungen auf verschiedene derartige Fille
auszudehnen.

Wie bekannt, kann eine Kurve 3. Ordnung mit oder ohne Dop-
pelpunkt sein (Geschlecht 0 oder 1). Man nehme an, dass die un-
endlich ferne Kurve u?® unserer Achsenregelfliche den Doppelpunkt
DIE—D—] hat. Wegen der beschriebenen involutorischen Eigenschaft
der auf dieser Kurve liegenden Punktetripel, in unserem Fall die
Punktetripel D, D, D, und D, D, 153, miissen entweder die Punkte-
paare D, =D, und D, 5—53 in einen Punkt zusammenfallen, oder



220 Vilko Nice

wenn sie nicht zusammenfallen, miissen die vier Punkte D,, D,,
D,,D, auf einer Geraden liegen, die die Polare des Pols D, = D,
beziiglich des absoluten Kegelschnittes sein miisste. Da alle diese
tiinf Punkte (D, =D,, D,, D,, D, und D.) auf der Kurve u?® liegen,
und diese 3-ter Ordnung ist, ist der erste, wie auch der zweite Fall
nicht méoglich, da im ersten Fall die Kurve u3 drei Doppelpunkte
haben miisste, und im zweiten Fall von einer Geraden in vier
Punkten geschnitten wiirde. Die unendlich ferne Kurve u? der
Achsenregelfliche kann also keinen Doppelpunkt haben, und ist
also vom Geschlecht eins. :

Jede Gerade einer Ebene in der sich eine Kurve 3. Ordnung
befindet, schneidet diese Kurve in 3 Punkten. Also auch jede der
Verbindungsgeraden der unendlich fernen drei Punkte jedes der
beschriebenen Punktetripel auf der Kurve u3 schneidet diese Kurve
noch in einem Punkt. Es folgt also, dass auf der Achsenregelfliache
noch eine Erzeugende dieser Regelfliche mit der Ebene der je zwei
sich auf der dreifachen kubischen Raumkurve dieser Flidche schnei-
denden Erzeugenden parallel liegt. ’
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GEOMETRIJSKO MJESTO OSI PLOHA 2. STUPNJA U JEDNOM
PRAMENU TAKVIH PLOHA

Vilko Nide, Zagreb
SadrZaj

Osi ploha 2. stupnja u jednom pramenu takvih ploha ¢ine jedno-
dimenzionalni neprekinuti pravéasti skup, dakle jednu pravéastu
plohu. Polarnom prostoru svake plohe 2. stupnja pridruZen je
poznati kvadratni osni kompleks. Plohama jednog pramena ploha
2. stupnja pridruZeno je oo! takvih osnih kompleksa, i to svakoj
plohi po jedan. Svakom tatkom prostora P prolazi kao vrhom po
jedan istostrani stoZac 2. stupnja zraka svakog takvog kompleksa.
PridruZeni polovi ovim zrakama tatke P, kao zrakama osnih kom-
pleksa u njihovim polarnim prostorima, ¢ine opéu plohu 3. reda,
koja prolazi neizmjerno dalekim tatkama osi svih ploha takvog
pramena ploha 2. stupnja. Dakle, neizmjerno daleke tatke svih
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opisanih osi €ine krivulju 3. reda u3. Srediita svih ploha u opisa-
nom pramenu &ine prostornu krivulju 3. reda k3, koja neizmjerno
daleku krivulju u3 spomenute op¢e plohe 3. reda sijefe u trima
svojim neizmjerno dalekim tatkama. Svakom tagkom krivulje k2
prolaze tri izvodnice traZenog geometrijskog mjesta, a svakom taé-
kom krivulje u® samo po jedna. Na krivuljama k3, u® imamo dakle
jednotroznaéno pridruZene nizove tafaka, u kojima su neizmjerno
daleke tatke krivulje k* same sebi pridruZene. Spojnice pridruZenih
tataka u ta dva kubna niza daju traZeno geometrijsko mjesto, koje
je prav€asta ploha 9. stupnja s trostrukom prostornom kubnom
krivuljom k3.



