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VIiIM Niée
HOMOTHETISCHE POLARE RAUME

EinriHRUNG: Die durch zwei homothetische Flichen 2. Grades, also
‘durch solche ‘die den unendlich fernen Kegelschnitt gemeinsam haben,
. als Inzidenzflichen bestimmten polaren Rdume nennen wir homothe-
tische polare Raume. Die Durchdringungskurve dieser zwei Flachen
zerfillt in den gemeinsamen unendlich fernen Kegelschnitt £ und in
einen endlichen Kegelschnitt k. Nimmt man diese zerfallene Raum-
kurve 4. Ordnung I. Art als Grundkurve eines Flichenbiischels 2.
Grades an, dann ist durch dieses Biischel homothetischer Flichen 2.
Grades ein Bischel homothetischer polarer Riume bestimmt, fiir die
- diese Flichen Inzidenzflichen sind.
Wie bekannt, sind jedem Polarraumbiischel vier Strahlenkomplexe
~ zugeordnet, die durch dieses Biischel ebenfalls bestimmt sind. Es sind
dies die folgenden: 1) Der tetraedrale quadratische Strahlenkomplex,
den die Achsen der den Raumpunkten im Polarraumbiischel zugeord-
~ neten Polarebenenbiischel bilden [1].2) Der Majcensche kubische Strah-
- lenkomplex, der durch diejenigen Geraden des Raumes gebildet ist, die
die Inzidenzflichen des Polarraumbiischels unendlich fern beriihren,
resp. die das Inzidenzflachenbiischel des Polarraumbiischels in sym-
-metrischen involutorischen Punktreihen schneiden [2]. 3) Der kubische
. Komplex der kiirzesten Tangentialwege zwischen den Inzidenzflichen
" des Polarraumbiischels [3]. 4) Der Normalenkomplex der Normalen der
* . Inzidenzflichen des Polarraumbiischels, der vom 8. Grade ist [4]. -
. Jedem Punkt des Raumes ist je ein Strahl dieser vier Komplexe zu-
", geordnet, aber in allen vier dieser Komplexen gilt die Umkehrung nicht.
“Diese vier durch einen homothetischen Polarraumbiischel bestimmten
" Btrahlenkomplexe werden in dieser Arbeit niher betrachtet.
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Die aus den verschiedenen Raumpunkten auf dic diesen Punkten in
einem Polarraum zugeordneten Polarebenen gefillten Normalen bilden,
wie bgkannt, den durch diesen Polarraum bestimmten quadratischen
Achsenkomplex. Durch ein Polarraumbiischel sind im allgemeinen Fall
oot derartige diesem Biischel zugeordnete Achsenkomplexe bestimmt,
die ein diesem Polarraumbischel zugeordnetes Achsenkomplexhiischel
bilden. Alle Geraden des Raumes sind in diesem Achsenkomplexbiischel
enthalten. In unserer Arbeit wird auch cin derartiges dem homotheti-
schen Polarraumbiischel zugeordnetes Achsenkomplexbiischel betrachtet.

-Es werden ferner einige spezielle homothetische Polarraumbiischel,
so wie auch ein homothetisches Polarraumbiindel behandelt. Es muss
zundchst noch bemerkt werden, dass es drei Arten homothetischer Po-
larrdume gibt. Jede dieser Arten hingt davon ab, ob der gemeinsame
unendlich ferne Kegelschnitt reell oder imaginar ist, bzw. in zwei reelle
oder imaginire Geraden zerfallen ist. In einem homothetischen Polar-
raumbiischel sind also alle Inzidenzflichen entweder Hyperboloide, oder
Ellipsoide (Kugeln), oder elliptische, resp. hyperbolische Paraboloide.

A) PAS HOMOTHETISCHE POLARRAUMBUSCHEL

1. Der quadratische tetraedrale Strahlenkomplex des homothetischen
Polarraumbiischels. Es sei ein homothetisches Polarraumbiischel durch
zwei homothetische Flichen g, , @, 2. Grades bestimmt, die sich in einem
endlichén reellen Kegelschnitt k, und in einem unendlich fernen Kegel-
schnitt £" schneiden. Die Mittelpunkte der Flachen ¢, @, seien mit
0, ,0, bezeichnet. Der gemeinsame unendlich ferne Kegelschnitt %2 der
Flachen ¢;, ¢, kann auch als der gemeinsame Schnitt der unendlich
fernen Ebene und der asymptotischen Beriihrungskegel der Fliachen ¢,,
@, betrachtet werden. Diese asymptotischen Kegel 2. Grades sind, wie
bekannt, die Inzidenzkegel der kollokalen korelativen Biindel mit den
Scheiteln Oy, O, , die durch die Durchmesser und durch die ihnen in
den Polarraumen der Inzidenzflichen ¢,, ¢,, zugeordneten Mittel-
punktebenen gebildet sind. Jedem Durchmesser einer Fliche 2. Grades
-ist diejenige. Durchmesserebene dieser Fliche konjugiert zugeordnet,
welche die dem unendlich fernen Punkte dieses Durchmessers als Pol =
beziiglich des unendlich fernen Kegelschnittes dieser Flache zugeordnete
Polare enthilt. Jede einer Durchmessergeraden beziiglich dieser Fliche
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9. Grades konjugiert zugeordnete Gerade befindet sich in der unendlich
fernen Ebene. Also die den. auf einer Durchmessergeraden sich befin-
denden Polen zugeordneten Polarebenen bilden ein Biischel parailéler
Ebenen.

Die Verbindungsgerade der Mittelpunkte O,, O, sei mit o bezelch-
net. Da diese Verbindungsgerade o die Mittelpunkte der Flachen
@y, @, enthilt, befinden sich-die dieser Geraden o beziglich der Fla-
chen ¢,, @, konjugiert zugeordneten Geraden in der unendlich fernen
Ebene. Da aber die homothetischen Flichen ¢, , ¢, den unendlich fernen
Kegelschnitt £* gemein haben, werden die der Geraden o beziiglich der
Flichen ¢,, ¢, konjugiert zugeordneten Geraden in eine unendlich
ferne Gerade o zusammenfallen. Die jeder Ebene der Geraden o als
Polarebene beziiglich der Flichen ¢, ¢, zugeordneten Pole befinden
sich auf der unendlich fernen Geraden 0" Da aber di¢ Flichen ¢, , ¢,
den gemeinsamen Kegelschnitt %* haben, werden fir jede Ebene der
Geraden o die derselben zugeordneten Pole in einen Punkt der Geraden
o" zusammenfallen. Auf Grund dessen folgt also, dass in den polaren
Riumen der Inzidenzflichen ¢,, @, ein gemeinsames involutorisches
Biischel konjugiert zugeordneter Ebenen existiert, dessén Achse die Ver-
bindungsgerade o ist.

Wir bezeichnen unser homothetisches Polarraumbiischel mit - (I7.),
wihrend mit I1, das Inzidenzflichenbiischel 2. Grades dieses Polar-
raumbiischiels (II.) bezeichnet sei. :

Da die Kegelschnitte %, & sich auf jeder der Inzidenzflachen unseres
homothetlschen Biischels 11, befindet, schneiden sich diese zwei Kegel-
schnitte in zwei unendlich fernen Punkten A4,", 4,", die, selbstver-
stindlich, reell oder konjugiert imaginir sein konnen. Durch die Be-
rihrungsgeraden der Kegelschnitte k, k" in den Punkten A, 4,", be-
stimmten reellen oder konjugiert imaginidren Ebenen, sind gemeinsame
Berithrungsebenen aller homothetischen Inzidenzflichen ¢» des Biischels
I, in den Punkten A,*, A," Dieses Paar reeller, oder konjugiert ima-

" gindrer Ebenen schneidet sich in einer reellen Geraden, die der Ver-

bindungsgeraden A,"4," in allen polaren Riumen des homothetischen -
Biischels (I1,) konjugiert zugeordnet ist.” Da die Verbindungsgerade
A"A," unendlich fern ist, muss die dieser Geraden konjugiert zu-
geordnete Gerade die Mittelpunkte aller Flichen ¢» des Biischels I,
enthalten, also auch diejenigen der Flachen-p,, @,. Es handelt sich hier
also um die schon erwdhnte Gerade o der Mittelpunkte O,, O,. Die
unendlich ferne Verbindungsgerade A,"A4," ist daher identisch mit der
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vorher erwihnten Geraden 0", Man sicht also auch hier, dass alie
homothetischen Flichen @, des Biischels II» ein gemeinsames involu-
torisches. Biischel konjugierter Ebenenpaare der Achse o haben, und
dass die Doppelebenen dieses involutorischen Ebencnbuschels alle
Flachen ¢, des Biischels II, in ihren gemeinsamen unendlich fernen
Punkten A, Ay berithren. Es ist. auch hier offensichtlich, dass die.
Gerade 0" die Schmttgerade der Ebenen der Grundkegelschnitte k,
k" 1st ’ :

Man betrachte jetzt jenen dem h0mofhetlschen Polarraumbuschel
() zugcordneten Strahlenkomplex der dem in einem gewohnllchen
Polarraumbiischel sich befindenden tetraedralen quadratischen Strahlen-
komplex analog ist. D_,Je Strahlen dieses Komplexes sind, wie bekannt,
die Achsen derjenigen Polarebenenbiischel, deren Ebenen in den Po-
larrdumen des Biischels (II) je einem Punkt des Rauimes als Polar-
ebenen zugeordnet sind. Das allen Flichen des- Buschels II, gemein-
same Polartetraeder-ist, wie bekannt, das Haupttetraeder des erwihn-
ten diesem Polarraumbiischel zugeordneten und durch ihn bestimmten
quadratischen tetraedralen Strahlenkomplexes. In unserem homothe-
tischen Fall des Polarraumbiischels (I1») besteht dieses Haupttetraeder
immer aus zwei reellen Gegenkanten o, 0", mit den reellen oder ko-
njugiert imaginaren Scheiteln A4,”, A,” auf der Kante 07, da die Ge-
raden o, o" konjugiert zugeordnet sind in allen polaren Rdumen des
Biischels (I1,). Die Scheitel auf der Geraden o sind die Doppelpunkte
'der involutorischen Punktreihe der Schnittpunktepaare dieser Geraden
und der Flichen @, des Biischels IT,. Der Schuittpunkt der Geraden o
und der Ebene des endlichen Grundkegelschnittes & ist der Zentral-
pu_nkf dieser involutorischen Punktreihe, da diese Ebene der Kurve &
und die unendlich ferne Ebene der Kurve k" eine zerfallene Fldche g
des Biischels I, bilden.

Man wihle beheblg im Raurn einen Punkt P und bezeichne die Ebene
dieses Punktes und der Geraden o mit . Der dieser Ebene n als der
gemeinsamen Polarebene in allen polaren Rdumen des Biischels (I1,)
zugeordnete Pol P befindet sich, auf Grund unserer bisherigen Be-
trachtungen, auf der unendlich fernen Geraden o". Der Punkt P~
enthalt also die Polarebenen des Pols p in allen homothetischen polaren
Rédumen des Biischels (I1.). Die Ebene n schneidet das Biischel I1, der
homothetischen Flichen g. in einem Biischel homothetischer Kegel-
schnitte, mit einem reellen oder konjugiert imagindren Grundpunktepaar
auf dem Kegelschnitt 2 und einem anderen auf dem Kegelschnitt &~
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Die Polaren des Pols P in der Ebene n beziiglich aller homothetischen
Kegelschnitte - des erwahnten Schnittbiischels enthalten, wie bekannt,
einen gemeinsamen Punkt P;. Offenbar enthalten alle Polarebenen
des Pols P beziiglich der Inzidenzflichen ¢, den Punkt P, . Alle diese
Polarebenen in dem Polarraumbiischel (I1.) bilden also ein Ebenen-
bischel, dessen Achse die Verbindungsgerade p der Punkte P,, P ist.
Jeder Punkt P, des Raumes liegt in einer Ebene n. der Geraden o,
deren gemeinsamer Pol P," in allen polaren Riumen des Biischels {/1,)
- auf der unendlich fernen Geraden o” liegt. Man sicht also, dass die alleni
Punkten P» des Raumes zugeordnmeten Geraden p., die die Polarebenen
dieses Punktes in allen polaren Riumen des homothetischen Biischels
. (II») enthalten, die unendlich ferne Gerade o” schneidet. Alle derartigen
den Raumpunkten zugeordneten Geraden pn b;lden also einen speziellen
linearen singuliren Komplex, dessen Leltgerade die unendlich ferne
 Gerade o" ist (einen linearen konoidalen Strahlenkomplex). B

, -Wihlt man den Raumpunkt P, in der Ebene des endlichen Grund-
‘kegelschnittes %, dann enthdlt die Polare p. des Pols P; beziglich des
" Grundkegelschnittes %2 die Polarebenen dieses Pols in allen polaren
Réumen des homothetischen Biischels (11,), da die Inzidenzflichen aller
polaren Raume dieses Biischels die Kurve k enthalten. Jede Gerade pa
der Ebene des Kegelschnittes. & ist also auf die .beschriebene Weise
cinem Punkt P, dieser Ebene zugeordnet. Offenbar gilt dasselbe- auch

. fiir die unendlich ferne Ebene der Konik k. Es gilt demnach folgender

Satz:

Der bekannte quadmtzsche tetraedrale Strahlenkomplex eines Polar-
raumbiischels, den' die Achsen der den Raumpunkten als Polen zu-
.. geordneten Polarebenenbiischel in diesem \Polarraumbuschel bilden, zer-
fillt im Falle eines homothetischen Polarmumbiisbﬁ'els in den singuf_
liren linearen Strahlenkomplex der unendlich fernen Geraden o" als
Leitgeraden (linearer ko,nozdaler Stmhlenkomplex der “Leitgeraden o),
in dem sich auch die Stralzlfelder der Ebenen der Grundkegelschmtte
k'und k" befinden. , -
Es ist offensichitlich, dass die Grundkegelschmtte % und k* auch i ima-
- gindr sein kénnen, und dass dadurch keine Anderung eintreten muss..
" Diesen konoidalen linearen Strahlenkomplex bezeichnen wir mit (TH)."

Die jedem Raumpunkt P, auf diese Weise zugeordnete Gerade p.
liegt also mit der Ebene des Kegelschnittes £ im Raum parallel, Da die

* Ebenen der Grundkegelschnitte k, k" ebenfalls eine zerfallene Inzidenz-

b - flache im Inzidenzflachenbiischel II, sind, schneidet jede Gerade: dines
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Raumpunktes P in der Ebene (Pp), die durch diesen Punkt und durch
die diesem Punkt zugeordnete Gerade p im Komplex (TH) bestimmt -
ist, diese Gerade p und die Ebenen der Grundkegelschmtte k, k* in
Punkten P, Q, Qr, die mlt’ dem Punkt P einen harmonischen Punkt-
quadrupel (P P1Q Q™) = — 1.bilden. Da sich aber der Punkt Q" immer
unendlich” fern befindet, wird auf jeder derartigen Geraden p gelten:
PQ = QP,, resp. der Punkt P und der ihm zugeordnete Strahl p im
Komplex (TH)- sind immer -von'der Ebene des endlichen Grundkegel-
schnittes % gleich -entférnt. i = :

Ist das Biischel IT, homothetischer Flicherr qm; 2. Grades durch zwei
homothetische Hyperboloide gegeben und bestimmt, so wird der unend-
lich ferne Grundkcgelschmtt k* reell. Die asymptotischen Kegel dieser
zwei Flachen, sowie auch diejenigen-aller anderen Flichen @, des Bii-
schels IT,, sind in diesem Fall reelle homothetische Strahlenkegel 2.
Grades. Der endliche Grundkegelschmtt k kann reell oder imaginir
sein. Ist der Kegelschnitt £ reell,- dann kérnnen die unendlich fernen
gemeinsamen Punkte A, , A der Kegelschnitte k, k" reell oder ima-
gindr sein.” Diese zwei unendlich- fernen Punkte sind reell dann, wenn
auf “die asymptotxschen Kegel der zwei gegebenen Hyperboloide zwei
gemeinsame reelle Beruhrungsebenen gelegt werden konnen. Die pa-
rallelen Paare der Berithrungserzeugenden dieser asymptotischen Kegel,
in diesen Beriihrungsebenen, schneiden, sich in den gemeinsamen un-
endlich fernen Punkten A4,”, 4, der Grundkegelschnitte 2 und £
Alle diese Betrachtungen gelten selbstverstindlich ohne Riicksicht da-
rauf, ob die Kegelschmtte k, k" oder ihre Schnittpunkte A4, Ay" reell
oder kon]uglert 1magmar sind.

Ist.ein Polarraumbuschel und der durch dieses bestimmte und ihm
zugeordnete quadratische tetraedrale Strahlenkomplex gegeben, dessen
Strahlen den Raumpunkten auf bekannte Weise zugeordnet sind, dann
bllden, wie bekannt, -die den Punktcn einer® Ebene. T zugeordneten
Strahlen in diesem Strahlenkomplex eine Kongruenz 1. Ordnung 3.
Klasse.! Die Strahlen dieser Kongruenz sind Bisekanten der durch die
Pole der Ebene <.in den polaren Riumen dieses Polarraumbiischels ge-
bildeten- Raumkurve. 3. Ordnung. Im-Fall unseres homothetischen Po-
larraumbiischels,. resp. in unserem konoidalen linearen (TH) Strahlen- .
komplex, liegen derartlge Pole einer Ebene v auf einer zerfallenen
Raumkurve 3. Ordnung, die man auf folgende WCISC bestimmen kann:

t Biehe {1] S. 27.
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- Der unendlich fernen Geraden a® einer Ebene a sei beziiglich des un-

endlich fernen Kegelschnittes £ in seiner Ebene der unendlich ferne
Pol A, zugeordnet. Die der Ebene o konjugiert zugeordneten Geraden

~in allen homothetischen polaren Rdumen des Biischels (I1.) . enthalten

*diesen unendlich-fernen Pol A, und die Mittelpunkte dieser homothe-

tischen polaren Riume, da der Pol der Ebene des gemeinsamen Kegel-
schnittes %* in jedem polaren Raume des homothetischen Biischels (ITn)
sich im Mittelpunkt der Inzidenzfliche dieses polaren Raumes befindet.
Der Pol der Ebene a, beziiglich jeder Fliche ¢. unseres Inzidenzflachen-
biischels 7., befindet sich, wie bekannt, auf der dieser Ebene konju-
giert zugeordneten Geraden beziiglich der Fliche @u des Biischels I,
die den Mittelpunkt auf 'der Geraden o enthilt. Da diese der Ebene a

_ konjugiert zugeordnete Geraden den unendlich fernen Pol A» der Ge-:

raden a™ enthalten, also parallel sind, und in ‘der Ebene -(04") liegen,
miissen sich in dieser Ebene (0A") auch die Pole der Ebene'a in allen.

‘homothetischen Polarraumen des Biischels (I71.) befinden.

'Es schneide die Ebene (0A4") die Ebene a in der Geraden 4, und das

* Biischel I7, homothetischeér Flichen ¢» in einem Biischel homothetischer '
- Kegelschnitte. Da die erwdhnten Pole der Ebene a in dér Ebene (oH™)
o liegen, miissen diese Pole mit den Polen der’ Schnittgeraden a beziiglich

. der Kegelschnitte des homothetlschen Schmttkegelschmttbuschcls in

dieser Ebene identisch sein. Man weiss aber, dass die Pole einer Ge-

" raden, beziiglich der Kegelschnitte eines Kegelschmttbuschels, einen Ke-
- gelschnitt bilden, der mit s. bezeichnet sei.

Wie schon erwihnt, schneiden alle den Raumpunkten zugeordneten

Strahlen .des (TH) Komplexes .die unendlich ferne Leitgerade o, also
" schneiden diese Gerade o" auch diejenigen Strahlen, die den Punkten

.der Ebene a zugeordnet sind. Es folgt daher, dass die Raumkurve 3.

j.,f’Ordnung der der Ebene a in den homothetischen polaren Riumen des

Biischels (11,) zugeordneten Pole in einen Kegelschnitt 5o in der Ebcnc

. {04") und in die unendlich ferne Gerade o” zerfallt. .

‘Da alle den Punkten P, einer Ebene der Geraden 0 zugcordneten

Geraden p. in dem konoidalen Strahleﬁknmplcx (TH) einén:Punkt der
. unendlich fernen Geraden o" enthalten, bilden ‘diejenigen Strahlen p”
" dieses konoidalen Komplexes (TH), die den Punkten der Geraden @ in

1
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5

. der-Ebene (04"). zugeordnet sind, einen Zylinder, der den Kegelschnitt
s in der Ebene (0A4”) enthilt aind jenen Scheitel auf der unendlich

eruen Gcraden 0" besitzt, der auf dieser Geraden der Ebene (04" als

fern
Mgemelsamer Pol in allen polaren Raumen des Buschels (I1n) zugeordnet
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ist. Dieser Scheitel und der Punkt A, bilden auf der Geraden o* ein
Paar zugeordneter Punkte in der gemeinsamen involutorischen Punkt-
reihe konjugiert zugeordneter. Punktepaare in .allen homothetischen
polaren Raumen des Bischels (I7:).

Wie bekannt, sind die ‘Geraden o, o” in allen polaren Riumen des
Biischels (I1,) konjugiert zugeordnet. Die Polarebenen jedes Punktes auf
der Geraden o beziiglich der Inzidenzflichen ¢, unseres Polarraumbii-
schels (Hn)‘ bilden das Biischel paralleler 'Ebenen, die die unendlich
ferne Gerade o* énthalten. Dem Schnittpunkt der Geraden @, o wird
demnach in der Ebene (04,) ihr Schnittpunkt mit der Geraden 0. zu-
geordnet, der deswegen auf dem Kegelschnitt s, in dieser Ebene liegen
“muss. Dieser Schmttpunkt ist -also der erste unendlich ferne Punkt des
Kegelschnittes s.. Da aber die den-Raumpunkten P in dem konoida-
len Strahlenkomplex (7H) zugeordneten Geraden p" von der Ebene des
Grundkegelschnittes 2 die gleiche Entfernung ‘wie die diesen Geraden
P zugeordneten Punkte P» haben, und auf der diesem Punkt P» ge-
gentiber liegenden Seite mit den betreffenden Geraden p” parallel lau-
fen, wird dem unendlich fernen Punkt der Geraden ¢ in der Ebene
(0A4») ein ebenfalls unendlich ferner Punkt in dieser Ebene zugeordnet,
der auch auf dem Kegelschnitt s, liegt. Da der Kegelschnitt 5, zwei
reelle unendlich ferne Punkte hat; ist er also eine Hyperbel. Einer dieser
zwei Punkte liegt auf der Geraden o”. Es gilt also folgender Satz:

Die den Punkten einer Ebene zugeordneten Polarebenen in den po-
laren Riumen eines homothetischen Polarraumbiischels bilden Ebenen-
biischel, deren Achsen eine konoidale Stmhlkongruenz 1. Ordnung 2.
Klasse bilden, und deren Leitkurven eine Hyperbel und eine unendlich
féerne Gerade sind, die -einen gememsamen unendlich fernen Punkt
haben ‘ - 3

-~ Die analogc einer Ebene des Raumes zugeordnete bekannte Kon-
gruenz’ der Bisekanten einef Raumkurve 3. Ordnung, im gewdhnlichen
Fall eines Polarraumbiischels, zerfillt also in unserem homothetischen
Fall' in die beschriebene Kongruenz 1. Ordnung 2. Klasse, und in das
Strahlenbiindel paralleler Geraden, die den unendlich fernen Schnitt-
punkt der Lelthyperbel und der Leltoreraden dieser Kongruenz ent-
halten. :

Es sei nebst einem Biischel (ﬂn) homothetlscher polarer Rdume eine
beliebig angenommene Gerade r gegeben. Da sich jeder Punkt P, der
Geraden 7 in einer anderen Ebene der Geraden o befindet, muss jeder
" diesen Punkten P, zugeordnete Strahl p, im Komplex (TH) einen ande-
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ren Punkt der unendlich fernen Leitgeraden o" enthalten. Man wahle
nun in unserem homothetischen Polarraumbiischel (II,) zwei polare
Riume (I1;) und (II,), und es seien 7, und 7, die der Geraden r in
diesen polaren Riumen (I1,), (I1,) konjugiert zugeordneten Geraden.
" Den Punkten der Punktreihe (r) auf der Geraden r sind in den polaren
Riumien (I1,); (II,) Polarebenen zugeordnet, die der Punktreihe (7) pro-
jektiv zugeordnete Polarebenenbiischel [r,], [r;] bilden, und hier gilt,

wie bekannt, (7) K [r], ") A [r5]. Jedem Punkt P, der Geraden r

ist eine Ebene- des Biischels [r,] und eine Ebene des Biischels [r;] zu-

.. geordnet, und die Schnittgerade p, diesér zwei Ebenen ist, wie bekannt,

der diesem Punkt P. im kenoidalen Komplex (TH) zugeordnete Strahl.
-Die den Punkten der Punktreihe (r) zugeordneten Strahlen sind also
das Erzeugnis zweier projektiv zugeordneten Ebenenbiischel [r,] A [rs],
und bilden daher eine Regelfliche 2: Grades. Auf- dieser Regelfliche
befindet sich aber auch die unendlich ferne Gerade o". Die zweite un-

" . endlich ferne Erzeugende dieser Regelfliche ist der Strahl p,,, der im:

(TH) Komplex dem unendlich fernen Punkt P, der Punktreihe ()
*zugeordnet ist. Di¢' den Punkten jeder Geraden r im Raum, die kein

" - Strahl des konoidalen Komplexes (TH) ist, zugeordsieten Strahlen in

.diesem Komplex bilden ein hyperbolisches Paraboloid. Alle diese hy-

o perbolischen Paraboloide ‘haben dieselbé Direktionsebene, deren Lage

Konjugiert der Geraden o' in allen polaren Riumen des homothetischen
_Polarraumbuschels (I1,) ist. Bei einem gewohnlichen Polarraumbiischel
" erhdlt man, wie bekannt, auf diese Weise die Erzeucrenden eines ge-
- wohnlichen Hyperboloides.

Es sei die Gerade 7 ein Strahl pf (-—- ) unseres konmdalen Strahlen-
komplexes (TH), dem im Raum der Punkt P¢ zugeordnet ist. Die den
Punkten P, der Geraden p' im (TH) Komplex zugeordneten Strahlen
p7 mussen offensichtiich in allen polaren Riumen des homothetischen
Biischels (I1,) den gemeinsamen Punkt P haben, da diesen Punkt die
Polarebenen aller’ Punkte P, in allen polaren Réiumen des Biischels.
(I1,) enthalten. In einem nichthomothetischen Polarraumbiischel bilden

- - derartige Strahlen p, einen Kegel 2. Grades mit dem Scheitel Pi. Da

in unserem homothetischen Fall diese Strahlen p auch die unendlich
 ferne Gerade 0" schneiden miissen, zerfallt dieser Strahlenkegel 2. Gra-
" des indie doppeltzdhlende Ebene (P? 0"), und seine Erzeugenden bilden
“das in dieser Ebene liegende Strahlenbiischel (P)). Alle diese Betrach-
~ -tungen kénnen in folgenden Satz zusammengefasst werden:

89



Die den Punkten einer beliebig im Raum angenommenen Geraden
r zugeordneten Strahlen im konoidalen linearen (TH) Komplex eines
homothetischen Polarraumbiischels (I1.) bilden ein hyperbolisches Pa-
raboloid, dessen eine unendlich ferne Erzeugende mit der unendlich
fernen Geraden der Ebene des Grundkegelschnittes k des Inzidenz-
flachenbiischels II. zusamenfillt. Ist die gewihlte Gerade r ein Strahl
des dem Polarraumbiischel (I1)' zugeordneten konoidalen linearen
Strahlenkomplexes (TH), dann zerfillt dieses hyperbolische Paraboloid
in das Strahlenbiischel des dieser Gerader 1 zugeordneten Punktes als
Scheitel in einer doppelizihlenden Ebene, die konjugiert ist zur Ge-
raden o der Mittelpunkte der Inzidenzflichen pn des Biischels (1) in
allen polaren Riumen dieses Bischels..

Auf Grund dieses Satzes kann z. B. leicht der geometrlsche Ort
(eine Fldche) derjenigen Raumpunkte gefunden werden, die denjenigen
Strahlen des (TH) Komplexes zugeordnet sind, die eine beliebige Ge-
rade r des Raumes schneiden, also eine hyperbohschc lineare konoidale
Strahlenkongruenz- des (TH). Komplexes bilden. Jedem Punkte R" der
Geraden 7 ist ein Strahl p7 im (TH) Komplex zugeordnet und die den
Punkten P7 der Geraden p' im (TH) Komplex zugeordneten Strahlen
bilden, wie wir sahen, ein Strahlenbiischel (R") des Scheitels R* in der
Ebene (R"o"). Da die den Punkten R" zugeordneten Strahlen §’ ein
hyperbolisches Paraboloid bilden, sehen wir, dass die den Strahlen des
(TH) Komplexes, die die erwihnte hyperbolische lineare Kongruenz
bilden, zugeordneten Punkte ein hyperbolisches Paraboloid bilden.

Auf analoge Weise konnte man auch manche andere Probleme 16sen,
wie z. B.: Die denjenigen Strahlen des (TH) Komplexes zugeordneten
Punkte, die einen Punkt enthalten, liegen auf dem diesem Punkt im
(TH) Komplex zugeordneten Strahl. Oder: Die den in einer Ebene a
liegenden Strahlen des (TH) Komplexes zugeordneten Punkte liegen
auf einer Hyperbel, deren Ebene die Gerade o enthilt, und in allen po-
laren Riumen des homothetlschen Buschels (I1.) der Ebene a kOl’l_]ll- ‘
giert zugeordnet ist, usw. ‘

2. Der dem Ma}censchen “kubischen Komplex eines gewohnlzchen
Polarraumbiischels analoge Komplex in einem homothetischen Polar-
raumbiischel. Einen derartigen dem homothetischen Polarraumbiischel
(I1,) zugeordneten und durch ihn bestimmten -Strahlenkomplex be-
zeichnen wir mit (MH). Es ist in der Einfiilhrung schon ‘erwihnt, dass
dem Majcenschen kubischen Strahlenkomplex folgende Geraden des
Raumes bilden: a} Diejenigen Geraden des Raumes, die die Inzidenz-
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flichen eines Polarraumbiischels in einer. symmetrischen involutorischen
Punktreihe (mit einem unendlich fernem Doppelpunkt) schneiden. Auf
Grund dessen folgt, dass diese Geraden die Inzidenzflachen unendlich
fern berithren. b) Alle Geraden der einzelnen Raumpunkte, die parallel
sind zu den diesen Punkten in dem quadratischen (TH) Komplex dieses
Polarraumbiischels zugeordneten Strahlen, sind Strahlen des diesem
Polarraumbiischel zugeordneten Majcenschen Komplexes. :

Es ist leicht zu bemérken, dass es sich hier in beiden Fillen um- die-
selben Geraden des Raumes handelt. Der endliche Doppelpunkt der in

a) erwihnteén involutorischen Punktreihe, und der in b) dem Strahl zu-
* geordnete Punkt sind ein und derselbe Punkt auf dem Strahle des Maj-
- censchen Komplexes,\ welcher Zentralpunkt dieses Strahles heisst. Im
Weiterem werden wir zundchst auf Grund der Definition @) den er-
‘wihnten (MH) Komplex unseres homothetischen Pollarraumbuschels
- (II) betrachten.

Die Ebenen der unendlich fernen ‘Geraden o" sind, wie. bekannt in
allen polaren Riumen des homothetischen Polarraumbiischels (IIn) der
_* Geraden o konjugiert zugeordnet. Auf dieser Geraden o befinden sich,
+ wie bekannt, die Mittelpunkte dieser-polaren Raume. Jede dieser Ebe-
. nen schneidet die Inzidenzflichen -(das Inzidenzflichenbiischel I1.) des
Polarraumbiischels in einem Biischel konzentrischer homothetischer Ke-
. gelschnitte. Man weiss aber, dass jede Gerade in der Ebene eines der-
" artigen konzentrischen homothetischen Kegelschnittbiischels dieses Bii-
" schel in einer symmetrischen hyperbolischen involutorischen Punktreihe,
also in einer hyperbolischen involutorischen Punktreihe mit einem un-
endlich fernen Doppelpunkt, schneidet. Alle Geraden des Raumes, die
“in den Ebenen der Geraden o” liegen, resp. die diese Gerade schneiden,
sind Strahlen des dem homothetischen Polarraumbiischel (II.) zu-
geordneten und durch ithn bestimmten (MH) Komplexes. ' '

Da jede derartige Gerade in einer Ebene der Geraden 0" eine Fliche
o des homothetischen Inzidenzflichenbiischels Il berithrt, u. zw. in
dem endlichen Doppelpunkt der hyperbolischen involutorischen Schnitt-
punktreihe dieser Geraden mit dem erwihnten konzentrischen homothe-
tischen Kegelschnittbiischel in dieser Ebene, schen wir, dass der (MH)
Komplex des Polarraumbiischels (I7») aus denjenigen Berithrungsgera-
den der Flichen g. des Inzidenzflachenbiischels II, zusammengesetzt
"ist, die im Raum mit der Ebene-des endlichen Grundkegelschnittes &
parallel liegen. Nimmt man, im Sinne der darstellenden Geometrie, diese
Ebene des Grundkegelschnittes £ als Bildebene an, dann kann ein Teil
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des (MH) Komplexes des homothetischen Polarraumbiischels (IT.) auch
auf folgende Weise definiert werden: Die Hauptgeraden der Be-
riihrungsebenen der Inzidenzflichen des homothetischen Polarraum-
biischels (II,) beziiglich der Ebene des Grundkegelschnittes % als Bild- -
e¢bene, die die Berihrungspunkte dieser Berithrungsebenen enthalten,
sind Strahlen des diesem Polarraumbuschel (II.) zugeordneten (MH)
Komplexes. -

- Auf Grund der Definition @) bilden den (MH) Komplex des Polar-
raumbiischels (11,) auch diejenigen Geraden des Raumes, die die Inzi-
denzflichen ¢» des Biischels II, unendlich fern berithren. Da jede Ge-.
rade des Raumes in' den Doppelpunkten ihrer involutorischen Schnitt-
punktreihe mit einem Flachenbiischel. 2. Grades je eine Fliche dieses
Biischels beriihrt, ist offensichtlich, dass die Strahlen,des (MH) Kom-
plexes auch unendlich fern eine Flache @n des Inzidenzflachenbiischels
I, berihren. '

Dass es sich in der Definition &) um dieselben Strahlen wie in der
Definition a) handelt, kann auf folgende Weise geschlossen ‘werden:
Einem Raumpunkt D sei im (TH) Komplex des homothetischen Polar-
raumbiischels (I1,) der Strahl d: zugeordnet, und in diesem Raumpunkt
D ziche man die Parallele dr zu der Geraden d:, Da die Gerade dn
auch die unendlich ferne Gerade o schneidet, gehort sie auch als Strah]
dem Komplex (TH) an. Wir sahen vorher in unseren Betrachtungen,
dass die Ebene (0D) der Geraden d;: in allen polaren Ridumen des ho-
mothetischen- Biischels (II,) konjugiert zugeordnet ist. Der Geraden
_dn (| di), als einem Strahl des (TH) Komplexes, ist also jener Punkt
D, zugeordnet, der sich im Schnittpunkt der Geraden d; und der Ebene
(oD) befindet. Das heisst also, -dass die dem Punkt D; in den homo-
thetischen polaren Ridumen (II.) zugeordneten Polarebenen das” durch
die Achse dw bestimmte Ebenenbiischel bilden, ebenso wie die der artig
dem Punkt D auf dem Strahl dn zugeordneten Polarebenen das Ebe-
nenbiischel der Achse d: bilden.. Wird durch die Geraden d: und o™
- eine Ebene gelegt, dann schneidet si¢; wie-bekannt, die homothetischen
Flachen ¢. des Inzidenzflichenbiischels II, in eiriem konzentrischen
homothetischen Kegelschnittbiischel, das den Strahl dy in einer hy-
perbolischen symmetrischen involutorischen Punktreihe schneidet. Der
endliche Doppelpunkt dieser involutorischen Punktreihe ist_der Punkt
D;, in dem also dieser Strahl einen Kegelschnitt dieses konzentrischen
homothetischen Kegelschnittbiischels in dieser Ebene beriihrt, -und dem-
nach auch eine Fliche ¢, des Inzidenzflachenbiischels I, Der zweite
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Doppelpunkt, resp. Berithrungspunkt mit einer anderen Fliche ¢., be-
findet sich, wie bekannt, unendlich fern, also ist diese Gerade ein Strahl
des erwahnten (MH) Komplexes, so wie er in a) und b) definiert wurde.
Ganz das gleiche gilt auch fir den Strahl dw und den Punkt D;. Die
Punkte D, D, sind Zentralpunkte der Strahlen dn, di im (MH) Kom-
. plex, und den Strahlen d:, dn zugeordnete Punkte im (7H) Komplex
unseres homothetischen Polarraumbiischels. Die unendlich fernen Be-
rihrungspunkte dieser Strahlen-befinden sich in ihren Schnittpunkten
mit der Geraden o™, da sie in diesen Schnittpunkten zwei unendlich
nahe Punkte mit der in die Ebenen der Grundkegelschnitte k& und k"
. zerfallenen Flache ¢» gemein hat. Diese zwei- Ebenen schneiden sich in
" der Geraden o", also hat die zerfallene Fliche ¢, in deren Punkten
lauter Doppelpunkte.

Auf Grund dieser Betrachtungen ist -es klar, dass der hnearc sin-

- guldre konoidale Strahlenkomplex (TH) unseres homothetischen Po-

- larraumbiischels (1) mit der Leitgeraden o0” mit einem Teil des ku-
bischen (MH) Komplexes dieses Polarraumbiischels identisch ist. Mit
einem Teil sagen wir deswegen, weil ebenso wie der (TH) Komplex im
" allgemeinen Fall quadratisch ist, ist auch der (MH) Komplex in diesem
Fall kubisch. In unserem homothetischen Fall sahen wir, dass der ganze

- quadratische tetraedrale Komplex in den singularen linearen Strahlen-

komplex (TH) der Leitgeraden o" ausgeartet ist, in dem sich auch die

3 . Strahlfelder der  Grundkegelschnitte -k und %* befinden. Der unserem
-~ homothetischen Polarraumbiischel (II.) zugeordnete kubische Majcen-
.. sche Strahlenkomplex zerfiel also hier in den linearen singuldren ko-

‘noidalen Strahlenkomplex (MH) = (TH) als einen seiner Teile, und
‘noch in einen quadratischen Teil, den wir in Weiteren finden werden.

Die Strahlen der Ebene des Grundkegelschnittes k konnen, ausser
seinen Berithrungsgeraden, keine Strahlen des zerfallenen Majcenschen
kubischen Komplexes sein, da diese Strahlen keine Fliche ¢. des ho-

" _mothetischen Inzidenzflichenbiischels I, berithren, aber ganz auf der

-~ in die zwei Ebenen der Grundkegelschnitte & und k* zerfallenen Flache
liegen. Wie bekannt, bilden den Majcenschen kubischen Strahlenkom-
plex diejenigen Geraden des Raumes, die unendlich fern die Inzidenz-

" flichen der polaren Riume des diesem Strahlenkomplex zugeordneten

Polarraumbiischels beriihren. In unserem homothetischen Fall sind das
. diejenigen Geraden, die-die Inzidenzflichen @n des Biischels II, in den
Punkten des gemeinsamen unendlich fernen Grundkegelschnittes %* be-
rithren. F;m im Raum beliebig gewihlter Punkt S sei der Scheitel eines
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- Kegels, der den unendlich fernen Kegelschnitt k* enthilt. Eine Be-
rithrungsebene dieses Kegels, die den Grundkegelschnitt &” in einem
ihrer Punkte 7" beriihrt, schneidet die Gerade o aller Mittelpunkte der
homothetischen Flichen ¢, in dem Mittelpunkt O einer dieser Flichen,
der der Scheitel des asymptotischen Kegels dieser Fliche ist. Diese
Ebene 7 berithrt lings der Erzeugenden OT" diesen asymptotischen
Kegel ebenso, wie sie den ersten Strahlkegel des Scheitels S lings
seiner Erzeugenden ST" beriihrt. Die Erzeugende ST" ist also eine Ge-
rade des Raumes, die den Punkt S enthilt und die Fliche ¢, des Mit-
telpunktes O in ihrem unendlich fernem Punkt 7* berithrt. Was fiir.
die Erzeugende ST, resp. die Berithrungsebene 7, gilt, gilt fiir jede
Erzeugende des Kegels des Scheitels S und des unendlich fernen Ke-
gelschnittes- k", und was fir den Raumpunkt § gilt, gilt selbstverstind-
lich auch far alle anderen Raumpunkte, da wir den Raumpunkt S ganz
beliebig im Raum gewihlt haben. Da aber das Beschriebene fiir jeden
Raumpunkt § gilt, sehen wir, dass die Beriihrungsgeraden aller homo-
thetischen Inzidenzflichen ¢. des Biischels 11, lings ihres gemein-
- samen unendlich fernen Kegelschnittes k7, den quadratischen Strahlen-
komplex des unendlich fernen Leitkegelschnittes k” bilden. Die Strahlen
dieses Komplexes sind selbstverstindlich nur dann reell, wenn der un-
endlich ferne Grundkegelschnitt k* reell ist. Ist der Kegelschnitt k*
imagindr, dann besteht auch der ganze quadratische Teil des zerfal-
lenen Majcenschen kubischen Strahlenkomplexes aus lauter imaginiren
Strahlen.

Die Strahlen dieses zerfallenen Teiles des unserem homothetischen
Polarraumbischel (I1») zugeordneten Majcenschen kubischen Komplexes
haben keine endlichen Zentralpunkte, da sie nur eine Fliche des homo-
thetischen Flichenbiischels IT, in ihrem Punkt auf dem Kegelschnitt &*
berithren, und alle anderen Flichen dieses Biischels in diesem Punkt,
und noch in einem weiteren endlichen Punkt, schneiden. Die Strahlen
dieses zerfallenen quadratischen Komplexes haben demnach auch kein
paralleles Paar, das ihm in dem zerfallenen quadratischen tetraedralen
Komplex zugeordnet ist, wie es der Fall in einem derartigen Komplex
eines gewGhnlichen nichthomothetischen Polarraumbiischel ist, wo des-
sen Inzidenzflichenbiischel eine nichtzerfallene Grundkurve 4. Ordnung
I. Art hat. : -

In unserem bisherigen Betrachtungen haben wir geschen, dass der
einem Raumpunkt D im linearen konoidalen Strahlkomplex (TH) 2u-
geordnete Strahl d: ein in dem Strahlkomplex- (M H) zugeordnetes Strahl-
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paar dn hat, fiir das dn | d: gilt, und das den Punkt D als seinen
_ Zentralpunkt enthdlt. Da aber beide Strahlen dn und d:, wie gesehen,
als Strahlen des Komplexes (MH), auch Strahlen des Komplexes
(TH) sind, hat der Strahl d: im (TH) Komplex auch den ihm in
diesem Komplex zugeordneten Zentralpunkt D,, der sich, wie vorher
gesehen, in der Ebene (0D) befindet. Jedem Raumpunkt D ist mittels

, ' des linearen singuliren konoidalen Komplexes (TH) = (MH) auf diese

- Weise ein Raumpunkt D, involutorisch eineindeutig zugeordnet. Ebenso
ist jedem Strahl d: des Komplexes (TH) = (MH) ein Strahl du des-
selben Komplexes zugeordnet, und zwar so, dass der diesem Strahl dm
~ als dem Strahl e: (also dm = e:) zugeordnete Strahl es mit dem Strahl
~di zusammenfillt, also auch d: = em gilt. Man sicht also, dass die

- Strahlen des singuldren linearen konoidalen Komplexes (TH) = (MH)

. eines homothetischen Polarraumbiischels in Paaren eineindeutig invo-

lutorisch zugeordnet sind, und ebenso auch die diesen Strahlen durch

~_ diesen Strahlenkomplex zugeordneten Zentralpunkte.

Eine derartige involutorische eineindeutige Raumzuordnung durch die

%f_} ~ eine Raumtransformation bestimmt ist, besteht auch in einem gewdhn-
2, lichen mchthomothetlschen Polarraumbiischel. In unserem homotheti-

" schen Fall besteht, selbstverstindlich, auch eine, jedoch degenerierte
Raumtransformation, die wir hier nicht betrachten werden. Auf Grund
~der Tatsache, dass die Punkte D, D, eines zugeordneten Punktepaares

t - D, D, in éiner Ebene der Geraden o liegén, folgt, dass die Verbindungs-

geraden aller Punktepaare D D, die Gerade o schneiden. Aus dieser
Tatsache folgt weiterhin, dass alle diese Verbindungsgeraden den sin-

- guliren linearen Strahlenkomplex der Leitgeraden o bilden. Auf jedem

Strahl dieses linearen singuliren Komplexes liegt ein involutorisch zu-
geordnetes Punktepaar, fiir das schon vorher bewiesen wurde, dass die
- Punkte dieses Paares von der Ebene des endhchen Grundkegelschmttes
k gleich entfernt liegen. - .
Auf Grund der Tatsache, dass zu den Strahlen des betrachteten sin-
-guliren Komplexes, ganz gleich ob wir ibn als (TH) oder (MH) Kom-
. plex betrachten, die zugeordneten Punkte sich in den diesen Strahlen
in allen homothetischen Riumen des Polarraumbiischels. (/1») konju-
gierten Ebenen befinden, kann sehr leicht folgendes bewiesen werden:

.. a)Die den Strahlen des (TH) = (MH) Komplexes, die in einer Ebene
" liegen und einen Punkt enthalten, durch diesen Komplex zugeordneten
- Punkte liegen. auf einem Kegelschnitt, der diesen Punkt enthilt und die
" ‘Gerade o schneidet. Diese Ebene enthilt offensichtlich die Gerade o”.
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b) Aut Grund derselben Tatsachen liegen die den in-einer beliebigen
Ebene liegenden Strahlen des (TH) = (MH) Komplexes (ein Biischel
paralleler Strahlen) zugcordneten Punkte auf einer Geraden, die die
Gerade o schneidet. . .. PR :

¢) Die denjenigen Strahlen deq (TH) (MH) Komplexes zugeordne-
ten Punkte, die parallel zu einer Ebene im Raum liegen (ein Biindel
paralleler Geraden), liegen in einer Ebene der Geraden o, die diesen
parallelen Strahlen in allen polaren Rdumen des homothetischen Polar—
raumbiischels (I1,) konjugiert ist. :

3. Der dem -Tangentialkurzwegekomplex eines Flachenbusckels 2.
Grades analoge Komplex in einem homothetischen Fldachenbiischel 2.
Grades. Es sei dieser Komplex mit (RH) bezeichnet. Durch die Aus-
flihrungen in einer unldngst veréffentlichten Arbeit ist bekannt, dass
die einem Raumpunkt P zugeordnete Gerade pr dieses (RH) Komplexes,
eines allgemeinen nichthomothetischen Polarraumbiischels, den diesem
Punkt P im (TH) Komplex dieses Polarraumbiischels zugeordneten Strahl
pisenkrecht schneidet. Offenbar schneidet dieser Strahl pr auch den dem
Punkt .7 im (MH) Komplex dieses Polarraumbiischels zugeordneten
Strahl pm senkrecht, da p: || pw ist. Die Ebene (Pp,) des Punktes P und
der ihm zugeordneten Geraden p: berithrt in diesem Punkt P eine
Fliche ¢, des homothetischen Flichenbiischels 1I,, da die Ebene (Pp:)

" Polarebene des Pols P beziiglich der Fliche ¢y ist: ‘Wie bekannt, beriihrt
jede Gerade des Raumes zwei Flichen eines Fliachenbiischels 2. Grades.
Die Berithrungsgeraden der Fliche ¢, im Punkt P berithren je noch

-eine Fliche des Flichenbiischels II, in einem anderen Punkt, der sich
auf dem diesem Punkt im (TH) Komplex zugeordnetem Strahl p: be-
findet. Diesen Strahl enthalten, wie bekannt, die Polarebenen des Pols
P in allen polaren Ridumen des Biischels (II.). Das aus dem Punkt P
auf den Strahln p: gefillte Lot ist, auf Grund des eben Erwihnten,
offenbar derjenige dem Punkt P als Ausgangspunkt zugeordnete Tan-
gentialweg, der innerhalb anderer Tangentialwege dieses Punktes, die
ein Strahlenbiischel in der Berithrungsebene (P:) bilden, der kiirzeste
ist. In einem gewohnlichen nichthomothetischen Polarraumbischel,
resp. in seinem Inzidenzflichenbiischel 2. Grades, ist dieser Tangen-.
tialkurzwegekomplex vom 3. Grade? Wir wollen jetzt nachsehen, wie
ein derartiger Tangentialkurzwegekomplex in unserem homothetischen
Polarraumbiischel (I7,), als der ihm zugeordnete und durch ihm be-
stimmte (RH) Komplex, aussieht.

2 Siehe [8] S. 152.
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Der einem Punkt P des Raumes zugeordnete Strahl dy im (MH) Koni-
plex unseres homothetischen - Polarraumbiischels (1) enthdlt diesen
Punkt als seinen Zentralpunkt, und er ist die Beriihrungsgerade der
diesen Punkt enthaltenden Inzidenzfliche ¢ des Biischels 7, die mit
der Ebene des endlichen Grundkegelschnittes k parallel liegt. In der
Beriihrungsebene dieser Fliche ¢ in diesem Punkt P ist die -auf den
Strahl pm des (MH) Komplexes senkrecht gelegte Gerade, der diesem
. Punkt P in dem beschriebenen (RH) Komplex zugeordnete Strahl p:.
Von allen Berithrungsgeraden:der Fliche ¢ im Punkt P hat die Ge-
rade pr mit der Ebene des Grundkegelschmttes k den grossten Nei-
gungswinkel, weil die Gerade pn des Punktes. P mit dieser Ebene im _
~Raum parallel liegt. Man kann also den (RH) Komplex des homothe-
tischen Polarraumbiischels (I7,) auf folgende Weise definieren:

Alle diejenigen Beriihrungsgeraden der Inzidenzflichen eines homo-

+ thetlschen Polarraumbiischels, die im Raum mit der Ebene des endlichen

» Grundkegelschnittes dieses. Inzidenzflichenbiischels den gréssten Nej-
gungswinkel haben, sind Strahlen des diesem homothetischen Polar-

L raumbuschel zugeordneten und durch ihn bestimmten (RH) Komplexes.

W

.
'b,"
=

£

Wird auch hier, im Sinne der darstellenden Geometrie, die Ebene des

| endlichen Grundkegelschnittes % als Bildebene angenommen, dann kann

der (RH) Komplex als der geometrische Ort der die Berithrungspunkte
enthaltenden Fallinien der Beriihrungsebenen der Inzidenzflichen ¢,
des Polarraumbiischels (I1,) in allen thren Punkten betrachtet werden.

Nun wollen wir den Grad dieses (RH) Komplexes bestimmen. Man
wahle beliebig im Bischel /I, der Inzidenzflichen ¢. eine Fliche ¢,

‘und jm Raum einen beliebigen Punkt T Die Polarebene des Pols T

beziiglich der Flidche ¢, sei mit.7; bezeichnet, und die gemeinsame Ge-
rade der Polarebenen des Pols 7 beziiglich aller Flichen ¢. des Bii-
schels (also der dem Punkt 7 im (TH) Komplex zugeordnete Strahl) sei
tr. Offenbar ist die Gerade ¢ die Schnittgerade der Ebene 7, und der
Beriihrungsebene der den Punkt T enthaltenden Inzidenzfliche ¢s in
diesem Punkt. Der Schnittkegelschnitt der Fliche ¢, und der Ebene 1,
sei mit ¢; bezeichnet. In den Punkten des Kegelschnittes. ¢, wird die
Fliche @, von ihren den Punkt 7 enthaltenden Beriihrungsebenen be-
rithrt, und diese Ebenen hiillen, wie bekannt, einen Kegel 2. Grades des
Scheitels T ein, den wir mit (7¢,) bezeichnen werden. Wir sahen vor-
her, dass die Pole der Ebene 7, sich beziiglich aller Flichen ¢. des
Inzidenzflachenbischels I, in einer Ebene der Geraden o, also in der

. Ebene (oT) befinden, und dass sie eine Hyperbel v bilden, die die un-
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endlich ferne Gerade o schneidet, und selbstverstindlich den Punkt T !

enthilt. Der jedem Punkt F des Kegelschnittes ¢; zugeordnete Strahl f:
im (TH) Komplex liegt in jener Berithrungsebene des Kegels (T¢,), die
den Kegelschnitt ¢, in diesem Punkt F beriihrt, weil sie in diesem Punkt
auch die Flache ¢, berithrt. Alle derartigen den Punkten F,. des Ke-
gelschnittes ¢; zugeordneten Geraden fi* bilden eine Regelfliche 4.
Grades, was wir auf folgende Weise beweisen konnen: Jeder Strahl f:,
der in der diesem Strahl zugeordneten Bertthrungsebene des Kegels
. (T¢,) liegt, schneidet die Hyperbel v unfl-die unendlich ferne Gerade
0. Da der Scheitel T sich in jeder Berithrungsebene des Kegels (T¢,)
befindet, und die Hyperbel v diesen Scheitel enthilt, schneidet jede
dieser Beriihrungsebenen die Hyperbel v nur noch in einem weiteren
. Punkt. Da jeder Punkt der Geraden o* und jeder Punkt der Hyperbel
v zwei Berithrungsebenen des Kegels (T¢,) enthilt, wird auch jeder
Punkt der Geraden 0" und jeder Punkt der Hyperbel v zwei Erzeugen-
den der gesuchten Regelflache enthalten. Diese Regelfliche kann also
als das Erzeugnis einer Punktreihe erster Ordnung und einer Punktreihe
zweiter Ordnung, die zweizweideutig zugeordnet sind, betrachtet wer-
den. Wenn die unendlich ferne Gerade 0" und die Hyperbel v keinen
gemeinsamen Punkt hitten, dann wire der Grad dieser Regelfliche
(2.2 4+ 1.2) = 6. Da aber alle Berithrungsgeraden des Kegels (T¢,), die
den Schnittpunkt der Hyperbel v und der Geraden o” enthalten und in
zwei Ebenen liegen, auch Erzeugenden der gesuchten Regelfliche I’
sind, und wenn wir diese zwei Biischel paralleler Geraden ausser acht
lassen, bleibt der Grad der gesuchten Regelfldche vier. Dieser Regel-
fliche gehort, wie gesehen, die Hyperbel v und die unendlich ferne
Gerade 0", als zerfallene Raumdoppelkurve 3. Ordnung an. Die Fuss-
punktkurve b dieser Regelfliche beziiglich des Punktes 7 ist eine Raum-
kurve 8. Ordnung, die in dem Punkt T einen Doppelpunkt hat, weil
dieser Punkt sich auf der Doppellinie v dieser Regelfliche befindet.
Der Bisekantenkegel (Th) dieser rdumlichen Fusspunktkurve, dessen
Erzeugenden den Punkt T enthalten, ist vom 6-ten Grade, weil sich
der Scheitel T auf der Doppellinie v der Regelfliche I" befindet. Zieht
man durch die Punkte F, des Kegelschnittes ¢, lotrechte Geraden auf
die diesen Punkten zugeordneten Strahlen des (TH) Komplexes, die
Erzeugende der Regelfliche I' sind, dann sind diese lotrechten Gera-
den die diesen Punkten zugeordnete Strahlen des (RH) Komplexes, die
cine weitere, Regelfliche I'; bilden. Wir haben also zwei jede Erzeu-
gende der Regelfliche I' senkiecht schneidende und im Raum parallel
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liegende Geraden. Eine dieser zwei Geraden ist Erzeugende des ({en aus
den Bisekanten der Fusspunktkurve 8. Ordnung zusammengesetzten Ke-
- gels (7h) 6. Grades, und die zweite ist eine Erzeugende der eben er-
wihnten Regelfliche I';, die durch die den Punkten des Kegelschnittes
. ¢; zugeordneten Strahlen im (RH) Komplex gebildet ist. So vicle der-
~ artige parallele Gerade, die die Erzeugenden der Regelfliche I' senk-
recht schneiden, in einem Strahl des (RH) Komplexes zusammenfallen, -
¢ also mit einer Erzeugenden des Kegels (T¢,) sich decken, in so vielen
Strahlen (Erzeugenden) wird der Strahlenkegel (T¢c,) 2. Grades den Kegel
" der den Punkt T enthaltenden Strahlen des (RH) Komplexes durchdrin-
gen Der Berithrungskegel (75) des Scheitels 7 der Regelfliche I' 4. Gra-
< “des mit der Doppellinie (v, 0"), und der Beruhrungskegcl der aus den den
£ Panten des Kegelschnittes ¢; zugeordneten Strahlen .im (RH) Komplex
’""zuSammengesetzten Regelfliche I't, mit demselben Scheitel 7, sind mit
. dem Kegel (Tc,) identisch, weil jedes Paar paralleler, auf die beschrie-
bcnc Weise zugeordneter, Erzeugenden der Regelflichen I" und I%, in
““einer Bertthrungsebene des Kegels (T¢,) liegen. Auf Grund dessen kann
der Kegel (75), der 6. Grades ist und durch die Bisekanten der er-
wahnten Fusspunktkurve 8. Ordnung bestimmt ist, den Kegel (Tc,), der
=2, Grades ist, nicht in 12 gewohnlichen Erzeugenden durchdrmgen
;~ ~ sondern nur in 6 dieser Erzeugenden. berithren, da zwei Durchdrin-
-’ gungserzeugende immer zusammenfallen. Es gibt also nur 6 Strahlen
* deés (RH) Komplexes, die den Punkt 7 enthalten, und die den Punkten
;- des Kegelschnittes ¢, zugeordnet sind, resp. auf dem Kegel (7T¢,) liegen.
- Der Kegel der den Punkt 7 enthaltenden Strahlen des (RH) Komplexes
kann also den Kegel (T¢,) 2. Grades nur in 6 Strahlen durchdringen.
" Nimmt man anstatt der Fliche ¢, irgend eine andere Fliche ¢. des
- Inzidenzflichenbiischels I1,, so bekommt man offensichtlich wieder das-
" selbe. Jeder der Kegel (Tcn), die alle 2. Grades sind, durchdringt also .
den Kegel der den Punkt T enthaltenden Strahlen des (RH) Komplexes
_in 6 Erzeugenden. Was fiir den Punkt 7 gilt, gilt selbstverstindlich
auch fiir alle andere Punkte des Raumes. Diejenigen Strahlen des (RH)
Komplexes, die einen” Raumpunkt enthalten, bilden also einen Kegel 3.
. Grades. Es folgt daher, dass der (RH) Komplex eines homothetischen -
Polarraumbﬁschels auch vom 3. Grade ist.

Dieser Grad ist alsé dem Grad eines derartigen Komplexes in einem
gcwohnhchen nichthomothetischen Polarraumbiischel glelch 3 aber die

# Siche [3] S. 152.
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betreffenden Komplexe unterscheiden sich durch mehrere Eigenschaften
.und Verelnfachungen '

.Die- mit den Strahlen und mit den dlesen Strahlen zugeordneten
Punkten Verbunder_)en Eigenschaften des (RH) Komplexes kénnen auf
dieselbe Weise bestimmt werden, wie es in einem nichthomothetischen
Polarraumbischel getan- wurde.

4. Der Normalenkomplex der Inzidenzflichen eines homothetischen
Polarraumbiischels. Wir bezeichnen diesen Normalenkomplex mit (NH).
In einem gewohnlichen nichthomothetischen Polarraumbiischel ist dieser
Strahlkomplex 8. Grades.® Die Fusspunkte der Strahlen eines derar-
tigen Strahlkomplexes 8. Grades, die im Raum parallel mit einer
Ebene sind, liegen auf einer allgemeinen Fliche 3. Ordnung.® Wegen
dieser Tatsache bilden die Fusspunkte der in einer Ebene liegenden
Strahlen dieses Strahlkomplexes eine Kurve 8. Ordnung. Bei den ge-
wéhnlichen nichthomothetischen Polarraumbiischel wird diese Tat-
sache mittels derjenigen Fliche 3. Ordnung bestimmt, die durch die Be-
rihrungspunkte der Inzidenzflichen dieses Polarraumbiischels mit den
mit einer Geraden parallelen Ebenen gebildet ist. In unserem Fall
des homothetischen Polarraumbiischels (II.), befindet sich jeder un-
endlich ferne Punkt in der Ebene des unendlich fernen Grundkegel-
schnittes k* des Inzidenzflachenbiischels IT.. Werden jetzt an’ die
Flichen ¢» des Inzidenzflichenbiischels II. die einen unendlich fernen
Punkt enthaltenden Beriihrungsebenen  gelegt, also solche Berithrungs-
e¢benen, die im Raum parallel mit einer Geraden sind, so liegen die Be-
rihrungspunkte derartiger Beriihrungsebenen auf -einer Fliche 2. Gra-
des, die den _endlichen Grundkegelschnitt k2 enthilt, da in diesem Fall
die oben erwihnte Fliche 3. Ordnung in die unendlich ferne Ebene und
eine Fliche 2. Grades zerfillt. Es folgt also, dass in unserem homothe-
tischen Polarraumbiischel (I7,) die Fusspunkte der in einer Ebene liegen-
den Strahlen des diesem Poldrraumbiischel (/I.) zugeordneten (NH)
Kompléexes auf éiner Kurve 2. Grades liegen. T

In der unendhch fernen Ebene des Grundkegelschnittes & sei eine
Gerade m gegeben durch d1e ein Biischel parallcler ‘Ebenen bestimmt
ist. Die diesen Ebenen @ in dem Inzidenzflichenbiischel 1T, gemem-
same konjugiert zugeordnete Ebene ; enthilt die Gerade o, und ent-

¢ Siehe [8] S. 159-168.
5 Siehe [4] S. 258.
s Siche [4] S. 256.
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hilt offenbar auch den unendlich fernen Pol M" der Polare m” be-
ziiglich des unendlich fernen Kegelschnittes k. Wie bekannt, liegen in
der Ebene 8 die Pole der Ebenen ax in allen polaren Riumen des ho- -
mothetischen Polarraumbiischels (IZ.). Jede dieser parallelen Ebenen
o berithrt einige Flichen pn des Inzidenzflichenbiischels II., und dem
Erwihnten nach miissen diese Berithrungspunkte in der Ebene g liegen.
Diese Berithrungspunkte in der Ebene.s fallen also mit den Beriihrungs-
punkten der- Schnittgeraden a* der Ebene. f: und der Ebenen a. mit
den Kegelschnitten des Schmttkegelschmttbuschels der Ebene -3 mit den
homothetischen. Inzidenzflichen des Polarraumbuschels (I1), -zusam-
men. Da die Ebene g das Flichenbiischel IT. in einem Kurvenbiischel
9. Grades schneidet, das zwei unendlich ferne Grundpunkte auf dem
Grundkegelschnitt £ hat, und da die parallelen Schnittgeraden @" n
" der Ebene f einen Punkt der unendlich fernen: Verbindungsgeraden
dieser zwei Grundpunkte enthalten, liegen die Berithrungspunkte der
Geraden @® und der Kurven des erwihnten Schnittkegelschnittbiischels
in der Ebene # aus einer Kurve 2. Grades. Die Kurve 3. Ordnung der
 Beriihrungspunkte zerfillt also hier in die unendlich ferne Gerade und
in eine Kurve 2. Grades. Die den Punkten dieser Kurve 2. Grades zu-
- geordneten Normalen der Flichen ¢, des Inzidenzflachenbiischels Ix
“enthalten den Pol M, der Geraden m* beziiglich des’ absoluten Kegel-
schnittes in der unendlich fernen Ebene. Es ist klar, dass wir zuerst den
. 'Pol M, beliebig wahlen. konnen, durch den dann die Polare m” und der
~ Pol M” bestimmt wiren, Auf Grund dieser Betrachtungen sieht man,
dass die einen unendlich fernen Punkt enthaltenden Strahlen des (NVH)
Komplexes eines homothetischen Polarraumbuschels (Il), einen Zy-
linder 2. Grades bilden.- In je einer Ebene y ‘des Rauries liegen oot
‘ derartlge Strahlen des {NH) Komgplexes, die: eine Kurve folgender Art
. umhiillen: Die Fusspunkte der in der Ebene » hegenden Strahlen' des
(NH) Kemplexes liegen; wie wir sahen, auf einer Kurye 2: Grades; und:
- jeden unendlich fernen- Punkt dieser Ebene y - enthalten zwei Strahlen
* dieses Komplexes, ‘die in dieser Ebene liegen. Man hat also 'das Er-
zeugnis einer linearen und einer konischen Punktreihe, die einzweideutig
derartig zugeordnet sind, dass jedem Punkt der konischen Punktreihe
ein Punkt der unendlich fernen Geraden, und einem unehdlich fernem
Punkt zwei Punkte der konischen Punktreihe zugeordnet sind. Die Klasse
*, der erzeugten Einhiillenden muss.also (1.2 + 2. 1) = 4 sein. Die in einer
~ Ebene des Raumes liegenden Strahlen®des (NH) Komplexes hiillen also
- eine Kurve 4. Klasse um, und durch diese Tatsache ist- auch bewiesen,
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dass der Normalenkomplex der Inzidenzflichen ¢» eines homotheti-
schen Polarraumbiischels (II,) 4. Klasse, also demnach auch 4. Gra-
des ist. -

Der Normalenkomplex der Inzidenzflachen eines gewohnlichen nicht-
homothetischen Polarraumbiischels ist, wie bekannt, vom 8. Grade.
In unserem homothetischen Fall hat dieser Normalenkomplex den
Grad 4 deswegen, weil eine Hilfte (k") der zerfallenen Grundkurve
4. Ordnung. I. Art des Inzidenzflichenbiischels II, in der unendlich
fernen Ebene des absoluten Kegelschnittes liegt. Also, der absolute Ke-
gelschnitt befindet sich auf der in die Ebenen der Grundkegelschnitte
k und k* zerfallenen Inzidenzfliche des Bischels ITn. -

Auf die gleiche Weise, wie wir es bei dem gewohnlichen nichthomo-
thetischen Polarraumbiischel ausgefithrt haben, kénnen auch hier in
unserem homothetischen Fall einige Eigenschaften des (NVH) Komplexes
ausgefithrt und betrachtet werden. Z. B.: Jeder Strahl des (N¥H) Kom-
plexes hit einen ihm zugeordneten Fusspunkt. Der geometrische Ort der
Fusspunkte derjenigen Strahlen des (NH) Komplexes, die einen Punkt
T im Raum enthalten und einen Kegel (7») 4. Grades bilden, liegen
im gewohnlichen nichthomothetischen Fall, wo dieser Kegel 8. Gra-
des ist, auf einer Raumkurve 9. Ordnung. Da in unserem homotheti-
~ schen Fall eine derartige Raumkurve jede Inzidenzfliche ¢» des Bii-
schels 71, in 6 Fusspunkten der den Punkt 7 enthaltenden Normalen
~ dieser Flache schneiden, und weiterhin auch in den 4 Fusspunkten der
den Punkt 7 enthaltenden Normalen der Grundkegelschnitte 2 und %"
des Inzidenzflichenbiischels II,, muss die Ordnung dieser Kurve /2
(6 + 4) = 5 sein. Also, die Fusspunkte der einen Raumpunkt enthal-
tenden Strahlen des (VH) Komplexes eines homothetischen Polarraum-
biischels, die einen Kegel 4. Grades bilden, liegen auf einer Raumkurve
5. Ordnung. Der Scheitel T ist ein gewdhnlicher Punkt dieser Raum-
kurve, und auf jeder Erzeugenden des Kegels (7,) befindet sich, ausser
dem Scheitel 7, nur noch ein Punkt dieser Raumkurve.

Da sich auf jeder derartigen Raumkurve auch der ihr zugeordnete
Punkt T befindet, sehen wir, dass diese Eigenschaft des (NVH) Kom-
" plexes ganz mit seinem ‘Grad zusammenpasst, weil die den Punkt T
enthaltenden Bisekanten dieser Raumkurve einen Strahlenkegel 4. Gra-
“des bilden, und auf jeden Erzeugenden dieses Kegels sich, ausser dem
Punkt 7, nur noch ein Punkt dieser Raumkurve befindet.

Auf Grund dieser Tatsache, und der Tatsache dass die Fusspunkte
der in einer Ebene liegenden Strahlen des (VH) Komplexes eine Kurve
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2. Grades bilden, gillt auch folgendes: Die den” Punkten einer Ebene
als Fusspunkten zugeordneten Strahlen des (NH) Komplexes bilden
eine Kongruenz 5. Ordnung und 2. Klasse,

Auf dhnliche Weise kénnen auch weitere Eigenschaften des (NH).

Komplexes, beziiglich seiner Strahlen und ihrer Fusspunkte, bestimmt

und betrachtet werden.

5. Die Achsenkomplexe der homothetischen Polarraumbiischel. Die

" Fusspunkte der einem Punkt 7 zugeordneten Strahlen in den quadra-

tischen Achsenkomplexen der polaren Riume eines Polarraumbiischels
liegen auf einem Kreis, der den Punkt enthélt und den diesen Punkt
zugeordneten Strahl in dem bekannten tetraedralen (7K) Komplex dieses

" Polarraumbiischels senkrecht schneidet [5]. Dasselbe gilt offenbar auch
" in unserem homothetischen Polarraumbiischel, wo ein derartiger einem

" _Punkt T zugeordneter Kreis den diesem Punkt zugeordneten Strahl i

im (TH) Komplex dieses Polarraumbiischels senkrecht schneidet. Da

. -aber jeder derartige Strahl #, wie bekannt, mit der Ebene des Grund-

kegelschnittes k parallel liegt, und von dieser Ebene auf der anderen

- Seite gleich entfernt ist wie der dieser Geraden zugeordnete Punkt 7, so

folgt, dass die Mittelpunkte aller derartigen Kreise in der Ebene des

© Grundkegelschnittes % liegen, und dass die Ebenen dieser Kreise auf

dieser Ebene senkrecht stehen.

Auf Grund der Tatsache, dass die einer Ebene in allen polaren
Riumen des homothetischen Polarraumbiischels (II.) zugeordneten Pole
in einer Ebene liegen und eine Hyperbel bilden, folgt, dass die Fuss-
punkte der den Punkten ciner Ebene zugeordneten Strahlen, in den
Achsenkomplexen der polaren Rdumé des Biischels (ITn), in dieser
Ebene ‘eine Hyperbel bilden, und nicht eine Kurve 3. Ordnung, wie es
im nichthomothetischen Fall ist. Diese Kurve zerfillt in unserem ho-
mothetischen Fall in die erwihnte Hyperbel und die unendlich ferne

Gerade ihrer Ebene.  ©

. Jedem Punkt des Raumes, als dem Pol in dem Achsenkomplex

jedes polaren Raumes, ist auch in unserem homothetischen Fall sein
Strahl, der Fusspunkt dieses Strahles, die Polarebene, der reziproke

Strahl, ‘der Fusspunkt dieses Strahles, der reziproke Pol und die diesem

- Pol zugeordnete reziproke Polarebene zugeordnet. Diese einem Raum-
' punkt zugeordneten Elemente in den Achsenkomplexen der pola-

__-‘{1\\" A

e

ren Riaume des homothetischen Polarraumbiischels (IIn) bilden den

~ stetigen Punktreihen zugeordnete stetige eindimensionale Mengen von

2
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Punkten, Geraden und Ebenen, also Kurven, Regelflachen und Torsen,
die im gewdhnlichen nichthomothetischen Fall allgemein bestimmt und
betrachtet wurden.” In unserem homothetischen Fall konnen diese ein-
dimensionalen geometrischen Urter auf die gleiche Weise wie im nicht-
homothetischen Fall bestimmt. und betrachtet werden, nur wiren hier
die Resultate dieser Betrachtungcn etwas verschieden von denjenigen
im nichthomothetischen Fall, weil ihre Ordnungen, Klassen und Grade
reduziert wiren, und dadurch oft viel einfacher hergeleitet werden
konnten, als es bei den vewohnllchen nichthomothetischen Polarraum-
biischeln der Fall ist. In dieser Arbeit haben wir nicht die Absicht, uns
auch mit derartigen gebmetrischen Ortern des homothetlschen Polar-
raumbuschels (I1z) zu befassen.

6. Wenn ein homothetisches Polarraumbiischel (II.) so gegeben wire,
dass seine Inzidenzfléichen ©n eine gemeinsame Symmetrieebene haben,
in der offenbar die Gerade o liegen miisste, oder wenn sie eine ge-
meinsame Achse haben, die mit der Geraden o identisch ist, und da-
durch auch zwei gemeinsame Symmetrieebene haben, konnte man alle
bisher ausgefithrten Betrachtungen auch in diesen speziellen Fillen
durchfithren, aber mit sehr reduzierten und vereinfachten Resultaten.
Offenbar wire die Symmetrie die Haupteigenschaft aller gewonnenen
Erzeugnisse.

”»

B) DAS BUNDEL HOMOTHETISCHER POLARER RAUME

7. Es sei-durch drei homothetische Fliachen ¢, , @,, ¢3 2. Grades, von
denen keine sich in dem durch die zwei anderen bestimmten Flichen-
biischel befindet, ein Flichenbiindel 2. Grades bestimmt und gegeben.
Alle Flachen 2. Grades des durch die homothetischen Flachen ¢, , ¢,,
gebildeten Flachenbiischels (p; @) sind zu diese zwei Flichen homo-
thetisch, und jede Fliche eines durch die Fliche ¢; und je eine Fliche
des Biischels (p; ;) bestimmten Flachenbuschels ist offenbar zu diesen
drei Flichen ¢,, @5, @3 homothetisch, da alle oo? auf diese Weise
bestimmten Fliachen des durch die Flichen ¢,,p,, ¢; bestimmten Fla-
chenbiindels II.2 einen gemeinsamen unendlich fernen Kegelschnitt %~
haben. Die durch die homothetischen Flichen des Bindels /7,2 als Inzi-
denzflichen bestimmten polaren-Rdume bilden ein homothetisches Po-
larraumbundel (II.?). Alle Inzidenzflichen des Bund@ls I1,* haben

7 Siehe [5] S. 244-254.
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ausser dem unendlich fernem Kegelschnitt 2* noch zwei endliche reelle
oder konjugiert imaginire Punkte M, N gemeinsam, in denen der
endliche gémeinsame Kegelschnitt der homothetischen Flachen ¢y, @,
die Fliche ¢, schneidet. Die zwei weiteren Schnittpunkte befinden sich

" auf dem unendlich fernen gemeinsamen Kegelschnitt £7. Also, anstatt

durch die bekanriten 8 assoziierten Punkte ist in unserem Fall das ho-

 mothetische Inzidenzflichenbiindel II,2 durch zwei endliche Punkte

M, N und durch den erwidhnten unendlich fernen Kegelschnitt & be-
" stimmt. Das Punktepaar M, N und der Grundkegelschnitt %2* konnen
offenbar auch imaginir sein, und der unendlich ferne Grundkegel-
schnitt &% kann auch in zwei reelle oder kon]uglert 1mag1nare Geraden
zerfallen. :

Die Mittelpunkte der homothetlschen Inz:denzﬂachen Py Pas Ps

" seien mit O,, O, O, bezeichnet. Die Mittelpunkte aller Inzidenzfla-

chen des homothetischen Polarraumbiindels (I1,%) liegen offenbar in
~ der Ebene o dieser drei Mittelpunkte O, , O,, Oy, da die Mittelpunkte
' Ox des vorher erwihnten Inzidenzflichenbiischels (¢ @,) auf der Ver-
bmdungsgeraden 0, O, liegen, und die Mittelpunkte aller anderen Inzi-
'denzflichen des Biindels IT,2 auf den Verbindungsgeraden des Mittel-

- punktes Oy und der auf der Verbindungsgeraden 0.0, befmdhchen

. ‘Mittelpunkte liegen. Man sieht also, dass die Ebene o= (0, O, 0,)

~ eine gemeinsame Diametralebene aller Inzidenzflichen des homothe-

B

tischen Polarraumbiindels (I1.2) ist, die das Flichenbiindel IT,® bilden.
" Die dieser Ebene o, in allen polaren Riumen des homothetischen Biin-

dels (H,?) konjugiert zugeordneten Geraden sind im Raum parallel, da

alle. diese Geraden den -unendlich fernen Pol 8% der unendlich fernen
Geraden's” der Ebene o, beziiglich des unendlich fernen Kegelschnittes
k*; enthalten. Dies gilt, selbstverstindlich, ‘auch fir jede Ebene des
Raumes und fiir die-mit dieser Ebene parallelen Ebenen. Die Ebene der

- endlichen Durchdringungskurve 2. Grades ‘zweier homothetischer Fla-
" chen 2. Grades ist, wie wir sahen, immer der Verbindungsgeraden der

Mittelpunkte dieser zwei Flachen, beziiglich dieser zwei' Flichen, ko-
" njugiert zugeordnet. Dies gilt selbstverstandlich auch far die homo-
thetischen Flichenpaare ¢, ¢, und @, @;, die sich in endlichen Kegel-

' schnitten k,, und &, durchdringen, und die, wie wir sahen, die Grund-

\/

W’g"“

' punkte M; N des Flichenbiindels I7,? enthalten. Es foglt also, dass die
" Verbindungsgerade der Punkte M, N, als Schnittgerade der Ebenen der
Kegelschmtte k, und ky5, zu der Ebene o konjugiert zugeordnet ist.
Dle Flachen des durch die Flichen ¢, @, bestimmten Flachenbischels
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2. Grades, resp. des Flichenbiischels mit dem endlichen Grundkegel-
schnitt k,,, durchdringen die zu ihnen homothetische Flache ¢, in
endlichen Kegelschnitten k4, die alle die Punkte M, N enthalten. Dufch
jeden Kegelschnitt k.7 ist, wie schon erwihnt, ein Biischel der Inzidenz-
flichen des Polarraumbiindels (II,?) bestimmt. Durch jede Berithrungs-
~ gerade der Fliche @3 im Punkt M, resp. N, ist einer dieser Kegel-
schnitte ki bestimmt, da durch diese Berithrungsgeraden die Ebene
dieses Kegelschnittes k4, der die Punkte M, N enthiilt, bestimmt ist.
Jede Ebene a des Punktes M, resp. N, schneidet die Berithrungsebene
der Fliche @, im Punkt M, resp. N, in einer Berithrungsgeraden dieser
Flache, durch die eines der vorher erwdhnten Flichenbiischel der Inzi-
denzflichen des Biindels II,2 bestimmt ist, und durch diese Ebene «
ist weiterhin in diesem Bischel eine Fliche, resp. in dem Polarraum-
biindel (I1.?) ein polarer Raum dieser Inzidenzfliche, bestimmt. Durch
jede Ebene des Punktes M, resp. V, ist also.in unserem homothetischen
Polarraumbiindel (I1,2) ein polarer Raum bestimmt. ' ‘

Es ist bei einem gewdhnlichen nichthomothetischen Polarraumbiindel
bekannt, dass die. einem Raumpunkt P in allen polaren Raumen
dieses Biindels zugeordneten Polarebenen einen gemeinsamen Punkt Py
haben?® Alle derartigen 003 Raumpunktpaare P, Py sind mittels dieses
Polarraumbiindels involutorisch eineindeutig zugeordnet, und die Ver-
bindungsgeraden dieser Punktepaare bilden einen kubischen Strahlkom-

- plex. Durch diese eineindeutige involutorische Zuordnung ist auch eine
kubische Raumtransformation bestimmt.? ‘

In einem Biischel homothetischer polarer Rdume, dessen Inzidenzfla-
chen den gemeinsamen endlichen Grundkegelschnitt 2 haben, hat man.
gesehen, dass die einem Raumpunkt P in dem (TH) Komplex cieses
Polarraumbiischels zugeordnete Gerade p: mit der Ebene des Kegel-
schnittes & parallel ist, und auf der dem Punkt P gegeniiber liegenden
Seite dieser Ebene gleich so wie dieser Punkt entfernt ist. Dies gilt
offenbar fiir jeden Raumpunkt in allen Polarraumbiischeln (II.) des
Polarraumbiindels (I.2), also auch fiir dicjenigen, die durch die Grund-
Kegelschnitte &4 auf der Fliche ¢; bestinmt sind. Da die Polarebenen
eines Raumpunktes P in allen polaren Riumen des homothetischen Biin-
dels (II.?) einen Punkt P; enthalten, mussen also auch die dem Punkt .
P zugeordneten Strahlen p: in den (TH) Komplexen der homothetischen |
Polarraumbiischel deren die. Kegelschnitte k' enthaltenden Inzidenz- :

8 Sieche [1] S. 136.
® Siehe [1] S. 187. T
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, flachen diesen Punkt P, enthalten. Der jedem Raumpunkt P derartig

- zugeordnete Punkt P, befindet sich also gleich weit wie der Punkt P
.auf der anderen Selte der Ebene cines jeden der Kegelschnitte k. Die
Punkte P, P, befinden sich daher in einer Ebene der Verblndunqs—
geraden MN und sind von dieser Geraden gleich entfernt. Die Ver-
bmdungsgeraden aller Punktepaare P, P, in -unserem homothetischen.
Fall eines Polarraumbiindels Schneiden also die Verbmdungsgera’de der
~ Grundpunkte M, N. Es gilt daher folgender Satz:

* Die Uerbindungsgeraden der durch ein homothetisches Polarraum-
o\ "biindel bestimmten oo3 eineindeutig involutorisch zugeordneten Punkte-
" paare bilden einen singuliren linearen Komplex, dessen Leitgerade die
Uerbmdungsgerade der zwei endlichen Grund{mnkte dieses Polarraum-
- biindels ist. ;
. Da die den Punkten dcr Ebene o zugeordneten Polarebenen in allen
- polaren Riumen des Polarraumbiindels (I1,2) den vorher erwihnten
{ ‘unendlich fernen Punkt $* enthalten, ist dieser Punkt $* in der be-
- schriebenen involutorischen Raumzuordnung allen Punkten der Ebene
“ o zugeordnet.
 ~Dass ‘die Verbindungsgeraden der zugeordneten Raumpunkte P, P,
_ die Verbindungsgerade MN schneiden miissen, kann auch auf folgendc
"~ Weise erkannt werden: Jeder Punkt P des Raumes befindet sich in der
- Ebene eines Grundkegelschmttes kg'. Die diesem Punkt P zugeordneten
- Polarcbenen in den polaren Raumen des durch den in dieser Ebene
hegenden Kegelschnitt k' bestimmten Polarraumbiischels, enthalten die
“:"Polare p: des Pols P beziiglich des Kegelschnittes k¢ in dieser Ebene.
. Da auf dieser Geraden p: der dem Punkt P zugeordnete Punkt P, liegt,
\ und diese Gerade p: in der Ebene des Kegelschnittes k4, die den Punkt
P enthilt, sich befindet, liegen also beide diese Punkte in dieser Ebene
- der Geraden MN. Da ferner alle Kegelschnitte k;i die Punkte M, N
’: enthalten, schneiden die Verbindungsgeraden aller derartigen Punkte-
© paare P, P, die Verbmdungsgerade MN.
Wie bekannt, schneiden sich die einem Punkt P des Raumes in drei
-_polaren Riumen des Polarraumbiindels (11,2) zugeordneten Polarebenen
in demjenigen Punkt P, des Raumes, der die Polarebenen des Pols P
_-auch in allen anderen polaren Riumen des Polarraumbiindels (I7.2)
- enthilt. Es sei im Raum eine Gerade m gegeben. Die den Punkten M"
- dieser Geraden zugeordneten Polarebenen beziiglich der Inzidenzfla-
* chen @, @, schneiden sich in Geraden m, die, wie wir in der Abt. 1.
* dieser Arbeit sahen, ein System von Erzeugenden eines hyperbolischen
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Paraboloides bilden. Die Polarebenen der Punkte M” auf ‘der Geraden
m bilden im' Polarraum der Inzidenzfliche ¢,, wie bekannt, ein Ebe-

nenbiischel, fiir welches die Achse m; die der Geraden m in dem po-

laren Raum der Inzidenzfliche @, konjugiert zugeordnete Gerade ist.

Dieses Ebenenbiischel [m;] und das eben erwihnte Erzeugendensystem
des hyperbolischen Paraboloides sind projektiv der Punktreihe M* auf
der Geraden m zugeordnet, und dadurch”sind sie 6ffenbar auch unter-
einander projektiv zugeordnet. Das Erzeugnis dieses’ dem Ebenen-
biischel [mg] projektiv zugeordnéten Erzeugendensystems ist, wie be-
kannt, eine Raumkurve 3. Ordnung, die mit I3 bezeichnet sei. Da eine
Erzeugende des erwihnten Erzeugendensystems immer unendlich fern
liegt, so muss auf dieser unendlichfernen Erzeugenden auch der immer
reelle Punkt der Raumkurve I3 liegen. Dieser unendlich ferne Punkt
ist der schon bekannte Punkt S%, da er-dem Schnittpunkt der Geraden
m und der Ebene o, in unserer vorher erwéhnten involutorischen Raum-
zuordnung in allen polaren Ridumen des Polarraumbiindels (11.2) zu-
geordnet ist. Da die Gerade m beliebig im Raum angenommen wurde

gilt folgender Satz:

Durch die. Punktepaare P, P, der in' einem Polarraumbiindel (II,?)
homothetischer polarer Riume bestimmten involutorischen Raumzu-
ordnung ist eine kubische Raumtransformation gegeben. Die jeder Ge-
raden des Raumes in dieser Raumtransformation ‘zugeéordnete 'Raum-
kurve 3. Ordnung enthdlt den unendlich fernen Pol S* der gemein-
samen Diametralebene der Inzidenzflichen in allen polaren ‘Riumen
dieses homothetischen Polarraumbiindels. - - i

Offenbar enthalt auch die jeder Ebene des Raumes in diéser Raum-
. transformation zugeordnete Flache 3 Ordnung dlesen unendhch fernen

Punkt Sﬂ g = i : . P » W B B & " s cum 2

‘Man ‘betrachte-jetzt eine Ebene a und ale” oo? in d1eser Ebene he-
genden Geraden. Alle oo? dlcsen ‘Geraden zu0'eordneten Raumkurvers
I3 3. Ordnung befinden sich selbstverstandllch auf der dieser Ebene zu-
geordneten Fliche 3. Ordnung, und “alle enthalten:den - vorher er-
wihnten unendlich fernen Punkt §%. Man betrachte eine Gerade n, die
den uniendlich fernen Punkt S$» enthalt; also in Raum 7 | MN liegt. Auf
dieser Geraden n befindet sich nur ein endlicher Punkt der erwdhnten

Fliche 8. Ordnung, und zwar derjenige, der' demi Schnittpunkt der |

Ebene o und derjenigen G'eradén ny | MN zugeordnet ist, die in der
Ebene (nMN) liegt, und so wie die- Gerade n; aber auf der anderen :
Seite der Geraden MN, von dieser gleich entfernt ist. Es folgt also, dass
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die einer Ebene o im Raum zugeordnete Fliche 3. Ordnung im un-
endlich fernem Punkt $” einen Doppelpunkt hat. Da die Ebene a
irgendwelche Ebene des Raumes sein kann, gilt auch dieser Satz:

Die allen Ebenen des Raumes in der durch ein homothetisches Po-
larraumbiindel bestimmten kubischen Raumtransformation zugeordne-
ten Flichen 3. Ordnung haben einen gemeinsamen unendlich fernen
Doppelpunkt, der der Pol der gemeinsamen Diametralebene der Inzi-
denzflichen in allen polaren Riumen dieses Polarraumbiindels ist.
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Virim Niée

HOMOTETICNI POLARNI PROSTORI

Uvob: Dvjema homoteti¢nim plohama 2. stupnja odreden je pramen
takvih ploha, kojemu se temeljna prostorna krivulja 4. reda I vrste
raspala u jednu konalnu i jednu neizmjerno daleku koniku. Uzmemo
li svaku plohu takva pramena kao incidentnu plohu jednog polarnog
prostora, tada je tim pramenom homoteti¢nih incidentnih ploba zadan
homoteti¢ni pramen polarnih prostora. \

Poznato je da je svakom pramenu polarnih prostora pridruZen i
njime odreden a) tetraedralni kvadratni kompleks osi pramenova po-
larnih ravnina pridrufenih tatkama prostora kao polovima, b) Majce-
nov kubi¢ni kompleks pravaca, koji neizmjerno daleko diraju incidentne
plohe pramena polarnih prostora, ¢) kubi¢ni kompleks najkraéih dirnih
putova izmedu incidentnih, ploha takvog pramena i d) kompleks nor-
mala incidentnih ploha tog pramena, koji je 8. stupnja. Svakoj tacki
prostora pridru¥ena je po jedna zraka svakog ovog kompleksa, ali u
sva Cetiri kompleksa ne vrijedi i obrat. U ovoj je radnji razmatran
i pramen osnih kompleksa, pridruZenih polarnim prostorima homote-
titnog pramena, a na kraju radnje razmatran je i sveZanj homoteti¢nih
polarnih prostora.

A) HOMOTETICAN PRAMEN POLARNIH PROSTORA

1. Tetraedralni kvadratni kompleks homoteticnog pramena polarnik
prostora. Homoteti¢nim plohama ¢, @,, koje se sijeku u konacnoj
konici % i neizmjerno dalekoj konici k*, odreden je pramen II. takvih
ploha ¢, 2. stupnja, a tim pramenom II. odreden je dalje homotetian
- pramen (II) polarnih prostora. Konike k, k" mogu biti ili realne, ili
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imaginarne. Sredi$ta ploha @1, ®s 0znatimo s Oy, 0,, a njihovu spoj-
nicu sa o. Konjugirani pravci spojnici o0, s obzirom na plohe ¢,, ¢,
nalaze se u neizmjerno dalekoj ravnini i oni su polare neizmjerno da-
leke tatke pravea o s obzirom na zajedni¢ku neizmjerno daleku koniku
k*. Oznatimo taj pravac sa o", koji je konjugiran spojnici 6 u svim
polarnim prostorima nafeg homoteti¢nog pramena (I1.). Konike k, k*
nalaze se na svakoj plohi ¢ pramena II,, dakle se sijeku u dvjema
neizmjerno dalekim tatkama A4,”, A4,", koje, naravski, mogu biti ili’
realne, ili konjugirano imaginarne. Spojnici 4, 4, konjugirani pravci
u svim polarnim prostorima pramena (II.) prolaze srediftima O, inci-
dentnih ploha @, tih prostora, te polom polare A4, A,™ s obzirom na
koniku £ u neizmjerno dalekoj ravnini. Ovaj konatan konjugiran pra-
vac prolazi i srediftima O,, O, ploha ¢,,p,, dakle se podudara sa
spojnicom o,-odnosno izlazi da je 0" = A,* A,", a odavle dalje da se
sredista svih ploha @, nalaze na ‘spojnici 0. Sve plohe @» pramena II,
diraju u tatkama An, Apn dvije ravnine pravca o, koje su, naravski,
ili realne, ili konjugirano imaginarne, kao i tatke A", A,

PotraZimo sada zrake tetraedralnog kompleksa pridruZenog ovakvom
pramenu (1) polarnih prostora. Zrake ovakvog kompleksa su, kao $to
znamo, osi pramenova polarnih ravnina pridrufenih tatkama prostora
kao polovima u svim polarnim prostorima pramena (I1,). Zajednitkim
dijametralnim ravninama -incidentnih ploha @s pridrufeni polovi na-
laze se na praveu o = A,” 4,7, a ti polovi i sjeciSta s opisanim njima
pridruZenim polarnim ravninama na tom pravcu &ine involutorni niz
s dvostrukim tatkama A4,% 4," Buduéi da svaka talka prostora P leti
u jednoj ravnini pravca o, prolaze njene polarne ravnine u pramenu
() jednom tatkom P* na pravcu o". A jer sve te ravnine prolaze jed-
nim pravcem p, mora taj pravacu konadnosti biti usporedan s ravninom
- konatne temeljne konike k. U svakoj ravnini pravca o nalazi se oo
taaka P, a svim tim tatkama pridrufeni pravci p, dakle njih oo2,
prolaze neizmjerno dalekom tatkom P7, dakle su to svi pravci te tatke.
Vidimo, dakle, da su svi oni pravci prostora — koji su usporedni s rav-
ninom kona¢ne temeljne konike £ — zrake tetraedralnog kompleksa pri-
drufenog na. opisari nafin homotetiénom pramenu polarnih prostora.

Poznato je da je-takav tetraedralni kompleks- kod obinog pramena
polarnih prostora kvadratan. Malo prije opisane zrake takva kompleksa
u naSem homoteti¢nom pramenu ¢ine, medutim, samo singularan line-
arni kompleks neizmjerno daleke ravnalice o7 Svakoj tacki P ravnine
konatne temeljne konike k, pridruZene polarne ravnine u svim polarnim
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prostorima pramena (II,), prolaze polarom-p pola P u toj ravnini
s obzirom na koniku k. Vidimo dakle da su i svi pravci ravnine konike
k zrake najeg raspadnutog tetraedralnog kompleksa. Isto ovo vrijedi
i za neizmjerno daleku ravninu konike k. Buduéi da smo na ovaj nalin
odredili zrake tetraedralnog kompleksa pridrufene svim tatkama pro-
stora, olito vrijedi ovaj stavak:

a) Tetraedralni kompleks pramena polarnih prostora, koji se sastoji
iz osi pramenova polarnih ravnina pridrufenih u tim prostorima svim
tatkama prostora, raspada se u slutaju homoteticnog pramena polarnih
prostora u linearni singularni kompleks neizmjerno daleke presjecnice
ravnina temeljnih konika kao ravnalice. Polja pravaca u ravninama tih
kqnika nalaze se takoder u tom kompleksu. .

Oznatimo sa (TH) takav singularni linearni kompleks pridruzen ho-
motetiénom pramenu (II,) polarnih prostora. Iz ¢injenice da ravnine
konika %k i k" mofemo smatrati raspadnutom plohom ¢ homotetitnog
pramena IT,, izlazi da su svaka tatka prostora P i njoj pridruzena
zraka p u (‘TH) kompleksu jednako udaljeni od ravnine konike %, ali
na razliitim njenim stranama. :

Iz pojednostavnjenih osobina ovakvog (TH) kompleksa moZe se jed-
nostavnim zakljudivanjem doéi do ovih stavaka:

b) Tactkama po volji odabrane ravnine, kao polovima przdruzene
polarne ravnine u polarnim prostorima jednog homotetiénog pramena,
dine za svaku takvu talku pramen ravnina, a osi suvih tih pramenova,
kao zrake (TH) kompleksa, tine konoidalnu kongruenciju 1. reda 2.
razreda, kojoj je ravnalica jedna hiperbola i jedan neizmjerno daleki
pravac koji tu hiperbolu sijece.

o) Tatkama po volji odabranog pravca u prostoru przdruzene zrake
u singularnom linearnom kompleksu (TH) ¢ine hiperbolicki paraboloid,
kojemu se jedna izvodnica nalazi uw neizmjerno dalekom pravcu o"
- raunine temeljne konike k. Ako je taj pravac zraka (TH) kompleksa,
prelazi taj hiperbolicki paraboloid w pramen pravaca s vrhom u tacki

 pridrufenoj toj zraci, a u ravnini usporednoj s ravninom konacne te-

meljne konike k.

2 kompleks analogan Majcenovom kubicnom kompleksu. Takav
. kompleks homoteti¢nog pramena polarnih prostora nazovimo (MH)
.~ kompleks. Iz tinjenice da su zraka (MH) kompleksa i zraka (TH) kom-
; pleksa, pridrufene jednoj tatki prostora, medusobno usporedne, dakle
4. su i sve zrake (TH) kompleksa usporedne sa zrakama (MH) kompleksa,
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te iz Cinjenice da svaki pravac usporedan s ravninom konike % dira u
konacnosti samu jednu plohu ¢, pramena II, izlazi da su oni pravci
prostora koji su usporedni s ravninom konike k zrake (MH) kompleksa.
Uzmemo i ravninu konike % kao ravninu slike, tada su zrake (MH)
kompleksa sutraZnice dirnih ravnina incidentnih ploha ¢, pramena II,,
koje prolaze njihovim dirali$tima. _

Sve zrake kompleksa (MH), koje su i zrake kompleksa (TH), sijeku
neizmjerno daleku presje¢nicu 0* ravnina konika & i 7, koje ¢ine jednu
raspadnutu incidentnu plohu ¢ pramena II. Svaka zraka ovog kom-
pleksa (TH) = (MH) »dira« prema tome u njenom sjeciftu s presjeé-
nicom o”, dakle neizmjerno daleko, ovu raspadnutu plohu ¢ homote-
titnog pramena I7,. ' ’

Kao $to znamo, zrake Majcenova kubi¢nog kompleksa pridruZenog
pramenu polarnih prostora jesu oni pravci prostora koji neizmjerno
daleko diraju incidentne plohe polarnih prostora tog pramena. Sve
incidentne plohe ¢ naSeg homoteti¢nog pramena (II,) prolaze neiz-
mjerno dalekom konikom %*. Svaki pravac prostora koji sijee koniku
k* lezi u jednoj dirnoj ravnini jedne incidentne plohe @., dakle je
zraka (MH) kompleksa. Za homoteti¢an pramen polarnih prostora vri-
jedi prema tome i ovaj stavak: ‘

d) Majcenov kubicni kompleks, pridruten homotetiénom pramenu
polarnih prostora, raspada se u singularan linearni kompleks konoidal-
nog oblika, kojemu je direkciona i'avninq ravnina konalne temeljne
konike k, te u kvadratni kompleks neizmjerno daleke ravnalice k».

1z identitnosti konoidalnih linearnih” singularnih kompleksa (TH) =
(MH) proizlazi jednojednoznatna prostorna pridrufenost parova zraka
‘u takvu kompleksu, kao i njima pridruZenih tacaka, ¢ime je pak odre-
dena jedna prostorna transformacija, koja u ovoj radnji nije poblie
razmatrana. U slu¢aju obitnog pramena polarnih prostora ta je pro-
storna transformacija 5. reda.

Na temelju Cinjenice da zrakama (TH) = (MH) kompleksa pridru-
Zene tatke leZe u ravnini, koja je konjugirana toj zraci u svim polar-
nim prostorima homotetinog pramena, mogu se izvesti i ovi stavci:

" e) Zrakama kompleksa (TH) = (MH), koje prolaze jednom tatkom
prostora, a leZe kad Sto znamo u jednoj ravnini, pridruiene tacke nalaze

se na jednoj konici koja prolazi tom talkom i sijete pravac sredista
incidentnih ploha.
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f) Zrakama (TH) = (MH) ‘komplek_sa, koje leze u jednoj ravnini,
pridruZene talke nalaze se na jednom pravcu koji sijele pravac sredista
ncidentnih ploha.

8) Pridruiene tatke onim zrakama (TH) = (TM) kompleksa, koje su
u prostoru usporedne s jednom ravninom, dakle Cine snop usporednih
pravaca, nalaze se u jednoj ravnini srediSta svik incidentnih ploha, koja
je u svim polarnim prostomna homotétiénog pramena konjugirana
smjeru tih pravaca. :

- 3. Analogan kompleks kompleksu najkraéib dirnih putova. Oznaimo
ovakav kompleks sa (RH). Poznato je da su zraka Majcenova kom-
pleksa i zraka kompleksa najkraéih dirnih putova, pridrufene jednoj
tatki prostora, medusobno okomite, prolaze tom tatkom i le¥e u dirnoj
ravnini incidentne plohe koja prolazi tom tatkom. U nafem homote-
tinom sludaju pramena polarnih prostora mofe se uz pomo¢ ove &i-
njenice lako izvesti ovaj stavak:

h) Sve tangente incidentnik ploha homotetiinog pramena polarnih
prostora, koje s ravninom konaine temeljne konike zatvaraju najveli
kut, jesu zrake (RH) kompleksa pridrutenog ovom pramenu polarnih
prostora.

Stepen (RH) kompleksa homotetitnog pramena polarnih prostora koji
je kubitan kao i kod obitnog pramena, mo¥e se ovdje izvesti analognim
postupkom kao kod obi¢nog pramena. Medutim (RH) kompleks se dosta
razlikuje po nekim svojim osobinama od takvog kompleksa kod obi¢nog
pramena polarnih prostora, ali one se mogu dobiti analognim postupkom
kao tamo.

4. Kompleks normala incidentnih ploha. Ovakav kompleks u pramenu
‘homoteti¢nih polarnili prostora oznalimo sa (NH). Kod obxcnog pra- -
mena polarnih prostora takav je kompleks 8. stupnja. Iz & chemce da
dirali§ta dirnih ravnina usporednih s jednim pravcem sa svim plohama
jednog pramena ploha 2. stupnja ¢ine plohu 3. reda izlazi da no¥ita
normala incidentnih ploha jednog pramena polarnih prostora, okomi-
tih na jednom pravcu, dakle usporednih s jednom ravninom, &ne opéu
plohu 8. reda. U slutaju homoteti¢nog pramena polarnih prostora takva
se ploha raspada u plohu 2. stupnja i neizmjerno daleku ravninu, jer
Je ta ravnina dio jedne incidentne plohe tog pramena u kojoj se nalazi
apsolutna ¢unosjetnica. No#ifta zraka naSeg kompleksa (NH), koje
leZe u jednoj ravnini, ¢ine prema tome krivulju 2. stupnja. Sve nor-
male te krivulje, kao zrake (NH) kompleksa, omataju krivulju 4. raz-
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reda, koja nastaje kao proizvod jednog neizmjerno dalekog linearnog
niza i jednog konatnog niza 2. reda, koji su jednodvoznatno pridrufeni.
Iz tinjenice da zrake (NVH) kompleksa u jednoj ravmm omataju krivu-
lju 4. razreda pr01zlaz1 dalJe ovo:

i) Normale incidentnih ploha homotetiénog {Jmmena polarmh [)ro-—
stora Cine kompleks (NH) Ceturtog stupnja.

Raspadanje ovog kompleksa u stepen manji od osmog, proizlazi iz
injenice da sve incidentne plohe prolaze konikama % i %7, kao i iz
{injenice da su ravnine tih konika jedna raspadnuta incidentna ploha.

Zrake (NH) kompleksa koje prolaze jednom tatkom prostora &ine
prema tome stoZac 4. stupnja. Krivulja noita tih zraka probada svaku
incidentnu plohu u $est talaka, jer je kongruencija normala plohe 2.
stupnja 6. reda 2. razreda. Osim toga, moZemo svakom tatkom prostora
postaviti na konatnu temeljnu koniku % po etiri okomice, koje su
takoder u tim no#iftima na kenici k normale neke incidentne plohe @n
pramena IT,. Krivulja noZilta zraka (NVH) kompleksa, koje prolaze jed-
nom tatkom prostora i &ine stoZac 4. stupnja, probada svaku incidentnu
plohu naseg homoteti¢nog pramena u 10 talaka, osim onih koje imaju
takva noziSta na temeljnoj konici k. Izlazi, prema tome, da je takva
prostorna krivulja 5. reda, $to u ostalom mora i biti, jer je vrh tog
stodca njena jednostruka tatka. Iz ove éinjenice, kao i one da nofita
zraka (NH) kompleksa koje leZe u jednoj- ravmnl ¢ine kI‘lVUl]U 2.
stupnja, proizlazi ovaj stavak:

i) Talkama neke ravnine, kao nofistima pridrusene normale inci-
dentnih ploha jednog homoteticnog pramena polarnik prostora, line
kongruenciju 5. reda 2. razreda.’

Na sli¢an natin mogu se odrediti i neke dalje osobine kompleksa nor-
mala incidentnih ploha homoteti¢nog pramena polarnih prostora.

5. Kvadraticni osni kompleksi homotetiénog pramena polarnih pro-
stora. Zrake osnih kompleksa polarnih prostora jednog pramena takvih
prostora, koje su pridruZene jednoj tacki prostora kao polu, &ne pra-
men pravaca. Ravnina tog pramena okomita je na zraci tétraedralnog
kompleksa pridrufenog” tom pramenu polarnih prostora, koja je pri-
druZena toj tacki, a noZiSta tih zraka su na kruZnici koja prolazi tom
tatkom i okomito sijete tu zraku tetraedralnog kompleksa u njenom
najbliZem mjestu toj tacki. Iz svojstava homoteti¢nog pramena polarnih
prostora izlazi da su sredita svih takvih kru¥nica, pridrufenih tatkama
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prostora, u ravnini konatne temeljne konike %k i1 da su im ravnine na
ravnini konike % okomite. Osobine homoteti¢nog pramena polarnih pro-
stora u vezi s njihovim osnim kompleksima, mogle bi se izvesti analogno
kao kod obi¢nog takvog pramena, samo bi se te osobine ovdje pojavile
u pojednostavnjenim i raspadnutim oblicima.

6. Pramen homoteti¢nih polarnih prostora moZe biti zadan tako, da
sve njegove incidentne plohe imaju jednu zajednitku simetralnu rav-
ninu, u kojoj tada le¥i pravac o sredifta incidentnih ploha Ako sve te
incidentne plohe imaju dvije zajednitke simetralne ravnine, bit ée nji-
hova presjetnica pravac o. Osobine ovakvih homoteti¢nih pramenova
polarnih prostora se ofito i dalje veoma pojednostavnjuju.

B) SVEZAN] HOMOTETICNIH POLARNIH PROSTORA

7. Trima homoteti¢nim plohama 2. stupnja ¢, ¢;, ¢;, od kojih se
nijedna ne nalazi u pramenu ploha odredenom s ostale dvije, odreden
je sve¥anj II,® homotetiénih ploha 2. stupnja. Uzmemo 1i plohe tog
sveZnja kao incidentne plohe polarnih prostora, bit fe tim sveZnjem
ploha 2. stupnja odreden sveZanj (I1,*) homotetitnih polarnih prostora.
Lako se vidi da se sredidta svih incidentnih ploha tog sveinja nalaze
u ravnini o sredifta O,, O,, O, ploha @;, @, @;. Sve plohe sveinja
I1,? imaju oéito zajedni¢ku neizmjerno daleku koniku k", dok u ko-
natnosti prolaze parom realnih, ili konjugirano imaginarnih talaka
M, N. Ove su talke sjecifta zajednitke kona¢ne konike ploba ¢;, ¢,
s plohom ¢,. Sve?anj I1,? incidentnih ploha odreden je dakle tatkama
M, N i neizmjerno dalekom konikom k". Ravnina ¢ svih sredista ko-
njugirana JC smjeru spojnice MN u svim polarnlm prostorima homo-
teti¢nog sveznja (II.2).

Poznato je kod sveinja polarnih prostora da polarne ravnine jedne
tatke P prostora, u svim polarnim prostorima tog sveinja, prolaze jed-
nom tatkom P. Spojnice tako involutorno pridruZenih oo® parova ta-
taka u prostoru ¢ine kubi¢ni kompleks. U nadem homoteti¢nom sveinju
prelazi taj kompleks u singularni linearni kompleks spojnice MN kao
ravnalice. Buduéi da je spojnica MN konjugirana ravnini ¢ u svim
polarnim prostorima sveznja (II.?), bit ée svim tatkama ravnine o pri-
dru¥ena, u spomenutoj involutornoj pridruenosti, ista tatkaS*, koja
je neizmjerno daleko na spojnici MN. Involutornom pridruZenoi¢u
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parova talaka P, P u prostoru, odredena je jedna prostorna transfor-
macija- 3. reda. U naSem homoteti¢nom sveZnju polarnih prostora do-
biva ova kubna transformacija ovu osobinu: - !

Parovima pridrutenik tataka P, P jednog homoteticnog sveinja po-
larnih prostora odredena kubna prostorna transformacija ima tu oso-
binu, da talkama svakog pravca u prostoru pridruiena prostorna krivu-
lja 8. reda prolazi neizmjerno dalekom tatkom spojnice temeljnih ta-
¢aka M, N, a svakoj ravnini na taj nacin pridrutena ploha 8. reda ima
u toj neizmjerno dalekoj talki dvostruku tacku.
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