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Virim Nide

UBER DIE KURZESTEN TANGENTIALWEGE
ZWISCHEN DEN FLACHEN
"EINESFLACHENBUSCHELS 2. GRADES

EincerTunG: Durch das Flichenbiischel I, 2. Grades set ein Polarraum-
biischel (I1,) bestimmt, dessen Fldchen die Inzidenzflachen der Polar-
raume des Biischels (I1,) sind. Die einem Punkt P als Pol zugeordneten
Polarebenen beziiglich aller Flichen des Biischels I, bilden, wie be-
kannt, ein Ebenenbiischel, dessen Achse mit p bezeichnet sei. Die allen
Raumpunkten derartig zugeordneten Geraden p bilden den bekannten

“quadratischen tetraedralen Strahlenkomplex, dessen Haupttetraeder das
gemeinsame Polartetraeder aller Flichen 2. Grades des Biischels I1, ist.
Die Grundkurve 4. Ordnung I. Art des Buschels II, bezeichne man mit
¢!, und die Scheitel des Haupttetraeders mit 4, B, C, D. Die charakte-
ristische Konstante dieses tetraedralen Strahlenkomplexes ist einem Dop-
pelverhiltnis der vier eine Tangente der Kurve ¢* und die vier Haupt-
punkte A, B, C, D enthaltenden Ebenen gleich. Die durch einen Punkt P
und durch die demselben Punkt zugeordnete Gerade p in dem erwahnten
tetraedralen Komplex bestimmte Ebene a ist auch die Polarebene des
Pols P beziiglich einer Flache des Biischels II.., die aber diese Inzidenz-
fliche eines Polarraumes des Biischels (II,) in dem Punkt P beriihrt. Das
Strahlenbiischel (P) des Punktes P in der Ebene a bilden die Tangenten
dieser Inzidenzfliche 2. Grades im Beriihrungspunkt P.

Auf jedem Strahle des Strahlenbiischels (P) ist dem Punkt P der
Schnittpunkt dieses Strahles und der Geraden p in allen Polarraumen
des Biischels (I1.) konjugiert zugeordnet. Jede Gerade des Raumes
. schneidet, wie bekannt, die Flichen eines Flichenbiischels 2. Grades in
Punktpaaren einer involutorischen Punktreihe. In den Doppelpunkten
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dieser involutorischen Punktreihe werden zwei, Flachen dieses Flichen-
biischels durch diese Gerade berihrt. Im Punkt P beriihren, wie wir sa-
hen, alle Geraden des Strahlbiischels (P) dieselbe Fliche des Biischels
II., wihrend die Strahlen dieses Biischels in ihren Schnittpunkten auf
der Geraden p noch eine andere Fliche des Biischels IT» beriihren. Der
Punkt P und diese Schnittpunkte auf der Geraden p sind ndmlich die
Doppelpunkte der involutorischen- Punktreihen der Schnittpunktepaare
dieser Strahlen des Biischels (P) und der Flichen des Biischels IT.. Dies
folgt aus der Tatsache, dass der Punkt P und der Schnittpunkt der Ge-
raden p auf jedem Strahle des Biischels (P) mit allen Schnittpunkten
dieser Geraden und der Flichen des Biischels 7, einen harmonischen
- Punktquadrupel bilden. Ein Strahl des Biischels (P) liegt mit der Gera-
den p parallel, berihrt also die Inzidenzfliche eines Polarraumes im
_Biischel (I7,) unendlich fern. Alle derartig im Raum den Raumpunkten
zugeordneten Geraden beriihren also je eine Fliche des Inzidenzflachen-
biischels unendlich fern, und bilden einen dem Flichenbiischel IT. zu-
geordneten Majcenschen kubischen Strahlenkomplex.

Die in dem Biischel (P) aller Raumpunkte P auf die ihnen zugeordnete
" Gerade p senkrecht stehenden Strahlen o bilden eine dreidimensionale
stetige Strahlenmenge, also einen Strahlkomplex. Dieser Strahlkomplex
- ist dem Polarraumbiischel (II.) ebenso zugeordnet, und durch ihn be-
stimmt, wie es der diesem Polarraumbiischel zugeordnete quaxdvratnsche
tetraedrale Strahlkomplex, ferner der kubische Majcensche Strahlkom-
plex und der Normalenkomplex der Inzidenzflichen. dieses Polarrauin-
biischels sind. Wie es bei den drei erwdhnten Strahlkomplexen der Fall
ist, gilt dasselbe auch hier, nimlich dass jedem Raumpunkt ein Strahl
dieses Strahlkomplexes zugeordnet ist. Aber wie wir spiter sehen wer-
den, gilt nicht' das Umgekehrte. In dieser Arbeit wird der Grad dieses
Strahlkomplexes und mehrere seiner Eigenschaften bestimmt. Der Kiirze
halber soll dieser 'Strahlkomplex »Tangen«hlalkurzwegekomplex« genannt
werden:

1. Der Grad des Tangentzalkurzwegekomplexes Jedem Polarraumbii-
‘schel (II,), bzw. seinem Inzidenzflichenbiischel II, 2. Grades, ist ein
quadratischer tenrae‘dralér Strahlkomplex zugeordnet, dessen Strahlen,
wie bekannt, den Raumpunkten so ein-eindeutig zugeordnet sind, dass
jeder dieser Punkte mit allen Punkten des ihm zugeordneten Strahles im
tetraedralen Komplex konjugierte Punktepaare in allen polaren Ridumen
des Biischels (II.) bildet. Diesen tetraedralen Strahlkomplex bezeichne
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man mit (TK). Hieraus folgt auch die schon in der Einleitung erwihnte
Tatsache, dass die in jedem Punkt des Raumes mit dem in dem tetra-
edralen Komplex diesem Punkt zugeordneten Strahl parallelliegende Ge-
tade ein Strahl des diesem Polarraumbiischel zugeordneten Majcenschen
kubischen Komplexes ist, in dem dieser Punkt der Zentralpunkt ist. Die-
sen dem Biischel I1» zugeordneten Majcenschen Strahlkomplex bezeichne
man mit (MK). Auf Grund dieser Betrachtungen konnte man den Maj-
censchen kubischen Strahlkomplex eines Polarraumbiischels auch fol-
genderweise definieren: Zieht man in jedem Punkt des Raumes die
Parallele mit dem diesem Punkt zugeordneten Strahl des einem Po-
larraumbiischel zugeordneten tetraedralen Strahlkomplexes, dann bil-
den alle derartigen Parallelen die Strahlen des diesem Polarraumbii-
schel zugeordneten Majcenschen kubischen Strahlkomplexes.

- In dem unserem Polarraumbiischel (I7.) zugeordneten tetraedralen
Strahlkomplex (TK) sei einem Raumpunkt P ein Strahl p zugeordnet.
Die Ebene des Punktes P und det Geraden p ist, wie bekannt, die Be-
ruhrung'sebene einer Inzidenzfliche des Biischels 17, im Berthrungspunkt
P. Die in diesem Punkt auf diese Ebene errichtete Lotrechte ist also die
Normale der diesen Punkt enthaltenden Inzidenzfliche 2. Grades des
Biischels I1,. Alle Normalen aller Inzidenzflichen I, unseres Polar-
raumbiischels (I1.) bilden, wie bekannt, einen diesem Polarraumbiischel
(II») zugeordneten Normalenkomplex 8. Grades, den wir mit (NK) be- .
~ zeichen. Jeder Punkt des Raumes ist also der Zentralpunkt eines Strahles
des dem Polarraumbiischel zugeordneten Majcenschen Komplexes (MK) -
und der Fusspunkt eines Strahles des diesem Biischel II, zugeordneten
Normalenkomplexes (NK). Wird in einem Punkt P des Raumes auf die
Ebene der zwei diesem Punkt zugeordneten Strahlen' des Majcenschen
(MK) und des Normalenkomplexes (NK) lotrecht eine Gerade gezogen,
dann bilden alle derartigen auf diese Weise den Raumpunkten zugeord-
neten Geraden o unseren betrachteten Tangentmlkurzwegekomplex Da
die dem Punkt P im (TK) Komplex zugeordnete Gerade p in der Beriih-
rungsebene der diesen Punkt enthaltenden Inzidenzfliche des Biischels
(I1.) liegt, deren Berithrungspunkt dieser Punkt P ist, bilden alle den
Raumpunkten zugeordneten Geraden p in dem (TK) Komplex und die
ihnen zugeordneten Strahlen im (NK) Komplex Paare windschiefer Ge-
raden, deren kiirzeste Transversalen die Strahlen o unseres Tangentlal-
kurzzwegekomplexcs sind.

Jedem Punkt P des Raumes ist also nur ein Strahl o dieses Komplexes
zugeordnet, den wir analog wie die drei vorher mit (RK) bezeichnen wer-
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den. Den Tangentialkurzwegekomplex (RK) eines Polarraumbiischels
(II,) ‘kénnte man also auch als den geometrischen Ort der kirzesten
Transversalen der jedem Raumpunkt ein-eindeutig zugeordneten Strah-
. len des diesem Polarraumbiischel zugeordneten (TK) Komplexes und des
ihm zugeordneten (NK) Komplexes definieren. Man sieht also, dass jedem
Raumpunkt je ein Strahl der Strahlkomplexe (TK), (MK), (NK) und
(RK) eines Polarraumbiischels zugeordnet ist, und jedem Polarraumbii-
schel ist nicht nur ein (TK) Komplex, ein (MK) Komplex und ein (NK)
Komplex zugeordnet und durch ihn bestimmt, sondern immer auch ein
(RK) Komplex.

Es seien die einem Raumpunkt in den (7K), (MK), (NK) und (RK) ‘

KOmip'leXén zugeordneten Strahlen mit p, m, # und r bezeichnet. Auf Grund
unserer Betrachtungen gilt, dass n L (pm), r L (mn) und m L (rn) ist.
Durch die Bezeichnung (pm) ist die Ebene der Geraden p, m gemeint
usw. ’ \

Man wihle beliebig im Raum einen Punkt 7 und im Inzidenzfldchen-
biischel 2. Grades II, des Polarraumbiischels (II,) eine Fliche ¢ .-Die den
Punkt 7 enthaltenden Berithrungsebenen der Flache ¢ hiillen einen Ke-
gel 2. Grades 2 ein, der diese Fliche lings ihres Schnittes [ mit der Po-
larebene 7 des Pols T, beziiglich dieser Fliche ¢, beriihrt. Die den
Punkten des Kegelschnittes [ in dem (TK) Komplex unseres Polarraum-
biischels (IT») zugeordneten Geraden bilden offensichtlich eine Regelfla-
che 4. Grades, was folgendermassen bewiesen werden kann: Die den
Punkten der Polarebene = im (T K) Komplex zugeordneten Geraden sind
Strahlen der Bisekantenkongruenz (18) derjenigen Raumkurve k% 8. Qrd-
nung, die durch die Pole der Ebene 7 beziiglich aller Inzidenzflichen
des Polarraumbiischels (I1,) gebildet ist. Auf dieser Raumkurve %3 befin-
det sich selbstverstindlich auch der Punkt 7. Man wahle beliebig auf
dem Kegelschnitt I in der Ebene v zwei Punkte V; und V,, die Scheitel
zweier derartig projektiv zugeordnetén Strahlbiischel (V,) A (V,) sein
sollen, deren Erzeugnis der Kegelschnitt [ ist. Diesen zwei projektiv zuge-

ordneten Strahlbiischeln (V) und (V,) in der Ebene t sind in der er--

wahnten Bisekantenkongruenz (18) der Raumkurve k3 zwei projektiv
zugeordnete Regelflichenbiischel 2. Grades zugeordnet, fiir welche die
Raumkurve %3 ein gemeinsamer Teil der beiden Grundkurven 4. Ordnung
I. Art dieser beiden Regelflachenbiischel 2. Grades ist. Jede dieser zwei
Raumkurven 4. Ordnung enthélt also nur noch eine Gerade, die in dem
(TK) Komplex den Scheiteln Vy, V, der Strahlbiischel (V,), (V,) zu-
geordnet sind. Den Punkten jedes Strahles des Strahlbiischels (V,),
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bzw. (V,) ist, wie bekannt, ein Erzeugendensystem der diesem Strahl zu-
geordneten Regelfliche zugeordnet. Wegen (V) A (V,) in der Ebene t
sind auch die diesen Strahlbiischeln zugeordneten Regelflichenbiischel
projektiv zugeordnet, deren Erzeugnis also, wie bekannt, eine Flache 4.

Ordnung ist. Jedes Paar zugeordneter Regelflichen 2. Grades in diesen

zwei projektiv zugeordneten Regelfldchenbiischeln durchdringt sich in
der Raumkurve %3 3. Ordnung und noch in je einer Geraden, die sich auf
der gesuchten Fliche 4. Ordnung befindet. Jede derartige Gerade ist
auch eine Bisekante der Raumkurve k3, da sie im (7K) Komplex, resp.
in der Strahlenkongruenz (13), dem auf dem Kegelschnitt / sich befin-
denden Schnittpunkt zweier zugeordneten Strahlen der Strahlbiischel
(Vy), (Vy) zugeordnet ist. Das Erzeugnis dieser zwei projektiv zugeordne-
ten Regelflichenbiischel 2. Grades ist also eine Regelflidche 4. Grades.
Das Erzeugnis zweier projektiv zugeordneten Kurvenbiischel 2. Grades
ist, wie bekannt, eine Kurve 4. Ordnung. Werden zwei in einer Ebene
projektiv zugeordnete Kurvenbiischel 2. Grades so gegeben, dass sie einen,
zwei oder drei gemeinsame Grundpunkte haben, wird das Erzeugnis der-
artiger zwei projektiv zugeordneter Kurvenbiischel 2. Grades eine Kurve
4. Ordnung, die in den gemeinsamen Grundpunkten Doppelpunkte hat.
 Das Erzeugnis unserer zwei vorher beschriebenen projektiv zugeord-
neten Regelflichenbiischel 2. Grades, deren beide Grundkurven 4. Ord-
nung I. Art die Raumkurve k* 8. Ordnung als einen Teil dieser Grund-
kurve 4. Ordndng enthalten, muss also eine Regelflache 4. Grades mit
doppelter Raumkurve 4% 3. Ordnung sein, da jeder Ebenenschnitt dieser
. Regelfliche, auf Grund des vorher bei Ebenenkurven 4. Ordnung Er-
wihnten, eine Kurve 4. Ordnung mit drei Doppelpunkten auf der Raum-
kurve %3, also vom Geschlecht Null, ist. Zwei dieser Doppelpunkte kon-
nen selbstverstindlich auch konjugiert imaginar sein, wihrend der dritte
immer reell ist. Dass die den Punkten des Kegelschnittes / im (7K) Kom-
plex zugeordneten Strahlen in den Berithrungsebenen des Beriihrungs-
kegels (T1) liegen, ist offensichtlich, da die Pole der Berithrungsebenen
einer Fliche 2. Grades beziiglich dieser Fliche deren Bertihrungspunkte
sind. Es folgt also, dass der Berithrungskegel (71) der Flache auch gleich-
zeitig ein Beriithrungskegel der erzeugten Regelflache 4. Grades ist, deren
Erzeugende die den Punkten des Kegelschnittes [ im (7K) Komplex zuge-
ordneten Strahlen sind. Man bezeichne diese Regelfliche 4. Grades mit
K. Wird also in jedem Punkt des Kegelschnittes [ auf die ihm im (7 K)
" Komplex zugeordnete Gerade eine lotrechte Gerade o gezogen, die in °
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der diesen Punkt enthaltenden Beriihrungsebene des Kegels (T1), resp.
der Regelfliche K 4. Grades, wie wir vorher sahen, liegt, so sind alle
derartigen Geraden o Strahlen des betrachteten Tangentialkurzwegekom-
plexes unseres Polarraumbiischels (II,). Es fragt sich jetzt, wie viele
dieser Geraden o den Punkt T enthalten?

Man ziehe auf die Erzeugenden der Regelfliche K, also auf die den
Punkten des Kegelschnittes / im (7K) Komplex zugeordneten Strahlen,
die den Punkt T enthaltenden und diese Erzeugenden kreuzenden Nor-
malen. Die Fusspunkte dieser den Punkt T enthaltenden Normalen lie-
gen, wie bekannt, auf der bekannten Fusspunktkurve des Pols 7 auf der
Regelfliche K, die 4. Grades ist. Diese Fusspunktkurve ist also eine
Raumkurve 8. Ordnung. Alle derartigen den Punkt 7 enthaltenden Nog-
malen bilden also einen ‘Strahlkegel 8. Grades, wenn sich der Scheitel
(Pol) T nicht auf der Regelfliche K, also auch nicht auf dieser Fusspunkt-
kurve, befindet. Die gemeinsamen Erzeugenden dieses Kegels 8. Grades
und des Kegels (T1), der 2. Grades ist, also deren 16, sind diejenigen
Strahlen des unserem Polarraumbiischel (I1z) zugeordneten und von uns
. betrachteten Kurzwegekomplexes, die den Punkten des Kegelschnittes [ .
in der Ebene v zugeordnet sind und den Punkt T epthalten. Der Beriih-
rungskegel (71) der Fliche ¢ ist indessen, wie schon erwiihnt, auch Be-
rihrungskegel der Regelfliche K 4. Grades. Dieser Beriihrungskegel 2.
Grades kann also den oben erwihnten Kegel 8. Grades mit demselben
Scheitel nur hichstens lings 8 Erzeugenden berithren, da durch die Be-
rihrung in jeder dieser acht Erzeugenden zwei unendlich nahe Erzeu-
gende dieser zwei Kegel zusammenfallen. Bei diesen Betrachtungen muss
aber auch folgendes bemerkt werden. Der Punkt T befindet sich auf der
Raumkurve 4% 3. Ordnung, die, wie wir sahen, Doppelkurve der Regel-
fliche K 4. Grades ist. Die Fusspunktkurve 8. Ordnung des Pols 7 be-
zliglich dieser Regelfliche liuft-also zweimal durch diesen Punkt 7,
woraus offensichtlich folgt, dass dieser Punkt ein Doppelpunkt dieser
Fusspunktkurve 8. Ordnung ist. Die Verbindungsgeraden des Punktes 7
und der anderen Punkte dieser Fusspunktkurve 8. Ordnung bilden also
einen Kegel 6. Grades. Der oben erwihnte Beriihrungskegel (71) kann
also den Kegel 6. Grades mit dem Scheitel T und der Fusspunktkurve 8.
Ordnung héchstens in sechs Erzeugenden berithren. Der Punkt 7 kann
also héchstens 6 Strahlen des Tangentialkurzwegekomplexes (RK) unseres
Polarraumbiischels (IIn) enthalten, die den auf dem Kegelschnitt 1 der
Ebene liegenden Punkten zugeordnet sind.
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Die dem Pol T bezughch aller Inzidenzflachen des Biischels (I7.) zu-
geordneten Polarebenen bilden das bekannte Ebenenbiischel, dessen
Achse p die diesem Pol im (TK) Komplex zugeordnete Gerade ist. Was
fiir die Ebene 7 dieses Ebenenblischels gilt, gilt fur jede Ebene 7. dieses
Ebenenbiischels der Geraden p. Jede Ebene . dieses Ebenenbiischels der
Geraden p ist die Polarebene des Pols T beziiglich einer Fliche ¢n des
Inzidenzflichenbiischels IT, , die durch einen Strahlkegel (T1.) 2. Grades
mit dem Scheitel T lings ihrer Schnittkurve I, mit ihrer dem Pol T zu-
geordneten Polarebene 7. berihrt wird. Auf jedem derartigen Strahl-
kegel (Tl,) 2. Grades befinden sich also 6 Strahlen unseres (RK) Tan-
gentialkurzwegekomplexes.

Innerhalb unserer Betrachtungen muss aber auf dieser Stelle folgendes
hervorgehoben werden: Die in der Ebene (7p) liegenden Strahlen des
Punktes 7 beriihren, wie bekannt, im Punkt 7 eine Inzidenzfliche 2.
Grades des Biischels I, und in ihren Schnittpunkten mit der Geraden
p noch eine andere Flache dieses Biischels, wobei die Gerade p die Polar-
ebenen aller Flichen des Biischels IT, beziiglich des Pols T enthilt. Also
. auch der dem Punkt 7 zugeordnete und ihn enthaltende Strahl des dem
Biischel 1T, zugeordneten (RK) Komplexes, der die Gerade p rechtwinklig
schneidet, beriihrt in diesem Schnittpunkt eine weitere Flache des Bii-
schels IT, . Den Punkt T bezeichne man als Ausgangspunkt des ihm in
(RK) Komplex zugeordneten Strahles, und dessen Schnittpunkt auf der
Geraden # sei dessen Endpunkt. In unseren bisherigen Betrachtungen
sahen wir, dass die den den Punkt 7 enthaltenden Strahlen des (RK) Kom-
plexes zugeordneten Punkte auf den Kegelschnitten 1. der Polarebenen
I» die Ausgangspunkte aller dieser den Punkt T enthaltenden Strahlen
sind. Die diesen Strahlen zugeordneten Endpunkte befinden sich auf den
diesen Punkten der Kegelschnitte [ zugeordneten Erzeugenuden der er-
wihnten Regelflichen K 4. Grades.

Fiir irgendeine Gerade g des Punktes 7 kann folgenderwcrise bewiesen
werden, dass diese Gerade g als Erzeugende zu einem der Strahlenkegel
(T1s) gehoren muss. Die Gerade g beriihrt, wie alle anderen Geraden des
Raumes, zwei Flidchen des Inzidenzflichenbiischels I, . Durch einen die-
ser Berithrungspunkte F sei in dem Biischel 11, die Flache y bestimmt.
- Die durch diesen Punkt und durch den im (7K) Komplex dem Punkt 7
zugeordneten Strahl p bestimmte Ebene ist die Polarebene des Pols T be-
~zliglich der Flidche vy, die sich in dem vorher beschriebenen Ebenenbii-
* schel 7, der Geraden p befindet. Die Gerade g gehort also als Erzeugen-
de dem der Fliche y zugeordneten Kegel (T1,) 2. Grades an. Man sicht
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also, dass es keinen den Punkt T enthaltenden Strahl des (RK) Komple-
xes gibt, der nicht eine Erzeugende eines der Strahlenkegel (71,) m'vt dem
Scheitel T wire.

Da alle ‘Strahlkegel (Tl.) zweiten Grades sind, kann der geometri-
sche Ort aller den Punkt 7 enthaltenden Strahlen des betrachteten (RK)
Komplexes nur ein Kegel 3. Grades sein, Fir unseren (RK) Tangential-
km—zwegekomplex gilt daher folgender Satz: :

Der einem Polarraumbiischel (II.) zugeordnete (RK) Tangentzalkurz—
wegekomplex hat den Grad drei.

Dieser Satz kann auch auf folgende Weise ausgesprochen werden:

In jedem Polarraumbiischel ist jedem Punkt des Raumes ein Strahl des
durch dieses Biischel bestimmten tetraedralen quadratischen Komplexes
und ein Strahl des Komplexes der Normalen der Inzidenzflichen dieses
Polarraumbiischels zugeordnet. Die oo3 kiirzesten Transversalen aller
derartigen den Raumpunkien zugeordneten Strahlpaare der zwei erwdihn-
ten Strahlkomplexe, bilden einen neuen diesem Polarraumbiischel zuge-
ordneten und durch ihn bestimmten Strahlkomplex 3. Grades.

Diejenigen Tangenten der Inzidenzflichen in jedem Raumpunkt, die
den diesem Punkt zugeordneten Strahl des neuen (RK) Strahlkomplexes
senkrecht schneiden, bilden den dem Polarraumbiischel zugeondneten und
durch ihn bestimmten Majcenschen kubischen Strahlkomplex.

Jeder Strahl der Hauptpunkte des Polarraumbischels (I1.)} ist ein die-
sem Punkt zugeordneter Strahl des diesem Polarraumbiischel zugeordne-
ten tetraedralen Komplexes (7K), und ein Strahl des diesem Buschel zu-
- geordneten Normalenkomplexes (NVK). Es folgt also, dass alle Strahlen
dieser Hauptpunkte auch diesen Punkten zugeordnete Strahlen des (RK)
Komplexes sind. Hieraus folgt ferner, dass alle co® Kegel 3. Grades der
die Raumpunkte enthaltenden Strahlen dieses (RK) Tangentialkurzwege- .
komplexes die vier Hauptpunkte des Polarraumbiischels (II,) enthalten.

11. Eine besondere Strahlkongruenz im (RK) Komplex des Polar-
raumbiischels (II,) . Es sei eine Fliche ¢ im Inzidenzflichenbiischel 11,
eine Regelfliche 2. Grades. Die den Punkten einer ihrer Erzeugenden ¢
zugeordneten Strahlen im (TK) Komplex des Biischels (I1.) bilden, wie
bekannt, ein Erzeugendensystem einer Regelfliche ¢ 2. Grades. Da die
Berithrungsebenen der Regelfliche ¢ in den Punkten der Erzeugenden 2
diese Erzeugende enthalten, befindet sich die Erzeugende i auch auf der
Regelfliache ¢, und gehort zu ihrem zweiten Erzeugendensystem, da die
den Punkten der Erzeugenden i zugeordneten Strahlen im (7K) Komplex
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" in den Berithrungsebenen der Fliche ¢ in diesen Punkten liegen. Jedem

Punkt der Erzeugenden i, die zu dem zweiten Erzeugendensystem der Re-
gelfliache ¢ gehort, isto also eine Erzeugende dieser Regelfliche in ihrem
ersten Erzeugendensystem ein-eindeutig zugeordnet. Die aus diesen Punk-
ten der Erzeugenden 1 auf die derartig ihnen zugeordneten Erzeugenden
des ersten Erzeugendensystems gefillten und sie schneidenden Lote sind
Strahlen unseres (RK) Komplexes.

Man betrachte jetzt den asymptotischen Kegel 2. Grades der Regel-
fliche ¢. Eine Erzeugende dieses Kegels ist, offensichtlich, mit der Er-
zeugenden i parallel. Legt man durch den Scheitel dieses asymptotischen
Kegels eine auf die Erzeugende i senkrechte Ebene, so wird diese Ebene
diesen Kegel in zweli seinen Erzeugenden schneiden, die auch zusammen-
fallen konnen, oder konjugiert imagimar sind. Es folgt also, dass im er-
sten Erzeugendensystem der Regelfldche ¢ zwei Erzeugende bestehen,
die die Erzeugende i des zweiten Systems senkrecht schneiden. Hieraus
folgt ferner, dass auf der Erzeugenden i zwei Ausgangspunkte bestehen,
deren zugeordnete Strahlen im (RK) XKomplex in diese Erzeugende i fal-
len. Man sieht also, dass die Erzeugenden aller in einem Flichenblischel
I, 2. Grades sich befindenden Regelflichen Strahlen des diesem Fli-
chenbiischel 11, zugeordneten (RK) Komplexes sind. Da jeden Punkt des
Raumes nur eine Fliche eines Flichenbiischels 2. Grades enthilt, also
dieser Punkt nur zwei Erzeugende enthalt, und da jede Ebene des Rau-
mes drei Flachen dieses Biischels berlihrt, also 6 Erzeugende dieser Fla-
chen enthdlt, ist es klar, dass es sich hier um die bekannte Kongruenz der
Bisekanten der Grundkurve ¢* des Biischels IT, handelt, die 2. Ordnung
und 6. Klasse ist.

In unseren bisherigen Betrachtungen sahen wir, dass jedem Punkt P
des Raumes ein Strahl o des (RK) Komplexes zugeordnet ist. Dieser Strahl
beriihrt in diesem Punkt die diesem Punkt zugeordnete Fliche ¢ des In-
zidenzflichenbiischels I, und schneidet den diesem Punkt im (7K) Kom-
plex des Biischels II. zugeordneten Strahl p senkrecht. Im Schnittpunkt
P, dieser zwei Strahlen berihrt, wie bekannt, dieser Strahl o noch eine

- Flache ¢, des Bischels 7. . In unseren Ausfithrungen muss also Riick-

sicht auf die Tatsache genommen werden, dass jedem Strahl o des (RK)

‘Komplexes zwei Punkte P, P; zugeordnet sind. Den Punkt P haben wir

schon als Ausgangspunkt des Strahles o bezeichnet, wihrend der Punkt P,
sein Endpunkt ist. Offensichtlich befinden sich auf jeder Raumgeraden

-zwei derartige Punkte, da jede Gerade des Raumes zwei Fliachen des

Biischels I, berithrt. In unseren eben ausgefiihrten Betrachtungen sahen
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wir auch, dass auch auf jedem der zwei den Punkt P enthaltenden Strah-
len der Bisekantenkongruenz der Grundraumkurve ¢ des Biischels 7,
sich zwei diesen S«trahlen des (RK) Komplcxes zugeordnete Punkte be-
finden.

I1l. Die Kurve der Punkte, die den einen Raumpunkt enthaltenden
Strahlen des (RK) Komplexes zugeordnet sind. In unseren bisherigen Be-
trachtungen sahen wir, dass die Strahlen des einem Polarraumbiischel
(1) zugeordneten (RK) Komplexes diejenigen Tangenten der Inzidenz-
flichen des Biischels (II,,) sind, welche die den Beruhrungsrpunkten dieser
Tangenten zugeordneten Strahlen in dem (TK) Komplex des Biischels

(1) rechtwinklig schneiden. Jeder Raumpunkt ist der Berithrungspunkt -

der Berithrungsebene nur einer Inzidenzfliche des Polarraumbiischels
(II.) und der diesem- Berithrungspunkt als Ausgangspunkt zugeord-
nete Strahl des (TK) Komplexes des Biischels (IT.) liegt in der Beriih-
rungscbene dieses Beruhnun:gspmnktes Jedem Raumpunkt als Ausgazngs-
punkt ist also tatsichlich nur ein Strahl des (RK) Komplexes zugeordnet.

Die Berithrungspunkte aller einen Raumpunkt 7 enthaltenden Tan-
genten aller Flichen eines Flichenbiischels 2. Grades bilden, wie be-
kannt, eine Fliche 8. Ordnung, die auch diesen Punkt enthalt, und die
~ durch dieses Flichenbiischel I1, 2. Grades und das ihm projektiv zuge-
ordnete Ebenenbiischel der Polarebenen 7. des Pols T beziiglich der
Flichen 2. Grades im Biischel I1, erzeugt ist. Da die in diesem Polar-
raumbiischel den Punkt. 7 enthaltende Ebene = die Polarebene dieses
Punktes beziiglich derjenigen Fliche ¢ des Bischels I7, ist, die diesen
Punkt T enthilt, beriihrt diese Ebene r die Fliche ¢ in diesem Punkt 7.
Wie bekannt, schneidet jede Berithrungsebene einer Fliche 2. Grades
diese Fliche in einem Paar reeller oder konjugient imaginirer Erzeugen-
den. Da die Berithrungsebenen einer Regelfliche 2. Grades in den Punk-
ten einer ihrer Erzeugenden diese Erzeugende enthalten, enthilt die dem
Punkt T auf die eben erwihnte Weise zugeordnete Fliche 3. Ordnung
die zwei den Punkt T enthaltenden Erzeugenden der Fliche ¢, die, wie
gesagt, den Punkt 7 enthalten und im ;Inz-ildenzfrléichmbﬁschel II, sich
befinden.

Jede Gerade des Punktes T beriihrt, wie bekannt, zwei Flichen des

Inzidenzflichenbiischels II, in den Doppelpunkten der involutorischen

Punktreihe, in deren Punktepaaren die Flichen dieses Biischels jede die-

ser Geraden schneiden. Die Beriihrungspunktepaare der den Punkt ent-
haltenden Strahlen des (RK) Komplexes, die, wie bekannt, einen Strahl-
kegel 3. Grades bilden, bilden also einen geometrischen Ort, der sich auf
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“diesem Kegel 8. Grades und auf der dem Punkt T zugeordneten Beriih-
rungspunkteflache 3.Ordnung befinden muss. Die erwidhnten Berithrungs-
~ punktepaare auf den Erzeugenden des (RK) Komplexstrahlkegels 3. Gra-
" des miissen also auf der Durchdringungskurve k® 9. Ordnung dieses Ke-

- gels und der erwédhnten Flidche 3. Ordnung liegen. Wir sahen aber vor-
~her, dass auf dieser dem Punkt T auf die beschriebene Weise zugeordne-
ten Fliche 8. Ordnung zwei den Punkt 7 enthaltende Gerade liegen, die
Erzeugende der den Punkt T enthaltenden Fliche ¢ 2. Grades im Buschel
II,, sind. Vorher aber in der Abt. II. dieser Arbeit sahen wir, dass diese
". zwei Erzeugenden auch Strahlen des dem Inzidenzfldchenbiischel I, zu-
geordneten (RK) Komplexes sind, also dadurch auch Erzeugende des Ke-
~gels (Tk) 3. Grades, der durch die den Punkt T enthaltenden Strahlen
~ des (RK) Komplexes gebildet wird. Die eben erwidhnte Durchdringungs-
kurve k9 zerfallt also in diese zwei Erzeugenden, und in eine Raumkurve
k7 7. Ordnung. Da dem Punkt 7 als Ausgangspunkt ein Strahl o
des (RK) Komplexes zugeordnet ist, liegt offensichtlich der Punkt 7 auf

dieser Raumkurve.

Die Ebene v dieser zwei den Punkt 7 enthaltenden Erzeugenden ist,
wie schon erwihnt, die Beriihmingsebene der Fliche ¢ im Punkt 7, in
der sich auch der dem Punkt 7 im (TK) Komplex zugeordnete Strahl p
~_befindet. Dieser Strahl p befindet sich aber auch auf der oben erwihn-

ten dem Punkt T zugeordneten Flache 3. Ordnung. Der dem Ausgangs-
punkt 7 zugeordnete und ihn enthaltende Strahl o des (RK) Komplexes
schneidet, wie schon mehrmals erwidhnt, den Strahl p senkrecht, und in
diesem Schnittpunkt beriihrt er, wie bekannt, noch eine Fliche des Bi-
schels 11, . Da der Punkt T der Scheitel des kubischen Kegels (Tk) ist,
_ist er ein dreifacher Punkt der gesamten Durchdringungskurve k¢ 9. Ord-
.nung dieses Kegels mit der dem Punkt T zugeordneten Fliache 8. Ord-
nung: Da aber diese Raumkurve 9. Ordnung in zwei den Punkt T ent-
haltende Gerade und eine Raumkurve k7 7. Ordnung zerfillt, bleibt
dieser Punkt 7 auf dieser Raumkurve &7 nur als einer ihrer einfachen
Punkte. Auf jeder Erzeugenden des Kegels (Tk) 3. Grades, die ein Strahl
des dem Buschel II. zugeordneten (RK) Komplexes ist, befindet sich ihr
Ausgangspunkt und ihr Endpunkt, die beide auf der Raumkurve 7 liegen
mussen, da in diesen zwei Punkten dieser Strahl zwer Flachen des Bii-
schels 17, beriihrt. Die Erzeugenden des Kegels {Tk) sind also Trisekan-
ten der Raumkurve k7, die alle deren Punkt 7 enthalten. Die Trisekan-
ten einer Raumkurve 7. Ordnung, die einen ihrer Punkte enthalten, bil-
den einen Kegel 3. Grades, was auch, wir sahen, in unserem Fall stinmt.

f
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In unseren in Abt. I. durchgefithrten Betrachtungen sahen wir, dass in
jeder Ebene v, des Ebenenbiischels der Geraden p, die als Strahl im (TK)
Komplex des Polarraumbischels (I1,) einem Raumpunkt 7 zugeondnet
ist, sich sechs Punkte befinden, deren im (RK) Komplex zugeordnete
Strahlen den Punkt 7 enthalten, und diese Punkte die Ausgangspunkte
dieser Strahlen sind. Alle diese Punkte sind Berithrungspunkte auf den
Fldchen des Biischels IT, mit den diesen Punkten zugeordneten, eben be-
sprochenen Strahlen des (RK) Komplexes, die den Punkt 7 enthalten
und den bekannten (RK) Komplexstrahlkegel (T%) 3. Grades bilden. Alle
diese in den Ebenen 7. sich befindenden Punktsextupel liegen also auf
- der vorher ausgefiihrten und auf diesem kubischen Kegel sich befinden-
den Raumkurve A7, die, wie bekannt, 7. Ordnung ist. Der siebente
Schnittpunkt aller dieser Ebenén v, mit dieser Raumkurve .7 ist der Fuss-
punkt des dem Punkt T zugeordneten (RK) Komplexstrahles o auf dem
dem Punkt 7 im (TK) Komplex zugeordneten Strahl p, der alle diese v,
Ebenen enthilt. Es ist offensichtlich, dass jeder Punkt der Raumkurve %7
in einer Ebene 7, der Geraden p sich befindet, also jeder Punkt dieser
Raumkurve &7 der Ausgangspunkt des diesem Punkt zugeordneten (RK)
Komplexstrahles ist. Da aber jeder Ausgangspunkt auf jedem (RK)
Komplexstrahl auf diesem Strahl den diesem Ausgangspunkt zugeordne-
ten Endpunkt hat, und alle diese Endpunkte sich auch auf der Raum-
kurve %7 befinden, folgt, dass jeder Punkt der -Raumkurve k7 der Aus-
gangspunkt und der Endpunkt des diesem Punktepaar zugeordneten (RK)
Komplexstrahles ist. Alle derartigen Ausgangs- und End-Punktepaare auf
der Raumkurve %7 des (TK) Strahlkegels 3. Ordnung sind also involuto-
risch zugeordnet, Was fiir den Punkt T gilt, gilt selbstverstindlich fir
jeden Punkt des Raumes. Fir unseren (RK) Komplex ist also folgender
Satz giiltig: . :

Jedem Punkt des Raumes ist nur ein Strahl des einem Polarraumbu-
schel (IT,) zugeordneten (RK) Komplexes zugeordnet, wihrend sich auf
jedem Strahl dieses Komplexes zwei diesem Strahl durch dzesen (RK)
Komplex zugeordnete Punkte befinden.

Der Punkt 7 und der Fusspunkt seines (RK) Komplcxsfcrahles o auf der
Geraden p, wie auch die zwei vorher in Abt, II. erwdhnten Fusspunkte
auf den Erzeugenden der den Punkt 7 enthaltenden Inzidenzfliche ¢
sind offensichtlich auch involutorisch zugeordnet.

Auf Grund aller dieser Behracht'ung‘en und Schlisse gilt also folgender
Satz:
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Die einen Raumpunkt enthaltenden Strahlen des (RK) Komplexes eines
Polarraumbiischels (ITs) bilden, wie bekannt, einen Kegel 3. Grades. Alle
diesen (RK) Komplexstrahlen durch den (RK) Komplex zugeordneten
Punktepaare bilden eine Raumkurve 7. Ordnung, die auch diesen Raum-
punkt als einfachen Punkt enthdlt.

Da jeder (RK) Komplexstrahlkegel und jede dem Scheitel dieses Ke- .
gels in bekannter Weise zugeordnete Fliche 3. Ordnung die vier Haupt-
punkte A, B, C, D des Polarraumbiischels (I1,) enthalten, enthdlt jede
der 0o® den Raumpunkten auf die beschriebene Weise zugeordnete Raum-
kurve &7 alle diese vier Hauptpunkte des Bischels 11 .

Im Laufe unserer Betrachtungen konnte leicht bemerkt werden, dass
durch den (RK) Strahlkomplex eines Polarraumbiischels im Raum eine
ein-eindeutige Punktverwandschaft bestimmt ist. Durch diese ein-eindeu-
tige Raumpunktverwandschaft wird weiterhin eine Raumtransformation
gebildet, die wir spiterhin etwas naher betrachten werden.

IV. Der geometrische Ort der den Punkten einer Geraden zugeordne-
ten Strahlen im (RK) Komplex. Die den Punkten einer Geraden p zuge-
ordneten Strahlen im (TK) Komplex unseres Polarraumbiischels (I1.)
bilden, wie bekannt, ein Erzeugendensystem einer Regelfliche 2. Grades,
Die in den Punkten einer Geraden p auf die diesen Punkten zugeordne-
ten Erzeugenden dieser Regelfliche 2. Grades gezogenen Lotrechten sind
Strahlen des dem Polarraumbiischel (II,) zugeordneten (RK) Komplexes,
und bilden den gesuchten geometrischen Geradenort, also eine Regelflache.

" Das eben erwihnte, den Punkten der Geraden p zugeordnete Erzeugen-

densystem wird durch die unendlich ferne Ebene in einer unendlich fer-
nen Punktreihe 2. Ordnung geschnitten. Die den Punkten dieser unend-
lich fernen Punktreihe 2. Ordnung zugeordneten unendlich fernen Po-
laren beziiglich des absoluten Kegelschnittes bilden ein Geradenbiischel
2. Klasse. Jedem Punkt der Geraden p ist auf diese Weise ein-eindeutig
eine Gerade dieses unendlich fernen Geradenbiischels 2. Klasse zugeord-

. net. Jede Ebene eines derartigen Punkt-Geradenpaares steht auf derje-

nigen Ebene senkrecht, die durch denselben Punkt und durch die thm in
dem erwihnten Erzeugendensystem zugeordnete Erzeugende, die sein zu-
geordneter Strahl im (TK) Komplex ist, bestimmt ist. Jedes derartig je-

 dem Punkt der Geraden p zugeordnete Paar senkrechter Ebenen schnei-

det sich in einem Strahl des (RK) Komplexes unseres Polarraumbiischels

- (I1.) , der diesen Punkt der Geraden p enthilt. Alle solchen, den Punk-
. ten der Geraden p als Ausgangspunkten zugeoidneten Schnittgeraden

g b

bilden die gesuchte Regelfliche. Die durch die Punkte der Geraden p
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und die diesen Punkten zugeordneten Strahlen des (T K) Komplexes, resp.
Erzeugenden in dem erwdhnten Erzeugendensystem bestimmten Ebenen
bilden, wie bekannt, ein kubisches Ebenengewinde. Die durch dieselben
Punkte der Geraden p und durch die diesen Punkten auf die vorher be-
schriebene Weise zugeordneten unendlich fernen Geraden des unendlich

- fernen Geradenbiischels 2. Klasse bestimmten Ebenen, bilden ein zweite

kubisches Ebenengewinde. Wir haben also zwei Torsen 3. Klasse mit ein-
eindeutig zugeordneten Ebenenpaaren, deren Erzeugnis eine Regelfliche
6. Grades ist. Den Ebenen dieser zweiten Torse sind ein-eindeutig die
Erzeugenden des erwihnten Erzeugendensystems der Regelflache 2. Gra-
des zugeordnet, deren Erzeugnis also eine Raumkurve (1.2 + 3.1) = 5.
Ordnung ist. Jedem Punkte dieser Raumkurve ist ein-eindeutig ein Punkt
der Geraden p zugeordnet, und das Erzeugnis dieser ein-eindeutig zuge-
ordneten Punktreihen ist die gesuchte und schon erwahnte Regelfliache
6. Grades. Es gilt also folgender Satz:

Diejenigen Strahlen des einem Pelarraumbiischel (Il.) zugeordneten
(RK) Komplexes, deren ein Punkt des ihnen zugeordneten Punktepaares
auf einer Geraden p liegt, bilden eine Regelfliche 6. Grades, auf der die
Gerade p eine einfache Gerade ist. Die zweiten zugeordneten Punkte
dieser Strahlen bilden eine Raumkurve 5. Ordnung.

Wenn die Gerade p ein Strahl des (RK) Komplexes ist, dann wird sie
eine Doppel- und Torsalgerade dieser Regelfliche, die der bekannten
Doppelgeraden auf einer Cayleyschen Regelflache 8. Grades entspricht.

V. Der geometrische Ort der den in einer Ebene liegenden Strahlen
des (RK) Komplexes zugeordneten Punktepaare. Man wihle beliebig im
Raum eine Ebene a und in ihr eine Gerade a. Den in der Ebene a liegen-
den Punkten sind in dem (TK) Komplex unseres Polarraumbuschels (I1,)
die Bisekanten derjenigen Raumkurve 3. Ordnung zugeordnet, die durch
die Pole der Ebene a beziiglich aller Flichen des Inzidenzflichenbiischels
I1, gebildet wird. Den Punkten der Geraden a ist in dieser Bisekanten- -
kongruenz (13) ein Erzeugendensystem (S) einer Regelfliche 2. Grades
zugeordnet. Die aus den Punkten der Geraden a auf die ihnen zugeord-
neten Strahlen dieses Frzeugendensystems gefdllten Senkrechten sind,
wie wir schon vorher sahen, Strahlen des (RK) Komplexes Wie viele
dieser Strahlen in der Ebene a. liegen, in so.vielen Punkten wird die Ge-
rade @ den gesuchten geometrischen Ort der zugeordneten Ausgangs-
punkte der in der Ebene a liegenden Strahlen des (RK) Komplexes schnei-
den. Diese Strahlen hiillen in der Ebene a, wie bekannt, eine Kurve 3.
Klasse ein. Im vorigen Abschnitt dieser Arbeit sahen wir, dass die aus
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den Punkten der Geraden a auf die ihnen zugeordneten Erzeugenden
- des Erzeugendensystems (S) gefillten Lote eine Regelfliche 6. Grades
bilden. Die Fusspunkte dieser Lote auf den betreffenden Erzeugenden
dieser Regelfliche, welche die Endpunkte dieser Lote als (RK) Komplex-
strahlen sind, bilden, wie schon erwihnt, eine Raumkurve 5. Ordnung.
Durch die Ebene a wird diese Raumkurve in 5 Punkten geschnitten, also
liegen in dieser Ebene 5 Strahlen des (RK) Komplexes, deren zugeordnete
. Punkte auf der Geraden a liegen. Was fiir die Gerade a gilt, gilt selbst-
verstandlich fiir jede Gerade der Ebene a. Es folgt also, dass jede Ge-
rade der Ebene ¢ mit dem geometrischen Ort der zugeordneten Punkte-
paare der in dieser Ebene liegenden Strahlen des (RK) Komplexes 5 ge-
meinsame Punkte hat. Der gesuchte geometrische Ort ist also eine Kurve
5. Ordnung, und es gilt folgender Satz:

Die den in einer Ebene liegenden und eine Kurve 3. Klasse umbhiillen-
den Strahlen des (RK) Komplexes eines Polarraumbiischels (Il,) zuge-
ordneten Punktepaare bilden eine Kurve 5. Ordnung.

Auf Grund der Tatsache, dass die den einen Punkt des Raumes ent-
haltenden Strahlen des (RK) Komplexes zugeordneten Punktepaavre auf
einer Raumkurve 7. Ordnung liegen, und dass die den in einer Ebene
-liegenden Strahlen dieses Komplexes zugeordneten Punktepaare eine
Kurve 5. Ordnung in dieser Ebene bilden, folgt offenbar folgender Satz:

Diejenigen Strahlen des (RK) Kompleaées eines Polarraumbiischels, de-
ren éin Punkt des ihnen zugeordneten Punktepaares in einer Ebene liegt,
bilden eine Strahlenkongruenz 7. Ordnung und 5. Klasse.

VI. Der geometrische Ort der zugeordneten Punktepaare der eine Ge-
rade p schneidenden Strahlen des (RK) Komplexes, Die eine Gerade p
schneidenden Strahlen des (RK) Komplexes bilden eine Kongruenz 3.
~ Grades. Auf dieser zweidimensionalen-stetigen Menge der Strahlen des
(RK) Komplexes befindet sich die zweidimensionale stetlgc Punktmenge
der diesen Strahlen zugeordneten Punktepaare, die also eine Fliche bml-»
den. Welcher Ordnung ist diese Flache?

In jeder Ebene der Geraden p hiillen, wie bekannt, die Strahlen des
(RK) Komplexes eine Kurve 3. Klasse ¢in, und die diesen Strahlen durch
‘diesen Komplex in dieser Ebene zugeordneten Punkte bilden eine Kurve
5. Ordnung. Alle in diesen Ebenen liegenden Strahlen des (RK) Kom-
plexes schneiden selbstverstindlich die Gerade p. Man weiss ferner, dass
jedem Punkt der Geraden p ein Strahl des (RK) Komplexes zugeordnet
ist, der diesen Punkt enthalt, also diese Gerade p auch schneidet. Da je-
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der Punkt des Raumes nur einem Strahl des (RK) Komplexes zugeordnet
ist, folgt ferner, dass die Gerade p eine einfache Gerade der gesuchten
Fliche ist, und dass jede Ebene dieser Geraden die gesuchte Flache in
einer Kurve 5. Ordoung schneidet. Jede die Gerade p schneidende Ge-
rade schneidet also die gesuchte Flache in 6 Punkten. Es gilt daher auch
folgender Satz: \

Die den eine Gerade p schnezdenden Strahlen des (RK) Komplexes
eines Polarraumbiischels durch diesen Komplex zugeordneten Punkte-
paare bilden eine Fliche 6. Ordnung, auf der diese Gerade p eine ein-
fache Gerade ist.

Die in jeder Ebene der Geraden p liegende Kurve 5. Ordnung dieser
Fliche 6. Ordnung schneidet diese Gerade in denjenigen Punkten, deren
zugcordnete Strahlen im (RK) Komplex Erzeugende der vorher gefun-
denen Regelfliche 6. Grades sind, auf der die Gerade p auch eine ein-
fache Gerade ist.

Wenn die Gerade p ein Strahl des (RK) Komplexes ist, enthalten die
in allen Ebenen dieser Geraden liegenden Kurven 5. Ordnung das dieser
Geraden zugeordnete und auf ihr liegende Punktepaar. Alle Geraden
dieser zwei Punkte schneiden deswegen eine derartige Flache 6. Ordnung
nur noch in vier weiteren Punkten. Diese Punkte sind also Doppelpunkte
dieser dem Strahl p zugeordneten Flache.

VII. Uber die durch ein Polarraumbiischel (II.) bestimmte Raumtrans-
formation. Durch den (RK) Komplex eines Polarraumbiischels ist jedem
Punkt des Raumes ein Strahl dieses Komplexes zugeordnet, aber auf je-
dem seiner Strahlen befinden sich, wie bekannt, zwei ihm durch diesen
(RK) Komplex zugeordnete Punkte. Durch derartige co?, auf den Strah-
len des (RK) Komplexes sich befindende Punktepaare ist eine Raum-
transformation bestimmt, die wir hier etwas eingehender betrachten
mochten. In der Abt. IV dieser Arbeit haben wir gesehen, dass die den
Punkten einer Geraden p zugeordneten Strahlen des (RK) Komplexes
eine Regelfliche 6. Grades bilden, und die diesen Punkten der Geraden
p auf den Erzeugenden dieser Regelfliche zugeordneten Punkte liegen
auf einer Raumkurve 5. Ordnung. ~

Man betrachte jetzt eine Ebene o . Jedem Punkte dieser Ebene ist ein
Strahl des (RK) Komplexes zugeordnet, und auf diesem Strahl befindet
sich auch der seinem in der Ebene a sich befindenden Punkte zugeord-
nete Punkt. Alle derartig der Ebene a zugeordneten Strahlen des (RK)
Komplexes bilden, wie wir sahen, eine Strahlkongruenz 7. Ordnung und
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e 5 Klasse. Die Punktmenge der oo? beschriebenen und ausserhalb der

- wege der Flichen A4, B fir den Ausgangspunkt P nennen.

. Ebene a sich befindenden Punkte auf den Strahlen dieser Kongruenz bil-
~ det eine Fliche, deren Ordnung wir auf folgende Weise bestimmen
werden. Die den Punkten einer beliebigen Geraden a des Raumes durch
* den (RK) Komplex zugeordneten Punkte bilden, wie bekannt, eine Raum-
kurve 5. Ordnung, die die Ebene o in 5 Punkten schneidet. Auf der Ge-
raden ¢ befinden sich also 5 Punkte, deren durch den (RK) Komplex zu-
geordnete Punkte in der Ebene « liegen. Die Gerade a schneidet also die
gesuchte Fliche in 5 Punkten, und kann deswegen nur 5-ter Ordnung
- sein. Durch die durch die Punktepaare auf den (RK) Komplexstrahlen
- bestimmte Raumtransformation wird also die Ebene a in eine Fliche
5. Ordnung transformiert. Es gilt also der Satz:

Durch die Paare der auf den Strahlen des (RK) Komplexes sich befin-
denden und durch diesen Komplex einander zugeordneten Punkte ist eine
‘Raumiransformation 5. Ordnung bestimmt.

VIII. Der (RK) Tangentialkurzwegekomplex. Man nehme zwei Fli-
chen A, B zweiten Grades, und auf der Fliche 4 einen Punkt P. Zwei
Tangenten der Fliche A im Punkt P berithren auch die Fliche B. Diese
zwei gemeinsamen Tangenten der Fléchen 4, B werden wir Tangential-

Man betrachte wieder das Inzidenzflichenbiischel I7, 2. Grades eines
-Polarraumbiischels (II,). Jeder Punkt des Raumes liegt auf einer-
Fliche ¢ des Biischels II, und die Berithrungsebene v dieser Fliche
in diesem Punkt P schneidet das Flichenbiischel IT, in einem Kurven-
bischel 2. Grades. Die dem Punkt P zugeordnete Gerade p im (TK)
Komplex des Polarraumbiischels (I7,) liegt, wie bekannt, in der Beriih-
rungsebene 7. Jede Verbindungsgerade des Punktes P und eines Punktes
der Geraden p ist eine derartige Gerade, die im Punkt P die Fliche ¢
beriihrt und in ihrem Punkt auf der Geraden p noch je eine weitere Fli-
che des Flachenbiischels 17, , da die Gerade p die Polarebenen des Pols
P beziiglich aller Flichen 2. Grades des Biischels I7, enthilt. Auf jeder
dieser Verbindungsgeraden sind deren Schnittpunkt auf der Geraden p
und der Punkt P Doppelpunkte der auf dieser Verbindungsgeraden lie-
genden, und durch die Schnittpunktepaare dieser Verbindungsgeraden
. und der Flichen des Biischels 7, gebildeten involutorischen Punktreihen.
Jede dieser Verbindungsgeraden des Punktes P beriihrt, wie bekannt, in
. diesen Doppelpunkten die Fliche ¢ und, wie schon erwihnt, noch eine
Fliche des Biischels IT,. Jede dieser Verbindungsgeraden ist also ein
Tangentialweg der Fliche ¢ und noch einer Fliche des Biischels IT, fiir
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den Ausgangspunkt P. Auf einer dieser Verbindungsgeraden liegt selbst-
verstindlich der kiirzeste Abstand dieser zwei Berithrungspunkte, und
das ist die in der Ebene v auf die Gerade p senkrecht liegende Gerade,
die den Punkt P enthilt. Von allen co! Tangentialwegen des Ausgangs-
punktes P-ist sicher dieser Senkrechte der kiirzeste. Da man in jedem
Punkt P des Raumes nur eine senkrechte Gerade auf die ihm zugeord-
nete Gerade p im (TK) Komplex ziehen kann, die diese Gerade p schnei-
det, folgt, dass jeder Raumpunkt als Ausgangspunkt einen kiirzesten
Tangentialweg enthalt, und dass alle derartigen den Raumpun!kten zuge-
ordneten kiirzesten Tangentialwege in einem Flichenbiischel 2. Grades
unseren betrachteten (RK) Tangentialkurzwegekomplex bilden.

In unseren in dieser Arbeit durchgefithrten Betrachtungen sahen wir
aber, dass jeder Ausgangspunkt auf dem ihm zugeordneten Strahle des
(RK) Komplexes auch Endpunkt des dem erwahnten Ausgangspunkte
zugeordneten Endpunktes ist, da dieser Endpunkt auch als Ausgangs-
punkt des diesem Punktepaar zugeordneten (RK) Komplexstrahles be-
trachtet werden kann. Jede Gerade des Raumes ist Tangentialweg zweier
Flichen eines Flichenbiischels 2. Grades. Der geometrische Ort der kiir-
zesten dieser Wege in diesem Flachenbiischel ist sein (RK) Komplex.

Der schon vorher angegebene Satz liber den (RK) Komplex kann also
auch auf folgende Weise ausgesprochen werden:

Der (RK) Tangentiglkurzwegekomplex 8. Grades eines Flichenbii-
schels 2. Grades, resp. eines Polarraumbiischels, ist der geometrische Ort
der kurzesten Tangentialwege zwischen den Flichen dieses Flachen-
biischels.

Auf Grund dieser Eigenschaften des betrachteten (RK) Komplexes
koénnte man in allen unseren bisherigen Sitzen anstatt »der Strahl des
(RK) Komplexes« schreiben: »der kiirzeste Tangentialweg zwischen den
Flichen des Flachenbiischels I, «, und wir bekimen eine neue Form
dieser Sitze, aber mit demselben Inhalt. Z. B. folgenden Satz:

Die Grenzpunkte aller kiirzesten Tangentialwege zwiscken’ den Fli-
chen eines Flichenbiischels 2. Grades, die im Raum eine Gerade schnei-
den, liegen auf einer Fliche 6. Ordnung.

Oder diesen Satz:

Die Endpunkte aller kiirzesten Tangentialwege zwischen den Flichen
eines Flichenbiischels 2. Grades, deren Ausgangspunkie in einer Ebene
liegen, liegen auf einer Flache 5. Ordnung. Usw.
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1X. Der (MK) Majcensche kubische Strahlkomplex als Komplex der
Tangentialwege eines Flichenbiischels 2. Grades. Wie bekannt, bertihrt
jeder Strahl des einem Flachenbischel 2. Grades zugeordneten Majcen-
schen kubischen Komplexes eine Flache dieses Flachenbiischels in seinem
Zentralpunkt, und eine andere unendlich fern. Alle derartigen Tangen-
tialwege sind also unendlich lang, und der Majcensche Komplex eines
Flachenbiischels, resp. Polarraumbiischels, kann also auch auf folgende
Weise definiert werden: '

Die Geraden der unendlich langen Tangentialwege zwischen den Fli-
chen eines Flichenbiischels 2. Grades, sind Strahlen des diesem Flichen-
biischel 2. Grades zugeordneten Majcenschen kubischen Komplexes.

Mathematisches Institut
der Universitit in Zagreb

Angenommen zur Veréffentlichung am 9. X. 1964. in der Abteilung fiir mathema-
tische, physikalische und technische Wissenschaften der Jugoslawischen Akademie in
Zagreb, '
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"Vivim NidE

GEOMETRIJSKO MJESTO NAJKRACGIH DIRNIH
PUTOVA MEDU PLOHAMA PRAMENA PLOHA
2. STUPNJA

Uvop: Pramenom 11, ploha 2. stupnja neka je zadan pramen polarnih

prostora (II,) kojima su plohe I7, incidentne. Polarne ravnine neke tatke
P s obzirom na plohe pramena II,. {ine, kao §to znamo, pramen ravnina,
¢iju os oznalimo s p. Svim tatkama prostora na taj nalin pridruZeni
pravci p ¢ine poznati kvadratni tetraedralni komples, kojemu je glavni
tetraedar zajednitki autopolarni tetraedar svih ploha pramena I, . Ovaj
komples oznaéimo s (TK). "
" Nekom tatkom P i njoj pridruZenim pravcem p poloZena ravnina a
je takoder polarna ravnina pola P za jednu plohu pramena 1., ali koju
ona dira u tacki P. Buduéi da spojnica tatke P s bilo kojom talkom na
pravcu. p probada plohe pramena II, u parovima tataka (involutoran
niz), kod kojih svaki takav par s tatkom P i sa sjeciftem na pravcu p
¢ine harmonijsku Cetvorku, to svaka takva spojnica dira jednu plohu
pramena I, u tafki P, a drugu njegovu plobu u njenu sjeciftu s prav-
cem p, jer su te dvije tatke dvostruke tatke involutornih nizova, u ko-
jima pravci p sijeku plohe pramena IT. .

Spojnica tatke P s neizmjerno dalekom tatkom pravca p dira jednu
plohu pramena II, neizmjerno daleko, dakle se tu radi o jednoj zraci
Majcenova kubi¢énog kompleksa, koji je pridruZen pramenu (II.) polar-
nih prostora. Majcenov kubiéni kompleks mo¥emo prema tome definirati
i ovako: Tatkama prostora polofene uspgrednice s njima pridruZenim
zrakama.tetraedralnog kompleksa jednog pramena polarnih prostora su
zrake tom pramenu pridruZenog Majcenova kubiénog kompleksa. '

Tacki P pridruZen pravac p nalazi se, kao §to je veé spomenuto, u dir-
noj ravnini jedne plohe pramena I, za tu tatku kao diralifte. U toj
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ravnini spuStena okomica o iz tatke P na pravac p dira u sjecidtu s prav-
cem p jednu plohu pramena II, tako da je udaljenost izmedu dva spome-
nuta diralifta na takvoj okomici najkrata. Svakoj tatki prostora pridru-
Zena je jedna ovakva okomica. Neprekinuti trodimenzionalni skup svih
ovakvih, tatkama prostora pridruYenih okomica o &ni jedan kompleks,
kojemu ¢emo odrediti stupanj i neke njegove osobine. Ovakav kompleks
pridruZen pramenu polarnih prostora (I1,) oznatimo s (RK) dok smo tom
pramenu pridruZen tetraedralni kompleks veé oznalili s (TK). Tatku P
nazvat ¢emo izlaznom tatkom zrake o.

1. Stupanj (RK) kompleksa. Svakoj tatki prostora pridruZena je, kao
$to znamo, jedna zraka p tetraedralnog kompleksa (TK) pridruZenog pra-
menu (I7,) polarnih prostora. Tatkom P prolazi jedna ploha ¢ pramena
11, koju u tatki P dira ravnina (Pp) te tatke i pravca p. Okomica po-
stavljena u tacki P na tu ravninu je normala plohe ¢, dakle zraka kom-
pleksa (NK) normala ploha pramena IT.. Tatkom P u spomenutoj rav-
nini postavljena okomica na pravac p, dakle zraka kompleksa (RK) , oko-
mita je na spomenutu normalu plohe ¢ u talki P. Svakoj ta&ki prostora
pridruZena je, dakle, jedna zraka kompleksa (TK), jedna zraka kom-
pleksa (VK) i jedna zraka kompleksa (RK) , koji su pridru¥eni pramenu
(II.) polarnih prostora. Jednoj tatki P prostora pridrufena zraka (RK)
kompleksa je prema tome najkraéa transverzala toj tatki pridrufenih
zraka u kompleksima (NK) i (TK) pramena (ITn). Olito je da u tom
smislu moZemo izre¢i i novu definiciju kompleksa (RK) pridrufenog jed-
nom pramenu (I71,) polarnih prostora.

Odaberimo po volji u prostoru tatku T i jednu plohu ¢ u pramenu I1,
incidentnih ploha pramena (II,) . Dirne ravnine plohe ¢ poloZene tatkom
T omataju stoZac 2. stupnja, koji tu plohu dira du? njena presjeka !
s polarnom ravninom v pola T s obzirom na tu plohu. Tatkama ravnine
© pridruZene zrake u kompleksu (TK) tine, kao $to je poznato, kongruen-
ciju (1) bisekanata jedne prostorne krivulje k3 8. reda. Tatkama &unjo-
sjetnice I pridrufene zrake u toj kongruenciji ¢ine neku praviastu plo-
hu, vjerojatno 4. stupnja, o emu se moZemo uvjeriti ovako: neka je &u-
njosjetnica ! proizvod dvaju projektivnih pramenova (VOA (V) pra-
vaca. Zrakama pramena (V,) pridrufene praviaste plohe 2. stupnja u
kongruenciji (18) &ine pramen, kojemu se temeljna. prostorna krivulja
raspala u krivulju k3 i onu zraku (bisekantu te krivulje), koja je pridru-
zena vrhu V,. Takav pramen ploha pridrufen pramenu pravaca (V)
ima takoder raspadnutu temeljou krivulju, i to opet u krivulju 3 i zraku
pridruZenu na isti nadin vrhu V, . Tatkama tunjosjelnice ! pridrufene

166



zrake u kongruenciji (18) su prema tome izvodnice pravlaste plohe 4.
stupnja, koja nastaje kao proizvod opisanih pramenova praviastih ploha
2. stupnja. Radi (V) A (V) su i ta dva pramena pridruZena projektivno.
Buduéi da je prostorna krivulja k3 dio temeljne krivulje 4. reda jednog
i drugog pramena ploha 2. stupnja, bit ée krivulja k% dvostruka prostorna
krivulja 8. reda te praviaste plohe 4. stupnja. Da tatkama tunjosjenice
{ oridrufene zrake u kompleksu (7K) le¥e u dirnim ravninama stofca
(T1) koje prolaze tim tatkama je evidentno, buduéi da je diralite na
plohi 2. stupnja pol svoje dirne ravnine. Vidimo, dakle, da je dirni sto-
ac (T1) plohe ¢ istovremeno i dirni stoac opisane praviaste plohe 4.
stupnja, &je su izvodnice zrake kompleksa (TK) pridruZene tatkama tu-
njusjeénice I. Povutemo li prema tome svakom tatkom krivulje ! oko-
‘micu na toj talki pridrufenu zraku u kompleksu (TK), bit ée sve te oko-
mice zrake naSeg istraZivanog kompleksa (RK) . Potrazimo koliko ovih
okomica prolazi tatkom T ?

Iz tatke T sputene okomice na izvodnice naSe pravcaste plohe 4. stup-
nja imat ée svoja noZiSta, kao $to je poznato, na prostornoj krivulji 8. re-
da. Sve te okomice polofene tatkom T ¢ine prema tome stozac 8. reda,
ako tatka 7 nije na toj plohi, odnosno na toj noZi¥noj krivulji 8. reda.
Za]ednlcke izvodnice tog stofca 8. stupnja i sto¥ca 2. stupnja (T1), vrha
T i tunjosjelnice [ bit ¢e one zrake kompleksa (RK) koje prolaze tackom
T, buduéi da je stofac (Tl), kao $to znamo, i dirni stoZac naie praviaste
plohe 4. stupnja. Taj ée sto¥ac, medutim, moti samo dirati spomenuti
sto¥ac 8. reda, i to najviSe u osam izvodnica, buduéi da u svakoj toj iz-

vodnici dvije neizmjerno blize padaju skupa.

Ovdje treba, medutim, uoliti jo§ i ovo: poznato je da se tatka T
nalazi na prostornoj krivulji kS 3. reda, koja je, kao $to smo vidjeli, dvo-
struka krivulja spomenute prasvoaste plohe 4. stupnja. No#i$na krivulja
8. reda ove plohe za pol T prolazit ée prema tome dva puta tom tackom,
odnosno ta je tatka dvostruka na toj no#i$noj krivulji. StoZac spojnica te
tatke s ostalim talkama te no#i¥ne krivulje bit ée prema tome stozac 6.
stupnja. Ovaj stofac i stodac (T1) mogu prema tome imati najvife Sest
realnih zajednitkih dirnih izvodnica. Vidimo, dakle, da tatkom T pro-
lazi na]vnsc Sest zraka kompleksa (RK) , kojima pridruZene tatke leze na
¢unjosjeénici [.

Sto vrijed! za krivulju [ u ravnini v, vrijedi za sve takve krivulje I, u
ravninama 7. koje prolaze pravcem p, a polarne su ravnine pola T za
sve plohe pramena IT . Na svakom ovakvom stofcu (71y) tatke T nalazi
se prema tome $est zraka naleg kompleksa (RK) . Buduéi da su svi stoSci
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(Tl) 2. stupnja, mora geometrijsko mjesto zraka kompleksa (RK), koje
prolaze tatkom 7, biti stoZac 3. stupnja. Odmasno kompleks (RK) ima
stupanj tri.

U ovim na$im razmatranjima lako se vidi da su tadke na ¢unjosjeéni-
cama Il u ravninama v, izlazne talke njima pridrufenih zraka u (RK)
kompleksu, tj. te zrake su okomice spultene iz tih taaka na njima pri-
druZene zrake u (TK) kompleksu pramena (I7.). Nof#iSta tih zraka su
otito na tim zrakama (TK) kompleksa.-

Takoder se lako mo¥e dokazati da su zrake svih etiriju glavnih tadaka
pramena II incidentnih ploha takoder i zrake (RK) kompleksa. Stofci
‘zraka kompleksa (RK) svih tataka prostora prolaze dakle glavnim tac-
kama pramena incidentnih ploha 2. stupn]a naSeg pramena (Hn) polar-
nih prostora.

- -2. Jedna osobita kongruencija u kom[)leksu (RK). U pramenu II, in-
cidentnih ploha 2. stupnja neka je ploha @ praviasta. Tatkama jedne iz-
vodnice ¢ te plohe pridruZene zrake u (TK) kompleksu &ine sistem izvod-
nica jedne praviaste plohe 2. stupnja, tako da izvodnica i spada u njen
drugi sistem. Lako se moZe dokazati da u jednom sistemu izvodnica neke
pravtaste plohe 2. stupnja mogu postojati najvi¥e dvije takve izvodnice,
koje su okomite na jednu izvodnicu drugog sistema te plohe. Te okomite
izvodnice mogu pasti skupa, a mogu biti i Konjugirano imaginarne.
Odavde izlazi da su sve izvodnice jednog i drugog sistema svih pravéa-
stih ploha 2. stupnja u jednom pramenu I, takvih ploha zrake tom
pramenu I, pridruZzenog (RK) kompleksa. Naime, na svakoj takvoj iz-
vodnici postoje dvije talke iz kojih spuStene okomice na tim tatkama
pridmzZene zrake u (TK) kompleksu padaju u té izvodnice. Buduéi da
svakom tatkom prostora prolaze dvije takve izvodnice, a u svakoj rav-
nini ih ima Jest, to sve izvodnice ploha 2. stupnija koje su u jednom pra-
menu ¢ine kongruenciju 2. reda i 6. razreda. To je poznata kongruencija
bisekanata temeljne prostorne krivulje 4. reda I vrste pramena IT, inci-
“dentnih ploha naSeg pramena polarnih prostora. Vidimo, dakle, da su
bisekante temeljne prostorne krivulje pramena incidentnih ploha jednog
pramena polarnih prostora zrake (RK) kompleksa tog pramena polamnh
prostora.

3. Geometrijsko mjesto pridrutenik talaka zrakama (RK) kompleksa
koje prolaze jednom tatkom T prostora. Povuiemo li iz neke tatke T
prostora sve tangente na sve plohe 2. stupnja u jednom pramemu I7,
~ takvih ploha, leZat ée diralidta svih tih tangenata, kao $to je poznato, na
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jednoj opéoj plohi 3. reda. Kao $to znamo, tatkom 7 prolazi samo jedna
ploha @ pramena II., dakle i dvije njene izvodnice, koje neka budu re-
alne. Dirne ravnine plohe ¢ u svim tatkama tih dviju izvodnica prolaze
tatkom T, dakle i obje ove izvodnice leZe na spomenutoj, ovoj tadki, pri-
dru¥enoj opéoj plohi 8. reda. Posredstvom jednog pramena II, ploha 2.
stupnja pridru¥ena je svakoj talki prostora po jedna ovakva opéa ploha
3. reda. Znamo da svaka zraka kompleksa (RK) nekog pramena ploha 2.
stupnja dira dvije plohe tog pramena. Jedno diraliSte je sprijeda spome-
nuta izlazna tatka te zrake, a drugo je diralifte ve¢ spominjano noiste
te zrake, koje bismo mogli nazvati i njenom zavr$nom tatkom. Geome-
trijsko mjesto izlaznih i zavrinih talaka na zrakama kompleksa (RK),
koie prolaze jednom tatkom T prostora i line stozac 3. stupnja roda pr-
voga, mora prema tome biti prodorna krivulja ovog stoSca s toj tacki
pridru¥enom opisanom opéom plohom 3. reda. Izvodnice one plohe ¢ koja
prolazi tom tatkom 7, a koje sadravaju tu tatku, medutim su i zrake
kompleksa (RK), dakle izvodnice spomenutog stofca 3. stupnja, kao i
pravci te tatki 7 pridrufene opée plohe 8. reda. Prodorna se krivulja
tih dviju ploha raspada prema tome u ta dva pravca i jednu prostornu
krivalju &7 7. reda, kojoj su zrake. kompleksa (RK) koje prolaze tatkom
T trisekante. Vidimo, dakle, da je trafeno geometrijsko mjesto prostorna
-krivulja 7. reda, na kojoj je tatka T obi¢na tacka.

Vidjeli smo u t. 1 ove radnje da u svakoj ravnini . pravca p le#i Sest
tataka na$e malo prije spomenute prostorne krivulje k7, koja je 7. reda.
Sedma tatka te krivulje u svim tim ravninama 7. je u noZiftu okomice
spuitene iz tatke T na njoj pridrufen pravac p u (TK) kompleksu, Bu-
duéi da se u svakoj ravnini 7. pravca p nalazi 7 tataka krivulje &7, to su
time obuhvadene sve tatke te krivulje, a mi smo vidjeli da su sve te tac-
ke izlazne talke zraka (RK) kompleksa koje prolaze tatkom 7. Medutim,
svaka izlazna taka na ovakvoj zraci ima i svoju zavr¥nu tatku (nofiste),
koja je takoder na toj zraci, jer ta zraka u toj tacki dira jednu plohu
pramena II,. Ali buduéi da na svakom pravcu prostora postoje samo
dvije takve tatke u kojima on dira plohe pramena I, , to izlazi da su te
dvije tatke na svakoj zraci (RK) kompleksa i izlazne i zavréne, odnosno
da su one medusobno involutorno pridruZene. O&ito je da su ovako invo-
lutorno pridruZene i one dvije tatke na izvodnicama pravcastih ploha
pramena I, . : ’

4. Pravéasta ploha zraka kompleksa (RK) koje su pridruiene talkama
jednog pravca. Zadajmo neki pravac p u prostoru. Tatkama ovog pravca
pridruZene zrake u kompleksu (TK) pramena polarnih prostora (II.) tine
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kao 3to je poznato, sistem izvodnica jedne praviaste plohe 2. stupnja. Iz
svake tatke pravca p spultena okomica na sebi pridrufenu zraku kom-
pleksa (TK) je zraka naSeg kompleksa (RK), a sve takve zrake tine tra-
Zeno geometrijsko mjesto, buduéi da im pridruZene tatke le¥e na pravcu
p- Izvodnice spomenutog sistema sijeku neizmjerno daleku ravninu u nizu
tataka 2. reda. Preslikamo 1i u neizmjerno dalekoj ravnini ovaj niz po-
larno s obzirom na apsolutnu lunjosjelnicu, dobit éemo tamo pramen
pravaca 2. razreda. Svakom pravcu ovog neizmjerno dalekog pramena
2. razreda pridruZena je jedna tatka pravca p, a spojne ravnine svih tih
taaka sa sebi pridruZenim pravcima u onom pramenu 2. razreda daju
jednu kubnu omotaljku. Tatkama pravca p i njima pridrufenim izvodni-
cama u onom sistemu spomenute plohe 2. stupnja dane su ravnine druge
kubne omotaljke. Proizvod tih dviju kubnih omotaljki je trafena prav-
Casta ploha, koja je prema tome 6. stupnja. Vidimo, dakle, da tatkama
nekog pravca p pridruZene zrake u kompleksu (RK) &ne praviastu plohu
6. stupnja, kojoj je taj pravac jednostruk. .

Ako je pravac p zraka kompleksa (RK), dobiva se praviasta ploha 6.
stupnja kojoj je pravac p dvostruk i torzalan. Geometrijsko mjesto no-
Zifta izvodnica ovakve pravéaste plohe 6. stupnja, kao zraka (RK) kom-
‘pleksa, na izvodnicama spomenute praviaste plohe 2. stupnja, prostorna
je krivulja 5. reda. ,

5. Geometrijsko mjesto pridrutenih talaka zrakama kompleksa (RK) ,
koje lete u jednoj ravnini. Odaberimo po volji ravninu a i u njoj neki
pravac a. Talkama ravnine a pridruZene zrake u kompleksu (7K) ¢ine,
kao §to je poznato, kongruenciju (13) bisekanata jedne prostorne krivulje
8. reda. Tactkama pravca a pridruZene zrake u toj kongruenciji tine si-
stem izvodnica jedne praviasteé plohe 2. stupnja. Iz talaka pravca a
spustene okomice na njima pridrufene izvodnice tog sistema su zrake
kompleksa (RK) pridruZene tim tatkama na pravcu a. Koliko od ovih
zraka kompleksa (RK) leZi u ravnini «, u toliko tataka ée pravac a sjeéi
trazeno geometrijsko mjesto. :

Vidjeli smo malo prije da sve takve okomice spustene iz tataka pravca
a na njima pridruzene izvodnice u spomenutom sistemu &ne pravastu
plohu 6. stupnja. NoZi§ta na tim izvodnicama &ne prostornu krivulju
5. reda, koja nastaje kao proizvod jedno-jednoznaéno pridruzenih izvod-
nica spomenutog sistema i ravnina one prvospomenute kubne omotaljke.
Ovu prostornu krivulju sijete ravnina a u pet tataka, dakle se u toj rav-
nini nalazi pet zraka kompleksa (RK), kojima pridruzene tatke leze na
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pravcu a. TraZeno geometrijsko mjesto u ravnini a je prema tome krivu-
lja 5. reda. Ili, tatke pridruZene zrakama kompleksa (RK) koje u jednoj
ravnini omataju krivulju 3. razreda leZe na krivulji 5. reda.

Iz dosad navedenih ¢injenica da pridruZene tatke onim zrakama kom-
pleksa (RK) koje prolaze jednom tatkom &ine prostornu krivulju 7. reda
i da zrakama kompleksa (RK) koje leze u jednoj ravnini pridruZene tac-
ke le%e na krivulji 5. reda izlazi da one zrake kompleksa (RK) kojima
pridruZene talke le¥e u jednoj ravnini ¢ine kongruenciju 7. reda 5. raz-
reda. s

6. Geometrijsko mjesto pridrufenih talaka onim zrakama kompleksa
(RK) koje sijeku neki pravac. Neki pravac p u prostoru sijele oo? zraka
kompleksa (RK) , koje &ine kongruenciju 3. stupnja. Skup pridruZenih ta-
¢aka zrakama ove kongruencije ¢ini jednu opéu plohu, koju svaka ravni-
na pravca p sijefe u krivulji 5. reda, kao $to smo to malo prije vidjeli.
Medutim, i svakoj tatki pravca p pridrufena je jedna zraka te kongru-
encije, jer ona sijete taj pravac. Vidimo, dakle, da je pravac p jedno-.
struki pravac te plohe. Svaka ravnina pravca p sijele traZenu plohu u
krivulji 5. reda i u tom pravcu koji je na toj plohi jednostruk. Geome-
trijsko mjesto pridruZenih talaka onim zrakama kompleksa (RK) koje
sijeku neki pravac u prostoru je prema tome opéa ploha 6. reda.

Ako je pravac p zraka kompleksa (RK) bit ée on opet jednostruk pra-
vac opisane plohe 6. reda, samo ¢e ta ploha imati u tatkama pridrugenim
tom pravcu dvostruke tacke.

7. Prostorna transformacija 5. reda. Na svakoj zraci (RK) kompleksa
nalaze se, kao §to smo vidjeli, dvije njoj pridrufene tatke. Uzmemo I
tatke jednog pravca, onda njima pridruZene zrake (RK) kompleksa ¢ine
pravéastu plobu 6. stupnja, a tatkama na pravcu pridruZene tatke na
izvodnicama te plohe ¢ine, kao #to smo vidjeli, prostornu krivulju 5. re-
da. Uzmimo u prostoru neku ravninu a 1 izvan nje bilo koji pravac a.
Svim tatkama ravnine a pridruZene zrake kompleksa (RK) ¢ine kongru-
enciju 7. reda 5. razreda, a tatkama ravnine pridruZene tatke na zraka-
ma ove kongruencije ¢ine neku plohu. Talkama pravca e pridruZene
tatke leze na prostornoj krivulji 5. reda, koja ravninu a sijete u pet ta-
¢aka. Dakle, na svakom pravcu prostora nalazi se 5 tataka, kojima pri-
druZene talke lefe u ravnini a, odnosno pravac a siiele trazenu plohu u
& tadaka. Dakle je ta ploha 5. reda. Vidimo, prema tome, da je parovima
pridruzenih talaka na zrakama kompleksa (RK) jednog pramena polar-
nih prostora odredena prostorna transformacija 5. reda.
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8. Kompleks najkratih dirnih staza medu plohama- jednog pramena
ploha 2. stupnja. Zadamo li dvije plohe 2. stupnja A, B i na plohi A
tatku P, onda ¢e dvije tangente plohe 4 u tatki P dirati i plohu B. Ove
dvije tangente nazvat ¢emo dirnim stazama (ili putovima) izmedu ploha
A i B za tatku P kao izlaziSte. Svaka tatka P prostora ima u kompleksu
(TK) jednog pramena (II.) polarnih prostora sebi pridruZenu zraku p.
Svakom talkom prostora prolazi nadalje i jedna ploha pramena II, in-
cidentnih ploha pramena (II,) polarnih prostora. Svaka tangenta ovakve
plohe u tatki P dira jo§ jednu plohu pramena II., dakle je ona opisana
dirna staza, a ta druga dirali§ta tog pramena (P) dirnih staza izlazita P
nalaze se, kao $to zhamo, na toj tatki P pridruzénom pravcu p u kom-
pleksu (TK) pramena (I1.,) . Iz tatke P spultena okomica na pravac p je
najkraca takva dirna staza izlazi§ta P, a takve okomice svih talaka pro- -
stora line, kao §to smo dosad vidjeli, na8 poznati kompleks (RK) u pra-
menu (I1,) polarnih prostora, koji je zadan pramenom II. njihovih inci-
dentnih ploha 2. stupnja. Vidimo, dakle, da je geometrijsko mjesto naj-
kraé¢ih dirnih staza medu plohama 2. stupnja jednog pramena takvih
ploha praviasti kompleks 3. stupnja, koji je identi¢an s nadim komplek-
som (RK) pramena (II;) . U na§im razmatranjima vidjeli smo da na sva-
koj zraci (RK) kompleksa postoje dvije tatke, koje su svaka za svaku i
izlazna i zalazna tadka te zrake. '

U svim dosadanjim na$im razmatranjima i zakljulcima mogli bismo
prema tome namjesto »zrake kompleksa (RK) pramena II. ploha 2. stup-
nja« pisati »najkraée dirne staze izmedu ploha 2. stupnja pramena Iln« .

9. Jos o Majcenovu kubiénom kompleksu. 1z poznatih osobina Majce-
nova kubi¢nog kompleksa, pridruZenog pramenu II. ploha 2. stupnja,
otito izlazi da su zrake tog kompleksa neizmjerno duge dirne staze medu
plohama tog pramena. Taj se kompleks moZe prema tome definirati i
ovako: ‘ '

Majcenov kubiéni kompleks nekog pramena ploha 2. stupnja je geome-
trijsko mjesto neizmjerno dugih dirnih staza izmedu ploha ovog pramena.

Institut za matematiku Sveulilista
u Zagrebu

Primljeno za publikaciju 9. listopada 1964. u Odjelu za matematitke, fizitke i teh-
ni¢ke nauke Jugoslavenske akademije u Zagrebu,
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