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NOVI PRILOZI REYEOVIM TETRAEDRALNIM KOMPLEKSIMA

VILKO Ni1CE, ZAGREB

Ovo izlaganje razdijelit ¢u u tri glavna dijela. U prvom ¢éu dijelu
izloZiti neke osobine tetraedralnog kompleksa, koje su mi sluZile u dalj-
njim istraZivanjima. U drugom dijelu izloZit ¢u dobivene rezultate tih
istraZivanja, a u treéem dijelu nabrojit ¢u nekoliko nerijeSenih problema
u podruéju tetraedralnog kompleksa.

DIO I. Reyeov tetraedralni kompleks poznat je kao neprekinuti tro-
dimenzionalni skup pravaca, koji salinjavaju spojnice parova pridruZenih
totaka dvaju kolinearnih prostora. Poznato je takoder, da je taj skup
spojnica identiCan sa skupom presjecnica parova pridruZenih ravaina dvaju
kolinearnih prostora. Znade se takoder, da tetraedralni kompleks &ine oni
parovi pridruZenih pravaca dvaju kolinearnih prostora, koji se sijeku. Uz dva
kolinearno pridruZena prostora postoji uvijek i jedan tetraedar, kojega su
vrhovi, bridovi i pobocke u tim prostorima sami sebi pridruZeni. Tetra-
edralni kompleks ima u vezi s ovakvim tetraedrom dvaju kolinearnih pro-
stora ove osobine: a) Isti dvoomjeri probodiSta svih zraka tetraedralnog
kompleksa s ravninama pobocaka tog tetraedra, imaju uvijek jednaku
vrijednost. Ovaj se tetraedar zove glavni tetraedar tog tetraedralnog kom-
pleksa, a spomenuti dvoomjer i njegova vrijednost su jedna njegova
karakteristi¢na invarijanta. b) Ovaj dvoomjer probodiSta zraka tog kom-
pleksa jednak je dvoomjeru ravnina tih zraka, poloZenih suprotnim
vrhovima pobocaka tog tetraedra, c) Iz a) i b) izlazi, da je svaki tetra-
edralni kompleks odreden ovakvim glavnim tetraedrom i jednom svojom
zrakom. d) Tetraedralni kompleks je drugog stepena, tj. sve njegove
zrake, koje prolaze jednom tac¢kom prostora, ¢ine stoZac 2. stupnja, a sve
njegove zrake, koje leZe u jednoj ravnini, omataju krivulju 2.. razreda. e)
Svih oco® ovakvih stoZaca prolazi vrhovima glavnog tetraedra, a svih oo?
spomenutih krivulja 2. razreda dira pobocne ravnine glavnog tetraedra.
f) Zrake tetraedralnog kompleksa, koje prolaze jednom tatkom pobotne
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ravnine glavnog tetraedra, Cine pramen pravaca, kojega ravnina prolagi
nasuprotnim vrhom toj pobocki, a drugi pramen zraka kompleksa te tatke
leZzi u toj poboc¢noj ravnini. Isto se tako raspadaju zrake tetraedralnog
kompleksa u svakoj ravnini vrha glavnog tetraedra u dva pramena pra-
vaca. Vrh jednog pramena je u tom vrhu, a drugi leZi u tragu te ravnine
u tom vrhu nasuprotnoj poboc¢noj ravnini. g) StoSci zraka tetraedralnog
kompleksa, ¢iji se vrhovi nalaze na jednoj njegovoj zraci, sijeku pobocke
glavnog tetraedra u pramenovima krivulja 2. stupnja, kojima su temeljne
tacke vrhovi tog tetraedra u toj ravnini i njeno probodiste s tom zrakom.
h) StoSci zraka tetraedralnog kompleksa, kojima su vrhovi na zraci jednog
vrha glavnog tetraedra, sijeku nasuprotnu poboalku tom vrhu u istoj kri-
vulji 2. stupnja.

Buduéi da svaka cCetvorka tacaka ili ravnina jednog pravca ima 24
dvoomjera, medu kojima pastoji Sest grupa po Ceftiri sa istim vrijedno-
stima, koje su na poznamedusobno povezane, to i svaki tetraedralni
kompleks ima Sest karakteristi¢nih, medusobno ovisnih invarijanata.

DIO II. Reyeov tetraedralni kompleks ima oo® zraka, a svih pravaca
u prostoru ima oo% Zadamo li prema tome neki glavni tetraedar ABCD,
moguce je sve pravce prostora sloZiti u co! tetraedralaih kompleksa, koji
¢e svi imati zajedniCki ovaj glavni tetraedar. Ravnine nasuprotnih pobo-
¢aka vrhovima A, B, C,D ovog tetraedra oznalimo s «o, B, v, 6. Sjecidta ovih
ravnina sa zrakama jednog Reyeovog tetraedralnog kompleksa, kojemu je
ovaj tetraedar glavni, oznadimo s A4, B, C,D. Neka je dvoomjer (ABCD)=p
jedna karakteristi¢na invarijanta takvog kompleksa glavnog tetraedra
ABCD. On je tom invarijantom i odreden kada je p jedna zadana odre-
dena vrijednost. Znamo medutim da je i (a By 8)=(ABCD)=p, ako su
a,B, Y, ravnine zraka tog kompleksa, koje prolaze vrhovima A, B, C, D.
Uzmimo, da je p sade parametar. Svaka vrednost parametra p tj. dvo-
omjera (ABCD)=(af Y 8), odreduje kao nova karakteristina invarijanta
novi tetraedralni kompleks glavnog tetraedra ABCD. Buduéi da dva tetra-
edralna kompleksa jednog glavnog tetraedra ne mogu imati zajednickih
zraka, osim onih koje prolaze vrhovima i leZe u pobockama tog glavnog

" tetraedra, vidimo, da se svi pravci prostora mogu u istinu svrstati u co?

tetraedalnih kompleksa jednog glavnog tetraedra. Svi ovi kompleksi ¢ine
pramen tetraedralnih kompleksa tog glavnog tetraedra. Buduéi da zrake
tetraedralnog kompleksa, koje prolaze jednom tackom prostora, Cine stoZac
2. stupnja, koji prolazi vrhovima A, B, C, D njegovog glavnog tetraedra, .

gine stoici zraka ove tacke svih tetraedralnih kompleksa ovakvog pramena
pramen stoZaca s tim zajedniCkim vrhom, kojemu temeljne Cetiri lzvodq;c.e
prolaze vrhovima A, B, C, D zajednickog glavnog tetraedra. :
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~“Vrhom A poloZena ravnina p neka sijete pobotku BCD u praveu r,
koji sijete brid BC u totki M. Zrake naSeg tetraedralnog kompleksa u toj
ravnini neka ¢ine pramen pravca (P), kojemu je vrh P, kao §to zZnamo, u
tragu r. Spojnica DP neka sijete brid BC u to¢ki N. Ravnine svake zrake
ovog pramena poloZene vrhovima A, B, C, D, sijeku brid BC u totkama
M, B, C,N," dakle ¢e na temelju Papusova stavka biti ABCD=ap y 8=
=(MBCN)=p jedna karakteristitna invarijanta tog naSeg tetraedralnog
kompleksa, gdje p ima neku zadanu vrijednost: Shvatimo Ii p kao para.
metar, a totke M, B, C ostavimo na miru, dobit ¢e tocka N na bridu BC
2a-svaku -novu vrijednost parametra p novo mjesto, a prema tome ée to
isto vrijediti i za totku P na tragu r. Izlazi prema tome, da ée vrhovi P
prameriova zraka u ravnini p svih tetraedralnih kompleksa glavnog tetrae-
dra ABCD, &initi niz tofaka na tragu r, a svakom talkom P, tog niza na
pravcu r, odreden je prema tome jedan tetraedralni kompleks tog glavnog
tetraedra. Jedan pravac / vrha A u ravnini p neka probada ravninu po-
botke BCD u tatki L na pravcu r, a tatkama P,, P,, P,, P, na pravcu r
neka su na opisani nain zadana Cefiri tetraedralna kompleksa glavnog
tetraedra ABCD. Stoici zraka ovih tetraedralnih kompleksa svih ta¢aka
pravca [ sijeku ravninu pobotke BCD u istim krivuljama c,, ¢, ¢4, ¢, 2.
stupnja. Ove krivulje zadanih Cetiriju tetraedralnih kompleksa bit ¢e odre-
dene fatkama B,C,D,L i po jednom od tataka P,, P,, P,, P,. Takve
krivulje svih talaka pravca / za sve tetraedalne komplekse glavnog tetrae-
dra"4BCD ¢ine prema tome pramen krivulja (c,) 2. stupnja, kojemu su

_temeljne fotke B, C, D, L. Ako za tatke Py, P,, P, P, na pravcu r vrijedi

(P, P, Py P)="-1, mi kazemo, da krivulje ¢, ¢,, ¢y, ¢, Cine harmonijsku
Cetvorktl, a prema tome takvu Zetvorku &ine i odgovarajuci stosci zajed-
nitkih vrhova, kojima su ‘te krivulje osnovke u ravnini pobotke BCD.
Vidimo dakle, ako stoSci zraka Cetirju tetraedralnih kompleksa, glavnog te-
traedra ABCD jedne talke pravca ! ¢ine harmonijsku &etvorku, onda takve
Cetvorke Cine stoci zraka ovih Cetiriju tetraedralnih kompleksa u svim
tatkama pravca I Sto vrijedi’ za pravac I, koji smo odabrali po volji u
ravnini p, vrijedii 2a sve ostale pravce vrtha A u ravnini p, a $to vrijedi za
ravninu p pravca /, vrijedi i za sve druge ravnine tog pravca. Ako naime
pravac r sijee krivulje ¢, ¢,, €5, ¢, u harmonijskoj &etvorci tacaka
(Py P, Py P)= —1, sije¢i €e u takvoj &etvorci te krivulje i svi ostali pravei
r; tavnina p; koje prolaze tatkom L, §to proizlazi iz poznate osobine pra-
mena krivulja 2. stupnja, Vidimo dakle, ako sto¥ci zraka Eetiriju tetrae-
dralnih kompleksa jednog glavnog tetraedra &ine harmonijsku Cetvorku,
onda takvu Cetvorku Cine takvi stosci tih tetraedralnih kompleksa u svih
w? tataka prostora. Sto vrijedi za harmonijsku cetvorku, vrijedi naravski
i'2a bilo koji drugi dvoomjer bilo koje Cetvorke takvih stoZaca. Ukratko,
pramtenovi stoZaca zraka svih tetraedralnih kompleksa jednog glavnog te-
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traedra u svim tatkama prostora medusobno su projektivno pridruZeni,
kad u tim pramenovima jedgozna¢no pridruZimo stosce pojedinih tetrae.
dralnih kompleksa. Ocito je, da dva ili vise ovakvih pramenova tetrae-
dralnibh kompleksa moZemo medusobno projektivno pridruZiti na isti nacin,
kao recimo dva pramena pravaca, ili dva pramena krivulja 2. stupnja. Tako
projektivno pridruZeni pramenovi tetraedralnih kompleksa daju i razne
proizvode, koji su uz ovo dosadanje opisani u radnji ,Reyeovi tetraedralni
kompleksi jednog, dvaju, triju i Cetiriju glavnih tetraedara“, koja je jzaila
u Radu Jug. akad. nauka u Zagrebu.

Sli¢nim prostornim razmatranjima moZe se izvesti da e ovakva dva
pramena tetraedralnih kompleksa biti i onda projektivno pridruZena, ako u
njima pridruZimo one tetraedralne komplekse, kojima karakteristitne inva-
rijante imaju jednake vrijednosti. Naravski, u oba pramena svi tetraedralni
kompleksi moraju imati jednake invarijante. Sve Sto je izvedeno za stoSce
zraka opisanog pramena tetraedralnih kompleksa, vrijedi dwalno i za kri-
vulje 2. stupnja u ravninama prostora, koji omataju u njima zrake tih kom-
pleksa. U svakoj ravnini prostora imamo pramen krivulje 2. stupnja, odre-
den s Cetiri temeljne tangente, koje leZe u pobotkama glavnog tetraedra,
a svi su ovakvi pramenovi medusobno projektivao pridruZeni na isti nadin,
kao stoZci malo prije. '

Znamo, da u jednoj ¢&etvorci tacaka, ili ravnina, moZemo sloZiti 24
dvoomjera, od kojih po 4 imaju uvijek jednaku vrijednost, a Sest na taj
nalin postoje¢ih vrijednosti tih dvoomjera su medusobno ovisni na poznati
nacin. Projektivan odnos dvaju opisanih pramenova tetraedralnih kompleksa,
moZemo mi na spomenuti na¢jn pomocu jednakih vrijednosti parametra
provesti samo onda, ake unapred odredimo, odnosno zadamo, oblik dvo-
omjera karakteristicne invarijante u oba pramena, nakon $to smo obiljezili
vrhove njihovih temeljnih tetraedara. Zadamo li mi medutim samo vrijed-
nost karakteristiCne invarijante, onda se moZe pokazati, da postoji Sest
raznih oblika karakteristiCne invarijante za tu istu vrijednost, koja u opi-
sanom pramenu tetraedralnih kompleksa daje Sest tetraedralnih kompleksa.
Ovakvi tetraedralni kompleksi oznaCeni su kao parametarske Sestorke jed-
nog pramena tetraedralnih kompleksa. Za vrijednost —1 postoje u takvom
pramenu samo 3 tetraedralna kompleksa, koji su nazvani harmonicni tetrae-
dralni kompleksi. OpSirnija razmatranja o takvim parametarskim Sestorkama
mogu se naéi u radnji ,Parametrische Sextupel Reyescher tetraedraler
Strahlenkomplexe eines u. zweier Haupttetraeder“, koja je izaSla u Glas-
niku mat. fiz. i astr. u Zagrebu.

Ve¢ smo spomenuli, da je Reyeov tetraedralni kompleks kvadratni,
tj. njegove zrake, koje prolaze jednom tackom prostora Cine stoZac 2.
stupnja. Za neizmjerno daleke talke prelaze ti stoSci u valjke, a svaki taj
valjak ima svoju os. Kvadratni skup ovakvih neprekidno povezanih osi u
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prostoru ¢ini jednu kongruenciju, koja ima svoj razred i svoj red. Svi
ovakvi valjci zraka, koji su usporedni s nekom ravninom a, sijeku svaku
pobo¢nu ravninu glavnog tetraedra u pramenu krivulja 2. stupnja. Sredista
tih krivulja leZe naravski na osima tih valjaka, a sva ta sredista leZe, kao
$to je poznato, na jednoj krivulji 2. stupnja. Svaka ravnina prostora a,//a
sijeCe tu krivulju sredi$ta u dvije tacke, dakle se u njoj nalaze osi dvaju
tih valjaka. Budu¢i da «, moZe biti bilo koja ravnina prostora, vidimo da
je opisana kongruencija osi spomenutih valjaka 2. razreda. Odaberemo li
u pobo€noj ravnini BCD glavnog tetraedra ABCD naSeg tetraedralnog
kompleksa, kojemu je karakteristicna invarijanta (MBCN)=p, po volji tacku
O kao srediste krivulje ¥ 2. stupnja, koja prolazi vrhovima B, C, D, odre-
dit ¢emo zraku naSe kongruencije, koja prolazi tockom O, ovako: Spojnica
DN neka sije¢e krivulju & u to¢ki P, a spojnica PM neka sijeCe tu kri-
vulju u to¢ki K. Pravac o//AK bit ¢e zraka nase konguuencije, koja pro-
lazi totkom O. Sve zrake naSe kongruencije, koje sijeku zraku o, €ine
pravCastu plohu 5. stepena, kojoj je taj pravac dvostruka izvodnica i dvo-
struki pravac, a svakom tatkom tog pravca prolaze jo§ daljnje dvije izvod-
nice te plohe. Buduéi da je tatka O odabrana po volji u ravnini BCD, a
svakom tackom prolazi samo jedna zraka naSe kongruencije izvan ravnina
pobocfaka glavnog tetraedra, to vidimo, da svakom tackom svake zrake
nale kongruencije prolaze jo$ daljnje dvije zrake, tj. ta je kongruencija
3. reda. Referat o ovoj kongruenciji iznesen je prije nekoliko dana na ma-
tematickom kongresu u Innsbrucku, a potanja razlaganja o njoj nac¢i Ce se
u prvom dijelu radnje ,Neki novi prilozi pramenu tetraedralnih kompleksa®,
koja ¢e vjerojatno biti objelodanjena u Radu Jug. akad. nauka u Zagrebu.

Svaki tetraedralni kompleks, u sprijeda opisanom pramenu tetrae-
dralnih kompleksa jednog glavnog tetraedra, ima svoja ovakvu kongruen-
ciju osi valjaka njegovih zraka. Sve ovakve kongruencije tog pramena te-
traedralnih kompleksa Cine zajedno pravcasti kompleks 3. stepena. O ovom
kompleksu iznesen je kratki referat (saopcenje) na ovom kongresu, a po-
tanja razmatranja o njemu moci ¢e se na¢i u drugom dijelu malo prije
spomenute radnje.

Sve polarne ravnine jedne tatke prostora, obzirom na polarne pro-
store jednog pramena takvih prostora, prolaze kao S$to je poznato, jednim
pravcem. Svih oo? takvih pravaca, pridruZenih tackama prostora, Cine te-
traedralni kompleks, kojemu je glavni tetraedar autopolarni tetraedar tog
pramena polarnih prostora. U sveZnju polarnih prostora ima neizmjerno
mnogo takvih pramenova polarnih prostora, a vrhovi od neizmjerno mnogo
autopolarnih tetraedara leZe na jednoj prostornoj krivulji 6. reda. O¢ito je,
da ovdje postoji i neizmjerno mnogo tetraedralnih kompleksa. Postoji me-
dutim i jedan specijalan sveZanj polarnih prostora samo s jednim autopo-
larnim tetraedrom, a neizmjerno mnogo spomenutih tetraedralnih kom-

9 BecHuk mMatemaTHuapa u ¢usuuapa 1—4
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pleksa &ine ovdje ve¢ sprijeda spomenuti pramen tetraedralnih kompleksa
tog zajednitkog autopolarnog tetraedra kao glavnog tetraedra. Svakom
kompleksu ovog pramena pridruZen je pramen polarnih prostora sa
svojom temeljnom krivuljom 4. reda I. vrste. Svih ovakvih oo * krivulja
4. reda 1. vrste &ine zanimivu plohu 4. reda s 12 dvostrukih tacaka. Daljnja
razmatranja o takvoj plohi, kao i o &itavom pramenu takvih ploha, mogu
se naéi u radnji ,Prilog sveZnju polarnih prostora s jednim zajedni¢kim
polarnim tetraedrom*, koja ¢e doskora iza¢i u Glasniku mat. fiz. i astr.
u Zagrebu.

Dio 1II. IstraZivanja o tetraedralnim kopleksima nisu jo$ uvijek zavr-
Sena. Kao §to smo istraZili geometrijsko mjesto osi valjaka zraka jednog
tetraedralnog kompleksa, kao i kod svih kompleksa u jednom pramenu
takvih kompleksa, moZe se istraZiti kod svih takvih valjaka a) geometrij-
sko mjesto Zaridnih osi, b) geometrijsko mjesto hiperoskulacionih kruZnih
valjaka. :

Nadalje bi trebalo istraZiti geometrijsko mjesto osi svih stoZaca zraka
jednog tetraedralnog kompleksa. Zanimivo bi bilo znati Sto Cine osi tak-
vih stoZaca kad su im vrhovi u jednoj ravnini (kongruencija), ili na jednom
pravcu (pravcasta ploha).

Sto ¢&ine konjugirano imaginarne i izotropne zrake tetraedralnog
kompleksa? '

Kakve osobitosti se javljaju kod tetraedralnih kompleksa, kojima se
jedan ili oba para pobotuih ravnina glavnog tetraedra raspadnu u par kon-
jugirano imaginarnih ili izotropnih ravnina?

Zrake tetraedralnog kompleksa u jednoj ravnini prostora omataju kri-
vulju 2. razreda, koja ima srediSte u dva ZariSta.

a) Sto &ine sredista tih krivulja u ravninama jednog pramena?

b) Sto &ine ZariSta tih krivulja u ravninama jednog pramena?

¢) Sto Cine sredista tih krivulja u ravninama jednog sveZnja?

d) Sto €ine Zarita tih krivulja u ravninama jednog sveZnja?

e) Kako izgledaju problemi a)—d) u pramenu tetraedralnih kom-
pleksa?

Ovo je samo jedan dio problema u okolini tetraedralnog kompleksa,
koji ¢ekaju na svoje rjeSenje, Iznesao sam ih ovdje zato, da eventualno
probudim malo jali interes kod mladih matematicara za ovu lijepu geo-
metrijsku granu u matematici, koja u sebi krije jo§ toliko zanimivih i
jednostavnih matematickih istina. Sintetitka geometrija Zivi danas u sjeni
modernih matemati¢kih smjerova, ali matematitke istine jednako su vri-
jedne, bile one otkrivene bilo kako i bilo gdje.



