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BEITRAGE ZUM BUSCHEL DER REYESCHEN
TETRAEDRALEN STRAHLENKOMPLEXE

1. Die Achsenkongruenz der Strahlenzylinder 2. Grades eines tetrae-
dralen Strahlenkomplexes. Der Reyesche tetraedrale Strahlenkomplex
ist vom 2. Grade, und alle einen Raumpunkt enthaltenden Strahlen
dieses Komplexes bilden daher einen Kegel 2. Grades. Alle diese Kegel

enthalten, wie bekannt, die vier Scheitelpunkte des Haupttetraeders

dieses tetraedralen Strahlenkomplexes. Die Komplexstrahlen der oo?

unendlichfernen Punkte des Raumes bilden oo? Strahlenzylinder 2. Gra-

des dieses tetraedralen Strahlenkomplexes, und jeder dieser Zylinder
hat eine Achse im Endlichen und zwei unendlichferne Achsen. Die im
Endlichen befindlichen Achsen dieser Zylinder 2. Grades bilden also
cine quadratische stetige Strahlenmenge, die unter dem Namen Strahlen-
kongruenz bekannt ist. Im ersten Teile dieser Arbeit werden wir die

Klasse und die Ordnung dieser Achsenkongruenz betrachten und fest-

‘ﬁcheltelpunkte des Haupttetraeders eines tetraedralen Strahlen-
komplexes seien mit A, B, G, D bezeichnet, die diesen Scheitelpunkten

gegennbcrhegenden Seitenebenen dieses Tetraeders mit a = (B C D),
QIA CD), 7y = (ABD) und 8 = (BC A). Die Schnittpunkte jedes

Strahlcs des tefraedralen Strahlenkomplexes mit den Seitenebenen a, §,
v, & seién A B, C D, wihrend wir die Ebenen dieser Strahlen, die die

Schcltelpunktc A, B,C, D enthalten, mit a, 8,7, 8 bezeichnen werden. Es
ist bekannt, dass fiir jeden tetracdralen Strahlenkomplex (4 BC D) =
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p gilt und dass dieses Doppelverhiltnis und sein-Wert p als
eine charaktcnstlsche Konstante dieses tetraedralen Strahlenkomplexes

(afyd) =



bekannt ist [1]. Unter den vielen bekannten Eigenschaften des tetrae-
dralen Strahlenkomplexes erwihnen wir folgende: Alle einen Punkt
einer Seitenebene ‘des Haupttetraeders eines tetraedralen Strahlenkom-
plexes enthaltenden Strahlen dieses Strahlenkomplexes bilden einen
Strahlenbiischel, dessen Ebene den dieser Seitenebene gegeniiberliegen-
den Scheitelpunkt enthilt. Der Strahlenkegel 2. Grades eines derartigen
Punktes in einer Seitenebene zerfillt in zwei Strahlenbiischel. Einer
dieser Strahlenbiischel ist der vorher erwihnte, und der andere liegt in
der Seitenebene des Punktes. '

Eine Ebene g des Sche'itelpunktes A schneide die Seitenebene a in
der Geraden r (Abb. 1.), die die Kantengerade B C im Punkt M schnei-

/

Abb. 1 - SL 1

det. Ein Punkt P auf der Geraden r sei der Scheitel des Strahlen-
biischels (P) der Komplexstrahlen eines tetraedralen Strahlenkomplexes
des Haupttetraeders A BC D, der in der Ebene g liegt. Die Verbin-
dungsgerade D P schneide die Kantengerade BC im Punkt N. Da die
die Scheitelpunkte A4,B,C, D enthaltenden Ebenen aller Strahlen des
Strahlenbiischels (P) in der Ebene ¢ die Kantengerade BC in densel-
ben Punkten M, B,C,N schneiden, ist dieser tetraedrale Strahlenkom-
plex durch die Ebene ¢ und den Punkt P bestimmt, da das Doppelver-
hiltnis (MBCGN) = p und sein Wert p, eine charakteristische Kon-
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_stante dieses tetracdralen Strahlenkomplexes ist. Mittels des bekannten
" Satzes von Pappus kann dies auf folgende Weise bewiesen werden: -
~ Schneidet man vier Ebenen a, §, 7, 6 einer Geraden s mit einer Ebene ¢

einer Geraden p in vier Geraden a,b,¢,d, die die Gerade p in den
 Punkten A,B,C,D schneiden, so gilt nach dem Satz von Pappus
(A BC D) = (abcd). Man schneide ferner die Ebenen a, g, 7, 6 in den

Geraden a, b, ¢, d mit einer auf die Gerade s lotrechten Ebene 7, die die
Ebene @ in der Geraden ¢ schneidet. Die Gerade ¢ schneide die Gera-
den a, b, ¢, d der Ebene ¢ in den Punkten 4,,B,,C;,D;. Nach dem
Satz von Pappus gilt (ABCD) = (4,B,C, D)) = (@abcd), und-

(4,B,C,D,) = (abcd). Es gilt also auch (abcd)=(ABCD)=
(aBfy8). In unseren Betrachtungen haben wir anstatt der Punkte
A, B,C;D die ?unkte M,B,C,N und an Stelle der Geraden s die
'Strahlen des Strahienbuschels (P) in der Ebene o.

: Dle mit den Strahlen des Strahlenbuschels (P) parallel liegenden
£ "%ahlenzylmder 2. Grades der Komplexstrahlen des betrachteten tetrae-
“““dralen Strahlenkomplexes schneiden die Seitenebene o in Kurven 2.
Grades, die die Punkte B, G, D und P enthalten. Diese Kurven bilden
also einen Kurvenbiischel 2. Grades, der durch die Grundpunkte
B,C, D, P bestimmt ist. Die Achsen der erwihnten Strahlenzylinder 2.
Grades schneiden die Seitenebene o in den Mittelpunkten dieser
Schnittkurven der erwihnten Strahlenzylinder, und wie bekannt, liegen
alle derartigen Mittelpunkte auf einer Kurve k 2. Grades [1].

‘Ist nimlich ein Kurvenbiischel 2. Grades durch vier seiner Grund-
. punkte bestimmt, so bilden die Mittelpunkte der Kurven dieses Biischels
- eine Kurve 2. Grades, die die Mittelpunkte der sechs Seiten des Grund-
punktvierecks und die drei Schnittpunkte der drei Paare seiner gegen-
iiberliegenden Seitengeraden enthilt.
Jede mit der Ebene ¢ im Raum parallel liegende Ebene schneidet
diese Mittelpunktkurve 2. Grades in zwei Punkten. In jeder derartigen
" Ebene befinden sich also die Achsen zweier mit der Ebene ¢ parallelen
Strahlenzylinder 2. Grades unseres tetraedralen Strahlenkomplexes.
Jeder Ebene oi des Scheitels A, die die Seitenebene e in der Geraden
ri, und die Kantengerade BC.im Punkt M: schneidet, kann durch das
" Doppelverhiltnis (M: BC Ni) = p (die charakteristische Konstante) der
- Punkt N: auf der Geraden BC bestimmt werden, und mittels der Ver-
" bindungsgeraden D N; kann auch der Punkt P; der Ebene oi, als ihr
. Schnittpunkt auf der Geraden 7:, konstruiert werden. Die Strahlen des
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Punktes P; in jeder derartigen Ebene g sind Komplexstrahlen des durch
das Doppelverhiltnis (M B C N) = p bestimmten tetraedralen Strahlen-
komplexes. Was also fiir die Ebene ¢ des Scheitelpunktes A giiltig ist,
gilt auch fir jede Ebene ¢i dieses Scheitels.'Da aber -jede Ebene des
Raumes mit ciner Ebene ¢ des Scheitels A parallel liegt, sehen wir,
dass sich in jeder Ebene des Raumes zwei Achsen der betrachteten
Strahlenzylinder 2. Grades des durch die charakteristische Konstante -
(MBCN) = p bestimmten tetraedralen Strahlenkomplexes des Haupt-
“tetraeders A BC D befinden. Die Achsenkongruenz der Strahlenzylin-
der 2. Grades des Reyeschen tetraedralen Strahlenkomplexes ist also
von der 2. Klasse. '.

In der Seitenebene @ wihle man jetzt ganz beliebig einen Punkt O,
welcher der Mittelpunkt einer durch diesen Mittelpunkt und die Punkte
B, C, D bestimmten Kurve 2. Grades ¢ sein soll. Auf der Kantengerade
B G wihle man ferner ein Punktepaar M, N so aus, dass man durch
die Punkte M,N' die charakteristische Konstante (M BC N) = p unseres
tetraedralen Strahlenkomplexes erhidlt. Die Verbindungsgerade DN
schneide den Kegelschnitt ¢ im Punkte P, und die Verbindungsgerade
P M schneide diesen Kegelschnitt im Punkte K (Abb. 1.). Die Strahlen
des Strahlenbiischels (P) des  Punktes P in der Ebene A PK sind, wie
bekannt, Strahlen des bekannten tetraedralen Strahlenkomplexes des
Haupttetraeders 4 B C D. Der mit der Geraden o || A K parallele Strah-
lenzylinder 2. Grades des betrachteten tetraedralen Strahlenkomplexes,
dem auch die Gerade 4 K als Erzeugende gehort, schneidet die Seiten-
ebene @ in einer Kurve 2. Grades, die die Punkte B,C, D, K, P enthilt,
also mit unserer Kurve ¢ identisch ist. Es folgt daher, dass die den Mit-
telpunkt O enthaltende Gerade o | 4 K ein Strahl unserer betrachteten
Achsenkongruenz ist.

Zu jedem Punkte O; der Seitenebene a kann auf diese Weise der
diesem Punkte zugeordnete und ihn enthaltende Strahl der betrachteten
' Achsenkongruenz bestimmt werden. Die Achsen der mit den Strahlen
des Strahlenbiischels (P) parallelen 'Strahlenzylinder unseres tetraedra-
len Strahlenkomplexes schneiden; wie bekannt, die Seitenebene « in
" Punkten einer Kurve 2. Grades %, die die Mittelpunkte S,,S;,S; der .
Seiten BC,C D und D B enthilt, sowie auch den Punkt O, da dieser
- der Mittelpunkt der Kurve ¢ ist, die zugleich die Schnittkurve der
~Ebene @ und eines der erwihnten Strahlenzylinder 2. Grades ist.

Man ordne jetzt jedem Punkte M: der Kantengerade BC auf dieser |
Geraden einen Punkt N; so zu, so dass dadurch die charakteristische :
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Konstante (M: B C Ni) = p erhalten wird. Da die so durch das Doppel-
- verhiltnis (MiBCN;:) = p bestimmten Punktreihen (Mi),(Ni) projek-

" tiv zugeordnet sind, da also (M) A(N:) gilt, bilden die Verbindungs-
geraden KM; und DN zwei projektiv zugeordnete Strahlenbiischel
(K) A (D), als deren Erzeugnis man unsere Kurve ¢ 2. Grades erhilt.
'Die Kurve ¢ ist also der geometrische Ort der den Punktepaaren M;, N
‘auf die beschricbene Weise zugeordneten Punkte Pi. Jeder dieser Punkte
P; ist der Scheitel eines in der Ebene A K P; sich befindenden Kom-
plexstrahlenbiischels, und jedem dieser Strahlenbiischel (P:) ist auf die
vorher beschriebene Weise eine Mittelpunktkurve 2. Grades ki zu-
geordnet. Alle diese Mittelpunktkurven ki enthalten die Punkte S, S5,
Sg, sowie auch den Punkt O. Den Punkt O enthilt diese Mittelpunkt-
kurve auf ‘Grund der Tatsache, dass alle Ebenen A K P; die Gerade 4 K
gemein haben, und dass in jedem dieser Strahlenbiischel (Pi) sich ein
mit der Geraden A K paralleler Strahl befindet. Alle diese Mittelpunkt-

~ kurven k; bilden also einen durch die Grundpunkte S, Sy, S¢, O be-
stimmten Kegelschnittbiischel (%). Da jeder Punkt Ni der Schnittpunkt
der gegeniiberliegenden Seiten B C, D P; des Grundpunktvierecks B, C,
D, P; eines Schnittkurvenbiischels 2. Grades der Ebene @ und der mit
‘den Strahlen des Strahlenbiischels (P;) parallelen Komplexstrahlenzy-
linder 2. Grades unseres tetraedralen Strahlenkomplexes ist, enthilt

_jede den Punkten Pi Ni zugeordnete Mittelpunktkurve ki den Punkt
Ni. Da aber der Strahlenbiischel (D) durch die Verbindungsgeraden des
Punktes D und der Punkte N; gebildet wird, und die Gerade BC den
Grundpunkt S, enthilt, befinden sich der Strahlenbiischel (D) und der

Kegelschnittbiischel (%) in projektiver Zuordnung (D) A (k). Wir haben
schon erwihnt, dass sich die Punktreihen (M), (Ni), auf Grund des

Doppelverhiltnisses AM:iBC N:) = p, in projektiver Zuordnung (M) A
(Ni) befinden. Auf Grund dieser projektiven Zuordnung sind auch die

" schon erwihnten Strahlenbiischel (D) A (K) projektiv. zugeordnet. Fer-
ner folgt auf Grund dieser projektiven Zuordnung auch die projektive

~ Zuordnung (K) A (ki) des Strahlenbiischels (K) und des Kegelschnitt-
~ biischels (k). Jedem Strahle des Strahlenbiischels (K) ordne man ferner -
- diejenige Ebene der Geraden o | AK zu, die mit diesem Strahle parallel
- ist. Der auf diese Weise enthaltende Ebenenbiischel [0] ist mit dem
. -Strahlenbiischel (K) perspektiv, und dadurch auch dem Kegelschnitt-
. «biischel (kz) projektiv zugeordnet Das Erzeugnis der projektiv zuge-

2 ordneten Biischel [o] A (ki) ist eine in der Ebene a sich befmdende ‘




Kurve 8. Ordnung s, [1]. Der Punkt O, als ein Grundpunkt des Kegel-
schnittbiischels (ki), ist der Doppelpunkt dieser Kurve s, . In jeder Ebene
des Strahles o befindet sich, nebst diesem Strahle, noch ein Strahl unse-
rer betrachteten Achsenkongruenz, da sie von der 2. Klasse ist. Die
Schnittpunkte dieser in den Ebenen des Strahles o sich befindenden
Strahlen der betrachteten Achsenkongruenz, bilden in der Ebene a die
vorher erwidhnte Kurve s; 3. Ordnung.

Man wihle ferner in der Seitenebene 3 = 4 BC den Schnittpunkt O
der Geraden o mit dieser Ebene als Mittelpunkt einer durch die Punkte
A, B, C bestimmten Kurve 2. Grades ¢!, und fithre alle bisherigen Be-
trachtungen in der Ebene e auch in dieser Ebene durch. Auch in dieser
Ebene werden wir auf dieselbe Weise eine Kurve 3. Ordnung s, ‘erhal-
ten deren Doppelpunkt wieder der Punkt O! sein wird. In jeder Ebene
der Geraden o befindet sich eine Gerade, die ausser der Geraden o
und der Kurve s, auch die Kurve s, schneidet. Alle diese Geraden sind
Strahlen der betrachteten Achsenkongruenz und bilden eine Regel-
fliche, die durch die Leitlinien o, s, , s, bestimmt ist. Da der Halftungs-
punkt §, der Kante BC ein gemeinsamer Grundpunkt der erwihnten
Kegelschnittbiischel (k) in der Ebene a und 8 ist, liegt er auf den beiden
Leitkurven 3. Ordnung s, und s,. In den Ebenen ‘des Ebenenbiischels
[o], die die Kurve s, im Doppelpunkt O berithren, befindet sich in jeder
dieser Ebenen noch ein dem Strahle o unendlich benachbarter Strahl
unserer betrachteten Achsenkongruenz. Dies folgt auf Grund der Tat-
sache, dass jeder Punkt der Seitenebenen a, B, 7, d nur einen Strahl
unserer Achsenkongruenz enthilt, der nicht in diesen Ebenen liegt.
Diese zwei Beriithrungsebenen sind also Torsalebenen der erwihnten
Regelfliche, die auch die Kurve s, im Doppelpunkt O berithren. Der
Strahl o ist also eine doppeltorsale Doppelerzeugende dieser Fliche. Da
ferner die Leitgerade o die Doppelpunkte O, 0! der Leitkurven 8.
Ordnung s, , s, enthilt, und die Kurven s,, s, den gemeinsamen Punkt
S; haben, wird diese Regelfliche vom 2-1-8- 3—(2-3+2-3+1)=5.
Grade [2]. Die Gerade o ist eine doppeltorsale Doppelerzeugende und
eine Doppelgerade, also eine vierfache Gerade dieser Regelfliche.

Jeder Punkt des Strahles o enthilt ausser dem Strahle o noch zwei
weitere Erzeugende dieser Regelfliche 5. Grades, die auch, wie schon
erwahnt, Strahlen der betrachteten Achsenkongruenz sind. Was fiir den
Strahl o gilt, gilt selbstverstindlich auch fiir alle anderen Strahlen der
betrachteten Achsenkongruenz, da jeder Punkt O, der Seitenebene «
nur einen Strahl unserer Achsenkongruenz enthilt, der sich ausserhalb
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dieser Ebene a befindet. Jeder Punkt jedes Strakles der Achsenkon-
gruenz, die wir betrachten, enthilt also drei Strahlen «dieser Strahlen-
korigruenz.
Auf Grund aller unserer Betrachtungen erhilt man folgenden Satz:
Die Achsenkongruenz der Strahlenzylinder 2. Grades eines Reye-
schen tetraedralen Strahlenkomplexes ist 2. Klasse und 3. Ordnung.

Il. Der Achsenkomplex der Strahlenzylinder 2. Grades der Reye-
schen tetraedralen Strahlenkomplexe eines Biischels derartiger Strahlen-
komplexe. In der Arbeit »Die Biischel der Reyeschen tetraedralen
Strahlenkomplexe und ihre projektive Zuordnung« wurden alle Reye-
schen tetraedralen Strahlenkomplexe eines Haupttetraeders betrachtet,
die einen Biischel derartiger Komplexe bilden. Wihlt man von den
sechs untereinander abhingigen charakteristischen Konstanten in- der
bekannten Form des Doppelverhiltnisses eine aus, und betrachtet ihren
Wert p als Parameter, so wird durch jeden Wert dieses Parameters ein’
tetracdraler Strahlenkomplex des gegebenen Haupttetraeders bestimmt.
Wie bekannt, sind die Reyeschen' tetraedralen Strahlenkomplexe vom
2. Grade. Die Strahlenkegel dieser Strahlenkomplexe aller Raumpunkte
| sind 2. Ordnung, und enthalten alle vier Scheitelpunkte des diesem
Strahlenkomplex angehérigen Haupttetraeders, wihrend die in den
Ebenen des Raumes liegenden Strahlen dieses Strahlenkomplexes Kur-
ven 2. Klasse umhiillen, die die vier Seitencbenen des Haupttetraeders
- beriihren.

Man nehme jetzt dieselben Bezeichnungen des Haupttetraeders an,
- die in dem ersten Teile dieser Arbeit angenommen wurden. Die cha-
. rakteristische Konstante eines tetraedralen Strahlenkomplexes sei das

. Doppelverhiltnis (4 BC D) = (af7d) = p. Nimmt man den Wert. als
. Parameter an, so wird, wie schon erwahnt, jedem Werte dieses Para-
L meters cin tetraedraler Strahlenkomplex des Haupttetracders A BC D
| zugeordnet, und alle diese Strahlenkomplexe bilden den bekannten
! Biischel tetraedraler Strahlenkomplexe des Haupttetraeders A B C D.
E Die Strahlenkegel 2. Grades der Strahlenkomplexe dieses tetraedralen
i Strahlenkomplexbiischels jedes Raumpunktes, bilden einen Kegelbiischel
E 2. Grades mit gemeinsamem Scheitel in jedem dieser Raumpunkte, der
durch die vier Verbindungsgeraden dieser Raumpunkte mit den Schei-
; lplinkten des Haupttetraeders als Grunderzeugénden bestimmt ist.
e durch die Strahlen aller Strahlenkomplexe dieses Strahlenkomplex-
tschels in jeder Raumebene eingehiillten Kurven 2. Klasse bilden einen -
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Kurvenbiischel 2. Klasse, dessen vier Grundtangenten in den vier Sei-
tenebenen des Haupttetraeders liegen. Alle 003 derartigen Strahlenkegel- -
biischel 2. Grades sind untereinander projektiv zugeordnet, wenn die
Strahlenkegel eines tetraedralen Strahlenkomplexes in diesem Strahlen-
komplexbiischel einander zugeordnet sind [8]. Dasselbe gilt auch dual
fiir die Kurvenbiischel 2. Klasse in allen Ebenen des Raumes. Was fiir
die Raumpunkte im Endlichen gilt, gilt selbstverstindlich auch fiir die
oo? unendlichfernen Punkte. Es folgt also, dass die Strahlenzylinder 2.
Grades  gleicher Richtung aller tetraedraler ‘Strahlenkomplexe eines
Biischels derartiger Komplexe eines gemeinsamen Haupttetraeders einen
Strahlenzylinderbiischel 2. Grades bilden, dessen vier Grunderzeugende
die Sche1telpunkte des Haupttetraeders enthalten. Die Achsen der Zy-
linder eines derartigen Strahlenzylinderbiischels bilden einen Zylinder
2. Grades, und die Erzeugenden aller co? derartigen Achsenzylinder 2.
Grades sind" Strahlen eines Strahlenkomplexes, dessen Grad wir in
diesem Teile unserer Arbeit bestimmen wollen.

Dass die Achsen der Zylinder eines solchen Strahlenzylinderbiischels
9. Grades einen Achsenzylinder 2. Grades bilden, folgt aus der Tat-
sache, dass jede Ebene des“Raumes einen Zylinderbiischel 2. Grades
in einem Kurvenbiischel 2. Grades schneidet, dessen Grundpunkte die
Schnittpunkte der Grunderzeugenden sind, wobei die Mittelpunkte der
Kurven dieses Biischels sich auf den Achsen des Zylinderbiischels be-
finden. Wie bekannt, bilden alle diese Mittelpunkte eine Kurve 2.
Grades, die die sechs Halftungspunkte der Seiten des Grundvierecks
und die drei Schnittpunkte der Gegenseiten dieses Grundvierecks ent-
halten. Auf Grund der Tatsache, dass die Grunderzeugenden der oot
Strahlenzylinderbiischel 2. Grades die Scheitelpunkie des Haupttetrae- |
ders enthalten, folgt ferner aus dem oben Erwihnten, dass die Achsen- i
zylinder 2. Grades aller co? dieser’ Strahlenzylinderbiischel 2. Grades
die sechs Halftungspunkte der Kanten des Haupttetraeders enthalten.

Die Hilftungspunkte der Kanten AB, AC, AD, BC, BD und CD
des Haupttetraeders 4 BC D bezeichne man mit §,,S,,S;,S,,Ss,S,. |
Die Strahlen der Strahlenbiindel dieser sechs Punkte sind auch Strahlen
unseres betrachteten Strahlenkomplexes, die aber in unsere Betrachtun-
gen nicht eingehen.

Es sei durch das Haupttetraeder ABCD und durch die charakterl- ]

stische Konstante (ABCD) (@Byd) = p ein Reyescher tetraedraler |
Strahlenkomplex bestimmt. Wird der Wert p als Parameter genommen,‘-
so bekommt man, wie schon erwihnt, einen Reyeschen tetraedralcn:_;
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Strahlenkomplexbiischel dieses Haupttetraeders. Wie schon in dem
. ersten Teile dieser Arbeit, wihle man auch jetzt eine Ebene o des
_'Scheitels A4, die die Seitenebene @ = B C D in der Geraden r schneidet.

Eine in der Ebene a durch einen beliebigen Mittelpunkt O und die
Punkte B, G, D bestimmte Kurve ¢ 2. Grades schneide die 'C_xcrade rin
den Punkten P und K (Abb. 2.). Die Gerade » schneidet, wie bekannt,
die Kantengerade BC im Punkt M, und die Verbindungsgerade D P
schneidet diese Kantengerade in dem bekannten Punkt N. Wie schon

oben erwihnt wurde, ist (M B C N) = (a fy 8) = p die charakteristische .
Konstante desjenigen tetraedralen Strahlenkomplexes, in dem die Ge-
raden des Punktes P in der Ebene ¢ Komplexstrahlen sind.

Abb. 2 - Sl. 2

Die Ebenen des Ebenenbiischels [[], dessén Biischelachse die Verbin-

dungsgerade A P = [ ist, schneiden die Kantengerade B C in der Punkt-
. reihe (M:). Durch jede Ebene dieses Ebenenbiischels [1], also auch
%??.durch jeden Punkt M; der Punktreihe (M;) ist ein tetraedraler Strahlen-

E:

§

E

- komplex des - Strahlenkomplexbiischels des Haupttetraeders A BC D
. bestimmt, dessen charakteristische Konstante durch-das Doppelverhilt-

3 nis (MiBCN) = p bestimmt ist. Da der Punkt P, also dadurch auch

i der Punkt ¥, neben den festen Punkten B, C fest bleibt, erteilt jeder
neue Punkt M: der Punktreihe (M), also auch die dem Punkte zu-
gcordnete neue Ebene A des Ebenenbiischels [I], dem Parameter p
emen neuen Wert. Wie schon erwihnt, sind alle Geraden des Punktes
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P in jeder Ebene 4 des Ebenenbiischels [I] Strahlen des dieser Ebene
zugeordneten tetraedralen Strahlenkomplexes des Haupttetraeders
A B C D. Die Ebenen 1 des Ebenenbiischels [I] schneiden die Kurve ¢
2. Grades in den Punkten K;. Die Strahlenbiischel des gemeinsamen
Punktes P in den Ebenen 4; bezeichne man wieder mit (P;). Zu jedem
tetraedralen Strablenkomplex des Haupttetraeders A BC D gehért ein
derartiger Strahlenbiischel (P;). Die mit den Strahlen dieser Strahlen-
biischel - (P;) parallel liegenden Strahlenzylinder 2. Grades der ihnen
zugehorigen tetraedralen Strahlenkomplexe schneiden die Ebene a in
den Kurven 2. Grades eines Kurvenbiischels, der durch die Grund-
punkte B, C, D, P bestimmt ist. Da die durch jeden der Strahlenbiischel
(P:) bestimmten oo! Strahlenzylinder 2. Grades jedes tetraedralen Strah-
lenkomplexes unseres tetraedralen Strahlenkomplexbiischels die Ebene
~-a in Kurven 2. Grades schneiden, welche die Punkte B, C, D, P enthal-
ten, handelt es sich hier also nur um einen Kurvenbiischel 2. Grades mit
. den Grundpunkten B,C,D,P. Jede Kurve dieses Kurvenbiischels ent-
hélt also einen Strahlenzylinder 2. Grades jedes tetraedralen Strahlen-
komplexes des betrachteten Strahlenkomplexbuschels des Haupttetrae-
ders ABCD. -

Die Mittelpunkte der Kurven dieses Kurvenbiischels 2. Grades bilden,’

wie bekannt, eine Kurve 2. Grades, die die Hilftungspunkte S, P
und den Punkt O enthilt, da sich die Kurve ¢ mit dem’ Mittelpunkt O
auch in diesem Kurvenbiischel befindet. Jeder Punkt dieser Mittel-
punktkurve enthilt also die Achse eines Strahlenzylinders 2. Grades
jedes tetraedralen Strahlenkomplexes des betrachteten Strahlenkom-
plexbiischels. Der Punkt O enthilt also die Achse eines Strahlenzylin-
ders 2. Grades in jedem tetraedralen Strahlenkomplex des tetraedralen
Strahlenkomplexbiischels des Haupttetraeders A BC D, da, wie wir

schon sahen, durch jeden Strahlenbiischel (P;) und die ihm zugeordne-

ten Ebene 4 des Ebenenbiischels [{] ein tetraedraler Strahlenkomplex

des Strahlenkomplexbiischels bestimmt ist. Jede dieser ool den Punkt O
enthaltenden Achsen ist mit der ihr zugeordneten Verbindungsgeraden

A K; parallel, da die Verbindungsgerade A K eine Erzeugende desje-

nigen Strahlenzylinders 2. Grades jedes tetraedralen Komplexes des
Komplexbiischels des Haupttetraeders A B C D ist, der die Kurve ¢ mit
dem Mittelpunkt O enthilt. Alle diese den Punkt O enthaltenden
Achsen, die Strahlen unseres betrachteten ,Achsenkomplexes’ sind, bilden
also einen Kegel 2. Grades, der dem-Kegel mit dem Scheitel 4 und der
Basiskurve ¢ in der Ebene a kongruent ist und im Raume mit ihm pa-
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rallel hegt ]eder d:cs;r Strahlenkcgcl 2. Grades der in der Ebene sich
befindenden Plinkfe O unserer betrachteten Achsenkongruenz, enthilt,

~wie schon erwihnt, die Hilftungspunkte S, S,,S;, die sich nicht in
der Ebéne @ befinden. Dasselbe gilt selbstverstindlich auch fiir ‘der-
artige Strahlénkegel 2. Grades, die ihre Scheitel in den Ebenen B, y
und & haben. Alle unsere Betrachtungen und Schlussfolgerungen, die
sich auf den Punkt O bezichen, gelten selbstverstindlich fiir alle Punkte
der Seitenebenen a, 8,7 und 6.

Auf Grund unserer bisherigen Betrachtungen gilt also Folgendes: Die
einen Punkt einer Seitenebene des Haupttetraeders A BC D enthalten-
den Strahlen des Achsenkomplexes der Strahlenzylinder 2. Grades aller
tetraedralen Strahlenkomplexe des tetraedralen Strahlenkomplexbii-
schels dieses Haupttetraeders bilden einen Kegel 2. Grades.

Eine beliebige Ebene v des Raumes schneide die Seitenebenen «, 4 in
den Geraden s!, s2. Jeder Punkt dieser Geraden ist der Scheitel eines
Strahlenkegels 2. Grades der Strahlen unseren betrachteten Achsen-
komplexes. Jeder dieser Kegel schneidet die Ebene 7 in zwei Erzeugen-

~ den so, dass jeder Punkt dieser Geraden zwei dieser Schnitterzeugenden
enthdlt, die natiirlich Strahlen unseres Achsenkomplexes sind. Durch
diese Schnitterzeugendenpaare jedes Punktes dieser Geraden sind ein-
zweideutig zugeordnete Punktreihen auf diesen Geraden erzeugt. Ver-
bindet man diese zwei ein-zweideutig zugeordneten Punktreihen (s?),
(s?) mit irgend einem Punkte der Ebene 7, so .werden dadurch zwei kol-
lokale ein-zweideutig zugeordnete Strahlenbiischel erzeugt, die, wie
bekannt, drei Doppelstrahlen haben [2]. Die Verbindungsgeraden der
zugeordneten Punkte der Punktreihen (s!), (s2) hiillen also eine Kurve in
der Ebene 7 ein, auf die man von jedem Punkte der Ebene v drei Be-
rithrungsgeraden ziehen kann. Diese Kurve ist also 3. Klasse.

Da dic Ebene z irgend eine Ebene des Raumes sein kann, gilt ferner
. auch Folgendes: Die in jeder Ebene des Raumes liegenden Strahlen des
i Achsenkomplexes” der co8 Strahlenzylinder 2. Grades aller in einem
Biischel eines Haupttetraeders sich befindenden tetraedralen Strahlen-
komplexe hiillen eine Kurve 3. Klasse ein. Dieser Achsenkomplex ist
- also 3. Klasse.
. Bei einem Strahlenkomplex sind aber die Klasse und die Ordnung
f gleich, er hat nur einen Grad. Dadurch gilt auch Folgendes: Der Achsen-
. komplex der Strahlenzylinder 2. Grades aller in einem Biischel eines
- Haupttetraeders sich befindenden Reyeschen tetraedralen Strahlenkom-
plexe 1st vom 3. Grade ‘
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Die einen Raumpunkt enthaltenden Strahlen dieses Achsenkomple-
xes bilden also einen Kegel 3. Ordnung, der die sechs Halftungspunkte
der Kanten des Haupttetraeders enthdlt. Die den unendlichfernen
Punkten und den Punkten der Seitenebenen des Haupttetraeders zu-
geordneten derartigen Kegel 8. Ordnung zerfallen in je einen Kegel 2.
Grades und einen Strahlenbiischel mit demselben Scheitel. Dieser Strah-
lenbiischel befindet sich in der unendlichfernen Ebene, resp. in den
erwihnten Seitenecbenen des Haupttetraeders.

II1. Uber eine Eigenschaft des Tetraeders. Dass jede Ebene eimen
durch vier Grunderzeugende bestimmten Zylinderbiischel 2. Grades in
einem Kurvenbiischel 2. Grades schneidet, ist offensichtlich. Die Achsen
der Zylinder dieses Zylinderbiischels 2. Grades bilden einen mit den
Zylindern dieses Zylinderbiischels parallelen Zylinder 2. Grades. Aus
der bekannten Eigenschaft eines Kurvenbiischels 2. Grades, dass die
. Mittelpunkte der Kurven dieses Biischels eine Kurve 2. Grades bilden,
die die Halftungspunkte der sechs Seiten des Grundvierecks und die
drei Schnittpunkte der gegeniiberliegenden Seitengeraden dieses Grund-
vierecks enthilt, folgt, dass der Zylinder 2. Grades der Achsen aller
Zylinder eines Zylinderbiischels 2. Grades, dessen Grunderzeugende
die Scheitelpunkte 4, B, C, D des Haupttetraeders enthalten, die sechs
Hilftungspunkte der Kanten dieses Haupttetraeders enthilt. Auf Grund
der erwihnten Eigenschaft des Kurvenbiischels 2. Grades folgt ferner,
dass drei Erzeugende des erwihnten Achsenzylinders des Zylinder-
biischels 2. Grades mit den Scheitelpunkten A, B, C, D, Transversalen
der gegeniiberliegenden Kantengeraden des Tetraeders A B C D- sind.
Also, die mit irgend eiier Geraden des Raumes parallelen Transver-
salen der Gegenkantengeraden AB—C D, AC—BDund BC—AD,
" und die mit dieser Geraden parallelen Geraden, die die Halftungs-
punkte S;,S,,8s,8;,S; und Sg enthalten, liegen auf einem Zylinder
9. Grades. Jede Erzeugende dieses Zylinders ist Achse eines mit der
erwihnten Geraden parallelen, und die Scheitelpunkte .4, B, C, D ent-
haltenden Zylinders 2. Grades. -Alle derartigen mit einer Geraden pa-
rallelen und die Scheitelpunkte 4, B, C, D enthaltenden Zylinder 2.
Grades bilden, wie bekannt, einen Zylinderbiischel, und die Erzeugen-
den jedes Zylinders dieses Zylinderbiischels sind Strahlen eines Reye-
schen tetraedralen Strahlenkomplexes des Haupttetraeders A B C D.

Durch jedes beliebige Tetraeder ABCD ist ein tetraedraler Strah-
lenkomplexbiischel bestimmt, dessen Haupttetraeder dieses Tetraeder
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ABCD ist. Die Achsen der Strahlenzylinder 2. Grades der tetraedra-
len Strahlenkomplexe dieses Strahlenkomplexbiischels bilden, auf Grund
unserer Betrachtungen im Teil II dieser Arbeit, einen Strahlenkomplex
~ 3. Grades. Die jeden Raumpunkt enthaltenden Strahlen dieses Achsen-
- komplexes bilden einen Kegel 3. Ordnung, der, wie bekannt, die Half-
tungspunkte S,,8S,,S;,8;,S5,S; der Kanten des Haupttetraeders A B
C D und die Transversalen der gegeniiberliegenden Kantengeraden des
Haupttetraeders enthilt. Da durch die sechs Verbindungsgeraden eines
Raumpunktes und der Halftungspunkte S, , S, , S3,84,85,8s, und durch
die drei diesen Raumpunkt enthaltenden Transversalen der gegeniiber-
liegenden Kantengeraden des Haupttetraeders ein Kegel 8. Ordnung

bestimmt ist [4], gilt das Folgende: L g

Durch jedes Tetraeder ist ein Strahlenkomplex 8. Grades bestimmt,
dessen Strahlenkegel 3. Ordnung jedes - Raumpurrktes durch folgende
neun Erzeugende bestimmt ist: Sechs dieser Erzeugenden sind Ver-
bindungsgeraden dieses Punktes und der Halftungspunkte der Kanten
dieses Tetraeders, wihrend drei weitere die diesen Raumpunkt enthal-
tenden’ Transversalen der gegeniiberliegenden Kantengeraden dieses
Tetraeders sind. Dasselbe Tetraeder ist, wie bekannt, das Haupttetrae-
der eines tetraedralen Strahlenkomplexbiischels. Die Achsen der Strah-
lenzylinder 2. Grades der tetraedralen Strahlenkomplexe dieses Kom-"
plexbiischels bilden den beschriebenen Achsenkomplex 8. Grades. Mit-
tels der in diesem Teile unserer Arbeit durchgefihrten Betrachtungen
haben wir die interessante Tatsache entdeckt, dass diese zwei Strahlen-
komplexe 3. Grades jedes Tetraeders identisch sind.

IV. Eine besondere Strahlenkongruenz des Reyeschen tetraedralen
Strahlenkomplexes. Es war schon mehrmals vorher erwihnt, dass durch
jedes Tetraeder ein tetraedraler Strahlenkomplexbiischel bestimmt ist.
Die Strahlen der tetraedralen Strahlenkomplexe dieses Komplexbiischels
umfassen alle oot Geraden des Raumes. Jedem derartigen tetraedralen
Strahlenkomplcxbiischel eines Tetraeders ist ein, im II. Teil dieser
Arbeit beschriebener, Achsenkomplex 3. Grades zugeordnet. Da die
Strahlen der tetraedralen Strahlenkomplexe des erwihnten Komplex-
biischels alle Geraden des Raumes umfassen, befinden sich also auch
die Strahlen des diesem Strahlenkomplexbiischel zugeordneten Achsen-
- komplexes 8. Grades unter den Strahlen der Komplexe des Strahlen-
komplexbiischels. Einige Stfahlen, wahrscheinlich co® dieses Achsen-
komplexes, miissen sich also in jedem tetraedralen Strahlenkomplexe
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des Strahlenkomplexbiischels befinden. Was bilden derartige Strahlen
in jedem Reyeschen tetraedralen Strahlenkomplex?

Da das-Haupttetraeder jedes Reyeschen tetraedralen Strahlenkom-
plexes immer das Haupttetraeder eines tetraedralen Strahlenkomplex-
biischels ist, werden unsere weitere Betrachtungen und Schliisse fiir
jeden tetraedralen Strahlenkomplex gelten, ganz gleich ob wir ihn in
einem Komplexbiischel betrachten oder nicht. -

Der Reyesche tetraedrale Strahlenkomplex ist vom 2. Grade, und der
dem Haupttetraeder dieses tetraedralen Strahlenkomplexes zugeordnete
bekannte Achsenkomplex ist vom 3. Grade. Die gemeinsamen Strahlen
dieser zwei Strahlenkomplexe bilden den gesuchten geometrischen Ge-
radenort. Wie bekannt, haben zwei Strahlenkomplexe n-ten und m-ten®
Grades immer eine Strahlenkongruenz n-m-ten Grades gemeinsam, da
sich die Strahlenkegel dieser Komplexe jedes Raumpunktes in n:m
Erzeugenden durchdringen, und die von den Strahlen dieser Komplexe
eingehillten Kurven n-ter und m-ter Klasse haben in jeder Ebene des
Raumes n-m gemeinsame Tangenten. Die betrachteten Strahlenkom-
- plexe 2-ten und 3-ten Grades haben also eine Strahlenkongruenz 6-ten
Grades gemeinsam. Jeder Reyesche tetraedrale Strahlenkomplex besitzt
also folgende Eigenschaft: '

In jedem Reyeschen tetraedralen Strahlenkomplex befindet sich eine
Strahlenkongruenz 6. Grades, deren Strahlen die Achsen der Strahlen-
zylinder 2. Grades der anderen tetraedralen Strahlenkomplexe des
Haupttetracders des betrachteten Reyeschen tetraedralen Strahlenkom-
plexes sind.
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Vicim Nice

PRILOZI PRAMENU REYEOVIH
TETRAEDRALNIH KOMPLEKSA

- 1. Kongruencija osi valjaka 2. stupnja zraka Reyeovog tetraedralnog
kompleksa. Reyeov tetraedralni kompleks jest, kao 3to je poznato, 2.
stupnja. To znali, da sve zrake takvog kompleksa, koje prolaze jednom
tatkom prostora, &ne sto¥ac 2. stupnja. Poznato je takoder, da svi takvi
stodci prolaze vrhovima glavnog tetraedra tog tetraedralnog kompleksa.
Ovakvi sto¥ei neizmjerno dalekih taaka prostora prelaze u valjke 2.
stupnja, a svaki takav valjak ima jednu svoju os u konatnosti. Buduéi
da takvih valjaka ima 602, ima toliko i njihovih kona¢nih osi. Sve te osi,
kao neprekinuti kvadratni skup pravaca u prostoru, ¢ine neku kongru-
enciju, kojoj éemo mi u ovom dijelu radnje istrafiti razred i red. Svi
spomenuti valjci prolaze naravski takoder vrhovima glavnog tetraedra.
Qznatimo vrhove nekog tetraedra s A4,B,C,D, a tim vrhovima na-
suprotne poboéne ravnine s a,f,7,0 (a =B CD,p=ACD, itd.). Pro-
bodidta nekog pravca s ravninama a,f, 7,6 oznalimo s A,B,C,D, a
ravnine tog pravca koje prolaze vrhovima 4, B,C,D oznatimo s a, B,
7, 0. Svi pravci prostora, koji ravnine q,f, 7,4, tetraedra ABCD pro-
badaju u tatkama A,B,C,D tako, da za sve te pravce bude (Z BCD)
= p, gdje je p neka stalna velilina, Line Reyeov tetraedralni kompleks,
kojemu je taj tetraedar glavni. Tih pravaca ima o0? a za sve njih vri-
jedi, kao §to je poznato, i (ABC D)= (aByd) =p. Ovaj dvoomjer i
njegova vrijednost p zovu se jedna karakteristiéna konstanta tog kom-
~pleksa. Uz ove, i cio niz drugih poznatih osobina, poznata je i ova oso-

bina Reyeovog tetraedralnog kompleksa: Sve zrake tetraedralnog kom-
pleksa, koje prolaze jednom talkom jedne pobolne ravnine njegovog
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glavnog tetraedra, ¢ine pramen pravaca, kojega ravnina prolazi toj
pobocki nasuprotnim vrhom. I

Jedna ravnina ¢ vrha 4 neka sijete pobotnu ravninu a u pravcu 7,
koji'poboéni brid B C u toj ravnini sijede u tatki M. Tatka P na pravcu
r neka bude vrh pramena pravaca (P) u ravnini g, a spojnica D P neka

sijeCe brid B C u tatki N. Buduéi da za ravnine a, 8,7, 3 svih zraka pra-
mena (P) vrijedi (afyd8) = (MBCWN), dakle je i (ABCD)=(MBC
N), to vidimo, da su zrake tog pramena zrake tetraedralnog kompleksa
glavnog tetraedra A BC D, kojemu je karakteristiéna konstanta dvo-
omjer (ABC D)= (af78)=(MBCN)=p.

Valjci 2. stupnja zraka ovog tetraedralnog kompleksa, koji su uspo-
redni sa zrakama pramena (P), sijeku ravninu a u krivuljama 2. stupnja,
koje prolaze tatkama B, C, D, P. Sve te krivulje &ine prema tome pra-
men krivulja 2. stupnja, kojemu su tatke B,C, D, P temeljne. Osi ovih
oot valjaka 2. stupnja usporednih s ravninom p, probadaju ravninu a

- u sredi§tima krivulja spomenutog pramena, a sva ta sredidta &ne, kao
8to je poznato, krivulju 2. stupnja, koju oznatimo s k. Svaka s ravni-
nom ¢ usporedna ravnina prostora sijete krivulju k u dvije tatke (re-
alno ili imaginarno), dakle se u svakoj takvoj ravnini nalaze dvije osi
nalih opisanih valjaka 2. stupnja zraka spomenutog tetraedralnog
kompleksa, kao zrake nale promatrane kongruencije.

Svakoj ravnini ¢i tatke 4, odnosno njenom sjeci$tu M na bridu B C,

moZemo na tom bridu lako pomoéu karakteristitne konstante (4 B C D)
= (M:BC Ny odrediti pridrufenu tatku N;, a pomolu spojnice D N;
lako se na tragu 7: mo¥e odrediti i tatka Pi Zrake pramena (P:) u rav-
nini o: bit ée opet zrake naleg tetraedralnog kompleksa. Na%a raz-
‘matranja s ravninom ¢ moYemo sada prenijeti na svaku ravninu o
vrha A, pa ¢emo dobiti opet isto. Buduéi da je svaka ravnina prostora
usporedna s jednom ravninom ¢i vrha 4 izlazi, da u svakoj ravnini pro-
stora leZe dvije zrake nale istrafivane kongruencije. Vidimo dakle, da
je kongruencija osi valjaka 2. stupnja zraka Reyeovog tetraedralnog
kompleksa drugog razreda. '

Bilo koja tatka O ravnine a neka je sredite krivulie ¢ 2. stupnja,
¥t2-koja prolazi tatkama B,C,D, a koja je tim tatkama i tim srediftem
sui**dredena. Na bridu B C odaberimo nekoliko tataka M, N tako, da vri-

jedi (;3;3) =(ABCD)=(MBC N) Spojnica D N neka sijede kri-
vulju ¢ u tatki P, a spojnica P M neka je sijete u drugoj tatki K. (SI. 1).

42



Zrake pramena (P) tatke P u ravnini APK su ztake naleg veé spo-
menutog tetraedrdlnog kompleksa glavnog tetraedra 4 BC D. Posta-
vimo li sada u prostoru valjak 2. stupnja zraka ovog nafeg tetraedral-
nog kompleksa, koji je usporedan sa spojnicom A K, sjeéi ée on ravninu
@ upravo u krivulji ¢, buduéi da ta presjetna krivulja prolazi tatkama
B,C,D,K, P, Kojima je upravo ta krivulja i odredena. Tatkom O po-
vucen pravac o | AK je prema tome os tog valjka, dakle zraka nale
promatrane kongruencije. Osim toga se vidi, da tatkom O prolazi samo
jedna zraka te kongruencije, koja ne le#i u ravnini . U svakoj. rav-

nini zrake o nalazi se, kao $to smo vidjeli, jo¥ jedna zraka nale kon-

gruencije, a sve te zrake ¢ine neku pravéastu plohu, kojoj je zraka o
vifestruki pravac. Ravnine spojnice A K neka sijeku brid BC u tatka-
ma M;, a krivulju ¢ u tatkama P Spojnice D P; sjeéi ée brid BC u
talkama N; tako, da ée za sve tako nastale parove Mi, N; vrijediti

(MiBCN:) = (ABCD) = (afy3). Odnosno, zrake pramenova (Pi)
tataka P; u svakoj takvoj ravnini, bit ée zrake nafeg poznatog tetrae-
dralnog kompleksa. Svakom ovom pramenu pravaca (P;) pridruZen je
na sprijeda opisani nalin pramen krivulja 2. stupnja temeljnih tadaka
B,C, D, P, zajedno s njegovom krivuljom ki 2. stupnja sredifta krivu-
lja u tom pramenu. Ova krivulja ki svake talke P; prolazi sredi§tima
84,8;,8¢bridova BC,CD i DB, kao i tatkom O, buduéi da u svakom
spomenutom pramenu pravaca (Pi) postoji jedna zraka, koja je uspo-
redna sa spojnicom A K. Pravcem o postavljena ravnina usporedno
s ravninom pramena pravaca (P;) sijele pridrufenu krivalju ki u drugoj
talki, kojom prolazi ona druga zraka nae kongruencije, koja leZi u toj
ravnini. Sve krivulje ki, pridrufene talkama P &ne pramen (ki) te-
meljnih tataka S, , S5, S5, O. Ravnine pravca o usporedne s ravninama
pramenova (P;) sijeku ravninu a u pramenu pravaca. Svaka ova pre-
.sjetnica pridruZena je preko tatke Pi jednoj krivulji ki pramena (ks),

a lako se mo¥e dokazati, da su ova dva pramena na ovaj nafin pridru-.

Zeni projektivno. Buduéi da je tatka O temeljna tatka pramena (k;), bit
¢e proizvod tih dvaju pramenova krivulja 3. reda 51, kojoj je tatka O
dvostruka. ' -

Uzmemo li sada u ravnini 8 probodilte O, pravca o na isti nadin u
- fazmatranje; kao $to smo to uéinili s tatkom O u ravnini a, dobit ¢emo

i u foj ravnini analognu krivulju 3. reda s,, kojoj ¢e tatka O, biti dvo-

struka. Krivulje s, s, sijeku se u poloviitu S, brida BC, jer je ta tatka
temeljna tatka pramena krivulja (k) u ravnini @ i u ravnini 8, tako da
njom prolaze obje te krivulje. Pravci prostora, koji sijeku ove dvije
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krivulje 3. reda i na§ pravac o, bit ée zrake nale istrativane kongruen-
cije. Svi ti pravci ¢ine pravéastu plohu 5. stupnja, kojoj je pravac o
dvostruki pravac te dvostruka i dvostruko torzalna izvodnica. Svakom
tatkom pravca o prolaze jo¥ dvije izvodnice te plohe, koje su i zrake
_nafe kongruencije. Sto vrijedi za zraku o talke O u ravnini e, vrijedi
za zraku o; svake tatke O; u toj ravnini, a to su upravo sve zrake nade
kongruencije. Vidimo dakle, da svakom tatkom svake zrake na¥e istra-
tivane kongruencije prolaze jo¥ dalje dvije njene zrake. Izlazi prema
tome ovo: Kongruencija osi valjaka 2. stupnja zraka Reyeovog tetrae-
dralnog kompléksa je 3. reda i 2. razreda.

I1. Kompleks osi valjaka 2. stupnja zraka svih tetraedralnih kom-
bleksa jednog glavnog tetraedra. Tetraedar A B C D neka je opet glavni
- tetraedar Reyeovog tetraedralnog kompleksa, koji je odreden svojom

karakteristitnom konstantom (4 BC D) = (a 87 6) ="p. Uzmemo li sada
p kao parametar, onda je svakom vrijedno$éu tog parametra odreden
po jedan tetraedralni kompleks glavnog tetraedra A BCD, a svi ti
tetraedralni kompleksi ¢ine pramen takvih kompleksa tog glavnog
tetraedra. StoSci 2. stupnja zraka svih tetraedralnih kompleksa tog pra-
mena ine u svakoj talki prostora pramen sto¥aca 2. stupnja s tom
tatkom kao zajednitkim vrhom, kojemu su temeljne izvodnice spojnice
tog zajednitkog vrha s vrhovima glavnog tetraedra A4 B C D. Svi su ti
pramenovi stofaca medusobno projektivno pridrufeni, kad im medu-
sobno pridruZimo stofce svakog tetraedralnog kompleksa tog pramena.
Stodci neizmjerno dalekih talaka prostora prelaze u valjke, dakle sva-
kom neizmjerno dalekom tatkom prostora prolazi opisani. pramen va-
ljaka 2. stupnja zraka spomenutih tetraedralnih kompleksa. Takvih va-
ljaka ima u svakom tetraedralnom kompleksu nafeg pramena oo, dakle
svih takvih valjaka ima oc®. Svaki od njih ima svoju os, a sve te osi
ine prema tome praviasti kompleks. U ovom dijelu radnje istraZit
¢emo stepen tog osnog kompleksa.

Ravnina ¢ vrha A neka opet sijeée poboénu ravninu a glavnog tetrae-
dra A B C D u tragu 7. (Sl. 2). Kao i sprijeda neka je tatkom O kao sre-
diftem i tatkama B,C,D u ravnini a odredena krivulja ¢ 2. stupnja,

* - koju trag r sijete u tatkama K, P. Trag r neka opet sijete brid BC u

g zx'aku pramena (P) tatke P u ravnini ¢ v_rijedi: kao $to znamo, (;

- tatki M, a spojnica D P neka ga sijete u tatki N. Buduéi da za svaku
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jednost, zrake su tog pramena zrake tetraedralnog kompleksa glavn‘ag';
tetraedra A BC D, kojemu je karakteristiéna konstanta (x;l— B 55)

{a By d) = (MBCN)=p.Ravnine 4 spojnice I = 4 P, dakle ravnine
pramena raynina [l], neka sijeku pravac brida B C u tatkama M. Svaka

tatka M; dat ée u dvoomjeru (M; B C N) = p novu vrijednost p, pana taj

nadin p postaje parametar, jer uz &vrste tatke B, C, N svaka nova vrijed--
nost parametra p odreduje i novu tatku Mi. Svakom tatkom M; dobiva

medutim karakteristi¢na konstanta (4 B C D) = (a #y 8) novu vrijednost
parametra p, kojom je odreden novi tetraedralni kompleks glavnog
tetraedra A BC D. Zrake tetraedralnog kompleksa pridrufenog na opi-
sani nalin jednoj talki M;, koje prolaze tatkom P, ¢ine pramen pravaca
(P:) u ravnini 4 pramena [/], koja brid B C sijee u tatki M:. Ravnine
i pramena [l] neka sijeku krivulju ¢ sredifta O, osim u tacki P, jol
i u tatkama K;. U pramenu pravaca (Pi) svake ravnine 4 nalazi se
zraka usporedna sa spojnicom A K; tatke Ki u toj ravnini. Valjci 2.
stupnja zraka tetraedralnog kompleksa odredenog na opisani nalin
jednim pramenom zraka (P;) u ravnini A usporedni su sa zrakama tog
pramena i sijeku ravninu ¢, kao §to znamo, u pramenu krivulja 2. stup-
nja temeljnih tataka B,C, D, P. Svi pramenovi (Pi) imaju sada narav-
ski isti vrh P. Buduéi da je pramen ovakvih presje¢nih krivulja 2. stup-
nja u ravnini a isti za valjke 2. stupnja zraka svakog tetraedralnog
kompleksa naSeg pramena takvih kompleksa glavnog tetraedra ABC D,
koji su uvijek usporedni sa zrakama odgovarajuéeg pramena (Pi), pro-
lazit ée svakom tatkom krivulje & 2. stupnja, koju line sredidta krivulja
2. stupnja spomenutog pramena, po jedna os valjka 2. stupnja zraka
svakog tetraedralnog kompleksa u na¥em pramenu takvih kompleksa.
Ovo dabome vrijedi i za tatku O, buduéi da i krivulja ¢ prolazi temelj-
nim tatkama B,C,D,P. Jer u svakom pramenu (P;) postoji jedna
zraka usporedna sa spojnicom 4 K: u ravnini tog pramena, a sve tatke
Ki lefe na krivulji ¢, prolazit ée krivuljom ¢ po jedan valjak 2. stupnja
zraka svakog tetraedralnog kompleksa glavnog tetraedra A BC D, koji |
je usporedan s jednom izvodnicom (A4 Ki) tog valjka. Buduéi da su osi
‘valjaka usporedne s njihovim izvodnicama, prolazit ée osi spomenutih
valjaka zraka svih tetraedralnilr kompleksa naseg pramena takvih kom-
pleksa (glavnog tetraedra A BC D) tatkom O usporedno sa spojni-
cama A Ki. Sve te osi, koje su zrake nafeg istraZivanog kompleksa, ¢ine
prema tome stofac 2. stuana vrha O, koji je jednak stodcu vrha 4 i
osnovke ¢ u ravnini a i usporedan s njim. Sto vrijedi za tatku O, vri-




jedi naravski i za svaku drugu talku ravnine a, kao i za sve tatke pre-
ostalih triju pobo¢nih ravnina B, y i 8. Iz osobina pramena valjaka 2.
stupnja etiriju temeljnih izvodnica izlazi, da svi spomenuti stodci pro-
laze polovistima onih bridova glavnog tetraedra, koji ne lefe u pobo¢noj
ravnini, u kojoj je vrh takvog stodca, buduéi da valjci 2. stupnja zraka
svih tetraedralnih kompleksa glavnog tetraedra A BC D prolaze nje-
govim vrhovima. ‘

Bilo kojom ravninom = pros‘tora presijecimo pobo¢ne ravnine @, 6 u
pravcima sy, 5y, koji se naravski sijeku u jednoj tacki brida B C, jer je
on presjecnica tih poboénih ravnina. Svakom tackom pravca s, i pravca
s, prolazi ool zraka naleg istraZivanog kompleksa, koje ¢ine po jedan
maloprije opisani stozac 2. stupnja. Ravnina = sijele svaki taj stoZac u
dvije izvodnice i svakom talkom svakog tog pravca prolaze po dvije
takve izvodnice, koje onaj drugi pravac sijeku u dvije tatke. Na taj
smo nafin uspostavili jedno-dvoznalan odnos nizova talaka na prav-
cima s;,5,, a spojnice pridrufenih talaka su zrake naleg istra¥ivanog
kompleksa. Spojnice pridruzenih tataka dvaju jedno-dvoznatno pridru-
Zenih nizova omataju, kao $to je poznato, krivulju 3. razreda. Sto vsi-
jedi za ravninu 7, vrijedi naravski za svaku ravninu prostora, pa izlazi,
da je na¥ promatrani kompleks 3. razreda. Jer medutim praviasti kom-
pleks ima uvijek red i razred isti, tj. on ima samo svoj stepen, dobi-
vamo kona¢no ovo:

Kompleks osi valjaka 2. stupnja zraka svih Reyeovih tetraedralnih
kompleksa jednog glavnog tetraedra je treéeg stupnja.

Zrake ovakvog osnog kompleksa svake talke prostora &ine, kao #to
smo zakljudili, stofac 3. reda, a svi ovi stodci prolaze polovidtima bri-
dova zajedni¢kog glavnog tetraedra tog pramena tetraedralnih kom-
" pleksa. Ovakvi stofci vrhova u neizmjerno dalekoj ravnini i u ravni-
nama a, f, y, 6 poboéaka, raspadaju se, kao §to smo vidjeli, u stoZac 2.
stupnja i1 pramen. pravaca istog vrha u onoj od spomenutih ravnina, u
kojoj se taj vrh nalazi.

111. O jednoj osobini tetraedra. Svakim tetraedrom odreden je, kao
ito smo vidjeli, pramen tetraedralnih kompleksa, kojima je taj tetraedar
zajedni¢ki glavni tetraedar. Vidjeli smo medutim, da svaki ovakav pra-
men tetraedralnih kompleksa ima sebi pridruZen komipleks osi valjaka
2. stupnja zraka svih kompleksa tog pramena, koji je 3. stupnja. Izlazi
prema tome, da svaki bilo kakav tetraedar ima jedan ovakav sebi pri-
druZen pravéasti kompleks 3. stupnja. /
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Znamo, da kod pramena krivalja 2. stupnja &etiriju temeljnih ta-
Eaka srediSta tih krivulja lefe na krivulji 2~stupnja, koja prolazi polo-
vitima stranica temeljnog éetverovrha tog pramena, kao\1 sjeciitima .
nasuprotnih njegovih stranica. Odavle proizlazi, da i osi svih oco! va-
ljaka 2. stupnja istog’poloZaja u prostoru, sastavljenih iz zraka tetrae- -
dralnih kompleksa jednog glavnog tetraedra, kojima temeljne izvodnice
takvog pramena prolaze vrhovima zajednitkog glavnog tetraedra tih
kompleksa, ¢ine valjak 2. stupnja, koji prolazi polovi$tima bridova tog
tetraedra, a tri izvodnice tog osnog valjka 2. stupnja su transverzale
nasuprotnih bridova tog glavnog tetraedra. Buduéi da za svaki poloaj.
u prostoru postoje tri takve transverzale vidimo, da su sve transverzale
parova nasuprotnih bridova glavnog tetraedra (tri hiperbolitke lincarne
kongruencije) takoder zrake naleg opisanog kompleksa osi 3. stupnja.

Medutim, kao 3to je krivulja 3. reda odredena s 9 tataka, tako je i

svaki stoZac 3. reda odreden s 9 svojih izvodnica, pa dobivamo ovu
" zanimljivu osobinu svakog tetracdra: Svakom tetraedru pridru¥en je
jedan ovakav praviasti kompleks 3. stupnja. Zrake tog kompleksa, koje
prolaze jednom tatkom prostora, ¢ine stofac 3. reda, koji je odreden sa
6 spojnica te tatke s poloviitima bridova tog tetraedra, kao i s tri
transverzale nasuprotnih bridova tog tetraedra, koje prolaze tom tatkom.
Ovakav kompleks 8. stupnja svakog tetraedra identitan je s kom-
pleksom osi valjaka 2. stupnja zraka svih tetraedralnih kompleksa tog
tetraedra kao njihoveg glavnog tetraedra. Svi ovakvi kompleksi ¢ine,
kao $to znamo, pramen tetraedralnih kompleksa tog glavnog tetraedra.

IV. Jedna osobita kongruencija tetraedralnog kompleksa. Svaki te-
traedar glavni je tetraedar od co! tetraedralnih kompleksa, koji, kao
$to znamo, &ine pramen kompleksa. Zrakama tetraedralnih kompleksa.
ovakvog pramena obuhvafeni su svi pravci prostora, a svaki ovakav
pramen ima sebi pridrufen kompleks 8. stupnja opisanih osi valjaka 2.
stupnja zraka tih tetraedralnih kompleksa. U svakom tetraedralnom
kompleksu tog pramena nalazi se prema tome izvjesna kolidina zraka
i tog osnog kompleksa 3. stupnja, ali naravski ne osi valjaka zraka ba¥
tog kompleksa. Geometrijsko mjesto zajednitkih zraka tog osnog kom-

-pleksa 3. stupnja i jednog tetraedralnog kompleksa tog pramena, koji
je kao &to znamo 2. stupnja, bit ée prema tome praviasta kongruencija
6. stupnja. Buduéi da je glavni tetraedar svakog tetraedralnog kom-

- pleksa glavni tetraedar za cio pramen takvih kompleksa, izlazi ovo:
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U svakom Reyeovom tetraedralnom kompleksu nalazi se jedna kon-
gruencija 6. stupnja, &ije zrake su osi valjaka 2. stupnja zraka tetrae-
dralnih kompleksa, koji s prvim tetraedralnim kompleksom imaju za-
jednicki glavni tetraedar.-
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