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Der polare Raum ist, wie belkkannt, durch seine reelle Inzidenz-
fléche 2. Grades, oder durch ein Polartetraeder und eine Ebene und
den ihr zugeordneten Punkt bestimmt. Im zweiten Falle besteht
selbstverstindlich auch eine reelle oder imaginidre Inzidenzfliche 2.
Grades. Durch zwei Fladchen 2. Grades und deren Durchdringungs-
kurve 4. Ordnung I. Art ist ein Flichenbiischel 2. Grades bestimmt,
der auch als ein Biischel polarer Riume betrachtet werden kann.
Diese Durchdringungskurve 4. Ordnung I. Art ist als Grundkurve
dieses Flichenbiischels, bzw. des Biischels der polaren R&ume
bekannt. Die Scheitel A, B, C, D der vier bekannten Bisekantenkegel
2, Grades dieser Grundkurve sind, wie bekannt, die Scheitel des
bekannten gemeinsamen Polartetraeders ABCD des durch diese
Kurve bestimmten Biischels polarer Rdume. Die einem Raumpunkt
zugeordnete Polarebenen in einem Biischel polarer Riume enthalten,
wie bekannt, eine gemeinsame Gerade. Alle derartigen, den Raum-
punkten zugeordneten Geraden bilden einen Reyeschen tetraedralen
Strahlenkomplex, ‘dessen Haupttetraeder das Polartetraeder ABCD
ist. Die Berilihrungsgeraden der Grundkurve des Blschels der
polaren Riume géhdren auch als Strahlen dem tetraedralen Kom-
plexe an, da den Berithrungsgeraden als Komplexstrahlen deren
Berlihrungspunkte im Raume zugeordnet sind. Dieser tetraedrale
Strahlenkomplex hat offenbar auch seine charakteristische In-
variante, die als eines der Doppelverhiltnisse der vier Schnitt-
punkte eines Komplexstrahles mit den vier Seitenebenen des Haupt-
tetraeders ABCD bekannt ist, und die auch dem entsprechenden
Doppelverhiltnisse der vier die Scheitel A, B,C,D enthaltenden
Ebenen eines Komplexstrahles gleich dst. Die vier eine Berithrungs-
gerade der Grundkurve des Biischels der polaren Riume enthalten-
den Ebenen, die auch die vier Scheitel A, B, C, D enthalten, bilden
einen Ebenenquadrupel, eines dessen Doppelverhiltnisse also die
charakteristische Invariante unseres tetraedralen Strahlenkomple-
xes ist, und die man leicht auch konstruktiv bestimmen kann.

Drei Fldchen 2. Grades, von denen keine sich im Biischel der
anderen zwei befindet, haben acht gemeinsame assoziierte Punkte,
durch die als Basispunkte ein Flichenbiindel F2 von oc? Flichen 2.
Grades bestimmt list. Der Flichenbiindel F? kann auch als ein
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Biindel polarer Riume betrachtet werden, dem die Flachen des
Biindels als Inzidenzflichen der polaren Riume des Biindels die-
nen. Die Flichen eines Biischels innerhalb des Biindels bilden
mit einer nicht in diesem Biischel sich befindenden Flidche des
Biindels weitere oo! in diesem Biindel sich befindende Flachen-
biischel, und jede Flidche des Biindels gehdrt einem dieser Biischel
an. Die Scheitel der co! polaren Tetraeder dieser in dem Biindel FZ
sich befindenden Flichenbiischel bilden, wie bekannt, eine Raum-
kurve 6. Ordnung. In einem Spezialfalle kann diese Raumkurve in
6 Geraden zerfallen, die aber ein Tetraeder bilden, das ein gemein-
sames Polartetracder aller oo? Flichen 2. Grades eines derartigen
speziellen Biindels F2 ist. Die co? Flichen eines derartigen Flachen-
biindels kénnen auch hier als Inzidenzflichen der polaren Riume-
eines derartigen Biindels polarer Rdume betrachtet werden. Ein
solcher F2-Biindel kann 8 reelle oder keine reellen assoziierten.
Basispunkte enthalten.

Ein tetraedraler Strahlenkomplex ist, wie bekannt, durch sein
Haupttetraeder und durch die Form und den Wert seiner charak--
teristischen Invariante bestimmt, deren Doppelsinn wir als Dop-
pelverhiltnis eines Punktquadrupels, und Doppelverhiiltnis eines
Ebenenquadrupels schon kennen. Nimmt man die Punkte A, B,C, D
als Scheitel des gemeinsamen Polartetraeders des schon erwShnten
speziellen F2-Biindels an, dann zerféllt die bekannte Raumkurve 6.
Ordnung in die 6 Kantengeraden des Polartetraeders ABCD. Die
8 assoziierten Basispunkte K, Ky, K3, K;, K5, Kg, K7 und K, kinnen.
als Scheitel eines derartigen Korpers betrachtet werden, der kolli-
near in einen Wiirfel transformiert werden kann. Dem Mittelpunkt
und den unendlichfernen Schnittpunkten der drei Quadrupel pa-
ralleler Kantengeraden des Wiirfels werden in dieser kollinearen.
Transformation die Scheitel des polaren Tetraeders ABCD zu-
geordnet. Abb. 1. Durch jeden der Scheitel A, B,C,D gehen also
vier Verbindungsgeraden der Basispunktepaare, und jede Kanten-
gerade des Tetraeders ABCD enthilt zwei Ebenen, in denen sich
vier Basispunkte befinden. Diese zwei Ebenen und die Seitenebenen.
jeder Kantengeraden bilden einen harmonischen Ebenenquadrupel..
Auf der gegeniiberliegenden Kantengerade bilden deren Schmitt-
punkte mit den erwihnten Ebenen und die auf ihr liegenden Scheitel
of fensichtlich auch einen harmonischen Punktquadrupel. Aus dieser-
rdumlichen Anordnung der assoziierten Gruppe der Basispunkte-
folgt offenbar, dass durch einen dieser Punkte alle anderen be-
stimmt sind, wenn das Tetraeder A B CD bekannt ist.

Die vier Verbindungsgeraden der Basispunktepaare, die einen-
Scheitel des polaren Tetraeders enthalten, komnen als Grunder-
zeugende eines Kegelbiischels 2. Grades mit gemeinsamem Scheitel’
angenommen werden. Alle Kegel derartiger Biischel geh6ren als
Flichen 2. Grades unserem speziellen F2-Biindel an, da alle diese-
Kegel die 8 assoziierten Basispunkte des Biindels enthalten. Je-
zwei dieser Kegel, die sich in verschiedenen Biischein der vier-
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Scheitelpunkte befinden, durchdringen sich in einer Raumkurve 4.
Ordnung I. Art, durch die als Grundkurve ein dem F2-Biindel an-
gehoriger Fldchenbiischel 2. Grades, bzw. Biischel polarer Riume,
bestimmt ist. Derartige Grundkurven, also auch Biischel polarer
Raume, gibt es also o2 Da in unserem F2-Biindel sich co? Flichen,
bzw. polare Riume befinden, liegt jede dieser Flichen, bzw. jeder
polare Raum, in oo! dieser Biischel. Dies ist der Tatsache analog,
dass oo? Gerade einer Ebene oo? Strahlenbiischel in dieser Ebene
bilden, und jede Gerade sich in co! dieser Strahlenbiischel befindet.
Oder dass co? Punkte dieser Ebene co? Punktrethen bilden, und

A 8

jeder Punkt sich in co! Punkfreihen dieser Ebene befindet. Jede
dieser oo? die 8 assoziierten Basispunkte enthaltenden Grundkurven
4. Ordnung I. Art enthilt vier Bisekantenkegel 2. Grades mit den
‘Scheiteln A, B, C, D. Dies folgt aus der Tatsache, dass eine Raum-
kurve 4. Ordnung I. Art mit einer Fliche 2. Grades nur 8 Punkte
gemein haben kann. Gibt es mehr derartiger Punkte, so liegt diese
Raumkurve ganz auf dieser Fliche. Da alle Kegel der vier erwihn-
ten Kegelbischel die 8 Basispunkte enthalten, wird durch eine
‘Gerade eines Basispunktes, z. B, K|, je ein Kegel der vier Kegel-
biischel bestimmt. Durch diese Gerade sind die Berithrungsebenen
lings der Erzeugenden KA, KB, K;C und K;D bestimmt, die
ferner die vier Kegel der Biischel mit den Scheiteln A, B,C, D,
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und dadurch auch eine der co? Grundkurven bestimmen. Die ganz
nach Belieben angenommene Gerade des Basispunktes K ist die
Beriihrungsgerade dieser Grundkurve im Basispunkte K. J ede der
oo? Grundkurven kann also als Durchdringungskurve irgend zweler
Kegel verschiedener Biischel der Scheitel A,B,C,D betrachtet
werden.

Durch ein Haupttetraeder ist, wie bekannt, ein Biischel Reye-
scher tetraedraler Strahlenkomplexe bestimmt. Wihlt man unter
den 24 Formen der charakteristischen Invariante eine dieser Formen
aus, und betrachtet man ihren Wert als einen Parameter, so ist
‘durch jeden Wert dieses Parameters, als den Wert der charakteri~
stischen Invariante, ein Reyescher tetraedraler Strahlenkomplex
des gegebenen Haupttetraeders bestimmt. Die allen Werten dieses
Parameters auf diese Weise zugeordneten tetraedralen Strahlen—
komplexe bilden einen tetraedralen Strahlenkomplexbiischel des
gegebenen Haupttetraeders. Das polare Tetraeder ABCD des vorher
betrachteten speziellen F2-Biindels polarer Réiume ist ebenfalls
Haupttetraeder eines derartigen tetraedralen Strahlenkomplex-
biischels. Die Strahlen eines dieser Strahlenkomplexe enthalten die
einem Raumpunkte durch die polaren Rdume eines im F2-Biindel
sich befindenden Biischels dieser Riume zugeordneten Polarebenen.
Jeder derartige Biischel polarer Réume des F2-Biindels ist durch
eine der vorher erwihnten oo? Grundkurven 4. Ordnung I. Art
bestimmt. Da es aber oo? dieser Grundkurve gibt, und durch das
Haupttetraeder ABCD nur oo! tetraedrale Strahlenkomplexe
bestimmt sind, miissen jedem tetraedralen Strahlenkomplex des
tetraedralen Strahlenkcmplexbiischels des Haupttetraeders A B CD
ool dieser Grundkurven zugeordnet werden, deren geometrische
Ort wir in dieser Arbeit definieren und untersuchen werden.

Wir nmehmen das polare Tetraeder ABCD wund die vorher
beschriebene Gruppe assoziierter Punkte K, Ky, K3, K,, Ky, K¢, K7
und Kj als Basispunkte des spezifischen K2-Biindels von Fliachen 2.
Grades, bzw. polarer Riume, an. Die Gerade t sei eine ganz beliebige
Gerade des Basispunktes K,. Durch die Gerade t und die assoziierten
Basispunkte Kn(n = 1—8) ist eine Raumkurve k 4. Ordnung I. Art
bestimmt, die die Gerade t im Punkt K; beriihrt. Diese Raumkurve
k kann als Durchdringungskurve jener zwei Kegel 2. Grades, z. B.
mit den Spitzen A, B, betrachtet werden, die durch die Erzeugenden
AK; K, AK;K;, AK;K; AK;Kg, bzw. die Erzeugenden B Ky Ky,
B K, K3, B K K7, B Ky Kg, und die Beriihrungsebene At lings der
Erzeugenden A K, K,, bzw. die Berithrungsebene Bt ldngs der
Erzeugenden B K; K, bestimmt sind. Die Beriihrungsebenen At,
Bt sind selbstverstindlich durch den Punkt A und die Gerade ¢,
bzw. durch den Punkt B und die Gerade t bestimmt, und dadurch
erscheint die Gerade t als Berithrungsgerade der Grundkurve k im
Punkt K;. A

Die den Scheiteln A, B, C,D gegeniiberliegenden Seitenebenen
des Tetraeders ABCD bezeichne man mit a, 8, y, 4, und die Schnitt-
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punkte der Berlihrungsgeraden t und dieser Seitenebemen mit

A, B,C, D. Wahlt man den Wert des Doppelverhilinisses (ABCD) =
= p als charakteristische Invariante, so wird durch diese ein Reye-
scher tetraedraler Strahlenkomplex des Haupttetraeders ABCD
bestimmt. Durch die vorher erwihnte der Geraden t zugeordnete
Raumkurve k 4. Ordnung I. Art ist auch ein tetraedraler Strahlen-
komplex des Haupttetraeders ABCD bestimmt, der auf die oben
beschriebene Weise dem Biischel polarer Riume mit gemeinsamen
Polartetraeder ABCD der Grundkurve k zugeordnet ist. Wie schon
erwéhnt, sind die Strahlen dieses Komplexes die Aehsen der den
Raumpunkten polar zugeordneten Ebenenbiischel im Biischel polarer
Réume der Grundkurve k. In dieser polaren Zuordnung sind den
Punkten der Grundkurve k, wie bekannt, deren Berithrungsgeraden
in diesen Punkten zugeordnet. Die Gerade t, wie auch alle andere
Beriihrungsgeraden der Grundkurve k, sind daher Komplexstrahlen

des durch die charakteristische Invariante (ABCD)=p und das
Haupttetraeder ABCD bestimmten tetraedralen Strahlenkomplexes.
Da der tetraedrale Strahlenkomplex vom 2. Grade ist, bilden alle
seine einen Raumpunkt enthaltenden Strahlen einen Kegel 2.
Grades, der stets die Scheitel A, B, C, D des Komplexhaupttetraeders
enthilt. Ein derartiger Kegel 2. Grades des Basispunktes K, ist also
durch die Beriihrungsgerade t und die Erzeugenden K;A, KB,
K,C und K;D bestimmt. Die Erzeugenden t., dieses Kegels bilden
mit der Erzeugenden K; A einen Ebenenbiischel, und mit der Erzeu-
genden K; B einen zweiten Ebenenbiischel. Ordnen wir in diesen
Ebenenbiischeln die je eine Erzeugende t. enthaltenden Ebenen
einander zu, so werden diese zwei Ebenenbiischel projektiv zugeord-
net, da ihr Erzeugnis der Kegel der Erzeugenden t, und des Scheitels
K1 ist.

Ordnet man in zwei durch vier Grundpunkte bestimmten
Kurvenbiischeln 2. Grades die Kurven dieser Biischel einander so
zu, dass die Beriihrungsgeraden dieser Kurven in einem Grund-
punkte des ersten Kurvenbischels, und die Beriihrungsgeraden in
einem Grundpunkte des zweiten Kurvenbiischels, projektiv zuge-
ordnete Strahlenbiischel bilden, so werden auch diese zwei Kurven-
blischel 2. Grades einander projektiv zugeordnet. Das Erzeugnis
zweler derartigen projektiv zugeordneten Kurvenbiischel 2. Grades
ist, wie bekannt, eine Kurve 4. Ordnung. Ganz amalog kann die
projektive Zuordnung zweier durch vier Grunderzeugende bestimm-
ten Kegelblischel durchgefiihrt werden. Bilden die Beriihrungs-
ebenen lings einer Grunderzeugenden des ersten Kegelbiischels,
und die Berlihrungsebenen lings einer Grunderzeugenden des
zweiten Kegelblischels, zwei projektiv zugeordnete Ebenenbiischel,
so bestimmen die durch die zugeordneten Beriihrungsebenenpaare
bestimmten Kegelpaare in diesen Kegelbiischeln die projektive
Zuordnung dieser zwei Kegelbiischel 2. Grades. Das Erzeugnis
zweier derartigen projektiv zugeordneten Kegelbiischel 2. Grades
ist, wie bekannt, eine Fliche 4. Ordnung.
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Es sei die vorher erwihnte Weise die projektive Zuordnung
der durch die Grunderzeugenden A Ky Ky, A K5 Kg, A K7 Kg, 4 K3Ky,
bzw. BKK;, BK;K3 BKgK; BK;Ks, bestimmten Kegelbiischel
der Scheitel A, B hergestellt. Das Erzeugnis dieser zwei projektiv
zugeordneten Kegelbiischel ist eine Fliche 4. Ordnung,.die auch
durch die analog projektiv zugeordneten Kegelbiischel der Scheitel
C, D, oder irgendwelchen Paares der vier Scheitel 4, B, C, D, erzeugt
werden kann. Diese Fliche 4. Ordnung, die mit P bezeichnet sei,
enthilt also die Scheitel A, B, C, D und alle acht assoziierten Basis-
punkte K, (n =1—8). Diese Fliche besteht, wie wir sahen, aus co!
Grundkurven k; 4. Ordnung I. Art, von denen jede die Durch-
dringungskurve eines zugeordneten Kegelpaares der projektiv zu-
geordneten Kegelbiischel ist, der durch eine Erzeugende tp, des
Komplexstrahlenkegels 2. Grades des Basispunktes K; bestimmt ist.
Die Erzeugenden t, sind, wie bekannt, die Strahlen des tetraedralen
Strahlenkomplexes des Haupttetraeders ABCD, dessen charakteri-
stische Invariante das Doppelverhiltnis (ABCD)=p ist. Durch
jede dieser Erzeugenden t, als Berithrungsgerade ist eine Grund-
kurve k; 4. Ordnung eines Biischels polarer Réume bestimmt. Alle
durch diese Grundkurven k; bestimmten Biischel polarer Riume
haben also den schon bekannten tetraedralen Strahlenkomplex des
Haupttetraeders ABCD gemein, dessen Strahlen auf bekannte
Weise den Raumpunkten beziiglich der polaren Riume des erwihn-
ten Biischels polar zugeordnet sind. Da die Kegelerzeugenden t, im
Punkt K, die Beriihrungsgeraden der ihnen zugeordneten Grund-
kurven k; in diesem Punkte K; sind, hat die von den Grundkurven
k. gebildete Fliche P 4. Ordnung im Basispunkt K; einen Doppel-
punkt, in dem diese Fliche durch den Kegel der Erzeugenden
ty, also der Komplexstrahlen, beriihrt wird. Da die Berithrungs-
geraden den der Grundkurven k; in allen anderen Basispunkten
auch Komplexstrahlen des tetraedralen Strahlenkomplexes des
Haupttetraeders A BC D, mit der charakteristischen Invariante
(ABCD)=1p sind, also einen Kegel 2. Grades bilden, beriihrt die
Fliche P diese Kegel auch in diesen Basispunkten. Alle acht Basis-
punkte K, sind also Doppelpunkte der Fliche P. Da ferner die
Fliche P als Erzeugnis je zweier der beschriebenen Kegelbiischel
mit den Scheiteln A, B,C, D erhalten werden kann, befinden sich
auch diese Scheitel als Doppelpunkte auf der Flache P. Die Grund-
erzeugenden dieser vier Kegelbiischel befinden sich selbstverstind-
lich als Grundkurven der Kegelbiischel auch auf der Fliche P. Auf
einer derartigen Fliche P 4. Ordnung befinden sich also 12 Doppel-
punkte und 16 Geraden, und jede dieser Geraden verbindet drei
dieser Doppelpunkte. Ein dieser drei Doppelpunkte ist stets einer
der Scheitelpunkte A,B,C,D und die zwei anderen gehfren den
Basispunkten K, an. Jede dieser 16 Geraden ist eine gemeinsame
Erzeugende der drei Beriihrungskegel der Fliche P in den drei auf
dieser Geraden sich befindenden Doppelpunkten dieser Fléache,.
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Betfrachten wir nun den Wert p= (_AEEI_)) der charakteristi-
schen Invariante unseres tetraedralen Strahlenkomplexes des Haupt-
tetraeders ABCD als Parameter. Durch jeden Wert des Parameters

p=(ABCD) ist ein tetraedraler Strahlenkomplex des Haupttetrae-
ders ABCD bestimmt, und alle derartigen tetraedralen Strahlen-
komplexe bilden, wie bekannt, einen Biischel tetraedraler Strahlen-
komplexe des Haupttetraeders ABCD. Fiir jeden tetraedralen
Strahlenkomplex dieses Komplexbiischels gelten die vorhergehenden
Betrachtungen. Die die Basispunkte K, enthaltenden Komplex-
strahlen eines jeden dieser Komplexe bilden in jedem dieser Punkte
einen Kegel 2. Grades, und diese Kegel beriihren die diesem tetrae-
dralen Strahlenkomplexe zugeordnete Fliche P, in ihrem Doppel-
punkten K,(n=1—38). Jede dieser Flichen P, besteht aus co! Grund-
kurven ki 4. Ordnung I. Art und hat ausser den Basispunkten K,
auch die Scheitel A, B, C, D zu Doppelpunkten. Die beschriebenen 16
Verbindungsgeraden der erwihnten Doppelpunktstripel befinden
sich auf allen diesen Flichen P, 4. Ordnung, und alle diese 12
Doppelpunkte sind Doppelpunkte aller dieser Flichen P, Die den
tetraedralen Strahlenkomplexen des vorher beschriebenen Komplex-
biischels zugeordneten Flichen P, 4. Ordnung bilden also einen
Flachenbiischel 4. Ordnung, dessen Grundkurve 16. Ordnung in 16
Geraden zerfillt. Die Beriihrungskegel dieser Flichen P, in den
gemeinsamen 12 Doppelpunkien bilden projektiv zugeordnete Kegel-
biischel 2. Grades, in denen die Beriihrungskegel einer Fliche P,
zugeordnet sind. Dies folgt aus der Tatsache, dass die Erzeugenden
dieser Beriihrungskegel auf jeder dieser Flichen Komplexstrahlen
des dieser Flidchen zugeordneten tetraedralen Strahlenkomplexes
sind.

Die ool Polarebenen eines Raumpunktes, beziiglich der polaren
Réume eines durch eine Grundkurve 4. Ordnung I. Art bestimmten
Biischels polarer Riume, haben wie bekannt, eine Gerade gemein.
Alle derartigen den oo? Raumpunkten zugeordneten Geraden bilden
den bekannten tetraedralen Strahlenkomplex, dessen Haupttetrae-
der das polare Tetraeder des Biischels polarer Riume ist. Diesen
tetraedralen Strahlenkomplex bezeichne man als den dem Biischel
polarer Riume zugeordneten polaren tetraedralen Strahlenkomplex.
Auf Grund unserer bisherigen Betrachtungen und Ausfithrungen
kann folgender Satz ausgesprochen werden: Im speziellen F2-Biindel
polarer Riume, der durch 8 assoziierte Basispunkte K, (n = 1—38)
und das gemeinsame polare Tetraeder ABCD bestimmt ist, sind
jedem tetraedralen Strahlenkomplex des Haupttetraeders ABCD,
als polarem tetraedralen Strahlenkomplex, oco! Biischel polarer
Réume zugeordnet. Die Grundkurven 4. Ordnung I, Art dieser ool
Biischel polarer Riume bilden eine Fliche 4. Ondnung mit 12 in
den Scheiteln 4, B, C,D und in den acht assoziierten Basispunkten
sich befindenden Doppelpunkten. Diese Doppelpunkte liegen auf 16
Geraden dieser Fliche. Auf jeder dieser Geraden liegen drei dieser
Doppelpunkte, und jeder dieser Doppelpunkte enthilt vier dieser
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Geraden. Alle derartigen den tetraedralen Strahlenkomplexen des
Haupttetraeders ABCD zugeordneten Flichen 4. Ordnung bilden
einen Flichenbiischel 4. Ordnung, deren Grundkurve 16. Ordnung
in 16 Geraden zerfillt, und deren Flichen alle 12 Doppelpunkte
gemein haben. Die diese Flichen 4. Ordnung in diesen Doppel-
punkten beriihrenden Kegel 2. Grades bilden 12 projektiv zugeord-
nete Kegelbiischel 2. Grades.

Da wir in unseren Betrachtungen die polaren R&ume unseres
speziellen F2-Biindels in co? Biischel polarer Réume verteilt haben,
befindet sich jeder polare Raum des F2-Biindels in ool derartiger
Biischel polarer Réume dieses Biindels. Jede Inzidemzfliche 2.
Grades der polaren Riume des F2-Biindels hat also mit jeder Fliche
4. Ordnung des erwihnten Flichenbiischels 4. Ordnung eine Grund-
kurve 4. Ordnung I. Art gemein, Da aber eine Flache 2. Grades und
eine Fliche 4. Ordnung sich in einer Raumkurve 8. Ordnung durch-
dringen, die in zwei Raumkurven zerfallen kann, hat jede Inzidenz-
flache 2. Grades der polaren Riaume des F2-Bilindels mit jeder der
betrachteten Flichen 4. Ordnung dieses Biischels zwei Grundkurven
4. Ordnung I. Art der Biischel polarer Riume in diesem Biindel
gemein.

Werden die acht assoziierten Basispunkte als Scheitel eines
Parallelepipedes, oder eines Wiirfels, angenommen, so dass die pola-
ren Riume des F2-Biindels koaxial sind, bekommen auch die dem-
selben zugeordneten beschriebenen Flichen 4. Ordnung eine sym-
metrische Form, und eine konzentrische und koaxiale Lage.

PRILOG SVEZNJU PLOHA 2. STUPNJA SA ZAJEDNICKIM POLARNIM
TETKAEDROM

Vilko Nice, Zagreb
Sadrzaj

Kao §to svako polarno polje ima svoju incidentnu krivulju 2.
stupnja, tako i svaki polarni prostor ima svoju incidentnu plohu 2.
stupnja. Ova ploha moze biti ili realna, ili imaginarna, ali u nasim
razmatranjima obuhvatit éemo samo polarne prostore s realnim
incidentnim plohama. Dvjema plohama 2. stupnja odreden je pra-
men takvih ploha. Prodorna krivulja 4. reda L. vrste tih dviju ploha
zove se temeljna krivulja tog pramena ploha. Zamislimo 1i svalku
plohu ovog pramena kao incidentou plohu jednog polarnog pro-
stora, bit ¢e pramenom tih ploha odreden pramen polarnih prosto-
ra. Temeljnom krivuljom tog pramena prolaze, kao §to znamo, &etiri
stoSca 2. stupnja bisekanata te krivulje. Vrhovi A,B,C,D tih sto-
¥aca su, kao §to je poznato, vrhovi zajedni¢kog polarnog tetraedra
svih polarnih prostora tog pramena. Polamne ravnine polarnih pro-
stora ovog pramena, pridruZene nekoj tocki prostora kao polu, ¢ine
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28

pramen nekog pravca, a svi ovakvi pravei, pridruZzeni na taj nagin

totkama prostora, &¢ine poznati kvadratni tetraedralni kompleks,

kojemu je glavniitetraedar polarni tetraedar ABCD tog pramena

polarnih prostora. Tangente temeljne krivulje tog pramena su ng

taj nadin pridruZeni pravei svojim diralistima, pa su prema tome. i
one zrake spomenutog tetraedralnog kompleksa.

Trima plohama 2. stupnja, od kojih nijedna me le#i u pramenu
takvih ploha drugih dviju, odreden je sveZanj ploha 2. stupnja.
Uzmemo li svaku plohu tog sveZnja kao incidentnu plohu jednog
polarnog prostora, imat éemo svezanj polarnih prostora. Zadane tri
plohe imaju zajedni¢kih osam t. zv. asociiranih temeljnih totaka
tog sveinja. Svaka ploha 2. stupnja, koja na sebi ima tih osam
temeljnih asociiranih totaka, nalazi se u tom sveznju, a takvih
ploha ima oo? Razdijelimo 1i plohe ovakvog sveZnja u ool prame-
nova takvih ploha, lezat ée vrhovi spomenutih polarnih tetraedara
ovih co! pramenova ploha 2. stupnja na jednoj prostornoj krivulji
6. reda.

Pretpostavimo sada, da su spomenutih osam asociiranih to¢aka
K, vrhovi takvog nekog tijela, koje se moZe kolinearno preslikati
u kocku. Neizmjerno daleka sjeciSta Cetvorki pravaca usporednih
bridova kocke neka su kolinearno preslikane totke A, B, C, a njenc
srediéte neka je slika tocke D. Totke 4, B, C, D bit ée vrhovi jednog
polarnog tetraedra svih co? ploha 2. stupnja, koje prolaze ovakovom
asociiranom osmorkom todaka K, a sve te plohe ¢ine jedan speci~
jalni sve#anj ploha 2. stupnja, odnosno polarnih prostora, kojim
¢emo se mi pobliZze zabaviti. i

Svakim izmedu vrhova A, B, C, D prolaze ¢etiri spojnice parova
todaka Kn, koje mogu sluziti kao temeljne izvodnice pramena sto-
¥aca 2. stupnja sa zajednitkim vrhom. Postoje dakle Cetiri takva
pramena sto¥aca. Prodorna krivulja 4. reda I vrste svakog stoSca
jednog tog pramena, s bilo kojim stoScem jednog od preostala tri
pramena, sadrzi svih osam totaka Kp, a svakom takvom krivuljom
prolazi po jedan stoZac svakog tog pramena stoZaca. Takvih krivulja
ima prema tome oo, a svaka od njih je temeljna krivulja jednog
pramena polarnih prostora u takvom sveZnju. Tetraedar ABCD je
naravno polaran za svih tih co? pramenova polarnih prostora u tom
sve¥nju. Svi na opisani nadin pridruzeni tetraedralni kompleksi
svim ovim pramenovima polarnih prostora, kojih ima o02, imaju
prema tome zajednitki glavni tetraedar ABCD. Glavnim tetrae-
drom ABCD odreden je medutim samo pramen od co! tetraedral-
nih kompleksa. Svakom ovom tetraedralnom kompleksu pridruZeno
je prema tome ool pramenova polarnih prostora ovog sveznja, za-
jedno s mjihovih co! temeljnih krivulja k; 4. reda I. vrste. Svakim
pravcem jedne temeljne totke K, odreden je po jedan stoZac u sva-
kcm od spomenutih Zetiriju pramenova stoZaca vrhova A, B,C, D,
jer je taj pravac tangenta u toj to®ki prodorne krivulje tih Cetiriju
stoZaca, koja je dakako temeljna krivulja jednog pramena polarnih
prostora nadeg sveZnja. Zrake svakog tetraedralnog kompleksa
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glavnog tetraedra ABCD ¢ine u svakoj todki prostora stoZac 2.
stupnja, a takvi sto$ci svih kompleksa tog glavnog tetraedra tine
u svakoj totki prostora pramen stoZaca, kojemu temeljne izvodnice
prolaze za svaku totku prostora vrhovima 4, B,C, D, a svih tih oo?
pramenova su medusobno projektivno pridruZeni. Izvodnicama
ovakvog jednog stoSca totke Ki, koje su zrake jednog tetraedralnog
kompleksa glavnog tetraedra ABCD, odredeno je oo! parova sto-
%aca u po dva spomenuta pramena stoZaca vrhova 4, B, C,D. Lako
je zaklju&iti, da je ovakvom pridruZenoSéu uspostavljen projektivan
odnos tih dvaju pramenova stoZaca, dakle ée im proizvod biti ploha
4. reda, koja ée se sastojati iz malo prije spomenutih ool temeljnih
krivulja ki 4. reda. Ovu plohu nazovimo P. StoSci zraka kompleksa
u svim totkama K, diraju tu plohu P, dakle su joj totke K dvo-
struke totke. Buduéi da su totke A, B, C,D vrhovi pramenova sto-
7aca, le¥e i one na plohi P kao dvostruke totke. Spomenutih 16
temeljnih izvodnica pramenova stoZaca vrhova A, B, C,D nalaze se
takoder na plohi P, a na svakom od tih pravaca leze po tri od dva-
naest spomenutih dvostrukih tofaka. Svakom od tih totaka prolaze,
kao §to smo vidjeli, ¢etiri od tih pravaca.

Sto vrijedi za jedan tetraedralni kompleks glavnog tetraedra
ABCD, vrijedi i za sve ostale njegove komplekse. Dakle na opisani
natin tetraedralnim kompleksima polarnog tetraedra ABCD, kao
glavnog tetraedra, pridruZene plohe P, &ime pramen ploha 4. reda,
kojemu se je temeljna krivulja 16. reda raspala u 16 pravaca, a sve
plohe tog pramena imaju 12 zajednitkih dvostrukih todaka. Na
svakom tom pravcu nalaze se po tri takve dvostruke totke, a sva-
kam tom dvostrukom totkom prolaze po Getiri takva pravca. Dirni
stodci u zajedni¢kim dvostrukim tofkama &ine 12 projektivno pri-
druZenih pramenova stoZaca 2. stupnja.

(Primljeno 15. VL. 1960.)



