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MODELL DER 27 GERADEN EINER FLACHE
3. ORDNUNG

Vilko Nice, Zagreb

Die grosste Schwierigkeit beim Aufbau eines Modells der 27
Geraden einer Fliche 3. Ordnung bereitet die Tatsache, dass eine
Fldche 3. Ordnung sich ins Unendliche ausbreitet, und dadurch ihre
Geraden zum Teil in grosser Ferne liegen kimnen. Die weit ent-
fernten Geraden konnten sich selbstverstindlich nicht auf dem
Modell befinden und dieses wére daher unvollstiindig. Dass Modell
muss deswegen so projektiert werden, dass man im vioraus weiss,
dass sich alle 27 Geraden teilweise in einem beschrinkien Raum
befinden werden. )

Es sind mehrere Arten der Erzeugung der Flichen 3. Ordnung
bekannt (J. Steiner, H. Grassmann, R. Sttirm, J. Majcen u. s. w.),
aber mittels keiner derselben kiémnen die Lage, die Zahl und die
Realitidt aller 27 Geraden dieser Flichen genau und leicht voraus-
bestimmt werden. Die bekannteste dieser Erzeugungsarten ist die
Grassmannsche, die die Fliche 3. Ondnung mittels dreier kollinearen
Biindel erzeugt. Es ist aber fast unmoglich die kollineare Zuord-
nung dieser Biindel, mittels der bekannten Strahlenquadrupel oder
Ebenenquadrupel, so herzustellen, dass alle 27 Geraden reell wer-
den und sich teilweise in einem beschrinkten Raumteil befinden.
In meiner Arbeit »Contribution aux méthodes de génération des
surfaces du 3¢ ordre« (Bull. Int. Acad. Yougosl., Cl. Sci. Math.
Phys. Techn. 13 (1953), 75—81) wurde die Grassmannsche Erzeu-
gungsart so abgeindert, dass anstatt der drei kollinearen Biindel
Sy, Sy S3, nur der Buindel S; und die Erzeugnisse der kollinearen
Biindelpaare S;, S; und S;, S3 betrachtet werden, unter der Vor-
aussetzung, dass die Verbindungsgeraden S; S; und S; S3 in demn
kollinearen Biindelpaaren sich selbst entsprechende Strahlenpaare
sind. Die Erzeugnisse dieser kollinearen Biindelpaare sind, wie
bekannt, lineare Kongruenzen. Die Punkte der erzeugten Fliche 3.
Ordnung bekommt man hier als Schnittpunkte der Strahlen dieser
zwei linearen Kongruenzen, die in den Ebenen des Biindels S,
liegen, Anstatt durch die drei kollinearen Biindel Sy, S, S3 wenden
also bei dieser Erzeugungsart die Flichen 3. Ordnung nur durch
einen Ebenenbiindel S; und zwei lineare Kongruenzen erzeugt,
wobei die linearen Kongruenzen hyperbolisch, elliptisch oder para-
bolisch sein kénnen., Von den Arten dieser Kongruenzen hingt die
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Realitit der 27 Geraden dieser Fliche 3. Ordnung ab, da auf einer
sigularititenfreien Fliche 3. Ordnung sich 27, 15, 7 oder 3 reelle
Geraden befinden konnen. Bei der Herstellung des Modells werden
wir nur die Flichen 3. Ordnung mit 27 Geraden in Betracht ziehen.

Man nehme zwei hyperbolische lineare Kongruenzen [a b] und
[cd] im Raum so an, dass die zwei bekannten gemeinsamen Trans-
versalen u, v der Leitgeraden a, b und c, d dieser Kongruenzen reell
sind. Die Strahlen dieser Kongruenzen, die einen passend aus-
gewihlten Biindelscheitel S; enthalten, werden wir mit s, 39
bezeichnen. Man kann aus der oben erwihnten Arbeit ersehen, dass
die Geraden a, b, ¢, d, u, v, 8, und s, sich auf der erzeugten Fliche 3.
Qrdnung befinden. Es wird in dieser Arbeit weiter festgestellt, dass
die Strahlen m, n der Kongruenz [cd], die in den Ebenen S; ¢ und
S, b liegen, sowie auch die Strahlen my, ny der Kongruenz {ab], die
in den Ebenen S; ¢ und S; d liegen, sich ebenfalls auf dieser Fliche
3. Ordnung befinden. Da in jeder Ebene zweier sich schneidenden
und auf dieser Fliche sich befindenden Geraden, eine dritte Gerade
dieser Fliche liegt, wird z. B. in der Ebene der Geraden a,u die
Gerade (au) liegen, und auf dieselbe Weise erhélt mam weiter auch
die Geraden (bu), (cu), (du), (av), (bv), (cv), und (dv). In der Ebene
der Geraden s;, s, liegt die Gerade l. Die dritte Gerade in jeder
Ebene zweier sich schneidenden Geraden auf einer Fliche 3. Ond-
nung kann als die Verbindungslinie der Schnittpunkte dieser Ebene
mit denjenigen zwei Geraden dieser Fliche erzeugt werden, welche
die zwei sich kreuzenden Geraden dieser Fliche in dieser Ebene
nicht schneiden. Die Gerade 1 ist. z. B. die in der Ebene der Geraden
8y, Sy liegende Transversale der Geraden u,v. In den Ebenen der
sich schneidenden Geradenpaare l,u und l,v befinden sich auf
dieselbe Weise die Geraden 1, ry. Die letzten vier Geraden (mc),
(md), (na) und (nb) kénnen ebenfalls auf diese Weise in den Ebenen
der sich schneidenden Geradenpaare mc, md, na und nb erzeugt
werden.

Durch diese Erzeugungsart werden also mittels der zwei hyper-
bolischen linearen Strahlenkongruenzen und der reellen Geraden
u, v alle 27 reellen Geraden unserer Fliche 3. Ordnung erzielt. In
der vorher erwdhnten Arbeit wurde auch gezeigt, dass jede dritte
Gerade dieser Fliche, die in der Ebene eines auf dieser Fliche sich
befindenden und sich kreuzenden Geradenpaares liegt, bereits eine
der 27 erzeugten Geraden ist.

Wird das Modell der 27 Geraden einer Fliche 3. Ordnung mit-
tels dieser Erzeugungsart ausgefiihrt, so kénnen die Lagen der
Geraden a,b,c,d, 5,8y, und iiber die Geraden a,b,c,d auch die
Lagen der Geraden u,v im Raum ganz beliebig gewéhlt werden.
Die Lagen dieser 8 Geraden im Raum kionnen immer derart passend
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gewahlt werden, dass Teile der Ubnigen 19 Geraden der Fliche in
einen mach Belieben begrenzien Raumteil fallen.
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Abb. 1

Nehmen wir nun zwei senkrechte Ebenen sy | 7, als Projek-
tionsebenen der orthogonalen Projektion an. Bei der Erzeugung
unseres Modells stelle man die Leitgeraden ¢,b so in den Raum,
dass a|| 7 und sy, und b | 7, wird, wihrend fiir die Geraden u, v
ebenso v ||y und 7y, und u | 71y gelten soll. (Abb. 1.) Den Biindel-
scheitel S; wihle man im Raum so, dass er sich in der gleichen und
kiirzesten Entfernung von den Leitgeraden a, b befindet, ferner dass
sy L ist, und dass sy ||y wird, sowie mit der Ebene sy einen
Winkel von 45° bildet. Die Gerade I, die als Transversale der Gera-
den %, v in der Ebene der Geraden s, 8, liegt, steht also auf der
Ebene 7y senkrecht (I I my). Die Leitgeraden ¢, d der linearen
Strahlenkongruenz [c d] sind als Transversalen der Geraden u, v, 8,
so gewdhlt, dass der Schnittpunkt K der Geraden d und der Gera-
den s; auf dieser Geraden mit dem Scheitelpunkt S; eine Strecke
bildet, die durch den Schnittpunkt M der Geraden 1 auf dieser Ge-
raden sy gehilftet wird, wihrend sich der Scnittpunkt L der Gera-
den c auf der Geraden s, im Mittelpunkt der Linge K M befindet.
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Da in dieser Lage mehrere Ebenen zweier sich kreuzenden Geraden
unserer Fliche 3. Ordnung auf den Projektionsebenen cr; oder my
senkrecht stehen, sind die dritten Geraden dieser Fliche in diesen
Ebenen leicht konstruktiv zu bestimmen. Ausserdem wird eine so
gewihlte Fliche zu einer auf der Geraden sy senkrecht stehendemn
Ebene symmetrisch, und dadurch die Herstellung des Modells der 27
Geraden weiter erleichtert. Durch diese Symmetrie konnen Teile der
27 Geraden leichter in einen vorausbestimmten begrenzten Raumteil
untergebracht werden, was uns auch mittels unserer Erzeugungs-
art und der passend gewihlten Lagen wohl gelungen ist. Unser Mo-
dell (Abb. 2.) aller 27 Geraden ist ungeféhr in einem 1 m® unfer-

Abb. 2.

gebracht. Von den 135 bekannten Schnittpunkten dieser Geraden
befinden sich auf dem Modell 101, wihrend 15 dieser Schnittpunkte
unendlich fern sind. Ausserhalb des Modells in endlicher Entfernung
befinden sich also nur 19 dieser Schnittpunkte. Auf der symmetri-
schen Fliche 3. Ordnung unserer 27 Geraden liegen vier dreifache
Beriithrungspunkte, von denen drei eigentliche sich auf dem Modell
befinden, wihrend der vierte in der Symmetrieebene unendlich
fern liegt.
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MODEL 27 PRAVACA OPCE PLOHE 3. REDA
Vilko Niée, Zagreb
Sadrzaj

Opée plohe 3. reda mogu se izvesti na mekoliko raznih nadina,
dobiva kao proizviod triju kolinearno pridruzenih. sveZnjeva ravnina
Sy, Sy, S3. Medutim ni u jednom wod poznatih na¢ina izvodenja
takvih ploha nije lako predvidjeti, da svih njenih 27 pravaca budu
realni, a ako bi to i uspjelo, tedko bi bilo sastaviti tu plohu tako,
da dijelovi tih 27 pravaca padnu u neki unaprijed ogranideni dio
prostora, buduéi da se sve ovakve plohe proteZu u neizmjernost.
U mojoj radnji »Prilog na&inima izvodenja ploha 3. reda« preinatio
sam poznati Grassmannov nagin izvodenja tako, da sam namjesto
tri kolinearna sveznja Sy, Sy, S3 uzeo jedan sveZanj ravnina S; i dvije
linearne kongruencije, koje moZemo m‘-

. i nja S; Sy i-S¢-S5-U svakoj ravnini sve-
i nalazi se po jedna zraka ovih dviju linearmih kongruencija,
a njihovo sjeciste je totka traZene plohe 3. reda. U spomenutoj TadnjT
izvedeno je, da su ravnalice a, b i ¢, d ovih dviju kongruencija [a b},
[c d], nadalje obje transverzale u,v pravaca a,b,c,d, kao i zrake
sy, 85 tih kongruencija koje prolaze vrhom Sj, pravei na toj na taj
nagin izvedenoj plohi 3. reda. Ovih osam pravaca moZemo prema
tome zadati u prostoru po volji. Buduéi da u ravnini svakih dvaju
pravaca ovakve plohe, koji se sijeku, leZi uvijek jo§ i tre¢i njen
pravac, dobiju se lako u tim ravninama i daljnji njeni praveci. Treéi
pravac u ravnini dvaju, koji se sijeku, dobije se uvijek kao trans-
verzala daljnjih dvaju, koji ona dva u ravnini ne sijeku. Na taj smo
na¢in dokudili svih 27 pravaca opée plohe 3. red, ako su kongruen- .
cije [ab], [cd] hiperbolitke i transverzale u,v realne. _.—" - Cid B

Kod sastavljanja nageg modetzodabratismo ravnalice a, b kao
mimosmjerne okomite pravce, a za transverzale u, v da vrijedi a []'v
i b||u, dok je pravac s; najkrata transverzala pravaca a,b. Vrh §;
sveZnja ravnina odabran je u polovi$tu najkrace udaljenosti pra-
vaca a, b na praveu s;, dok pravac s, &¢ini s praveima a, b, u, v kut
od 45° i to u poloZaju sy | s; (vidi sliku). Ravnalice ¢, d odabrane
su kao transverzale pravaca u, v, koje okomito sijeku pravac sg.

Od 135 poznatih medusobnih sjeci$ta ovakvih 27 pravaca nalazi
se na naSem modelu 101 sjeci$te, dok ih je 15 meizmjerno daleko
(usporedni pravci). Ploha ovako dobivenih pravaca simetritna je
obzirom na jednu ravninu cokomitu na pravecu s,, a na njoj se nalaze
tetiri totke trostrukog dodira. Tri su od njth na modelu, a ¢etvrta
se nalazi u neizmjernosti.

(Primljeno 3. V. 1960.)



