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Uvod: Pridruzimo li dva prostora tako, da svakoj totki jednoga
bude pridruZena jedna totka drugoga i svakoj ravnini jednoga bude
pridruZena jedna ravnina drugoga uz uvjet, da totki jednog prostora,
koja lezi u jednoj njegovoj ravnini, pridrufena totka u drugom pro-
storu leZi u pridrufenoj ravnini u tom prostoru, onda se takva dva
prostora zovu kolinearno pridruZeni prostori. Iz takve definicije koli-
nearnog odnosa dvaju prostora izlazi, da je svakom praveu pridrufen
pravac, da su parovi pridrufenih nizova tolaka, pramenova pravaca i
pramenova ravnina pridruZeni projektivno, a parovi pridruZenih polja
to¢aka i pravaca, kao i parovi pridrufenih sveZanja pravaca i ravnina,
da su pridruZeni kolinearno. Kolinearan odnos dvaju prostora uspo-
stavlja se tako, da pet tocaka, ili ravnina, pridrufimo petorci totaka,
odnosno ravnina, uz uvjet, da Cetiri od tih tolaka u svakom skupu mne
leZe u jednoj ravnini, odnosno letiri ravnine u svakom skupu ne pro-
laze jednom totkom. Poznato je, da spojnice parova pridru¥enih totaka
dvaju kolinearnih kolokalnih prostora ¢ine kvadratni pravéasti kom-
pleks, koji je identitan s kompleksom presjetnica parova pridrufenih
ravnina takvih dvaju prostora. Zna se takoder, da dva kolincarno pri-
druZena prostora imaju uvijek letiri same sebi pridrufene todke {dvo-
struke tocke), koje u parovima mogu biti i konjugirano imaginarne.
Odatle odmah izlazi, da takva dva prostora imaju i Cetiri same sebi
pridruZene ravnine, kao i Sest pravaca, koji su sami sebi pridru¥eni,
gdje ¢e i ravnine i pravci biti u parovima konjugirano imaginarni, ako
su takve malo prije spomenute same sebi pridrulene totke. Takav
se tetraedar zove glavni tetraedar spomenutog kvadratnog kompleksa.
Zrake tog kvadratnog kompleksa dvaju kolinearno pridrufenih pro-
stora probadaju ravnine pobolaka njegova glavnog tetraedra tako, da
istoimene letvorke tolaka imaju uvijek jednake dvoomjere [1]. Pod
istoimenim letvorkama tofaka razumijevamo uvijek takve &etvorke
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probodiSta s pobo¢nim ravninama glavnog tetraedra, gdje ¢e u tim
letvorkama biti uvijek ma istom mjestu probodista s istom pobodnom
ravninom. Vrijednost dvoomjera ovih Setvoraka totaka jednaka je uvijek
vrijednosti dvoomjera Cetiriju ravnina svake zrake tog kompleksa, po-
lozenih tim pobolnim ravninama nasuprotnim vrhovima tog glavnog
tetraedra [2]. Ovakva konstantna vrijednost zove se karakteristi‘na
invarijanta tog kvadratnog kompleksa. Taj je kompleks otkriven od

~Turopora RevEa, pa se radi opisanog tetraedra i1 zove REYEov tetra-

Mdral:ni kompleks. U ovoj ¢emo radnji uz ostalo promotriti i proizvode
dvaju i triju takvih kompleksa.

Egzistencija karakteristi{ne invarijante REYEova tetraedralnog kom-
pleksa indirektno kaZe, da je svaki takav kompleks zadan svojim glavnim
tetraedrom 1 svojom karakteristinom invarijantom, odnosno svojim
glavnim tetraedrom i jednom svojom zrakom, t. j. pravcem, koji ne
sijede nijedan brid glavnog tetraedra. Sve zrake takva kompleksa, koje
prolaze jednom totkom prostora, ¢ine stozac 2. stupnja, ma povrdini
kojega se nalaze sva Cetir1 vrha glavnog tetraedra, a sve zrake tog kom-
pleksa, koje le¥e u jednoj ravnini, omataju krivulju 2. stupnja, koja
dira sve Cetiri pobo¢ne ravnine glavnog tetraedra [3]. Svi pravci vrhova
i ravnina pobolaka glavnog tetraedra jesu zrake njegova tetraedralnog
kompleksa. Buduéi da u prostoru ima oo* pravaca, a u svakom kom-
pleksu jednog glavnog tetraedra ima ih oo®, to sve pravce prostora mo-
Yemo smjestiti u co! Reveovih tetraedralnih kompleksa jednog glavnog
tetraedra. Takvih oo! kvadratnth Reyveovih tetraedralnih kompleksa
jednog zajednitkog glavnog tetraedra Cine pramen takvih kompleksa,
kojega osobine femo istrafiti u ovoj radnji. Osim toga ¢emo izmedu
dva, tri i Cetiri takva pramena Reveovih tetraedralnih kompleksa uspo-
staviti projektivan odnos i odrediti njihove proizvode.

1. Neke zadale u vezi s dva i tri REYEova tetraedralna kompleksa.
Zadamo i dva REveova tetraedralna kompleksa s dva razlicita glavna
tetraedra, postoji u prostoru oo? pravaca, koji ¢e biti zrake tog jednog
i drugog kompleksa. Sve te zrake ¢ine kongruenciju, koja je proizvod
tih dvaju kompleksa. Buduéi da se stoSci 2. stupnja zraka tih dvaju

< kompleksa svake tolke prostora prodiru u Cetiri izvodnice, a envelope
2. stupnja zraka tih dvaju kompleksa u svakoj ravnini prostora imaju
etiri zajednitke tangente, bit ¢e zajednitka kongruencija tih dvaju
kompleksa kongruencija 4. reda i 4. razreda.

Znamo, da je svaki Reveov tetraedralni kompleks zadan svojim
glavnim tetraedrom i jednom svojom zrakom [4]. Na temelju poznatih
osobina REYEovih tetraedralnih kompleksa i malo prije spomenutog
mo¥emo napisati ovo: Zadajmo dva tetraedra, kod kojih nijedan vrh
jednoga ne le¥i ni u jednoj pobolnoj ravnini drugoga i mijedan brid
jednoga ne sijele nijedan brid drugoga. Njihove vrhove oznalimo s
A, B, Cy,DiiA,, By, Cy, Dy, a njima nasuprotne pobolne ravnine
say, Bis 71, 811 @, Pa, 72, 05 Neki pravac neka probada ravnine tih
pobotaka u totkama A,!, B!, C;!, D!, odnosno A,', B,', C,!, Dgt.
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Svi pravci prostora, koji ravnine tih pobolaka probadaju u tolkama
Ay, By*, Ci*, D", odnosno Ay, By*, Cy*, D,* tako, da vrijedi
(A BrCrDp® = (AlBlClDl) (A B,» 02 D,y = (AiBlC'iDl)
¢ine kongruenm_]u 4. reda i 4. razreda. Oznaclmo i ravnme postavljene
zadanim pravcem i vrhovima Al, B,, C,, D, sa at, B, 7, 611,
one postavljene tim pravcem i vrhovima Ae, B,, C;,D, sa a,t, By,
7l, O,', ravaine pak postavljene zrakama spomenute kongruencije i
tim vrhovima oznatimo s a*, £,*, 7", 6;", odnosno a,*, 85", 75", 05",
tada ¢e za sve zrake mnaprijed spomenute kongruencije vrijediti
(0" By" 717 8,") = (a4 By' 11 0,") = (4, B,* C* DY) = (A" B C» D) i
(@5" Bo" 72" 057) = (as! Bt 75! 05") = (Ay' By' Gy! D).

Posve je razumljivo, da pravac, kojim su uz oba glavna tetraedra za-
dana oba REvEova tetraedralna kompleksa, moZe postojati i tako, da
bude (A 1B'Cy' DY) = (A, Byt Gyt D,Y). Malo prije spomenuti stavak
mogule je prema tome nnaplsatl i u ovom obliku: Svi pravci prostora,
koji dvije grupe od po Cetiri ravnine oy, By, %1, %, 1 a3, Bs, Ve s,
probadaju u istoimenim &etvorkama tolaka A,*, B,*, C;*, D i A",
Bys», C,», D,* tako, da njihovi dvoomjeri 1ma_;u uvij:ek 'istu zadanu
vrijevdnoas‘t, i j. (A" B,»C» D) = (45" B," C," Dy") = konst., ¢ine kon-
gruenciju 4. reda i 4. razreda. Ili ovako: Svi pravci prostora, ako uopée
posmj‘e, kojima ravnine, koje prolaze totkama 4,, B;, G;, D, i 4,, B,,
Gy, D, dviju grupa od po Cetiri totke tako, da one Cine Cetvorke rav-
nina a1 s B s O 1", B, vat, O kOJlma 1sto1men1 dvoomjeri
1maju »uvqek istu zadanu vrijednost, t. j. (a1 Bi" 71" 67) = (as® B po" 0,57)
= konst., jesu zrake kongruencije 4. reda 14. razreda Na temelju nasih
doesadaénjih opisa otito izlazi, da taj prvi i drugi stavak vrijedi za istu
kongruenciju.

Dva Revrova tetraedralna kompleksa sa zajedni¢kim glavnim tetra-
edrom, ako nisu identi¢ni, imaju zajednicku kongruenciju, koja se ra-
spada u Cletiri snopa pravaca vrhova zajednitkog glavnog tetraedra i
Cetiri polja pravaca u ravninama pobocaka tog tetraedra.

Zadamo lis tri glavna tetraedra i jednom po volji odabranom zrakom
tri REvEova tetraedralna kompleksa, tada ¢e analogni proizvod onome
od malo prije tih triju kompleksa biti pravcasta ploha 16. stepena, bu-
duéi da zajedni¢ke zrake triju kompleksa n-tog stepena, ine praviastu
plohu 2-n3-tog stepena, ako oni ne sadrzava;u jednu zajednicku
kongruenciju n*-tog reda i razreda. Kako nafa tri kompleksa nemaju
zajednitku kongruenciju 4. reda 1 razreda, moZemo napisati i ovaj
stavak: Svi pravci prostora, koji pobo¢ne ravnine ay, f;, 71, 9; te os,
Bay 7a, 01 as, By, rs, Oy triju tetraedara A; B, C, D,, As By, Cy D, 1
A3 B, C, Dy probadaju u istoimenim ¢etvorkama tolaka A", By", Gi*,
D 4 odrmosno A", By*, Gy, Dy* odnosno Ag*, Bs*, Cg*, Dy tako, da
dvoomjem tih &etvorki imaju uvijek meku istu zadanu vraJednost t. 3
(A*B"C» D) = (A" By Gyr D) = (A" Byt Cy® Dy") = konst., ine
neku pravtastu plohu 16. stupnja. Na temelju opisanih osobina Reye-
ovih tetraedralnih kompleksa olito je i ovdje, da istoimene Cetvorke
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ravnina poloZzenih praveima (izvodnicama) te plohe i nasuprotnim isto-
imenim vrhovima tih triju tetraedara, éne dvoomjere, kojima je vri-
jednost jednaka naprijed spomenutoj konstanti.

Buduéi da svakim vrhom jednog glavnog tetraedra prolazi sto¥ac
zraka 2. stupnja drugog i trefeg tetraedralnog kompleksa, koji se pro-
diru u Cetiri zrake koje su zrake i prvog tetraedralnog kompleksa, to
odito izlazi, da su vrhovi svih triju glavnih tetraedara &etverostruke
totke naprijed spomenute praviaste plohe 16. stupnja. U na¥im ra-
matranjima ne bi se dakako nidta izmijenilo, kada bi tri u potetku
spomenuta jednaka dvoomjera istoimenih Eetvorki probodiita zadanog
pravca s pobotkama zadanih tetraedara imala razlidite vrijednosti, koje
bi za sve izvodnice naje pravéaste plohe 16. stupnja za svaki tetraedar
. ostale iste. Za zadana tri tetraedra pretpostavlja se, da nijedan vrh
jednoga ne lezi u pobotkama drugih dvaju, da nijedan brid jednoga
ne sijeCe bridove drugih dvaju i da po tri vrha ne le¥e na jednom
_pravcu, kao ni da tri poboéne ravnine ne sadrzavaju jedan pravac.

2. Pramen REeveovih tetraedralnih kompleksa jednog zajedniékog
glavnog- tetraedra. Spomenuli smo, da je Reyeov tetraedralni kompleks
2. stupnja, kao i to, da su pravci svih Cetiriju vrhova njegova glavnog
tetraedra njegove zrake. Odatle izlazi, da stoZac 2. stupnja zraka tog
kompleksa, koje prolaze svakom totkom prostora, sadrfava i sve letiri
spojnice svake ove totke s vrhovima glavnog tetraedra. Zadajmo ReyEov
tetraedralni kompleks njegovim glavnim tetraedrom ABCD i jednom
zrakom [, koja neka ravnine pobotaka ABC, BCD, CDA i DAB pro-
bada u to¢kama D;, 4,, B, i C,. O Revrovu tetraedralnom kompleksu
poznato je i to, da su zrake pramenova zraka (4,), (By), (C,), (D,) u
ravainama ([, 4), (I, B), (I; C), (I, D), kojima su vrhovi probodifta A, ,
By, C,, Dy, zrake tog kompleksa [5}#Spojimo li prema tome bilo koju
totku V pravca [, s vrhovima 4, B, C, D, tad je tim pravcem i s tim
spojnicama odreden stoZac 2. stupnja zraka tog tetraedralnog kompleksa,
koje prolaze totkom V. Spojnica VD neka probada ravninu pobocke
ABC u tocki D°. 8I. 1. Sto¥ac zraka naeg tetraedralnog kompleksa, koje
prolaze totkom V, sjeéi ée ravninu pobotke ABC u ‘unjosjednici k,,
koja ¢e biti odredena totkama A,B,C,D° D,. Svakom zrakom ovog
stoSca zadan je isti REvEov tetraedralni kompleks glavnog tetraedra
ABCD. Postavimo li totkom V neki novi pravac ,, koji nije izvodnica
spomenutog stoSca, a koji probada ravninu pobotke ABC u totki D,,
bit ¢e tim pravcem odreden novi Revrov tetraedralni kompleks istog
glavnog tetraedra ABCD, kojega ¢e stofac zraka vrha V sjeéi ravninu
pobotke ABC u novoj tunjosjetnici k,, koja bi bila odredena totkama
4,B,C,D°, D,. Svakom zrakom (izvodnicom) ovog stoica bit ée od-
reden opet taj isti novi REYEov tetraedralni kompleks glavnog tetraedra
ABCD. Sve pravce totke V mo¥emo prema tome svrstati u oo! stoaca
2. stupnja, kojima su spojnice VA, VB, VC,VD=VD?® zajednitke izvod-
nice, dakle oni ¢ine pramen stofaca 2. stupnja sa zajednitkim vrhom.
Buduti da to vrijedi za svaku totku prostora, vidimo, da sve pravce
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prostora mofemo svrstati u oo REYEovih tetraedralnih kompleksa jednog
zajednitkog glavnog tetraedra tako, da stoici 2. stupnja zraka tik kom-
pleksa u svakoj tocki prostora ine pramen takvih stofaca, koji je od-
reden spojnicama svake te tocke s vrhovima zajednilkog glavnog tetra-
edra kao njegovim temeljnim izvodnicama.

* Znamo, da su svi pravci u ravninama pobotaka jednog glavnog tetra-
edra zrake svih RevEovih tetraedralnih kompleksa tog glavnog tetraedra,
kao i to, da zrake REYEova tetraedralnog kompleksa u svakoj ravnini
prostora omataju krivulju 2. stupnja. Svaki pravac u nekoj ravnini pro-
stora odreduje dakle sa letiri njene presjecnice s ravninama pobocaka
glavnog tetraedra krivulju 2. stupnja, kojoj su sve njene tangente zrake
istog REYEova tetraedralnog kompleksa odredenog onom prvom zrakom.

SL 1. - Abb. 1,

Pravaca u ravnini ima oo2, pa ih prema tome moZemo rasporediti u oo?
skupina po oo! pravaca, od kojih svaka skupina omata jednu krivulju

2, stupnja, a sve te krivulje imaju opisane Cetiri presjecnice kao zajed-

nitke tangente. Vidimo dakle, da zrake co! REvEovih tetraedralnih kom-
pleksa jednog zajednitkog glavnog tetraedra omataju u svakoj ravnini
prostora krivulje 2. stupnja jednog pramena takvih krivulja, koji je
odreden sa Cetiri temeljne tangente.

3. Prua osobina pramena Reyvouih tetraedralnih kompleksa jednog
glavnog tetraedra. Prije razmatranja nagovijeStene osobine opisanog
pramena tetraedralnih kompleksa, sjetit ¢emo se nekih poznatih osobina
pramena krivulja 2. stupnja. Znamo, da pramen krivulja 2. stupnja
ine sve takve krivulje u jednoj ravnini, koje prolaze Cetirma njenim
totkama, a od kojih po dvije mogu biti i konjugirano imaginarne. Te
se totke zovu temeljne totke tog pramena krivulja 2. stupnja. Svi pravci
ravnine pramena krivulja 2. stupnja, koji prolaze bilo kojom temeljnom
todkom tog pramena, sijeku taj pramen u projektivno pridruZenim ni-

233



B

zovima, kod kojih parovi pridruZenih tofaka leZe uvijek na istim kri-
vuljama [6]. Iz te ¢injenice izlazi ovo: Ako jedan pravac jedne temeljne
tocke nekog pramena krivulja 2. stupnja sijee Cetiri krivulje tog pra-
mena u harmonijskoj etvorci totaka, onda svi pravci te i ostalih triju
temeljnih tocaka sijeku te letiri krivulje u harmonijskim Cetvorkama
tolaka. Lako je dokazati, da tangente tih &etiriju krivulja u temeljnim
totkama pramena &ine harmonijsku &etvorku pravaca. Takve éetiri kri-
vulje nekog pramena krivulja 2. stupnja &ine, kao $to je poznato, har-
monijsku etvorku krivulja tog pramena.

Vratimo se sada pramenu tetraedralnih kompleksa nafeg poznatog
glavnog tetraedra ABCD. Buduéi da sve zrake pramena zraka (D,)
vrha D, u ravnini (D, VD% pripadaju Reyeovu tetraedralnom kompleksu
glavnog tetraedra ABCD, koji je odreden zrakom I, , prolazit ée stosci zraka
tog kompleksa svih vrhova V, na praveu VD istom krivuljom 2. stupnja
u ravnini pcbotke ABC, i to onom, koja je odredena toékama 4, B, C,
D°, D,. Sl. 1. Razumije se, da ée posve analogno i sto¥ci zraka tog
kompleksa, kojima se vrhovi nalaze na spojnicama VA, VB i VC, imati
u ravninama pobocaka BCD, ACD i ABD zajednitke osnovke, jer smo
namjesto osnovke ABC i njena nasuprotnog vrha D mogli odabrati bilo
koju od preostale tri s njenim nasuprotnim vrhom. Odatle se takoder
lako razabira, da je svaki REYEov tetraedralni kompleks odreden glavnim
tetraedrom, jednim pravcem jednog vrha tog tetraedra i jednom tolkom
u ravnini nasuprotne pobocke tom vrhu.

U ravnini pobotke ABC naleg glavnog tetraedra odaberimo sada
jednu harmonijsku Eetvorku krivulja unutar pramena takvih krivulja,
kojemu su 4, B,C, D" temeljne totke. Spojnica D°D, neka sijefe tu
harmonijsku ¢etvorku krivulja recimo u toékama D,, D,, Dy, D,, za
koje ¢e vrijediti, kao $to znamo, (D, D, D, D;) = —1. Smatramo li te
Cetiri krivulje osnovkama stoZaca, kojima je totka V zajednitki vrh,
tada su izvodnice svakog tog stofca zrake jednog REveova tetraedralnog
kompleksa glavnog tetraedra ABCD. Ta su &etiri kompleksa odredena,
kao §to smo u poletku spomenuli, glavnim tetraedrom ABCD i spojni-
cama VD,, VD,, VD,, VD, kao njihovim zrakama, a spomenuta &etiri
stoSca tine, kao §to znameo, harmonmijsku Cetvorku stofaca 2. stupnja.
Na temelju malo prije spomenutih osobina pramena krivulja 2. stupnja,
sjeci ¢e svaka ravnina zajednickih izvodnica VA, VB, VC, VD te har-
monijske Cetvorke stoZaca tu ¢etvorku u harmonijskoj etvorci pravaca
vrha V. Uzmemo li sada u obzir ono, $to smo kazali za sve totke V. na
spojnici VD, kao i na spojnicama VA, VB i VC, dobivamo na temelju
dosada$njih razmatranja, kao i spomenutih osobina pramena krivulja

/2. stupnja, ovo: Ako stoci zraka letiriju REyEovih tetraedralnih kom-

pleksa glavnog tetraedra ABCD, koje prolaze jednom totkom V pro-

. stora, ¢ine harmonijsku Cetvorku stoZaca, onda takve harmonijske &et-

vorke stofaca 2. stupnja ¢ine i sve one zrake tih Cetiriju Revrovih
tetraedralnih kompleksa, koje prolaze svim totkama spojnica VA, VB,

VCiVD.
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Spomenuli smo, da harmonijsku ¢etvorku krivulja 2. stupnja, unutar
jednog pramena takvih krivulja, sijete svaki pravac svake temeljne
totke tog pramena u harmonijskoj etvorci totaka. Odatle otito izlazi,
da ¢e harmonijska ¢etvorka krivulja 2. stupnja biti odredena sa svoje
Eetiri temeljne todke i jednom harmonijskom cetvorkom totaka na bilo
kojem pravcu bilo koje temeljne totke. Malo prije smo kazali, da su
spojnicama VD; = 1,, VD, =1,, VDy= 1, i VD, = 1, odredena Cetiri
REYEova tetraedralna kompleksa zajednitkog glavnog tetraedra ABCD,
kojih sto¥ci zraka u svim totkama spojnice VD, kao i spojmica VA,
VB i VC, ¢ine harmonijske etvorke stofaca 2. stupnja. Budu¢i da zrake
pramenova zraka vrhova D;, Dy, Dy, D, u ravnini (1, D) pripadaju
kao zrake onim REvEovim tetraedralnim kompleksima glavnog tetraedra
ABCD, koji su odredeni tim vrhovima i spojnicom VD, to ¢e spojnice
bilo koje totke Vi u ravnini (1; D) s vrhovima Dy, D,, D,, D; odre-
divati ta ista letiri Reyrova tetraedralna kompleksa tog glavnog te-
traedra. Radi (D, D, D, D;) = —1 &init ¢e i spojnice te etvorke todaka
s totkama V¢ u ravnini (1, D) harmonijske letvorke izvodnica onih har-
monijskih &etvorki stozaca 2. stupnja, koji su odredeni s tom harmo-
nijskom Cetvorkom izvodnica i spojnica Vid, ViB, ViC, ViD kao te-
meljnim izvodnicama. O&ito je, da to isto vrijedi i za sve totke Viu
ravninama (I, 4), (I, B), (I; C), jer smo namjesto spojnice VD i pobotke
ABC mogli odabrati spojnice VA, VB, VC i njima nasuprotne pobocke
BCD, ACD, ABD, a kao §to znamo, sve ravnine tih spojnica sijeku
nafu harmonijsku ¢etvorku sto¥aca vrhova V¢ u harmonijskim Cetvorkama
izvodnica. Izlazi dakle: Ako stoci zraka Cetiriju REYEovih tetraedralnih
kompleksa ¢ine harmonijsku Cetvorku stofaca 2. stupnja u jednoj tocki
ravnine (I, D), onda takvi sto¥ci tih Cetiriju tetraedralnih kompleksa
4ne harmonijske Cetvorke takvih stofaca u svim tockama ravnina (I; D),
(4, 4), (1,B) i (1, 0. '

Spomenuli smo veé, da svaki pravac » totke D u ravnini ABC sijece
harmonijsku ¢etvorku krivulja 2. stupnja, odredenih temeljnim tockama
A,B,C,D° i harmonijskom &etvorkom totaka (D;D,D,D;) = —1, u
harmonijskoj éetvorci sjeciita. Ta harmonijska tetvorka sjeciSta svakog

v - pravca n spojena s tockom V daje harmonijsku ¢etvorku pravaca te

totke, kojom su odredena ona Cetiri ista REyeova tetraedralna kom-
pleksa glavnog tetraedra ABCD od malo prije. Uzmemo li i ovdje te
harmonijske tetvorke sjeciita kao vrhove pramenova zraka u ravninama
(nD), onda ¢e sve zrake i tog svakog pramena biti zrake onog REYEOVa
tetraedralnog kompleksa glavnog tetraedra ABCD, koji je na prije
opisani nadin pridruen vrhu tog pramena. Sto je prema tome vrijedilo
za sve totke Vi u ravnini (I, D), to ée vrijediti 1 za sve tocke V¢ u svim
ravninama (D). Odnosno, ako stoici 2. stupnja zraka etiriju REYEovih
tetraedralnih kompleksa glavnog tetracdra ABCD, koje prolaze jednom
totkom V, &ne harmonijsku éetvorku takvih stoZaca, onda stosci zraka
tih letiriju Reveovih tetraedralnih kompleksa za svaki zajednitki vrh
u ravninama (rD) &ine harmonijske &etvorke stoZaca 2. stupnja. Bududi

-
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da svaka tocka prostora leZi u ravnini jednog pravca z i totke D, to
vidimo, da za Cetiri REYEova tetraedralna kompleksa jednog zajednitkog
glavnog tetraedra mofemo napisati ovaj stavak:

Ako zrake Cetiriju RevEovih tetraedralnih kompleksa jednog zajed-
nickog glavnog tetraedra, koje prolaze jednom tolkom prostora, tine
harmonijsku Cetvorku stofaca 2. stupnja, onda takve harmonijske ‘e-
tvorke stofaca 2. stupnja line zrake tih letiriju Reveovih tetraedralnih
kompleksa u svakoj tolki prostora.

Mi ¢emo odsada reéi, da takva etiri REYEOva tetraedralna kompleksa
jednog zajednitkog glavnog tetraedra &ine harmonijsku éetvorku takvih
kompleksa. Ocito je, da to, §to vrijedi za harmonijsku Zetvorku RevEovih
tetraedralnih kompleksa, vrijedi za svaku drugu &etvorku takvih kom-
pleksa, bez obzira na vrijednost njenih dvoomjera.

4. Druga osobina pramena tetraedralnih kompleksa jednog glavnog
tetraedra. Preslikamo li korelativno pramen krivulja 2. stupnja zadan
sa Cetiri temeljne totke, dobit éemo pramen krivulja 2. stupnja zadan
sa_Cetiri temeljne tangente. Na temelju &injenice, da su korelativno
pridruZeni nizovi tofaka i pramenovi pravaca, kao i obrnuto, pridruZeni
projektivno, izlazi, da ¢e harmonijskoj Cetvorci krivulja 2, stupnja u
pramenu takvih krivulja odredenom sa ¢etiri temeljne totke, biti u ko-
relativno pridruZenom pramenu krivulja 2. stupnja pridrufene takve
Cetiri krivulje 2. stupnja, koje ée temeljne tangente tog pramena dirati
u harmonijskoj &etvorci tolaka. Poznato je takoder, da iz svake tolke
temeljne tangente povulene tangente na takve &etiri krivulje &ine uvijek
harmonijsku Zetvorku pravaca. Takve &etiri krivulje u takvu pramenu
krivulje 2. stupnja, ¢ine takoder harmonijsku &etvorku krivulja 2.
stupnja. _

Zadamo li dva projektivno pridrufena pramena pravaca (4) A (D),
koji ne leZe u istoj ravnini, tad znamo, da transverzale parova pridru-
Zenih zraka tih dvaju pramenova ¢ine REyrov tetraedralni kompleks [7].
Neka se ravnine a, § takvih dvaju projektivno pridrufenih pramenova
pravaca sijeku u pravcu m. Sl 2. Pramenovi pravaca (4), (D) sijeku
pravac m u dva kolokalna projektivna niza, kojima neka su totke B, C
dvostruke totke. Poznato je, da su totke 4, B,C, D vrhovi glavnog te-
traedra spomenutog REveova tetraedralnog kompleksa. Zadamo li na
pravcu m totke B, C' po volji, bit ée u projektivno pridru¥enim prame-

novima (4) A\ (D) zrakama AB, AC prvog pramena pridru¥ene zrake
DB, DC drugog pramena, dakle je dovoljno u tim pramenovima zadati
jos jedan par pridruZenih zraka, da projektivan odnos bude uspostavljen.
Neka su to zraka au pramenu (A4) i zraka @, u pramenu (D). Pridrufimo
li sada zraci @ pramena (4) neku novu zraku @, pramena (D), bit ée uz
iste totke B, C uspostavljen novi projektivan odnos pramenova (4), (D),
kojim ¢e biti odreden i novi REYEov tetraedralni kompleks istog glavnog
tetraedra ABCD. Svi takvi dobiveni REevrovi tetraedralni kompleksi,
njih oot tine na$ veé poznati pramen tetraedralnih kompleksa glavnog
tetraedra ABCD.

236



Jedna po wvolji odabrana ravnina o neka sijeée ravninu « pramena
(4) u praveu 7y, a ravninu § pramena (D) u pravcu r,. Spojnica s sje-
cita T pravaca ry, a i sjecifta U pravaca r,, a, jest zraka Reveova
tetraedralnog kompleksa glavnog tetraedra ABCD, odredenog na opi-
sani nafin parom zraka a,a,, buduéi da je ona transverzala tih zraka.
Sve zrake tog REvrova tetraedralnog kompleksa, koje leZe u ravnini
e omataju, kao §to je poznato, krivulju 2. stupnja. Ta je krivulja odre-
dena tangentama r,, 7,, s, b, ¢, gdje su pravci b, ¢ presjetnice ravnine o
~ s ravninama pobotaka ACD i ABD. Odaberimo sada na zraci s po volji
neku totku V. Spojnica te totke s vrhom A probadat ée ravninu a u
tocki A° koja ¢e leZati na spojnici k totke U sa sjeciltem pravaca m, a.

SL. 2. — Abb, 2.

Zrake REvYEova tetraedralnog kompleksa, odredenog glavnim tetraedrom
ABCD i parom pridruZenih zraka @, a; na opisani nalin, koje prolaze
totkom V, &ine sto¥ac 2. stupnja, koji ravninu g sijete u krivulji 2.
stupnja, odredenoj totkama A% B, C, D, U. U ravnini (Vk) totke V
i pravca k, u kojoj se nalazi i zraka @ pramena (4), povucimo totkom
V po volji pravac s;. Ovim pravcem s, i glavnim tetraedrom ABCD
odreden je novi REyrov tetraedralni kompleks ovog glavnog tetraedra,
kojega ée zrake, koje prolaze totkom V, &initi novi stoZac 2. stupnja,
koji ée ravninu f# sjeéi u movoj krivulji 2. stupnja. Ta ée krivulja biti
odredena totkama B, C, D, A% U,, gdje je U, probodiste zrake s, s
ravninom f. Spojimo sada tofku U; s vrhom D i neka ta spojnica &,
bude zraka pramena (D). Odredimo li projektivan odnos pramenova
(4), (D) uz iste totke B, C tako, da zrake a, a; &ine uz AB-DB i AC-DC
pridruZen par, tad ée tim novim projektivnim odnosom pramenova (4),
(D) biti odreden upravo onaj novi REYEov tetraedralni kompleks glavnog
tetraedra ABCD, koji je odreden i zrakom s;. Spojimo li pravcem ¢
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totku T sa sjeciStem R, zrake @, i pravca r,, bit ée taj pravac ¢ zraka
tog novog REYEova tetraedralnog kompleksa u ravnini g, buduéi da je
on transverzala zraka @, @,, koja leZi u ravnini ¢. Krivulja 2. stupnja,
koju omataju zrake tog novog Reveova tetraedralnog kompleksa u rav-
nini o, bit ée odredena tangentama ry, 7., b, c i t.

Zamislimo sada u ravnini (V) totkom V povulene Cetiri zrake s, , 55,
Sy, 54 tako, da bude (s, 5,555,) = —1. Sjecidta U, , U,, U;, U, tih zraka
s pravcem k daju harmonijsku Zetvorku totaka U,, U,, U,, U,,
koja spojena s vrhom D daje harmonijsku &etvorku zraka @, , @,, @, d,
pramena (D). Ta harmonijska ¢etvorka zraka sijele pravac r, u harmo-
nijskoj Cetvorci totaka R, R,, Ry, R,, koja spojena s totkom T daje
harmonijsku tetvorku pravaca ¢,, t,, #;, £, u ravnini o, gdje su pravci
ty, by, t5, ty zrake onih Cetiriju REvEovih tetraedralnih kompleksa glavnog
tetraedra ABCD, koji su odredeni zrakama s,, s,, 53 i 5,. Na temelju
na$ih prijadnjih razmatranja znamo, da je harmonijskom ¢etvorkom
pravaca $;, s,, s3, §; odredena harmonijska ¢etvorka Reyeovih tetra-
edralnih kompleksa glavnog tetraedra ABCD, buduéi da ravnina te te-
tvorke pravaca prolazi vrthom A, Male prije smo vidjeli, da zrake te
harmonijske ¢etvorke Reveovih tetraedralnih kompleksa, koje lefe u
ravnini ¢ i prolaze tockom T na pravcu r;, &ine harmonijsku &etvorku
pravaca ¢, t,, t3, t, . Buduéi da zrake REYEovih tetraedralnih kompleksa
glavnog tetraedra ABCD omataju u ravnini ¢ pramen krivulja 2. stupnja,
odreden temeljnim tangentama r,, 75, b, ¢, to ée radi (¢t t3t,) = —1,
a na temelju razmatranja na poletku ove totke 4, one &etiri krivulje
2. stupnja, koje u ravnini ¢ omataju zrake onih Revrovih tetraedralnih
kompleksa glavnog tetraedra ABCD, koji su odredeni zrakama s,, s,,
53, 84, ¢initi takoder harmonijsku ¢etvorku. Odnosno dobivamo ovo:

Zrake svake harmonijske Cetvorke REYEovih tetraedralnih kompleksa
jednog glavnog tetraedra, koje prolaze bilo kojom tockom prostora, ¢ine
~ harmonijsku letvorku stoZaca 2. stupnja, kojoj temeljne izvodnice pro-
laze vrhovima glavnog tetraedra. Zrake te harmonijske letvorke tetra-
edralnmih kompleksa omataju u svakoj ravnini prostora harmonijsku
Cetvorku krivulja 2. stupnja sa Cetiri zajednicke temeljne tangente, koje
leze w pobolnim ravninama glavnog tetraedra.

Otito je, da isto to vrijedi za svaku drugu &etvorku Reveovih tetra-
edralnih kompleksa unutar pramena takvih kompleksa jednog glavnog
tetraedra, a ne samo za harmonijske ¢etvorke. Opisani dvoomjer stoZaca
zraka takvih Cetiriju Revrovih tetraedralnih kompleksa u svakoj totki
prostora, kojega vrijednost je jednaka vrijednosti pridruZenog dvo-
omjera Cetiriju pridruZenih krivulja 2. stupnja, omotanih od zraka tih
istih tetraedralnih kompleksa u svakoj ravnini prostora, zvat éemo dvo-
omjerom tih Cetiriju REYEOUih tetraedralnih kompleksa u tom pramenu.

5. Projektivan odnos dvaju i vise pramenova Reveovik tetraedralnih
kompleksa. U prosloj tolki 4 izveli smo, da stodci 2. stupnja zraka &e-
tiriju ReEveovih tetraedralnih kompleksa jednog zajednitkog glavnog
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tetraedra u svim totkama prostora line takve Cetvorke tih stoZaca, ko-
jima istoimene Cetvorke imaju istu vrijednost dvoomjera. Pod istoime-
nim dvoomjerima etvorki stofaca u svim tockama prostora razumije-
vaju se i ovdje takvi dvoomjeri, gdje na istom mjestu takvih dvoomjera
stoje uvijek sto¥ci istog REyEova tetraedralnog kompleksa. Amnalogno
tome vrijedi i za etvorku krivulja 2. stupnja, koje omataju zrake malo
prije spomenute letvorke tetraedralnih kompleksa, u svakoj ravnini pro-
stora. Istoimeni dvoomjeri takvih etiriju sto¥aca svake totke prostora
i njima pridru¥eni dvoomjeri pridruZenih Cetiriju krivulja 2. stupnja u
/ svakoj ravnini prostora, imaju uvijek, kao 3to .smo vidjeli, jednake
! vrijednosti.
~ Zadajmo pomotu dva glavna tetraedra na opisani nadin dva pramena
/ Reyeovih tetraedralnih kompleksa. Trima kompleksima u prvom pra-
(\ menu pridru¥imo reciprotno jednoznatno tri kompleksa u drugom pra-
! menu. Na taj smo nain trima stofcima 2. stupnja zraka prvih triju
| tetraedralnih kompleksa u prvom pramenu u svakoj tofki prostora pri-
/ druili reciprotno jednoznaéno tri takva stofca zraka pridruZenih triju
tetraedralnih kompleksa u drugom pramenu, gdje ée prva trojka tih
sto¥aca imati Cetiri zajednitke izvodnice, koje prolaze vrhovima glavnog
etraedra prvog pramena kompleksa, a druga trojka stofaca svoje Cetiri
zajednitke izvodnice, koje prolaze vrhovima glavnog tetraedra drugog
pramena kompleksa. Trima krivuljama 2. stepena u svakoj ravnini
prostora, koje omataju zrake odabranih triju kompleksa u prvom pra-
menu, bit ée reciproéno jednoznaéno pridruZene tri takve krivulje u toj
ravnini, koje omataju zrake pridruenih triju kompleksa u drugom pra-
- menu, Prva trojka tih krivulja 2. stupnja ima svoje Cetiri zajednitke
tangente, a druga trojka takvih krivulja ima svoje Cetiri zajednicke
tangente, koje su u prvom sluéaju presje¢nice s ravninama pobotaka
glavnog tetraedra prvog pramena tetraedralnih kompleksa, a u drugom
slutaju presjelnice s ravninama pobolaka glavnog tetraedra drugog
 takva pramena kompleksa. Zadamo li sada u prvom pramenu kompleksa
po volji meki Cetvrti REYEov tetraedralni kompleks, &init ce stoSci zraka
tog kompleksa u svim totkama prostora sa stofcima zraka prvih triju
kompleksa prvog pramena u svim tim totkama Cetvorke stozaca 2.
stupnja, kojih e istoimene etvorke imati jednake vrijednosti dvo-
omjera. Postavimo li sada u jednoj tolki prostora zajedni¢kim izvod-
nicama trojke sto¥aca zraka zadanih triju kompleksa drugog pramena
takav stofac, koji ée s prva tri ¢initi Cetvorku, kojoj e vrijednost dvo-
omjera biti jednaka vrijednosti pridrufenog dvoomjera Cetiriju stoZaca
zraka u tofkama prostora prve letvorke tetraedralnih kompleksa unutar
prvog pramena, bit ée tim stoScem zraka zadan novi tetraedralni kom-
pleks drugog pramena, koji ée s prva tri tetraedralna kompleksa drugog
pramena &initi etvorku tetraedralnih kompleksa u tom pramenu, kojoj
¢e pridrufeni dvoomjer dvoomjeru u prvom pramenu imati jednaku
vrijednost. PridmuZent dvoomjer etvorki stoZaca zraka tih Cetiriju te-
traedralnih kompleksa drugog pramena imat ée, kao $to znamo, tu istu
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vrijednost u svim totkama prostora. Pofto smo prvoj trojci Reveovih
tetraedralnih kompleksa u pramenu takvih kompleksa prvog glavnog
tetraedra zadali po volji jednu reciproéno jednoznaéno pridru¥enu trojku
Reyeovih tetraedralnih kompleksa u pramenu takvih kompleksa drugog
glavnog tetraedra, bit ¢e na opisani nalin svakoj &etvorci Reveovih
tetraedralnih kompleksa u pramenu prvog glavnog tetraedra pridruZena
Cetvorka takvih kompleksa u pramenu drugog glavnog tetraedra, kojima
¢e pridruZeni dvoomjeri imati uvijek jednake vrijednosti. Po analogiji
s projektivno pridruZenim nizovima tofaka i s projektivno pridrufenim
pramenovima pravaca i ravnina, nazvat éemo takva dva pramena
Reveovih tetraedralnih kompleksa projektivno pridrutenim prameno-
vima tetraedralnih kompleksa.

6. Neki proizvodi projektivno pridrutenih pramenova tetraedralnih
kompleksa. a) Vidjeli smo u tol. 5, da kod dvaju projektivno pridru-
Zenih pramenova tetraedralnih kompleksa stofci njihovih zraka u svakoj
tocki prostora ¢ine dva projektivno pridru¥ena pramena stofaca 2.
stupnja sa zajednickim vrhom, a krivulje 2. stupnja, koje omataju
zrake tetraedralnih kompleksa tih dvaju projektivno pridru¥enih pra-
menova, ¢ine u svakoj ravnini prostora dva pramena krivulja 2. stupnja,
od kojih je svaki, kao Sto znamo, odreden sa Cetiri temeljne tangente.
Parovi pridruZenih stofaca u svakoj to¢ki prostora sijeku se u Cetiri
izvodnice, a proizvod takvih dvaju projektivno pridruenih pramenova
stoZaca 2. stupnja u svakoj totki prostora bit ée stofac 4. reda, buduéi
da je i proizvod dvaju projektivno pridruzenih pramenova krivulja
2. stupnja u jednoj ravnini krivulja 4. reda.

Svaki pramen krivulja 2. stupnja zadan sa Cetiri temeljne tangente,
mozemo smatrati korelativnom slikom pramena krivulja 2. stupnja za-
danog sa letiri temeljne totke. Odavle izlazi, da i sva projektivna
svojstva kao i proizvode jednog, odnosno dvaju projektivno pridruzenih
pramenova krivulja 2. stupnja, zadanih sa &etiri temeljne todke, mo-
Zemo dualno prenijeti na jedan takav pramen, odnosno na dva takva
projektivno pridrufena pramena, zadana sa letiri temeljne tangente.
Iz toga dalje izlazi, da e zajedni¢ke tangente parova pridrufenih kri-
vulja 2. stupnja u dva projektivno pridrufena pramena takvih krivulja
u jednoj ravnini, zadanih svaki sa letiri temeljne tangente, omatati
krivulju 4. razreda.

Buduéi da zrake Reveovih tetraedralnih kompleksa dvaju projektivno
pridrufenih pramenova takvih kompleksa omataju u svakoj ravnini
prostora krivulje dvaju projektivno pridrufenih pramenova krivulja
2. stupnja, kojima su presjetnice tih ravnina s ravninama pobofaka
glavnih tetraedara tih dvaju pramenova temeljne tangente, omatat ée
zajednitke tangente parova pridruenih krivulja spomenutih dvaju
pramenova u svakoj ravnini prostora krivulju 4. razreda. Izlazi prema
tome ovo: '
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(" Proizvod dvaju projektivno pridrufenih pramenova tetraedralnih
/komplekm jest praviasti kompleks 4. stepena.

' Buduéi da su svi pravci vrhova svakog glavnog tetraedra i svi pravci
pobo¢nih ravnina tih glavnih tetraedara zrake svih Reymovih tetra-
edralnih kompleksa u pramenu takvih kompleksa svakog tog glavnog
tetraedra, to su i svih 16 spojnica vrhova dvaju glavnih tetraedara i
svih 16 presjetnica pobolnih ravnina tih dvaju tetraedara zrake kom-
pleksa 4. stupnja, proizvedenog po projektivno pridrufenim prameno-

vima tetraedralnih kompleksa tih dvaju glavnih tetraedara. Kod opisanih

projektivno pridrufenih pramenova tetraedralnih kompleksa pretpo-
stavlja se, da nijedan brid glavnog tetraedra jednog od tih pramenova
kompleksa ne sijete nijedan brid drugog glavnog tetraedra, kao i da
nijedan vrh jednog glavnog tetraedra ne lefi ni u jednoj poboénoj
ravnini drugog glavnog tetraedra, jer bi u takvim slu¢ajevima nastupile
neke degeneracije.

Spomenuli smo, da su spojnice svake totke prostora s vrhovima
glavnog tetraedra temeljne izvodnice pramena sto¥aca zraka Reyeovih
tetraedralnih kompleksa, zadanih s takvim glavnim tetraedrom. Isto su
tako presjetnice svake ravnine prostora s ravninama pobotaka glavnog
tetracdra jednog takva pramena tetraedralnih kompleksa temeljne tan-
gente pramena krivulja 2. stupnja, koje omataju zrake tetraedralnih
kompleksa tog pramena u toj ravnini. Imamo li dva projektivno pri-
druZena pramena tetraedralnih kompleksa dvaju glavnih tetraedara,
bit ¢e spojnice svake totke prostora s vrhovima jednog glavnog tetra-
edra temeljne izvodnice pramena stofaca zraka kompleksa prvog pra-
mepa, a spojnice te totke s vrhovima drugog glavnog tetraedra bit ée
temeljne izvodnice pramena stofaca zraka kompleksa drugog pramena.
Znamo, da je proizvod tih dvaju projektivno pridruie-niﬁ :@hozg aca 2.
stupnja stoZac 4. reda, koji e prolaziti temeljnim izvodnicama obaju
pramenova stoZaca, buduéi da svakom temeljnom izvodnicom prvog
pramena stoZaca prolazi jedan stofac drugog pramena i obrnuto. Posve
analogno, ali dualno, vrijedi i za svaku ravninu prostora, buduéi da je
svakom temeljnom tangentom jednog pramena odredena jedna krivulja
~u drugom pramenu i obrnuto. Izlazi dakle ovo: U kompleksu 4. stupnja,
koji nastaje kao proizvod dvaju projektivno pridrufenih pramenova
| tetraedralnih kompleksa, zadanih s dva glavna tetraedra, nalaze se i
svi pravai svih osam vrhova glavnih tetraedara i svi pravei svih osam
pobolnih ravnina tih glavnih tetraedara.

b) Zadajmo sada tri opisana medusobno projektivno pridrufena pra-
mena tetraedralnih kompleksa tako, da oni ne proizvode isti kompleks
4. stupnja, te da uz veé spomenute uvjete kod dvaju glavnih tetraedara
u tol. a) po tri vrha glavnih tetraedara ne lefe na jednom praveu i da
po tri pobolne ravnine ne prolaze jednim pravcem. Ta tri pramena
tetraedralnih kompleksa obilje?imo s Py, P, i Py. Proizvod prvih dvaju
pramenova bit ¢e jedan malo prije izvedeni praviasti kompleks 4.
stupnja, koji obiljezimo s K5, a proizvod prvog i treéeg pramena bit
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Ce isto takav kompleks 4. stupnja K,;. Ta se dva kompleksa 4. stupnja
op¢eno sijeku u jednoj kongruenciji 16. reda i 16. razreda, jer se u 16
izvodnica sijeku sto$ci 4. reda zraka tih dvaju kompleksa 4. stupnja sa
zajedni¢kim vrhom u svakoj totki prostora, a 16 zajednitkih tangenata
imaju dvije krivulje 4. razreda omotane od zraka tih dvaju kompleksa
u svakoj ravnini prostora. To posljednje izlazi iz &injenice, da dvije
krivalje 4. razreda i njihove zajednitke tangente moZemo smatrati ko-
relativnom slikom dviju krivulja 4. reda i njihovih medusobnih sjeci$ta.

Nas ¢e u sada$njim razmatranjima interesirati geometrijsko mjesto
onih pravaca u prostoru, kojima prolaze trojke pridruZenih stofaca
zraka na$ih triju projektivno pridruZenih pramenova tetraedralnih kom-
pleksa. Spojnice svake todke prostora s vrhovima glavnog tetraedra
naSeg prvog pramena tetraedralnih kompleksa nalaze se na sto§cima
zraka tih tolaka obaju spomenutih kompleksa 4. stepena. Izvadimo K
sve takve zrake iz sprijeda spomenute kongruencije 16. reda i 16. ra-
zreda, smanjit ée se red te kongruencije za &etiri, a mi éemo to uiniti
zato, jer mas interesira samo neraspadnuti dio presje¢ne kongruencije
nasih dvaju kompleksa 4. stupnja. Vidimo dakle, da su pravci svih
Cetiriju vrhova glavnog tetraedra prvog pramena tetraedralnih kom-
pleksa P, zrake raspadnutog dijela te presjelne kongruencije. Zajed-
nitke zrake (izvodnice) dvaju stoaca 4. reda nalih dvaju kompleksa
4. stupnja u svakoj tocki prostora jesu, izuzev§i spomenute etiri spojnice
s vrhovima prvog glavnog tetraedra, jedine zrake, kojima prolaze trojke
pridruZenih stoiaca zraka triju pridrufenih tetraedralnih kompleksa u
nasa tri projektivno pridruZena pramena takvih kompleksa. Kad bi po-
stojala jo§ koja takva zraka u istoj totki prostora, ona bi se nu¥no mo-
rala nalaziti na jednom i drugom stofcu 4. reda zraka na%ih dvaju
kompleksa K,;, K,5 4. stupnja, dakle su opisanih 12 zraka wuistinu sve
takve zrake, odnosno one su zajednitke zrake tih dvaju kompleksa 4.
stupnja, koje prolaze svakom totkom prostora. Nasa dva kompleksa
4. stupnja dobili smo kao proizvod projektivno pridru¥enih pramenova
P,, P, i P,, P, tetraedralnih kompleksa. Medutim drugi P, i treéi P,
od tih pramenova daju tre¢i kompleks 4. stupnja K,;. Njegov presjek
s prvim kompleksom 4. stupnja K, , kao i njegov presjek s drugim kom-
pleksom 4. stupnja K3, daju opet dvije nove kongruencije 16. reda i
16. razreda, koje se isto tako kao ona malo prije raspadaju u kongru-
encije 12. reda i Cetiri snopa pravaca vrhova drugog, odnosno Zetiri
snopa pravaca vrhova trefeg glavnog tetraedra. U spojnicama svake
todke prostora s vrhovima glavnih tetraedara ne sijeku se trojke pri-
drufenih stoZaca nadih triju projektivno pridrufenih pramenova tetra-
edralnih kompleksa, ve¢ svakom takvom zrakom prolaze samo dva para
pridruZenih stoZaca. Na pr. spojnicom jednog vrha prvog glavnog te-
traedra prolazi po jedan stoZac drugog pramena i po jedan stofac treteg
pramena. Tim posljednjim sto¥cima pridruZeni stoici u prvom pramenu
prolaze takoder tom spojnicom, buduéi da je ona jedna od tetiriju te-
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meljnih izvodnica pramena stofaca 2. stupnja u prvom pramenu P,
tetraedralnih ~k01mpleksa Ali tim sto¥cima u drugom i treéem pramenu
pridruZeni stoSci u prvom pramenu jesu dva razlidita stofca, a ne jedan
isti stoZac.

Buduéi da su zrake nale prve kongruencqe 12. reda sve one zrake,
u kojima se sijeku trojke pridruZenih stoZaca svih triju projektivno pri-
druzenih pramenova tetraedralnih kompleksa, to ¢e kongruencije 12.
reda, koje daju parovi kompleksa 4. stupnja Kp,—K,;, K;3—Kyq i K 3—K,,
biti jedna te ista kongruencija 12. reda, Zrake te -kotngmuencije bit ée
dakle jedine zajednicke izvodnice trojki pridruzcn&h stoZaca 2. stupnja
zraka pridruZenih tetraedralnih kompleksa u masa tri projektivno pni-
druzena pramena P,, P, i P, takvih kompleksa.

Znamo, da zrake tetraedralnih kompleksa svakog od pramenova P,,
P, i Py u svakoj ravnini prostora omataju krivulje 2. stupnja jednog
pramena takvih krivulja, koji je odreden sa letirt presjelnice te ravnine
s pobo¢nim ravninama glavnog tetraedra svakog tog pramena tetra-
edralnih kompleksa kao temeljnim tangentama. U svakoj ravnini pro-
stora imamo dakle tri takva projektivno pridrufena pramena krivulja
2. stupnja. Zajednicke tangente pridruZenih krivulja u prva dva pra-
mena omataju, kao Sto smo vidjeli, jednu krivulju 4. razreda, a isto
tako prvi i treéi pramen daju drugu takvu krivulju, dok drugi s treéim
pramenom daju tre¢u takvu krivulju 4. razreda. Zajednictke tangente
prv1h dviju krivulja 4. razreda u svakoj ravnini prostora, kojih ima 16,
bit ¢e sve zajednitke tangente svih moguéih trojki pndmzenlh krivulja
2. stupnja u sva tri pramena takvih krivulja u ravninama prostora, koje
imaju jednu zajedni¢ku tangentu, ako isklju¢imo &etiri temeljne tan-
geate prvog pramena krivulja 2. stupnja u toj ravnini. To iskljutenje
éinimo zato, $to sve krivulje prvog pramena diraju te etiri temeljne
tangente 1 svaku od njih po jedna krivulja drugog 1 po jedna krivulja
treCeg pramena, ali te dvije krivulje nisu u projektivnom odnosu nji-
hovih pramenova medusobno pridruZene. Isto bi dabome vrijedilo 1 za

- temeljne tangente drugog i treCeg pramena krivulja 2. stupnja u svakoj

ravaini prostora, kad bismo na analogan na&in promatrali zajednicke
tangente prve i trece, te druge i tree takve krivulje 4. razreda. Evi-

- dentno je, da su zrake, koje leZe na povriinama jedne trojke opisanih

pridruZenih stoZaca 2. stupnja identiéne sa zrakama, koje diraju opisane

. trojke pridruZenih krivulja 2. stupnja u svakoj ravnini takve zrake,

buduéi da je svaki takav pravac zraka trojke pridruzenih Reyeovih te-
traedralnih kompleksa u nasa tri projektivno pridruZena pramena P,,
P, i Py takvih kompleksa.

VJdlmo dakle, da je proizvod nalih triju projektivno pridruZenih
pramenova tetraedralnih kompleksa P;, P, i P;, t. j. geometrijsko

. mjesto onih pravaca u prostoru, koji lefe na trojkama pridruZenih sto-
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Zaca 2. stupnja sastavljenih iz zraka pridruZenih tetraedralnih kompleksa
u nafa ri projektivno pridruzena pramena takvih kompleksa, kongru-
encija 12. reda i 12. razreda.
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c) Neka sada budu fetirma glavnim tetraedrima zadana Cetiri pra-
mena tetraedralnih kompleksa, koji neka su opet svaki sa svakim pro-
jektivno pridruZeni, a koje obiljezimo s Py, Py, Py i P,. To se projek-
tivno pridruZenje moZe udiniti tako, da trima REyEovim tetraedralnim
kompleksima u pramenu P,, koje obiljeZimo s R/, R, i Ry!, pridru-
Zimo tri takva kompleksa R/, R’ i Ry’ u pramenu P,, nadalje tri
R, R, R/ y pramenu Py i tri RV, R,'Y, Ry'V u pramenu P, na
taj nacin, da Cetvorke pridruzenih kompleksa budu R,/ R,” R,/ RV,
R R, R RV, R/ R, R RV i R R R RV, Svaka je totka
prostora u takvu slulaju zajednitki vrh &etiriju projektivno pridruZenih
pramenova stofaca 2. stupnja, a na$ je cilj istraZiti geometrijsko mjesto
onih pravaca u prostoru, koji ¢e biti zajednitke izvodnice svih Cetiriju
stofaca jedne Cetvorke pridruZenih stoZaca u ta Cetiri projektivno pri-
druZena pramena u svima, ili u nekim totkama prostora. Prvi pramen
tetraedralnih kompleksa P; daje sa svakim od preostalih triju po jedan
poznati kompleks 4. stupnja, koje obiljeZimo s Ky,, Ky5, K;y. Ako u
nekoj tolki prostora sva tri stoSca 4. stupnja tih triju kompleksa 4.
stupnja K,,, K;5, K, imaju jednu zajednitku izvodnicu, onda je ta
izvodnica sigurno jedna zajednicka izvodnica jedne Eetvorke pridruZenih
sto¥aca 2. stupnja na$ih Cetiriju projektivno pridruZenih pramenova
tetraedralnih kompleksa P,, P, P;, P,, ukoliko ne prolazi nijednim
vrhom nijednog glavnog tetraedra. Geometrijsko mjesto takvih pravaca,
koje tra*imo, odnosno proizvod na$ih Cetiriju projektivno pridruzenih
pramenova tetraedralnih kompleksa, bit ¢e dakle zajednicke zrake naih
triju, malo prije spomenutih, kompleksa 4. stupnja K., K3, Kyy. U
najopéenitijem sluéaju morala bi to biti praviasta ploha 2 (4-4-4) =
128. stupnja, ako sva tri kompleksa 4. stupnja nemaju jednu zajednicku
kongruenciju 12. reda i 12. razreda, buduéi da se po dva od njih u
takvoj kongruenciji prodiru.

U na$im razmatranjima pretpostavljamo i ovdje, da nijedan vrh ni-
jednog glavnog tetraedra ne le¥i ni u jednoj pobocnoj ravnini preostalih
triju glavnih tetraedara, kao i to da nijedan brid nijednog glavnog
tetraedra ne sijele nijedan brid ostalih triju glavnih tetraedara, te po
tri ili &etiri vrha ne leZe na jednom praveu i po tri ili Cetiri pobotne
ravnine ne prolaze jednim pravcem.

Promotrimo sada pobliZe sva tri stofca 4. stupnja u svakoj totki pro-
stora na$ih triju kompleksa 4. stupnja K;,, Ky3, Ky . Buduéi da je prvi
od tih sto¥aca proizvod projektivno pridruzenih pramenova stoZaca prvog
P, i drugog P, pramena tetraedralnih kompleksa, a temeljne izvodnice
tog prvog i drugog pramena stoiaca jesu, kao Sto znamo, spojmice
svake te totke u prostoru s vrhovima glavnih tetraedara tog prvog i
drugog pramena tetraedralnih kompleksa, to taj prvi stoZac 4. stupnja
mora prolaziti spojnicama svog vrha s vrhovima prvog i drugog glavnog
tetraedra. Isto tako drugi takav spomenuti stozac 4. stupnja mora pro-
laziti spojnicama svog vrha s vrhovima prvog i treeg glavnog tetraedra,
a treéi spojnicama svog vrha s vrhovima prvog i Cetvrtog glavnog te-
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- traedra. Dakle su spojnice tog vrha s vrhovima prvog glavnog tetraedra

zajednitke izvodnice tih triju stoZaca 4. stupnja. Najveéi moguéi broj
zajedni¢kih izvodnica triju ili viSe stoZaca 4. stupnja jednog zajednitkog
vrha jest 16, buduéi da se po dva od mjih prodiru u toliko izvodnica.
Na sva tri takva stosca 4. stupnja jedne tolke prostora moraju se nalaziti
svi oni pravci te totke, kojima prolazi jedna etvorka pridruZenih sto-
%aca 2. stupnja te totke nalih Cetiriju projektivno pridruZenih pramenova
P,, P,, P,, P, tetraedralnih kompleksa, ako takvi tom tolkom prolaze,
buduéi da su bila anga¥irana sva fetiri pramena stoZaca 2. stupnja tih
Cetiriju pramenova tetraedralnih kompleksa.

Malo prije spomenute komplekse 4. stupnja obiljeZili smo s K;,, K;3,
K,,, kao proizvode projektivno pridrufenog prvog pramena P, tetra-
edralnih kompleksa drugom, treem i letvrtom takvom pramenu. Me-
dutim, drugi na$ pramen tetraedralnih kompleksa P, &ini s tre¢im takvim
pramenom P; i sa Cetvrtim takvim pramenom P, nove komplekse 4.
stupnja K,3, Ky, a treéi od tih pramena Pg &ini sa Cetvrtim takvim
pramenom P, daljni kompleks 4. stupnja Kj,. Vidjeli smo u dosada-
$njim razmatranjima, da spojnice svake totke prostora s vrhovima
glavnog tetraedra prvog pramena tetraedralnih kompleksa P; leze na
sva tri sto¥ca 4. stupnja proizvedenih kompleksa Ki;, Kj3, Kyy. Me-
dutim, tim zajednitkim izvodnicama tih triju stoZaca 4. stupnja opéeno
ne prolazi po jedna fetvorka pridruZenih stoZaca 2. stupnja jedne Ce-
tvorke pridruZenih Reyeovih tetraedralnih kompleksa projektivnih pra-
menova P;, Py, P;, P, takvih kompleksa, nego samo tri dvojke takvih
pridru¥enih sto¥aca. Dakle te spojnice ne pripadaju u traZene pravce,
a analogno tome ne pripadaju u te pravce ni spojnice svake totke pro-
stora s vrhovima preostalih triju glavnih tetraedara projektivno pri-
dru¥enih pramenova P, P,, P3, P,.

Vidjeli smo u protloj tolki, da je proizvod kompleksa K, i K;; kon-
gruencija 12. reda i 12. razreda. Zajednitke zrake te kongruencije
i kompleksa K,, dat ée nam zajednitke zrake na¥ih kompleksa K;,,
K, i K,,, dakle sve one zrake prostora, kojima prolaze Cetvorke
pridru¥enih stofaca 2. stupnja zraka pridruZenih &etvorki tetraedralnih
kompleksa projektivno pridruZenih pramenova P, P,, Py, P, takvih

~ kompleksa: Slobodnim odabiranjem kompleksa 4. stupnja K, K3, Kyy

izmedu svih $est spomenutih takvih kompleksa, dobili smo sve pridru-
fene Cetvorke stoZaca 2. stupnja pridruZenih Cetvorki tetraedralnih kom-
pleksa projektivno pridruZenih pramenova P,, P,, P;, P,, koje imaju
jednu (ili vise) zajednitkih izvodnica. Da smo na pr. odabrali kongru-
enciju 12. reda i 12. razreda kompleksa K,5 i Ky, 1 kompleks K, , dale
bi njihove zajednitke zrake iste naprijed spomenute pravce. Poznato
je, da zajednitke zrake kompleksa 4. stupnja i kongruencije 12. reda
i12. razreda &ne pravéastu plohu 4 (12 + 12) = 96. stupnja. Dobivamo
prema tome ovo: Zadamo li Cetiri projektivno pridruZena pramena te-
traedralnih kompleksa takvih etiriju glavnih tetraedara, kojima nijedan
brid jednoga ne sijete nijedan brid ostalih triju, nijedan vrh jednoga
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ne leZi ni u jednoj poboénoj ravnini ostalih triju, a po tri ili &etiri vrha
ne leze na jednom pravcu 1 po tri ili Cetiri pobo¢ne ravnine ne prolaze
jednim pravcem, tada je proizvod tih Zetiriju projektivno pridrufenih
pramenova tetraedralnih kompleksa pravcasta ploha 96. stupnja.

7. O Reveovim tetraedralnim kompleksima jednakih karakteristiénih
invarijanti u dva pramena takvih kompleksa. Neka su totke B, C, D
u ravnini slike 3 a) vrhovi tetraedra ABCD, kojemu je vrh A negdje
iznad te ravnine. Tolka A° neka je probodiSte te ravnine s nekim
pravcem n, koji prolazi vrthom 4, a totka A, neka je probodiste te rav-
nine s pravcem I, koji pravac n sijele u nekoj totki' V. Tetraedrom
ABCD i pravcem I, zadan je jedan Reveov tetraedralni kompleks
glavnog tetraedra ABCD. Sve zrake tog kompleksa, koje sijeku pravac
n, line, kao $to je poznato, ool stofaca 2. stupnja sa zajednitkom osnov-
kom u ravnini slike, koja je odredena totkama A° B, C, D i A,. To
izlazi iz (injenice, da su sve zrake pramena (4,) totke A, koje sijeku
pravac n, zajedno s tim pravcem zrake tog tetraedralnog kompleksa.
Ravnine nasuprotnih pobo¢aka vrhovima A, B, C, D naleg glavnog te-
traedra oznatimo s a, B, y, 4. Probodiita pravca [, s tim ravninama
oznadimo s A, , B, C;, D,, a ravnine poloZene tim pravcem i vrhovima
A, B, G, D oznatimo s a,, By, 71, 6;. Znamo, da ée za zraku I, , kao i
za sve ostale zrake naleg tetraedralnog kompleksa, biti vrijednost dvo-
omjera takvih Cetiriju njegovih probodiita jednaka vrijednosti pridru-
Zenog dvoomjera pridruZenih Cetiriju ravnina tog pravca, koje prolaze
vrhovima A4, B, C, D. T. j. (A, B,C, D,) = (a, #; 7, 6;). Ravnine qa,, 8,
71, Oy, t. j. ravnine pravca l; 1 vrhova A, B, C, D, neka sijeku ravninu
slike u pravcima e = A4, 4%, b=A,B, c= A;C i d= A, D, a pravci
a, b neka sijeku spojnicu CD u totkama N, R, . Znamo, da je vrijednost
dvoomjera Cetiriju ravnina jednog pravca jednaka vrijednosti pridru-
Zenog dvoomjera presjecnica tih ravnina s bilo kojom ravninom pro-
stora. Dakle ée i vrijednost bilo kojeg dvoomjera ravnina ay, By, 71, 64,
pravca l; biti jednaka vrijednosti pridrufenog dvoomjera presjelnica
a, b, c, d tih ravnina s ravninom slike. Na pr. (a; ; 7, 9;) = (abcd) = 4,
gdje je 4, kao $to je poznato, jedna karakteristiéna invarijanta tetra-
edralnog kompleksa zrake I, : glavnog tetraedra ABCD.

Zrake a, b, ¢, d vrha A, sijeku spojnicu CD =5 u to¢kama N, R,,
C, D, gdje e na temelju Parrusova stavka biti (abcd) = (NR, CD) = A.
Odaberimo na spojnici A; A® = a neku novu totku A4,, koju pravac
spaja s totkom V. Tim pravcem I, i tetraedrom ABCD zadan je novi
tetraedralni kompleks ovog glavnog tetraedra, a svim takvim zrakama
l, pramena (V) pravaca u ravnini totke V i pravca a zadan je pramen
tetraedralnih kompleksa glavnog tetraedra ABCD. Sjeci$ta An zraka Ia
ovog pramena (V) s pravcem a dat ée niz tolaka (a), koje spojene s
totkom B daju pramen pravaca (B). Zrake tog pramena (B) sijeku
spojnicu s = CD u totkama R, niza (s). Buduéi da nizovi (a), (s) totaka
An, Rs nastaju kao presjeci istog pramena (B), bit ée (@) A (s). Jer na-
dalje totke C, D, N niza (s) ostaju iste za sve tocke R, bit ée karakte-
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ristiéna invarijanta svakog pojedinog tetraedralnog kompleksa unutar
pramena takvih kompleksa temeljnog tetraedra ABCD, od kojih je svaki
na opisani nalin pridrufen jednoj izmedu tofaka Ra niza (s), uz isto-
imeni dvoomjer kao malo prije, jednaka (NR.CD) = 1.

Neka su na sl. 3b) totke B, C, D vrhovi u ravnini slike nekog novog
tetraedra ABCD, a totka A° neka je probodidte nekog pravca n vrha A
s tom ravninom. Jednom ravninom pravca n presijecimo ravninu slike

3b) u pravcu a, koji neka spojnicu s = CD sijete u totki N. Odaberimo

SL 8. — Abb. 3.

sada na spojnici s totku R, tako, da bude (NR, CD) = (NR, CD). Spoj-
nica BR, = b sje¢i e pravac a u nekoj toki Ay, koja ¢e spojena s
jednom tockom V na pravcu n dati pravac 71 Tim pravcem i; bit ¢e
odreden onaj tetraedralni kompleks glavnog tetraedra ABCD, kojemu
ée vrijednost karakteristi‘ne invarijante, uz istoimeni dvoomjer kao u
prvom slufaju, biti jednaka (MR, CD)= (NR,CD). Svakoj totki Ra
pravca s mo¥emo na taj nalin pridruZiti jednu tocku R. na pravcu s,
te na taj nadin uspostaviti projektivan odnos (s) A (.;) nizova tolaka

R i R,. Pridrufenjem tolaka Ay niza (@) totkama Ra niza (5) pomoéu
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pramena pravaca (B), kojega su ti nizovi presjeci, dobit éemo perspek-
tivno pridruzene nizove (;) A (?). Totkama As na opisani naéin pri-
dru¥eni tetraedralni kompleksi glavnog tetraedra ABGD dat ¢e pramen
takvih kompleksa tog glavnog tetraedra.

Odaberimo sada na pravcu a slike 3 a) po volji Cetiri totke 4,, A;,
A,, Ag, te njima odredimo na opisani nalin Cetiri tetraedralna kom-
pleksa u pramenu takvih kompleksa glavnog tetraedra ABCD. Tim
totkama niza (@) pridruZene totke u nizu (s) neka su Ry, Ry, Ry, R;.
Nademo li sada pomotu (s) A (;) totkama R,, Ry, R,, R; pridruZene

tocke 1_32, E3 " I_%4, 1—25 u nizu (s), tad moZemo pomocu tih totaka i pra-
mena pravaca (E) odrediti totke A4,, Aj, A, 25 niza (;), kojima su na
opisani na¢in odredena Cetiri tetraedralna kompleksa u pramenu takvih
kompleksa glavnog tetraedra ABCD. 1z (s) A\ (_ izlazi, da je (NR, CD)
= (NR,CD), (NR;CD) = (NRyCD), (NR,CD) = (]\/R4 CD) i (NR,CD)
= (]T’E CD). Odatle izlazi, da parovi tetraedralnih kompleksa u pra-
menovima takvih kompleksa glavnih tetraedara ABCD i ABCD, odre-
deni na opisani nadin parovima tolaka A, Ay, A, 23, A, A4, i Ay A,
imaju karakteristi¢ne invarijante jednakih vrijednosti. Iz (s) A (@), (s)
AG) i (5) A (@) izlazi dalje, da je (dy A A, As) = (R Ry R, R;), (R, Ry
R,R) = (R.R,R,Ry) i (RyRyR Ry) = (A A3 4, 45).

Vidjeli smo, da pramen krivulja 2. stupnja, odreden temeljnim to-

kama A% B, C, D, daje osnovke stofaca 2. stupnja zraka svih tetrae-
dralnih kompleksa glavnog tetraedra ABCD, kojih se vrhovi nalaze na

pravcu n. Isto to doslovce vrijedi za glavni tetraedar ABCD na sl. 3Db).
Totkama A,, Ay, A,, A5 odredene su &etiri krivulje 2. stupnja pra-
mena takvih krivulja temeljnih totaka A% B, G, D na sl. 3 a), buduéi
da one lefe na pravcu a temeljne totke A® tog pramena. Njima pri-
dru¥ene totke A,, A;, A,, A5 na pravcu a temeljne tocke A takva
pramena na sl. 3b), daju etiri krivulje 2. stupnja u tom pramenu, koji

je odreden temeljnim totkama A%, B, C, D. Takvim pridrufenjem uspo-
stavili smo projektivan odnos tih dvaju pramenova krivulja 2. stupnja
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na slikama 3a) i 3 B), a time, na temelju nafih prija$njih razmatranja,
i projektivan odnos pramenova tetraedralnih kompleksa glavnih tetra-
edara ABCD i ABCD, buduéi da ono 3to vrijedi za Cetvorke tolaka
(A, A, A, Ag) = (A, Ay A, Aj), vrijedi i za sve ostale etvorke pridru-

Yenih totaka A i A» nizova (a) i (@). Dobili smo dakle ovo: Pridruzimo
li reciproéno jednoznatno Reyeovim tetraedralnim kompleksima jednog
pramena takvih kompleksa nekog glavnog tetraedra ABCD, takve te-
traedralne komplekse nekog drugog pramena takvik kompleksa nekog

novog glavnog tetraedra ABCD tako, da parovi pridrutenih tetraedralnih
kompleksa imaju karakteristiéne invarijante jednakih vrijednosti, onda
su na taj na&in pridruieni pramenovi tetraedralnih kompleksa pridru-
Zeni projektivno.

Iz nasih prija$njih i sada¥njih razmatranja i zakljutaka o projektivno
pridrufenim pramenovima tetraedralnih kompleksa izlazi ovo:

a) Neka su zadana dva tetraedra, kojima nijedan vrh jednoga ne
le#i ni u jednoj pobo¥noj ravnini drugog i kojima nijedan brid jednoga
ne sijete nijedan brid drugoga. Vrhove tih tetraedara obiljezimo s
A, B, C, D, odnosno A, B!, C, D!, a tim vrhovima nasuprotne poboéne
ravnine s a, §, v, 8, odnosno al, ', y!, 8'. Probodista bilo kog pravca u
prostoru s tim pobotnim ravninama oznatimo s As, Bs, Cn, D», odno-
sno0 Anl, B, Cal, Di!, a tim pravcem i nasuprotnim vrhovima tih po-
botaka postavljene ravnine oznalimo s as, fn, yn, ds, odnosno anl,

Bdd, yal, 0dl. Svi pravci' prostora, na kojima e biti (An BuCnDn) =

" (Anl, Bal, Cal, Dal) ¢ine kompleks 4. stupnja, a za sve te pravce vrijedit

te 1 (an ﬁn Yn (Sn) = (a-nl ﬁn’ ynl nI) = (An Bn Ca Dn) = (Anl Bn’ CnI Dnl).

b) Neka su zadana tri tetraedra ABCD, A'B'G'D' i Al Bucipn
tako, da uz spomenute uvjete pod @) jos i po tri vrha ne leZe na jednom
pravcu, kao i po tri pobotne ravnine ne prolaze jednim pravcem. Na-
suprotne pobotne ravnine vrhovima A, B, C, D, odnosno A%, B!, C!, D',
odnosno A¥, B CH, DU oznatimo kao i dosada s a, §, 7, 6, odnosno
al, B, y1, 81, odnosno o'f, H, yI, 61, Probodista pravaca u prostoru s tim
pobo¢nim ravninama neka su opet An, Bu, Cn, Dn, odnosno Az, Bx!, Cal,
D.!, odnosno A, Bu!l, G, Du!l, a tim pravcima i vrhovima poloZene
ravnine neka su an, B, ¥ n, On, 0dnosno adl, Bal, yal, 8!, odnosno as,
Ball, yall, 8,71, Svi pravci prostora, za koje vrijedi (Aa Bn Cn Da) =
(Ad! Bl Cd D) = (A" By Cu' Dil"), &ine kongruenciju 12. reda i
12. razreda. Za sve zrake te kongruencije vrijedit ée i (An Bn Cn Da) =
(an ﬂn ¥n 67&) = (anl ﬂnl }/nl 571”) = ((ln” ﬂn" 775” 67@”).

¢) Zadajmo sada Cetiri tetraedra ABCD, A'B'C' D', A" BUCT DU §
AN BUI CTI DI t3ko, da osim uvjeta pod a) jo§ po tri ili Cetiri vrha ne
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leze na jednom pravcu i po tri ili Cetiri pobolne ravnine ne prolaze
jednim pravcem. Probodi$ta pravaca prostora s pobo¢nim ravninama
prvih triju ozna¢imo kao pod b), a s pobolnim ravninama &etvrtog neka
budu totke A.'" Bi1! C,'" DM, Tim praveima i vrhovima Cetvrtog
tetraedra poloZene ravnine neka budu oznalene analogno preda¥njima s
an', B, yal', 6,1, Svi pravci prostora, na kojima ée biti (Ax Br Cn Da)
= (A" B! Cu! Da?) = (AuT Ba¥? Cal! Do) = (An™ B! Co' Do), Einit ée
pravtastu plohu 96. stupnja, a za sve izvodnice te plohe vrijedit ée i
ovdje (An B, Cn Dn) = (an ﬂn Yn 61;) = (anl ﬂnl 71:, (51;1) = (an" ﬂn" }’n" 611") =
(@'l B 1l §,11).
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Virim Niée

DIE BUSCHEL DER REYESCHEN TETRAEDRALEN
STRAHLENKOMPLEXE UND IHRE PROJEKTIVE
ZUORDNUNG*

Einleitung: Wie bekannt, ist ein Revescher tetraedraler quadratischer
Strahlenkomplex durch sein Haupttetraeder und einen seiner Strahlen
bestimmt, wenn dieser keine Kantengerade dieses Tetraeders schneidet
und in keiner seiner Seitenebenen liegt. Die den Eckpunkten 4, B, C, D
eines derartigen Haupttetraeders gegeniiberliegenden Seitenebenen be-
zeichne man mit e, 8, 7, 6, und die Schnittpunkte der Komplexstrahlen
dieses Komplexes mit den genannten Ebenen gleichnamig mit Ax, Ba,
Cn, Dy. Man weiss, dass jedes der Doppelverhiltnisse dieser vier
Schnittpunkte fur alle Komplexstrahlen konstant bleibt ((Ax B:. Cx D) =
const.), und sein Wert eine charakteristische Invariante dieses Strahlen-
komplexes ist. Das diesem Doppelverhiltnis analoge Doppelverhiltnis
der vier je einen den Seitenebenen gegeniiberliegenden Eckpunkt ent-
haltenden Ebenen eines Komplexstrahles, hat immer den der charakte-
ristischen Invariante gleichen Wert. Alle die vier Eckpunkte enthalten-
den und die in den vier Seitenebenen liegenden Geraden sind dem
Strahlenkomplexe angehorende Strahlen. Die einen beliebigen Punkt V
des Raumes enthaltenden Strahlen des REvEschen tetraedralen Strahlen-
komplexes bilden einen Kegel 2. Grades, auf dessen Oberfliche die
vier Eckpunkte des Haupttetraeders liegen. Die in einer Ebene liegen-
den Komplexstrahlen hiillen eine Kurve 2. Grades ein, die auch die vier
Schnittgeraden dieser Ebene und der Seitenebenen des Haupttetraeders
berithren. Da jeder Strahlenkomplex co? Geraden des Raumes als Kom-
plexstrahlen enthalt, konnen alle oc* Geraden des Raumes in oo!
Revesche tetraedrale Strahlenkomplexe eines Haupttetraeders verteilt
werden, die einen tetraedralen Strahlenkomplexbiischel bilden. Die die
Eckpunkte 'des Haupttetraeders enthaltenden und die in seinen Seiten-

* Originaliiberschrift dieser Arbeit: REvrovi tetraedralni kompleksi jednog, dvaju.
triju i detiriju glavnih tetraedara.
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ebenen liegenden Geraden gehoren allen Strahlenkomplexen eines
derartigen Biischels an. Daraus folgt also, dass die Komplexstrahlen-
kegel 2. Grades der Strahlenkomplexe eines derartigen Biischels in allen
Raumpunkten als gemeisamen Scheiteln Kegelbiischel 2. Grades bilden,
die durch die Verbindungsgeraden dieser Scheitel und der Eckpunkte
des Haupttetraeders als Grunderzeugende dieser Kegelbiischel be-
stimmt sind.

Bekanntlich, hilllen die in einer Ebene sich befindenden Strahlen
eines REvEschen tetraedralen Strahlenkomplexes eine Kurve 2. Grades
ein. Da aber alle Geraden der Seitenebenen des Haupttetraeders zu dem
tetraedralen Strahlenkomplexe gehdren, wird die beschriebene Kurve
2. Grades in jeder Ebene des Raumes auch durch die Schnittgeraden
dieser Ebene und der Seitenebenen des Haupttetraeders berithrt. Da
dies aber bei jedem Strahlenkomplexe des tetraedralen Strahlenkom-
plexbiischels eines gemeinsamen Haupttetracders geschieht, hiillen also
die in einer Ebene sich befindenden Strahlen der Strahlenkomplexe
eines tetraedralen Strahlenkomplexbiischels Kurven 2- Grades ein, die
einen durch die Schnittgeraden dieser Ebene und der Seitenebenen des
Haupttetraeders als Grundtangenten bestimmten Kurvenbiischel 2. Gra-
des bilden.

1. Erste Eigenschaft des tetraedralen Strahlenkomplexbiischels eines
Haupttetraeders. Alle Kurven 2. Grades, die vier gemeinsame Punkte
enthalten, die in Paaren auch konjugiert imaginir sein konnen, bilden,
wie bekannt, einen Kurvenbiischel 2. Grades, dessen Grundpunkte die
vier gemeinsamen Punkte sind. Alle diese Grundpunkte enthaltenden
Geraden schneiden diesen Kurvenbiischel 2. Grades in projektiven
Punktreihen, wobei die Punkte derselben Kurve zugeordnet sind. Vier
Kurven dieses Biischels, die eine dieser Geraden in Punkten eines har-
monischen Punktwurfes schneiden, werden also von allen Grundpunkt-
geraden in harmonischen Punktwiirfen geschnitten. Vier derartige Kur-
ven bilden, wie bekannt, einen harmonischen Kurvenwurf dieses Bii-
schels, und es ist leicht zu beweisen, dass die Beriihrungsgeraden eines
harmonischen Kurvenwurfes in einem Grundpunkte dieses Biischels
einen harmonischen Geradenwurf bilden. Wird anstatt des Kurven-
buschels 2. Grades ein Kegelbiischel 2. Grades mit gemeinsamen Scheitel
und vier Grunderzeugenden betrachtet, so gelten fiir diesen Kegelbiischel
gleiche Eigenschaften wie fiir den Kurvenbiischel, wenn die Punkte
durch Gerade und die Geraden durch Ebenen des gemeinsamen Scheitels
ersetzt werden.

Ein RevEscher tetraedraler Strahlenkomplex sei durch ein Tetraeder
ABCD und einen Strahl I, bestimmt. Die Verbindungsgerade eines
Punktes V des Strahles I, und des Eckpunktes D schneide die gegen-
tiberliegende Seitenebene ABC im Punkt D° und der Strahl /, schneide
diese Ebene im Punkt D, (Abb. 1.). Bekanntlich gehéren die Strahlen
des Strahlenbiischels (D), mit dem Scheitel D; in der Ebene (I, D), zu
dem durch das Haupttetraeder ABCD und den Strahl I, bestimmten
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- Reveschen tetraedralen Strahlenkomplexe. Die den Punkt V enthalten-

den Strahlen dieses Strahlenkomplexes bilden einen Kegel, der die
Seitenebene ABC in dem durch die Punkte 4, B, C, D% D, bestimmten
Kegelschnitt %, schneidet. Da die Strahlen des Strahlenbiischels (D,) zu
diesem tetraedralen Strahlenkomplex gehéoren, schneiden alle Strahlen-
kegel dieses Komplexes, mit auf der Geraden VD sich befindenden
Scheiteln, die Seitenebene ABC in demselben, durch die Punkte A, B,
C, DY, D, bestimmten Kegelschnitt &, .

In unserem Kurvenbiischel 2. Grades, mit den Grundpunkten A, B,
C, D, wihle man jetzt einen harmonischen Kurvenwurf &, , &, , ks, k.
der die Verbindungsgerade D° D, in den Punkten D,, D,, D;, D, eines
harmonischen Punktwurfes (D; D, D, D,) = —1 schneidet. Durch die
Verbindungsgeraden VD, =1, VD,=1,, VDy=1, und VD, =1, als
Strahlen sind vier tetraedrale Strahlenkomplexe K,, K., K;, K, des

.gemeinsamen Haupttetraeders ABCD bestimmt, wobei wegen (D; D,

Dy, D) = —1 auch (Il 1,1) = —1 gilt. Die Strahlenkegel 2. Grades
dieser vier tetraedralen Strahlenkomplexe mit gemeinsamen Scheitel V/
bilden wegen (I,[;1,1;) = —1 einen harmonischen Komplexstrahlen-
kegelwurf mit den gemeinsamen Grunderzeugenden VA, VB, VC und
VD. Auf Grund der Tatsache, dass die Strahlenkegel des tetraedralen
Strahlenkomplexes K,, deren Scheitel sich in Punkten der Geraden
DV = D'V befinden, und den Kegelschnitt %, in der Seitenebene ABC
enthalten, was auch fiir die vier anderen derartigen Strahlenkomplexe
K;, K;, K, und die Kegelschnitte k,, k5, k, in derselben Seitenebene
gilt, kann hier folgendes behauptet werden: Bilden die Kegel 2. Grades
mit gemeinsamen Scheitel, deren Erzeugende als Strahlen zu vier te-
traedralen Strahlenkomplexen des gemeinsamen Haupttetraeders ABCD
gehoren, einen harmonischen Kegelwurf, dann werden die zu diesen
vier tetraedralen Strahlenkomplexen gehorenden Strahlenkegel in je-
dem Punkte der Uerbindungsgeraden VD harmonische Kegelwiirfe 2.
Grades bilden. Was fiir die Verbindungsgerade VD und die Seitenebene
ABC gilt, ist selbstverstandlich auch fiir die Verbindungsgeraden V A,
VB, VC und die Seitenebenen BCD, ACD und ABD giiltig. Also im
Falle des erwihnten harmonischen Kegelwurfes 2. Grades im Punkte
V werden harmonische Strahlenkegelwiirfe dieser vier tetraedralen
Strahlenkomplexe nicht nur in den Punkten der Geraden VD, sondern
auch in den Punkten der Geraden VA, VB und VC gebildet.

Wie schon erwihnt, gehoren die Strahlen des Strahlenbiischels (D,)
mit dem Scheitel D, in der Ebene (I; D) dem tetraedralen Strahlen-
komplexe K, an. Ebenso werden die Strahlen der Strahlenbiischel (D,),
(Dy), (D,) mit den Scheiteln D,, D;, D, in derselben Ebene (I, D) =
(D)= (3D) = (I, D) zu den tetraedralen Strahlenkomplexen K,, K,,

K, gehoren. Diese vier tetraedralen Strahlenkomplexe des Haupttetra-

o

eders ABCD konnen also auch durch das Haupttetraeder ABCD, die
Gerade VD° und die vier Punkte D,, D,, Dy, D, in der Seitenebene
ABC bestimmt werden. Wird irgendein Punkt V, in der Ebene (I, D)
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und die Punkte D,, D,, Dy, D, mittels der Geraden [,;* = V. D,, ;"=
VaD,, I;* =VaD,, I, = VaD, verbunden, so werden also durch diese
vier Verbindungsgeraden 1%, ", Iy", I,* und das Haupttetraeder ABCD
dieselben vier tetraedralen Strahlenkomplexe K, , K, , K;, K, bestimmt,
und wegen (D; D, D, D;) = —1 wird auch (" [," [, ;") = —1 gelten.
Wird also durch die zu den tetraedralen Strahlenkomplexen K, , K,,
K, K, gehorenden Strahlenkegel eines Punktes V in der Ebene (L, D)
ein harmonischer Kegelwurf gebildet, so werden die Strahlenkegel
2. Grades dieser vier Strahlenkomplexe in allen Punkten V. dieser
Ebene harmonische Kegelwiirfe bilden, weil der Schnittpunkt D»° der
Verbindungsgeraden V» D und der Seitenebene ABC auf der Geraden
der Punkte D,, D,, Dy, D, liegt, und diese Verbindungsgerade V. D
die vierte Grunderzeugende dieses Kegelwurfes ist. '

Wie bekannt, wird der harmonische Kegelschnittwurf &, &, k5 2, in
der Seitenebene ABC von jeder Geraden der Grundpunkte 4, B, C, D°
in einem harmonischen Punktenwurf geschnitten. Unsere bisherigen
Betrachtungen kénnen in jeder Ebene der Geraden DD® mit gleichem
Erfolg gemacht werden, da jede dieser Ebenen den beschrichenen har-
monischen Strahlenkegelwurf des Punktes V in einem harmonischen
Strahlenwurf schneidet. Was also fiir die Punkte V. der Ebene (I, D)
= (I, DD") gilt, ist fiir alle Punkte aller Ebenen der Geraden DD°
giltig. Da jeder Punkt des Raumes in einer dieser Ebenen liegt, kann
auch folgendes behauptet werden:

Bilden vier Kegel 2. Grades mit gemeinsamen Scheitel, deren Erzeu-
gende als Strahlen zu vier tetraedralen Strahlenkomplexen ¢ines ge-
meinsamen Haupttetracders gehoren, einen harmonischen Kegelwurf
2. Grades, dann werden die diesen tetraedralen Strahlenkomplexen
angehirenden Straklenkegel 2. Grades in allen Punkten des Raumes
harmonische Kegelwiirfe 2. Grades bilden. Derartige vier Strahlenkom-
plexe bilden einen harmonischen tetraedralen Strahlenkomplexwurf.

2. Zuweite Eigenschaft des tetraedralen Strahlenkomplexbiischels eines
Haupttetraeders, Es ist bekannt, dass ein Biischel von Kurven 2. Grades
auch durch vier gemeinsame Berithrungsgeraden dieser Kurven als
Grundtangenten dieses Biischels bestimmt werden kann. Vier Kurven
dieses Biischels, die eine und damit auch die drei anderen Grundtan-
genten in Punkten eines harmonischen Punktwurfes berithren, bilden
einen harmonischen Kurvenwurf eines derartigen Kurvenbiischels 2.
Grades. Die aus jedem Punkte der Grundtangenten auf die Kurven
cines harmonischen Kurvenwurfes dieses Biischels gezogenen Beriih-
rungsgeraden werden immer einen harmonischen Geradenwurf bilden.

Man nehme nun zwei projektivaugeordnete Strahlenbiischel (A4), (D)
in zwei verschiedenen Ebenen a, § an, deren Schnittgerade mit m be-
zeichnet sei. (Abb. 2.). Wie bekannt, wird durch die Transversalen aller
zugeordneten Strahlenpaare dieser Strahlenbischel ein Revescher te-
traedraler Strahlenkomplex gebildet. Die Doppelpunkte der kollokalen
projektiven-Schnittpunktreihen dieser Strahlenbiischel und der Geraden
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m seien B, C. Die Scheitel A, D der Strahlenbiischel (A4), (D) und die
Doppelpunkte B, C sind, wie bekannt, Scheitel des dem erwéhnten te-
traedralen Strahlenkomplex angehorenden Haupttetraeders. Auf der
Schnittgeraden 7 nehme man die Doppelpunkte B, C beliebig an, wo-
durch also den Strahlen AB, AC im Strahlenbiischel (4) die Strahlen
DB, DC im Strahlenbiischel (D) zugeordnet sind. Um die projektive
Zuordnung dieser Strahlenbiischel herzustellen, muss also noch ein Paar
zugeordneter Strahlen dieser Biischel angenommen werden. Dies mogen
der Strahl @ im Strahlenbiischel (4) und der Strahl a; im Strahlen-
biischel (D) sein. Ordnet man dem Strahle @ des Biischels (4) im
Biischel (D) einen neuen Strahl @, zu, so wird damit eine neue projektive
Zuordnung der Biischel (4), (D) hergestellt, und damit auch ein neuer
Revescher tetraedraler Strahlenkomplex des Haupttetraeders ABCD
_ bestimmt. Alle durch derartige oo! Zuordnungen des Strahles a des
Biischels (A) zu den einzelnen Strahlen des Biischels (D) bestimmten
ool Reveschen tetraedralen Strahlenkomplexe werden also unseren
bekannten tetraedralen Strahlenkomplexbiischel des Haupttetraeders
ABCD bilden.

Eine beliebig angenommene Ebene p schneide die Ebene a des Biischels
(A) in der Geraden 7,, und die Ebene § des Bischels (D) in der Ge-
raden r,. Die Verbindungsgerade s des Schnittpunktes 7 = @ X r; der
Geraden a, 7, und des Schnittpunktes U = a; X r, der Geraden a,, 7,
wird ein Strahl des durch das Paar a, @; zugeordneter Strahlen der pro-

jektiv zugeordneten Strahlenbiischel (4) A (D) bestimmten tetraedralen
Strahlenkomplexes des Haupttetraeders ABCD sein. Alle in der Ebene ¢
liegenden Strahlen dieses Strahlenkomplexes hiillen eine, durch die Be-
rithrungsgeraden 7, , r,, 5, b, ¢ bestimmte Kurve 2. Grades ein, wobei
die Geraden b, ¢ Schnittgerade der Ebene ¢ und der Seitenebenen ACD
und ABC des Haupttetraeders ABCD sind. Man wiahle nun einen auf
. dem Strahle s beliebig liegenden Punkt V. Die Verbindungsgerade
dieses Punktes V und des Scheitels A schneidet die Ebene g in einem
Punkt A°, der auf der Verbindungsgeraden k& des Punktes U = a; X r,
und des Schnittpunktes der Geraden m X a liegen muss. Die den Punkt
V enthaltenden Strahlen des durch das Haupttetraeder ABCD und das
Strahlenpaar @, @, auf die beschriebene Weise bestimmten REveschen
tetraedralen Strahlenkomplexes bilden, wie bekannt, einen Kegel 2.
Grades, der die Ebene S in einer durch die Punkte A° B, C, D, U be-
stimmten Kurve 2. Grades schneidet. Man nehme ferner in der Ebene
(VE) des Punktes V und der Geraden %, in der auch der Strahl a liegt,
eine beliebige den Punkt U enthaltende Gerade s; an, die die Ebene
in dem Punkt U, schneidet. Durch den Strahl s, wird ein neuer REYE-
scher tetraedraler Strahlenkomplex des Haupttetraeders ABCD be-
stimmt, dessen den Punkt V enthaltende Strahlen einen neuen durch
die Punkte U,, B, C, D, A°, bezichungsweise die Erzeugenden VU,,
VB, VC, VD, VA% bestimmten Kegel 2. Grades bilden. Die Verbindungs-
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gerade @; der Punkte D, U, ist ein zu dem Strahlenbiischel (B) geho-
render Strahl. Um die Herstellung der projektiven Zuordnung der

Strahlenbiischel (A) A (D) zu erméglichen, soll nebst der zugeordneten
Strahlenpaare AB, DB und AC, DC auch das Strahlenpaar a, @, dieser
Biischel in Betracht gezogen werden. Da der Strahl s, die Transversale
der zugeordneten Strahlen a, @ der so projektiv zugeordneten Biischel
(A), (D) ist, wird der durch das Strahlenpaar a, @, dieser zwei Biischel
auf die vorher beschriebene Weise bestimmte tetraedrale Strahlenkom-
plex des Haupttetraeders ABCD mit dem durch den Strahl s; und dieses
Haupttetraeder bestimmten tetraedralen Strahlenkomplex identisch
sein. Die Verbindungsgerade ¢ des Punktes 7 = & X r, und des Schnitt-
punktes R, der Geraden &, 7,, gehort als Komplexstrahl diesem te-
traedralen Strahlenkomplex an, da diese Gerade ¢ eine in der Ebene ¢
liegende Transversale des zugeordneten Strahlenpaares a, @, ist. Die
durch die Strahlen dieses Strahlenkomplexes als Berithrungsgeraden in
dieser Ebene bestimmte Kurve 2. Grades, wird durch die Beriithrungs-
geraden 71,72, b, c und ¢ bestimmt. Vier den Punkt V enthaltende und
in der Ebene (Vk) liegende Strahlen sy, 55, 53, 54 sollen den harmoni-
schen Strahlenwurf (s, s,s55,) = —1 bilden, deren Schnittpunkte U,,
U, , Uy, U, mit der Ebene f§ auf der Geraden k daher auch den harmo-
nischen Punktwurf (U, U, U, U,) = —1 bilden. Die Verbindungsgera-
den @, , @,, @, a, dieses harmomschen Punktwurfes und des Punktes D
bilden den harmonischen Strahlenwurf (@, @, @, a,) = —1 des Strahlen-
biischels (D), der die Gerade 7, in dem harmonischen Punktwurf (R; R,
R; R,) = —1 schneidet. Die Verbindungsgeraden ¢, ¢,, &, ¢, dieses
harmonischen Punktwurfes und des Punktes 7 bilden weiter den in der
Ebene ¢ liegenden harmonischen Geradenwurf (¢ ¢, ¢5¢t,) = —1. Die
durch die Geraden ¢, ¢,, t;3, t, bestimmten tetraedralen Strahlenkom-
plexe des Haupttetraeders ABCD sind mit denjenigen tetraedralen
Strahlenkomplexen dieses Haupttetraeders identisch, die durch die Ge-
raden s;, S, S5, 5, bestimmt sind. Es wurde weiter oben bewiesen, dass
durch den harmonischen Geradenwurf (s, s, 553 5,) = —1 ein harmonischer
tetraedraler Strahlenkomplexwurf des Haupttetraeders ABCD bestimmt
ist, der sich in dem tetraedralen Strahlenkomplexbischel dieses Haupt-
tetraeders befindet. Die in der Ebene liegenden Strahlen dieser vier te-
traedralen Strahlenkomplexe hillen vier Kurven 2. Grades ein, die sich
in dem durch die Geraden 7,, 7,, b, ¢ als Grundberiihrungsgeraden
bestimmten Kurvenbiischel 2. Grades befinden. Aus den vorher erwihn-

ten Eigenschaften derartiger Kurvenbiischel 2. Grades folgt, dass wegen :

(tytyt5t,) = —1 diese vier Kurven 2. Grades innerhalb dieses Kurven-
biischels 2. Grades in der Ebene ¢ einen harmonischen Kurvenwurf dieses
Biischels bilden. Da die Ebene ¢ jede Ebene des Raumes sein kann, also
unsere bisherigen Betrachtungen und Schlisse fiir alle Punkte und Ebe-
nen des Raumes giltig sind, gilt auch folgendes:
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Die einen Punkt enthaltenden Strahlen der vier ReyEschen tetraedra-
len Strahlenkomplexe eines harmonischen tetraedralen Strahlenkom-
plexwurfes bilden einen harmonischen Kegelwurf 2. Grades, und die in
einer Ebene liegenden Strahlen dieser vier tetraedralen Strahlenkom-
plexe hiillen vier Kurven 2. Grades eines harmonischen Kurvenwurfes
2, Grades ein. Die vier gemeinsamen Erzeugenden dieses Kegelwurfes
laufen durch die vier Scheitel des gemeinsamen Haupttetraeders dieser
vier tetraedralen Strahlenkomplexe, und die vier gemeinsamen Beriih-
rungsgeraden der vier Kurven des harmonischen Kurvenwurfes in jeder
Ebene liegen in den Seitenebenen dieses gemeinsamen Haupltetraeders.

Es ist offensichtlich, dass anstatt des harmonischen tetraedralen
Strahlenkomplexwurfes eines tetraedralen Strahlenkomplexbiischels
irgendein anderer tetraedraler Strahlenkomplexwurf dieses tetraedralen
Strahlenkomplexbiischels angenommen werden kann, wo dann das Dop-
pelverhiltnis der vier Strahlenkegel dieser vier Strahlenkomplexe in
diesem Biischel in jedem Raumpunkte dem Doppelverhiltnis der vier
durch die Strahlen dieser vier Strahlenkomplexe einhiillenden Kurven
2. Grades in jeder Raumebene gleich ist. Ein derartiges Doppelver-
hilltnis kann als das Doppelverhiltnis dieses tetraedralen Strahlenkom-
plexwurfes bezeichnet werden.

3. Projekiive Zuordnung zweier, dreier und vierer tetraedralen Strah-
lenkomplexbiischel und deren Erzeugnisse. Man ordne drei tetraedra-
len Strahlenkomplexen eines tetraedralen Strahlenkomplexbiischels eines
gemeinsamen Haupttetraeders drei tetraedrale Strahlenkomplexe eines
anderen tetraedralen Strahlenkomplexbiischels eines neuen gemeinsamen
Haupttetraeders zu. Ordnet man nun jedem vierten tetraedralen Strah-
lenkomplex des ersten tetraedralen Strahlenkomplexbiischels jenem
vierten tetraedralen Strahlenkomplex des zweiten Strahlenkomplexbii-
schels zu, der mit den drei erwihnten ein Doppelverhiltnis bildet, das
dem zugeordneten Doppelverhiltnis der vier zugeordneten tetraedralen
Strahlenkomplexe des ersten Strahlenkomplexbiischels gleich ist, so wird
auf diese Weise eine projektive Zuordnung dieser zwei tetraedralen
Strahlenkomplexbiischel hergestellt, die der projektiven Zuordnung
zweier Kurvenbiischel 2. Grades, oder zweier Strahlenbuschel, oder
zweier Punktreihen analog ist. Jeder Punkt des Raumes wird zum ge-
meinsamen Scheitel zweier diesen tetraedralen Strahlenkomplexbiischeln
angehdrender projektiv zugeordneter Kegelbiischel 2. Grades, zu denen,
wie bekannt, die Verbindungsgeraden des Kegelscheitels und der Scheitel
der Haupttetraeder als Grunderzeugende gehoren. Die in einer Raum-
ebene liegenden Strahlen der diesen tetraedralen Strahlenkomplexbii-
- scheln angehorenden Komplexen hiillen, bekanntlich, Kurven 2. Grades
‘um, die zwei durch die Schnittgeraden dieser Raumebenen und der
Seitencbenen der Haupttetraeder dieser zwei tetraedralen Strahlen-
komplexbiischel als Grundberithrungsgeraden bestimmte Kurvenbischel
2. Grades bilden.
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Auf Grund der Tatsache, dass das Erzeugnis zweier projektiv zuge-
ordneter Kegelbiischel 2. Grades mit gemeinsamen Scheitel ein Kegel
4. Ordnung ist, folgt, dass das Erzeugnis zweier projektiv zugeordneter
tetraedraler Strahlenkomplexbiischel ein Strahlenkomplex 4. Grades ist.
Die Strahlen der acht Strahlenbiindel der Scheitel der beiden Haupt-
tetraeder gehéren als Strahlen diesem Strahlenkomplex 4. Grades an.

Man nehme jetzt drei projektiv zugeordnete tetraedrale Strahlenkom-
plexbiischel P;, P,, P, an, deren Erzeugnis nicht ein einziger Strahlen-
komplex 4. Grades ist. Das Erzeugnis des ersten (P,) und des zweiten

- (Py) Strahlenkomplexbiischels sei ein Strahlenkomplex 4. Grades K, .
Die Strahlenkomplexbiischel P,, P, erzeugen den Strahlenkomplex K,
und die Strahlenkomplexbischel P,, P; den Strahlenkomplex K,; des-
selben Grades. Je zwei beliebige dieser drei Strahlenkomplexe 4. Gra-
des haben immer dieselbe Strahlenkongruenz gemeinsam, da deren
Strahlen als gemeinsame Strahlen der tetraedralen Strahlenkomplex-
bischel P, P,, P, betrachtet werden kénnen. Auf Grund der Tatsache,
dass zwei Strahlenkomplexe 4. Grades (z. B. K, und K,;) sich in einer
Strahlenkongruenz 16. Ordnung und 16. Klasse schneiden, miisste also
das Erzeugnis dreier projektiv zugeordneter tetraedralen Strahlenkom-
plexbiischel eine Strahlenkongruenz 16. Grades sein. Betrachtet man je-
doch diese Strahlenkongruenz als Schnitt der Strahlenkomplexe K,,,
K3, so gehoren dieser Kongruenz auch die Strahlen der Strahlenbiindel
der Scheitel des ersten Haupttetraeders, sowie auch die Strahlen in
seinen Seitenebenen an, da sich diese vier Strahlenbiindel und Gera-
denfelder in dem tetraedralen Strahlenkomplexbiischel P, befinden.
Werden die Geraden der vier Scheitel und der vier Seitenebenen des
ersten Haupttetraeders nicht als Bestandteile des Erzeugnisses unserer
drei projektiv zugeordneten Strahlenkomplexbiischel betrachtet, so er-
halten wir als Frzeugnis unserer drei Strahlenkomplexbiischel P;, P,, P,
eine Strahlenkongruenz 12. Ordnung und 12. Klasse, also 12. Grades.

Man betrachte jetzt vier projektiv zugeordnete tetraedrale Strahlen-
komplexbiischel P,, P,, P; und P,. Drei dieser tetraedralen Strahlen-
komplexbiischel erzeugen, wie wir sahen, eine Strahlenkongruenz 12.
Grades. Der vierte dieser Strahlenkomplexbiischel erzeugt mit einem
der drei ersten einen Strahlenkomplex 4. Grades, der mit der erwidhnten
Strahlenkongruenz 12. Grades eine Regelfliche vom 96. Grade gemein-
sam hat, da diese Strahlenkongruenz 12. Grades sich im allgemeinen
in diesem Strahlenkomplex 4. Grades nicht befindet, Welche drei unter
diesen vier tetraedralen Strahlenkomplexbiischeln P,, Py, Py, P, wir
fiir die Herstellung der Strahlenkongruenz 12. Grades wablen, ist ganz
gleich, da sich die Erzeugenden der erzeugten Regelfliche 96. Grades
in allen sechs méglichen Strahlenkomplexen 4. Grades K,,, K5, K4,
K,;, K,, und K;, als Strahlen befinden. Man kann also behaupten, dass
das Erzeugnis von vier projektiv zugeordneten tetraedralen Strahlen-
komplexbuscheln eine Regelfliche 96. Grades ist.
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4. Uber die REYEschen tetraedralen Strahlenkomplexe mit gleichen
charakteristischen Invarianten. Drei Punkte B, C, D in der Bildebene
nehme man als Scheitel eines Tetraeders ABCD an, dessen Scheitel 4
sich irgendwo oberhalb der Bildebene befindet (Abb. 3a). Eine den
Scheitel A enthaltende Gerade 7 schneide die Bildebene im Punkt A°,
und eine die Gerade n im Punkt V schneidende Gerade I; schneide die
Bildebene im Punkte A,. Durch die Gerade [; ist, wie bekannt, ein
Revescher tetraedraler Strahlenkomplex des Haupttetraeders ABCD
bestimmt. Alle die Gerade n schneidenden Strahlen dieses tetraedralen
Strahlenkomplexes bilden, bekanntlich, Kegel 2. Grades mit auf der Ge-
raden 7 sich befindenden Scheiteln und einer gemeinsamen in der Bild-
ebene sich befindenden Basis, die durch die Punkte A,, B, C, D und
A® bestimmt ist. Dies gilt auf Grund der Tatsache, dass die Strahlen
des Strahlenbiischels (4,) des Punktes A, in der Ebene (4, n) zu diesem
tetraedralen Strahlenkomplex gehéren. Die den Scheiteln A4, B, C, D
des Haupttetraeders ABCD gegeniiberliegenden Seitenebenen bezeichne
man mit a, 8, 7, 6, und die Schnittpunkte der Geraden [/, und dieser
Seitenebenen mit A4, , B,, C,, D, . Die die Scheitel 4, B, G, D enthalten-
den Ebenen der Geraden [/, bezeichne man mit e, , f;, 7;, 6;. Fiir jeden
Komplexstrahl I, unseres tetraedralen Strahlenkomplexes gilt, wie be-
kannt, (4, B, C; D;)=(a; B 71 6,). Bezeichnet man die Schnittgeraden der
Bildebene a und der Ebenen o, 8;, y;, 6; mita= A; A%, b= A; B, ¢ =
= A,C,d = A, D, so muss auch (a; 8; 7, 6;) = (e b ¢ d) gelten. Werden
die Schnittpunkte der Geraden a, b und der Verbindungsgeraden CD = s
mit N, R, bezeichnet, so wird auf Grund des Satzes von Paprpus auch
(@abcd) = (N R, G D) gelten. Eine neue den Punkt V enthaltende Ge-
rade I, schneide die Gerade a im Punkte A,. Durch diese Gerade /;
wird ein neuer REyvEscher tetraedraler Strahlenkomplex des Hauptte-
traeders ABCD bestimmt. Durch alle Strahlen I, des Strahlenbiischels
(V) des Punktes V in der Ebene (Va), wird auf diese Weise der tetra-
edrale Strahlenkomplexbiischel des Haupttetraeders ABCD bestimmt.
Die Schnittpunkte 4. dieser Strahlen I, und der Geraden a bilden die
Punktreihe (@), die mit dem Punkt B verbunden den Strahlenbiischel
(B) erzeugt. Durch die Schnittpunkte R. der Strahlen des Strahlenbii-
schels (B) und der Geraden CD =s soll die Punktreihe (s) gebildet

werden, die zu der Punktreihe (a) perspektiv zugeordnet, also (a) A (s),
ist. Da auf diese Weise durch jeden Punkt A. der Punktreihe (a) ein
REvescher tetraedraler Strahlenkomplex des Haupttetraeders ABCD
bestimmt ist, und die Punkte N, C, D der Punktreihe (s) dabei invariant
bleiben, wird der Wert der charakteristischen Invarianten dieser tetra-
edralen Strahlenkomplexe dem Werte des Doppelverhdltnisses (a &n cn dx)
= (N Rx C D) gleich sein. -

Man nehme auf der Abb. 3b) die Punkte B, C, D als die in der Bild-

ebene liegenden Scheitel eines neuen Haupttetraeders ABCD an. Fine
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den Scheitel 4 enthaltende Ger:;le n schneide dfe Bildebene im Punkt
A°, und eine diese Gerade 7 cnt}.la;ifende Ebene schneide die Bildebene
in der Geéraden ‘d, die die Verbindungsgerade s=CD im Punkte N
schneidet. Auf der Verbindungsgeraden s wihle man jetzt einen Punkt
R, so, dass die Gleichung (N R, C D) = (JV R,C D) befriedigt wird.
Die Verbindungsgerade BR, = b schneide die Gerade @ im Punkt A,
dessen Verbindungsgerade mit irgendeinem Punkt V auf der Geraden
n mit I, bezeichnet werden soll. Durch die Gerade I, ist, wie bekannt,
ein RevEscher tetraedraler Strahlenkomplex des Haupttetraeders ABCD
bestimmt, fiir den der Wert der charakteristischen Invariante dem Werte
des Doppelverhiltnisses (]V R, C 5) = (N R, C D) gleich ist. Auf diese
Weise kann jedem Punkte R, der Geraden s ein Punkt R» der Geraden
s zugeordnet werden, womit gleich auch die projektive Zuordnung der
Punktreihen (s) A (s) hergestellt ist. Die durch den Strahlenbiischel (B)
des Punktes B durchgefiihrte Zuofdnung der Punkte R der Geraden s
zu den Punkten 4. der Geraden & ist die perspektive Zuordnung (?)/:i (a)
der Punktreihen Rn = (5), A» = (a). Durch die Geraden I, = V4., und
damit auch auf die beschriebene Weise durch die Punkte 4. der Punkt-
reihe (@), ist der tetraedrale Strahlenkomplexbiischel des Haupttetra-

eders ABCD bestimmt. Durch beliebige vier Punkte A4,, A;, Ay, 4;
der Geraden a sind, unseren Betrachtungen gemaiss, vier REyEsche te-
traedrale Strahlenkomplexe™ des tetraedralen Strahlenkomplexbiischels
des Haupttetraeders ABCD bestimmt. Die perspektive Lage der Punkt-

reihen (@) A (s) ordnet den Punkten 4, , A5, A, As der Punktreibe (a)
die Punkte R,, Ry, R,, R; der Punktreihe (s) zu, und die projektive

Lage der Punktreihen (s) A (5) ordnet diesen Punkten die Punkte
R,, R, R,, R, der Punktreihe (s) zu. Durch die perspektive Lage der
Punktreihen (;) A (;) werden den Punkten R,, Es, 1_2—4 i E5 der Punkt-
reihe (;) die Punkte A, , Zs 5 24 ; 25 der Punktreihe (Z) zugeordnet. Auf
Grund (s) A (s) folgt (NR,CD) = (NR,CD), (NR,CD), = (NR,CD),
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(NR,CD) = (NR,CIyg (NR,CD)«¥NR,CD), womit mit anderen
Worten bewiesen ist, dass die dur&.‘-die Punktepaare A, A,, Az A4,,
A, A, , Ag Ay auf die beschriebene Weise bestimmfer®Paare REvescher
tetraedraler Strahlenkomplexe der Haupttetraeder ABCD und ABCD
charakteristische Invarianten gleichen Wertes haben. Auf Grund (s) A
(@), (5) A\ (5) und (5) A (@) folgt weiter (4, Az A, A;) = (Ry Ry R, Ry) =

= (R, R; R, R;) = (A, A; A, A;). Da A, , Ay, A,, As ein ganz beliebig
gewihlter Punktquadrupel der Punktreihe (a) ist, also dasselbe fiir alle
Punktquadrupel dieser Punktreihe und die ihnen zugeordneten Punkt-
quadrupel der Punktreihe (@) gilt, kann auf Grund dessen und aller
unserer bisherigen Ausfilhrungen und Schliisse folgender Satz aufge-
stellt werden:

Ordnet man in zwei tetraedralen Strahlenkomplexbiischeln zweier
Haupttetraeder die RevEschen tetraedralen Strahlenkomplexe gleicher
charakteristischer Invarianten einander zu, so wird damit die projektive
Zuordnung dieser zwei tetraedralen Strahlenkomplexbiischel hergestellt.

Auf Grund dieses Satzes und unserer in Abt. 3 ausgefithrten Schlisse,
gelten auch folgende Satze:

a) Man nehme im Raum zwei Tetraeder ABCD, A! B! C! D! an, deren
den Scheitelpunkten A, B, C, D, A, B!, C', D! gegeniiberliegende Seiten-
ebenen mit a, f, v, 4, o, B, y!, 8 bezeichnet seien, und deren keine zwei -
Kanten einander schneiden, und kein Scheitelpunkt in keiner Seitenebene
liegt. Die Schnittpunkte einer Geraden I, mit den Seitenebenen dieser
Tetraeder bezeichne man mit Ax, By, Cn, Dn tesp. Axl, Bdl, Cil, Dil,
und die diese Gerade ! und die Scheitelpunkte A4, B, C, D resp. A!, B,
C!, D! enthaltenden Ebenen bezeichne man mit an, fu, yn, O, resp.
anl, ﬂnl, }’nl, 511]-

Alle Geraden des Raumes, fiir die (An Bx Cn Dn) = (An? Ba! Ca? Di!) =
= (an Bnyn On) = (an! Bul ya! 6a%), beztiglich der zwei gegebenen Tetraeder
ABCD und A! B! C! D' gilt, bilden einen Strahlertkomplex 4. Grades.

b} Man nehme jetzt noch ein drittes Tetraeder A B G D' mit den
seinen Scheiteln A¥, BY, C", D" gegeniiberliegenden Seitenebenen
all, gy 311 an unter denselben raumlichen Vorbedingungen beziglich
der ersten zwei Tetraeder, wobei jede Gerade I, die Seitenebenen des
dritten Tetraeders in den Punkten A.", B.", C.", Du!' schneidet und
die Ebenen ax!’, 8,1, v,!1, 8,7 dieser Geraden die Scheitelpunkte A, B,
G, D" enthalten. Alle Geraden des Raumes, fur die beziiglich der drei
gegebenen Tetraeder ABCD, A B'CG! D' und A" B C" D' (An Bn Ca
Dn) = (Anl B! Ci! Dn’) = (An” Bt Gyl Dn") = (an ﬂn Yn 5%) = (an’ ,Bnl
ol 8al) = (an!! Bul! ya!' 84'") gilt, bilden eine Strahlenkongruenz 12. Ord-
nung und 12. Klasse. _
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c¢) Wird unter, denselben TiufMieheh orbe.diw'ungen beziiglich der
drei ersten noch ein viertes Tetragdgr A" B! CUT' DU angenommen, wo-
bei die Schnittpunkte seiner Seitenebenen und der Geraden I, mit 4.,
B, G, D.lgbezeichnet wiirden, und die die Scheitel A/, B!
C'"', DI epthaltend&n Ebenen dieser Geraden an'l, Batll, yalll, 8,11 sind,
so gilt folgendes:*Alle Geraden des Raumes, fiir die (An B Cn Ds) =
= (A B! Cal Dal) = (AuM Ball Cal! Datt) = (An!! B G, Do) = (ap
ﬂ” Y 61&) = (an‘l ﬁﬂl ynl 67;1) = (anu ,Bﬂ" Yn" 615") = (an”’l ﬂnIII 7nl" 5"111) be_
ziiglich der vier gegebenen Tetraeder ABCD, A! B! C! D', A B! C! D!

und A" BT CHI DI gilt, bilden eine Regelfliche 96, Grades.

Es wird auch in den zwei letzten Fillen vorausgesetzt, dass keine drei
oder vier Scheitelpunkte, und keine drei oder vier Seitenebenen der
Haupttetraeder eine gemeinsame Gerade enthalten.

Angenommen auf der am 1. VII. 1957. abgehaltenen Sitzung der Abteilung fiir
mathematische, physikalische und technische Wissenschaften.
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