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Virim Nide

‘A 'KOMPLEK'S OSI OSKULACIONIH KRUZNIH
VALJAKA JEDNE KRUZNICE I NEKE NJEGOVE
' PLOHE I KONGRUENCIJE

Uvod. Svakom kruZnicom u prostoru moZemo postaviti oo? valjaka
2. stupnja, od kojih su svi kosi kruini osim jednoga, koji je uspravan
krufni. U radnji »O hiperoskulacionim kruZnim valjcima jedne kru-
¥nice« [1] istraZeno je geometrijsko mjesto osi svih opisanih i upisanih
hiperoskulacionih kruZnih valjaka svim valjcima jedne kruZnice. U ovoj
radnji razmatrat ¢éemo geometrijsko mjesto osi oskulacionih kruznih va-
1jaka svih valjaka neke kruZnice ¢, t. j. onih, koji njome prolaze, a prema
tome oskuliraju i tu kruZnicu. Za svaku izvodnicu nekog valjka 2. stup-
nja postoji uspravni kruini valjak, koji dani valjak drugog stupnja
oskulira duZ te izvodnice. Buduéi da svaka kruZnica leZi na oo? valjaka
2. stupnja, od kejih svaki ima ool izvodnica, to ¢e uspravnih kruznih
valjaka, koji sve te valjke, a prema tome i tu kruZnicu oskuliraju, biti co3.
Osi tih oskulacionih kruZnih valjaka jedne kruinice ¢ine prema tome
neki pravéasti kompleks. Malo prije spomenute osi hiperoskulacionih
kruZnih valjaka svih valjaka kruZnice ¢ ¢ine jednu istaknutu kongruen-
ciju unutar ovog na$eg kompleksa, koja je istraZena u spomenutoj radnji.

1. Odaberimo po volji neku kruZnicu ¢ i povucimo jedan njen pro-
mjer m. Postavimo li tim promjerom neku ravninu ¢, i na nju okomito
projiciramo kruZnicu. ¢ u elipsu ¢;, tada tu elipsu moZemo smatrati
osnovkom uspravnog eliptitkog valjka, koji prolazi kruinicom ¢. U to&-
kama evolute elipse ¢; postavljene okomice na ravninu o, bit ¢e osi osku-
lacionih kruZnih valjaka tog eliptitkog valjka duZ njegovih izvodnica,
t. j. te su osi zrake naleg kompleksa, koji zelimo istraziti. Na ravninu
kruZnice ¢ postavljenu okomicu u njenu srediftu O oznalimo sa s. Zavr-
timo li oko osi.s ravninu o, i njen trag m, zajedno s opisanim eliptickim
valjkom, tad ée os svakog oskulacionog kruZnog valjka tog eliptickog
- valjka kruZnice ¢ opisati jedan sistem izvodnica jednog rotacionog hi-

per{)oloida, koje ée takoder biti zrake naseg kompleksa. Sto naime vri-
jedi za promjer m, vrijedi i za sve druge promjere kruZnice c, a kru-
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Znica ¢ rotira oko osi s sama u sebi. Drugi sistem izvodnica tog hiper-
boloida daje takoder zrake naSeg kompleksa, buduéi da on nastaje rota-
cijom oko iste osi onog oskulacionog krusnog valjka kru¥nice c, koji je
s prvim simetri¢no postavljen s obzirom na ravninu krunice ¢. Zaroti-
ramo li oko pravca s osi svih oskulacionih kruZnih valjaka eliptitkog
valjka osnovke ¢, dobit éemo co! rotacionih hiperboloida, kojih izvod-
nice ¢ine neku rotacionu i centritki simetritnu kongruenciju, kojoj je
srediste tocka O, a os pravac s.

Zavrtimo sada ravninu ¢, oko pravea, na kojemu le#i promjer m, a
koji takoder oznatimo sa m. U svakoj novoj ravnini g. pravca m nalazi
se nova okomita projekcija ¢» kruZnice ¢, koja ée biti osnovka jednog
novog uspravnog eliptitkog valjka. Svaki taj valjak imat ée opet oo! osi
svojih oskulacionih kruZnih valjaka, koje ¢ine za svaki od njih jedan
novi valjak 6. reda, buduéi da je tog reda evoluta elipse. Svakoj ravnini
o pravca m pripada po jedan takav valjak 6. reda, a izvodnice svih tih
valjaka ¢ine neku konoidalnu kongruenciju, buduéi da su sve zrake te
kongruencije okomite na pravcu m, dakle usporedne s jednom ravninom,
t. j. sijeku njen neizmjerno daleki pravac. Istaknuti poloaj unutar te
konoidalne kongruencije imaju oba Pliickerova konoida, kojih izvodnice
su dvostruke grebenske izvodnice svih spomenutih valjaka 6. reda u toj
konoidalnoj kongruenciji. Izvodnice tih Pliickerovih konoida su osi upi-
sanih hiperoskulacionih kruZnih valjaka svih spomenutih valjaka kru-
znice ¢, koji su okomiti na pravcu m [2].

Svakoj totki kruZnice ¢ pridruZen je jedan konoid unutar ove konoi-
dalne kongruencije, buduéi da se ta totka okomito projicira u jednu
totku P, elipse c» svake ravnine gx, a svaka ta totka ima svoje srediite
zakrivljenosti, dakle i jednu zraku najeg kompleksa. Svi takvi konoidi
unutar nase konoidalne kongruencije, pridruZene promjeru m, bit ée si-
metri¢ni s obzirom na ravninu kruZnice ¢, buduéi da svaka ravnina ga
ima jednu simetri¢no postavljenu s obzirom na tu ravninu. Os s i njom
postavljena ravnina okomito na promjer m jesu zajednitka torzalna rav-
nina i zajednicki torzalni pravac svih konoida opisane konoidalne kon-
gruencije. Drugi zajednicki torzalan pravac ovih konoida je neizmjerno
daleki okomiti pravac na promjeru m.

Sto vrijedi za promjer m, vrijedi i za sve druge promjere kru¥nice c.
Ako prema tome na$u konoidalnu kongruenciju zarotiramo oko osi s, tad
¢e svaka njena zraka i njoj simetri¢na zraka na ravninu kru¥nice ¢ opi-
sati jedan rotacioni hiperboloid. Izvodnice svih co? ovako nastalih rota-
cionih hiperboloida bit ¢e zrake nafeg pravéastog kompleksa. Iz dosada-
$njih razmatranja se vidi, da je taj kompleks ne samo rotacioni s prav-
cem s kao osi, nego je on i centritki simetrian s obzirom na sredifte O
kruZnice c. Jer je on prema tome simetri¢an i s obzirom na ravninu kru-
Znice ¢, moZemo tu ravninu nazvati ekvatorijalnom ravninom tog kom-
pleksa, a ravnine postavljene njegovom osi s zvat éemo njegovim meridi-
janskim ravninama.
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Osim spomenutih dosada kongruencija i ploha unutar naleg kom-
pleksa mogli bismo razmatrati i ¢itav niz drugih, ali to bi nas u ovoj
radnji odvelo predaleko. U nastavku ove radnje ogranidit éemo se samo
na jednu osobitu kongruenciju ovakva kompleksa, jer se unutar nje na-
laze zanimljive pravilaste plohe, kojima éemo se pobliZe zabaviti.

2. Kao 3to svaka algebarska pravlasta ploha ima svoj red i razred,
odnosno stepen, jer su joj red i razred isti, tako i svaka pravéasta alge-
barska kongruencija ima svoj red i razred, a pravlasti algebarski kom-
pleks ima samo svoj stepen, buduéi da su mu uvijek red i razred isti.
Pod redom neckog kompleksa razumijevamo red stoica svih zraka tog
kompleksa, koje prolaze jednom totkom u prostoru, a taj je red uvijek
jednak razredu krivulje, koju omataju sve zrake tog kompleksa u jednoj
ravnini. IstraZit éemo sada stepen nafeg opisanog pravéastog kompleksa.

Iz dosada$njih razmatranja u to. 1. vidi se, da je svaka totka neiz-
mjerno daleke ravnine vrh nekog stoica, odnosno valjka 6. reda unutar
‘nadeg kompleksa. Pogledajmo, kako to izgleda u konaénim totkama.
Odaberimo bilo gdje u prostoru to¢ku T, pa je rotirajmo oko osi s. Kru-
#nicu, po kojoj ona putuje, oznalimo s v. Sjetimo se sada onog usprav-
nog valjka 6. reda unutar naeg kompleksa, kojemu je osnovka evoluta
elipse ¢, u ravnini o,. Krufnica v totke T probija ovaj valjak 6. reda
u 12 tofaka. Dakle svakim tim probodiitem, koja mogu u parovima biti
i konjugirano imaginarna, prolazi po jedna izvodnica tog valjka. Rota-
‘cijom ovog valjka 6. reda oko osi s za 360° dobivamo ve¢ sprijeda spo-
menutu rotacionu kongruenciju unutar nafeg kompleksa. Svako od onih
dvanaest probodifta kruZnice v s tim valjkom doéi ée kod te rotacije
jedamput u tolku 7T, dakle ée njome prolaziti dvanaest zraka te rotacione
kongruencije. Sve zrake ove rotacione kongruencije jednako su priklo-
njene prema ravnini kruZnice ¢. Postavimo li totkom T kao vrhom uspra-
van kruZni stoZac tako, da mu izvodnice s ravninom kruZnice ¢ zatvaraju
kutove jednake kutu, $to ga zrake spomenute rotacione kongruencije za-
tvaraju s tom ravninom, tad ovaj stoZac ima s naSom rotacionom kon-
gruencijom spomenutih dvanaest zraka zajednitkih. Jasno je, da neki
parovi tih zraka mogu biti i bit ¢e konjugirano imaginarni. Svakoj rav-
nini g» promjera m pridruZen je na taj nalin jedan takav valjak 6. reda,
dakle i jedna takva rotaciona kongruencija unutar naleg kompleksa,
kojoj tockom T prolazi 12 njenih zraka. Todkom T prolazi dakle po
dvanaest zraka svake ovakve rotacione kongruencije, a sve ove zrake
zajedno Cine neki stoZac, dok sve ove rotacione kongruencije zajedno
¢ine na¥ kompleks. Vidimo prema tome, da svaki uspravan kruZni stoZac
vrha T, kojeg os je usporedna s osi s kompleksa, sijece stoZac zraka naseg
kompleksa, koje prolaze totkom T, u dvanaest izvodnica. Ovakav stoZac
zraka naleg kompleksa svake totke prostora jest prema tome 6. reda,

dakle je na$ kompleks 6. stepena.

~ Buduéi da se u opisanoj rotacionoj kongruenciji, koja je pridru¥ena
jednoj ravnini ¢., nalazi ne samo uspravan valjak 6. reda, kojemu je
osnovka evoluta elipse ¢, , nego i njemu simetri¢no postavljen s obzirom
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na ravninu kruZnice c, to ¢e sto¥ci zraka naseg kompleksa, bilo koje totke
u prostoru, biti simetri¢ni s obzirom na meridijansku ravninu tog kom-
pleksa, koja prolazi tom totkom. Osobit polofaj u svakom ovakvu sto¥cu
imat ¢e one njegove izvodnice, koje su osi opisanih i upisanih hiperosku-
lacionih krufnih valjaka krufnice ¢. Prvih ima &etiri, od kojih dvije
mogu pasti skupa ili mogu biti konjugirano imaginarne, a sve &etiri le¥e
u simetralnoj ravnini. Drugih ima dvije, a one ée biti dvostruke izvod-
nice svakog takva stoica.

SL.1 — Abb. 1

3. Na kruZnici ¢ odaberimo po volji totku P, a njenim srediftem O
postavimo ravninu g, koja ravninu te kruZnice sijete u pravcu m. Oko-
mita projekcija P, totke P na ravninu g, past ¢e u jednu totku elipse c, ,
koja je okomita projekcija kruZnice ¢ na tu ravninu. (SL. 1.) Tangenta ¢
kruZnice ¢ u tocki P neka sijele pravac m (trag ravnine o) u tocki M.
Radi afinog odnosa kruZnice ¢ i elipse ¢, , bit ée spojnica totaka P, M =1¢,
tangenta elipse ¢, u tocki P, . Okomita projekcija P,’ totke P, na ravninu
kruZnice ¢ lezat ¢e na okomici PN spuitenoj iz totke P na promjer u
pravcu m, buduéi da je ortogonalna projekcija normale neke ravnine
uvijek okomita na trag te ravnine u ravnini projekcije. Totka N je
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noZiste te okomice na promjeru pravca m. Okomita projekcija na rav-
ninu kruZnice ¢ normale P; S =n elipse ¢; u totki P, poklapa se s
okomicom P,"L = n’, povulenom iz totke P,’ na tangentu ¢, gdje je
totka L njeno nofifte. Ovo izlazi iz ¢injenice, da je okomica n okomita
na ravninu pravaca ¢, ¢, . Okomicom s postavimo ravninu = | m. Nor-
mala n probada tu ravninu u totki S, a promjer m sijete u totki K. Tan-
genta ¢, elipse ¢; neka sijece ravninu 2 u toéki U. Poznato je, da ée na
spojnici KS ona tocka R biti srediste zakrivljenosti elipse ¢, u to&ki P, , za
koju ¢e vrijediti razmjer MP,: P, U = KR : RS, pa se pomoéu tog raz-
mjera to¢ka R dade i odrediti. Osim toga poznat je i ovaj razmjer:
P,R:RS = MK :KO. Totka § nalazi se na produfenoj maloj osi B, 0
elipse ¢; u ravnini 2. U totki R postavljena okomica a | PP, na ravninu
o, elipse ¢, je zraka naSeg kompleksa. Okomito projicirane totke R, S na
ravninu kruZnice ¢ oznadimo s R’, §’, a usporednica sa spojnicom SO po-
vutena totkom R sjeéi ée promjer m u toki Q. Buduéi da su ravnine
(RR'Q), (PP,P,’) usporedne s ravninom =, to iz nadeg posljednjeg raz-
mjera izlazi i ovaj: MK : KO = NQ:QO, buduéi da je totka N sjecite
promjera na pravcu m s ravninom (PP,P,). Produfimo li spojnicu R'Q
do polumjera OP, dobit éemo na njemu totku F, za koju nmam radi
R'Q| PN vrijedi razmjer PF:FO = NQ : QO. Jer su, medutim, spojnice
OP i KL okomite na tangenti ¢, dakle OP | KL, to izlazi, da je MK : KO =
= ML :LP, odnosno ML: LP = NQ:QO = PF : FO. '
Zamislimo sada totku P kao vrh uspravnog kruZnog stoica ¥, kojemu je
tangenta £ os, a zraka projiciranja PP, na ravninu g, jedna izvodnica. Rav-
nina kruZnice ¢ sijee ovaj stofac u izvodnicama v, v, koje s tangentom
¢ zatvaraju isti kut y kao i izvodnica PP,. (Sl. 2.) Normala n elipse c,
u tocki P; okomita je na ravninu (P, t), dakle se nalazi u dirnoj ravnini
stoSca ¥ duZ njegove izvodnice PP,. Trag r = PK ove dirne ravnine
u ravnini kruZnice ¢ dobivamo pomoéu harmonijske &etvorke zraka
(vo k' r) = —1, gdje je B = PP/, buduéi da je taj pravac r polarna
zraka ravnine (PP,P,’) s obzirom na sto¥ac ¥. Totka V, u kojoj nam taj
trag r sijele produZenu spojnicu R'Q = @', jest probodi$te poznate zrake
. @ nadeg kompleksa s ravninom kruZnice ¢. Vidi sl. 1 i 2. Odaberemo li
sada jednu novu izvodnicu PP; stofca ¥, bit ée njoj na opisani nadin
pridruZena nova ravnina ¢; okomita na nju, kojoj ée trag m biti okomit
na projekciji te izvodnice k’ = PP/. Normala novonastale elipse ¢,/ u
tocki P; nalazit e se opet u dirnoj ravnini sto¥ca ¥ du izvodnice PP:,
kojoj ¢ée trag 7%, dobiven pomocu harmonijske tetvorke (v v, i rf) = —1,
sjeti trag m; ravnine g¢; u totki Ni. Tangentu ¢ sjeéi ée trag.m;: u totki M;.
Oznadimo li i ovdje, analogno kao malo prije, sjeciSte pravaca ki, tsa Li,
tada naravno i u ovom sluéaju postoji na polumjeru OP neka totka Fi,
za koju ée vrijediti razmjer MiLi: LiP = P F;: F; 0. Vidjeli smo, da su
parovi zraka 7, k(' parovi pridruZenih zraka hiperbolitkog involutornog
pramena pravaca vrha P s realnim dvostrukim zrakama v, v,. Pramen
zraka m; vrha O projektivan je s pramenom zraka &/ vrha P, jer su pri-

drufene zrake medusobno okomite. Odavle izlazi, da su i pramenovi
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zraka O (mi), P (1) projektivno pridru¥eni. Jer je, medutim, zraci OP u
pramenu O (mi) pridruzena u pramenu P () zraka PO, to izlazi, da su
- pramenovi zraka O (mi), P (r%) perspektivno pridruZeni. Uzmemo li sada
u pramenu O (m:) zraku okomitu na promjer OP, bit ¢e toj zraci u pra-
menu P (r) pridrufena zraka s njom usporedna, koja se poklapa s tan-
gentom ¢. Izlazi dakle, da je proizvod perspektivnih pramenova O (mi).
P (r') niz totaka K; na nekom pravcu p, koji je okomit na polumjeru OP
kruZnice ¢. Dakle p| ¢ Ova nam linjenica dalje direktno kale, da su
radi MiK::KiO = M; Li: Li O svi omjeri M; L: : Li P jednaki, dakle i svi
omjeri PF::F; O imaju konstantnu vrijednost. Jer su totke O, P stalne,
izlazi, da titav stofac ¥, odnosno smjerovi svih njegovih izvodnica i
njima pridrufene ravnine ¢, imaju jednu zajednitku totku F na polu-
mjeru OP. Odaberemo li onu izvodnicu sto¥ca ¥, kojoj se projekcija £’
podudara s tangentom ¢ krunice ¢, tada njoj pridru¥ena ravnina ¢i ima
svoj trag m; u produtenom polumjeru OP. U toj ravnini nastala elipsa ¢’
imat ¢e u tocki P tjeme, a totka F bit ée joj sredidte zakrivljenosti u tom
tjemenu, Oznadimo li polumjer krufnice ¢ sa d, a malu os one elipse ¢y,
kojoj je totka P tjeme, oznalimo sa b, onda je b= dsiny, gdje je y
poznati kut izvodnica stofca ¥ s njegovom osi. Buduéi da polumjer
zakrivljenosti ¢ eclipse ¢, u tjemenu P iznosi ¢ = b*/d = (d sin y)2/d =
= d sin® y, to smo time uspostavili vezu izmedu du¥ine FP = ¢ i kuta 7.
Tolki P, elipse ¢, u ravnini g, pridrufena zraka a naleg kompleksa
probada, kao $to je poznato, ravninu kruZnice ¢ u totki V. Ova je tolka
1 na tragu r, buduéi da je zraka @ u ravnini (P, r), dakle je ona sjecite
pravaca r i @ (R'0O) u ravnini kruZnice ¢. U pravac & na ravnini kru-
Znice ¢ projicira se osim izvodnice PP, sto¥ca ¥ i njoj simetri¢no posta-
vljena izvodnica tog stoSca ispod ravnine kru¥nice ¢. Dirna ravnina sto-
$ca ¥ duf te nove izvodnice imat ée isti trag r u ravnini kruZnice ¢, a s
njom povezana zraka nadeg kompleksa bit ¢e simetriéno postavljena
iznad ravnine kruZnice ¢ zraci a. Te dvije zrake sjeéi ¢e se prema tome
u totki V ravnine kruZnice ¢. Uzmemo li sada redom sve izvodnice stofca
¥, tad svakoj toj izvodnici i njoj simetri¢no postavljenoj na ravnini
kruZnice ¢ pripada u toj ravnini jedna totka Vi. Ovim izvodnicama pri-
druZene zrake a: naSeg kompleksa projicirat ée se na ravninu kru¥nice ¢
u pramen zraka F (a/), koji je perspektivan s pramenom P (k/), jer su
pridruZene zrake a, k usporedne u prostoru, a prema tome i njihove pro-

jekcije na ravnini kru¥nice ¢. Saznali smo malo prije, da je P (k) A P (.

Jer je medutim P (k') \ F (a/), to je i P () A F (a). Totke Vi su prema
tome proizvod dvaju projektivnih pramenova pravaca, t. j. geometrijsko
mjesto tih tolaka je krivulja 2. stupnja. Buduéi da su zrake v, v, dvo-
struke zrake projektivnih hiperboli¢ki involutornih pramenova P (i),
P (ki), to u projektivnim pramenovima zraka F (a/), P (ri) postoje dva
para pridruZenih usporednih zraka, dakle ¢e geometrijsko mjesto totaka
Vi biti neka hiperbola d u ravnini kru#nice ¢, koja prolazi totkama F, P.
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Iz ¢injenice, da je ravnina vrha P i osi s simetralna ravnina stofca ¥,
izlazi, da je spojnica PF os te hiperbole, a totke P, F njena tjemena,
Na onom dijelu ravnine kruZnice ¢ unutar pravaca v, v,, gdje se na-
lazi tangenta ¢, nalaze se projekcije ki realnih parova izvodnica sto$ca
¥, koje su simetri¢no postavljene na ravninu kruZnice ¢. Izvan pravaca
v, v, nalaze se projekcije & konjugirano imaginarnih, na ravninu kru-
Inice ¢ simetri¢no postavljenih, parova izvodnica sto¥ca V. Odavle izlazi,

S1.2 — Abb.2

da ée se u totkama Vi onog dijela hiperbole d, na kojemu leZi totka P,
sjeéi parovi konjugirano imaginarnih zraka nafeg kompleksa.

Uzmemo li na stoScu ¥ neku izvodnicu % i njoj simetriéno postavljenu
k, ispod ravnine kruZnice ¢, pa na tom stoScu odaberemo tim dvjema
izvodnicama aksijalno simetri¢ne izvodnice &9, k,°, tad ée se ovom no-
vom paru izvodnica k%, k,® stoSca ¥ pridrutene zrake naeg kompleksa
sjeéi u onoj tolki V,; na hiperboli d, koja je simetri¢no postavljena s
primarnom toc¢kom V' s obzirom na realnu os FP te hiperbole. Buduéi da
izvodnice %, k° i k,, %,° imaju isti prikloni kut w, odnosno 360° — w,
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prema ravnini kruZnice ¢, to ¢e se tim izvodnicama pridruZeni parovi
zraka naSeg kompleksa sjeéi negdje ispod tocke F, odnosno iznad nje,
dakle na okomici d, ravnine kruZnice ¢ postavljenoj u tolki F i to u
totkama simetri¢no postavljenim s obzirom na ravninu te kruZnice.

Kad bi sada svim realnim i imaginarnim izvodnicama sto$ca ¥ odre-
dili pridruZene zrake naSeg kompleksa, dobili bismo neku praviastu
plohu, koja prema dosada$njim razmatranjima ima dvije simetralne
ravnine (ravnina kruZnice ¢ i ravnina (Ps)), jedan dvostruki pravac d,
i jednu dvostruku hiperbolu d. Promotrimo pobliZe ovakvu pravcastu
plohu.

Parovi simetralnih izvodnica &, k° i %;, k&, jesu dijametralni parovi
izvodnica stofca ¥, dakle ée se parovi dirnih ravnina tog sto$ca du? tih
dijametralnih parova izvodnica sjeéi u takvu pravcu vrha P, koji je
okomit na ravninu tih parova izvodnica, a leZi u simetralnoj ravnini (Ps).
Buduéi da se tim izvodnicama stofca ¥ pridruZene zrake naSeg kom-
pleksa nalaze upravo u tim dirnim ravninama, a presjetnica tih dirnih
ravnina leZi u ravnini (Ps), dakle sijete pravac d; koji je u toj ravnini,
to ¢e ta presjetnica sjeéi okomicu d, u njenu zajednickom probodistu
s takvim parom dirnih ravnina. Postavimo li prema tome jednim parom
zraka naseg kompleksa, koje se sijeku u jednoj to¢ki D dvestrukog
pravca d,, ravninu, onda je spojnica totke D dvostrukog pravca d; s
totkom P uvijek okomita na toj ravnini. Odavle direktno izlazi, da rav-
nine onih parova izvodnica ovakve praviaste plohe, koje se sijeku na
dvostrukom pravcu d,, omataju parabolitan valjak, kojemu tjemena
izvodnica p prolazi to¢kom F usporedno s tangentom ¢, a tangenta ¢ mu
je Zarina os. Ova naSa pravlasta ploha je prema tome geometrijsko
mjesto pravaca, koji lefe u dirnim ravninama jednog parabolitkog
valjka, koji sijeku jednu hiperbolu, koja taj valjak dira, i jednu tan-
gentu tog valjka, koja tu hiperbolu sijete. Poznato je, da ovakve prav-
Caste plohe ubrajamo u pravéaste plohe 4. stupnja V. vrste prema ras-
podjeli po Sturmu [3]. Da je ova pravlasta ploha uistinu 4. stupnja,
moZe se lako zakljuliti i ovako: Uzmemo li hiperbolu d, pravac d i neiz- -
mjerno daleku kruZnicu stofca ¥ kao ravnalice triju praviastih kom-
pleksa, onda je ova ploha prijesjek ovih triju kompleksa, buduéi da
njene izvodnice sijeku ravnalice ovih triju kompleksa. Vidjeli smo, da
pravac d, sijete u jednoj tocki hiperbolu d, 2 ova opet neizmjerno daleku
kruZnicu stoca ¥ u dalje dvije totke, buduéi da su asimptote ove hiper-
bole usporedne s izvodnicama v, v, tog stosca. Stupanj ovakve praviaste
plohe, nastale kao prijesjek triju pravlastih kompleksa, dobije se po-
mocu poznate formule 2 (n; - n, - ng) — (an, + bny, + cng), gdje su n,,
n,y, ng redovi ravnalica, odnosno stupnjevi kompleksa, a veliéine a, b, ¢
daju nam brojeve sjeciita druge i treée ravnalice, prve i treée ravnalice
1 prve i druge ravnalice tih kompleksa [4]. U nasem je dakle sludaju
stupanj plohe jednak 2(2-2-1)—(2-1+2-1) =4, '

Totka P nalazi se na Zari$noj osi naleg parabolitkog valjka, t. j. na
prijesjecnici izotropnog para dirnih ravnina tog valjka, a osim toga je
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ona i u simetralnoj ravnini te plohe. U svakoj ravnini pravca d; nalazi
se po jedan realan ili konjugirano imaginaran par izvodnica nase plohe,
. koje se sijeku u jednoj to¢ki hiperbole d, a svaka od njih leZi u jednoj
dirnoj ravnini nateg parabolitkog valjka. Ravnina pravca d; i totke P
je simetralna ravnina na¥e praviaste plohe i sijete opisani parabolitki
valjak okomito. Ova ravnina sijele prema tome izotropni par dirnib
ravnina nafeg parabolitkog valjka, koje prolaze totkom P, u paru izo-
tropnih pravaca, koji su izvodnice ove naSe praviaste plohe. Totka P je
dakle izolirana kruZna toc¢ka [5] na$e praviaste plohe.

U svakoi dirnoj ravnini nafeg paraboli¢kog valjka nalaze se po dvije
izvodnice ovakve pravéaste plohe, koje se sijeku na pravcu d,. U izo-
tropnim dirnim ravninama tog valjka, koje prolaze pravcem t, padaju
u svakoj od njih ove dvije izvodnice skupa, a obje ove dvoznaéne izvod-
nice lefe u simetralnoj ravnini (Pd,). Odavle izlazi, da su izotropne
izvodnice ovakve praviaste plohe, koje se sijeku u tolki P, a leZe u si-
metralnoj ravnini te plohe, njeni torzalni pravci, kojima kao torzalne
ravnine te plohe pripadaju izotropne ravnine Zari$ne osi ¢.

Dio hiperbole d, na kojoj leZi totka P, jest izolirani dio dvostruke
linije naSe plohe, pa se u totkama du? tog dijela dvostruke linije d sijeku
samo konjugirano imaginarni parovi izvodnica. Na dijelu hiperbole d,
na kojemu le¥i totka F, sijeku se samo realni parovi izvodnica nase
plohe. U ravninama poloZenim pravcem d,; usporedo s asimptotama hi-
perbole d, nalaze se realni neizmjerno daleki torzalni pravci te plohe,
a te su im ravnine torzalne. ‘

Iz nadih dosada¥njih razmatranja izlazi, da moZemo napisati ovaj sta-
vak: Geometrijsko mjesto osi onih oskulacionih kruinih valjaka jedne
kruZnice u jednoj njenoj toki, koji s tangentom te kruZnice u toj tocki
zatvaraju jednake kutove, jest praviasta ploha 4. stupnja V. vrste, koja
u toj tocki ima izoliranu kruZnu totku.

Sto vrijedi za totku P, vrijedi i za sve ostale tocke kruZnice ¢. NaSem
kompleksu pripadaju prema tome svi oni parovi izotropnih zraka, koji
se sijeku na kruZnici ¢, a lefe u meridijanskim ravninama tog kompleksa.

Mijenjajmo sada veli¢inu kuta y, koji izvodnice sto§ca ¥ Cine s tan-
gentom ¢. Svaki novi kut 7: dat ée nam novi stoZac ¥:, a ovaj opet njemu
pridru¥enu praviastu plohu 4. stupnja V. vrste. Sve ove plohe imat ¢ée
zajedni¢ki par izotropnih izvodnica u zajednitkoj simetralnoj ravnini
(Ps), koje se sijeku u totki P, buduéi da izotropni par ravnina tangente 't
dira opisane parabolitke valjke svih ovih pravcastih ploha 4. stupnja
V. vrste vezanih uz tolku P. Iz izraza FP = e = dsin? y vidi se, da sa
porastom kuta » raste i duljina FP, a kut asimptota hiperbole d, koja je
‘dvostruka linija ovakve plohe, opada. Sve ovakve plohe zajedno, pri-
drufene tolki P, line jednu kongruenciju, koju mozemo definirati kao
geometrijsko mjesto osi oskulacionih kruznih valjaka kruZnice ¢ u njenoj
to&ki P. . ‘ '

4. Poznato je, da se strikciona linija neke pravlaste plohe podudara
s krivuljom njene prave konture onda, kada je direkcion: stoZac te plohe
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uspravan kruZni, a smjer projiciranja se podudara s osi tog stoSca [6].
Budu¢i da kod nafe pravéaste plohe 4. stupnja V. vrste imamo takav
slutaj, to ne ée biti tedko odrediti njenu strikcionu liniju. Vidjeli smo,
da parovi izvodnica ovakve nale plohe, koji se sijeku na njenu dvostru-
kom pravcu d, lefe u ravninama, koje omataju parabolitki valjak. Za-
ri§na os tog valjka je tangenta ¢, a tjemena izvodnica prolazi to¢kom F.
Tangenta ¢ je os direkcionog sto¥ca na¥e plohe za vrh P. Projiciramo li
prema tome nau plohu u smjeru tangente ¢ na neku ravninu «, tad ée
kontura te projekcije ove plohe biti prijesjeéna parabola nafeg parabo-
litkog valjka s tom ravninom «. Odavle izlazi, da se strikciona linija, kao
prava kontura ovakva projiciranja nalazi na povréini tog valjka. Ova
Ce strikciona linija biti prema tome geometrijsko mjesto dirali$ta izvod-
nica te plohe s tim parabolitkim valjkom. Poznato je, da tjemena tan-
genta parabole raspolavlja udaljenost na svakoj njenoj tangenti ome-
denu diraliftem i sjeciftem na osi. Analogno vrijedi naravno i za
paraboli¢ki valjak. Postavimo 1i prema tome tom strikcionom linijom
valjak okomit na ravninu krufnice ¢, bit ée njegova osnovka u toj rav-
nini hiperbola, koja lefi centritki simetri¢no s hiperbolom d s obzirom
na totku F kao sredilte simetrije. Ovo izlazi odatle, $to tjemena dirna
ravnina nafeg parabolitkog valjka raspolavlja udaljenost na svakoj
izvodnici nafe plohe, omedenu njenom centralnom tolkom i totkom na
dvostrukoj hiperboli d u ravnini kru¥nice ¢, kao simetralnoj ravnini tog
parabolitkog valjka. Sva se ta polovi$ta nalaze, medutim, upravo na dvo-
strukom pravcu d,, buduéi da je on u tjemenoj dirnoj ravnini tog pa-
rabolitkog valjka. Osim toga se u svako] paralelnoj projekciji projicira
poloviste neke duZine u poloviite njene projekcije, a time je naprijed
spomenuta tvrdnja i dokazana.

Vidimo prema tome, da je strikciona linija nage pravcaste plohe pro-
dorna krivulja jednog parabolitkog i jednog hiperboli¢kog valjka, koji
su jedan na drugom okomiti, a diraju se u jednoj totki njihovih tjeme-
nih izvodnica. Ta ée strikciona linija dakle biti prostorna krivulja 4. reda
L vrste s dvije simetralne ravnine 1 jednom dvostrukom totkom u konaé-
nosti, koja leZi na praveu OP u simetralnoj ravnini. U beskona&nosti
dira ta krivulja na dva mjesta neizmjerno daleku ravninu,

Mijenjamo li neprekinuto velitinu nadeg poznatog kuta », dobit éemo
neprekinuto povezani sistem na$ih pravtastih ploha 4. stupnja V. vrste,
koje sve zajedno line veé malo prije spomenutu kongruenciju. Strik-
cione linije tihiploha prelazit ée kontinuirano takoder jedna u drugu,
dakle ée sve zajedno &initi neku opéu plohu, kojoj ée spojnica OP biti
dvostruki pravac. Ova se opéa ploha sastoji prema na$im razmatranjima
iz dirali§ta izvodnica spomenutih praviastih ploha 4. stupnja V. vrste
pridruZenih totki P, s tim plohama pridru¥enim opisanim paraboli¢kim
valjcima. Zajednitki izotropni par izvodnica svih tih pravéastih ploha,
koje se sijeku, kao §to znamo, u totki P, dira takoder, ali u parovima
konjugirano imaginarnih dirali$ta, svaki taj paraboli¢ki valjak. Parovi
ovih konjugirano imaginarnih diralifta le¥e na ravnalicama prijesjed-
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nih parabola tih valjaka sa simetralnom ravninom (Ps). Ovaj zajedm(‘.kx
izotropni par izvodnica nalazi se prema tome ¢itav na toj opéoj plohi
spomenutih strikcionih linija. Opisani paraboli¢ki valjci svih ovih prav-
Castih ploha 4. stupnja V. vrste tolke P diraju se medusobno, kao i neiz-
mjerno daleku ravninu, duZ neizmjerno dalekog pravca ravnine kru-
Znice ¢, buduéi da je ova ravnina njihova zajednicka simetralna ravnina.
Strikcione linije ovih pravastih ploha, koje leZe na tim parabolitkim
valjcima, dirat ée prema tome njihovu zajednitku neizmjerno daleku
-dirnu ravninu dui tog istog pravca, i to svaka od njih u drugom paru
to¢aka. Ovaj par tofaka odreden je poznatim parom pravaca v, v, totke
P u ravnini kruZnice ¢ za svaku takvu plohu. Izlazi dakle, da nasa opéa
ploha strikcionih linija svih spominjanih pravéastih ploha totke P dira
neizmjerno daleku ravninu i sve pripadne parabolitke valjke duZ neiz-
mjerno dalekog pravca ravnine kruZnice c.

Postavimo li, da bude poznati kut y = 90 t. j. da stoZac ¥ vrha P
i osi ¢ prijede u ckomitu ravninu na tu os, stegnut ¢e se ovom kutu y
pridruZena pravcasta ploha 4. stupnja V. vrste u pramen pravaca 2. ra-
zreda koje ée na temelju razmatranja u radnji »O hiperoskulacionim kru-
Znim valJc1ma jedne kruZnice« omatati parabolu u ravnini osi s i totke P,
kojoj je totka P Zarilte, a totka O tjeme. Strikciona linija ove dcgcne-
rirane pravlaste plohe jest ova parabola sama, dakle se i ona nalazi na
plohi strikcionih linija svih nadih praviastih ploha 4. stupnja V. vrste
pridruZenih na opisani nalin totki P.

Iz ¢injenice, da zajedni¢ka simetralna ravnina (Ps) svih opisanih prav-
lastih ploha pridruZenih toZki P, sijete opéu plohu sastavljenu iz strik-
cionih linija svih tih pravéastih ploha u dvostrukom pravcu OP, u jednoj
paraboli i u jednom paru izotropnih pravaca, izlazi, da je opéa ploha
strikcionih linija svih pravlastih ploha 4. stupnja V. vrste pridrufenih
totki P 6. reda.
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Virim NidE

| DER ACHSENKOMPLEX
DER OSKULATORISCHENKREISZYLINDER
EINESKREISES UND EINIGE SEINERFLACHEN
UND KONGRUEN ZEN* '

Die Strahlen des Mittelpunktes O eines Kreises ¢ sind die Achsen der
diesen Kreis enthaltenden Zylinder 2. Grades. Die Achsen der oo! osku-
latorischen Kreiszylinder des einen diesen Kreis ¢ enthaltenden Zylin-
ders, die auch den Kreis ¢ oskulieren, bilden, wie bekannt, einen Evolu-
tenzylinder 6. Ordnung. Die Achsen der oskulatorischen Kreiszylinder
aller oo den Kreis ¢ enthaltenden Zylinder 2. Grades, oder, die Achsen
der oo® oskulatorischen Kreiszylinder des Kreises ¢, bilden einen alge-
braischen Strahlenkomplex, der wahrscheinlich vom 6, Grade sein wird.
Offensichtlich ist dieser Strahlenkomplex rotatorisch und symmetrisch
beziiglich der Ebene des Kreises c. Die im Mittelpunkt O des Kreises ¢
auf seine Ebene errichtete Senkrechte s ist die Achse dieses algebraischen

“Strahlenkomplexes.

Die Achsen der oskulatorischen Kreiszylinder aller auf einen Durch-
messer m des Kreises ¢ senkrechten Zylinder dieses Kreises bilden eine
konoidale algebraische Strahlenkongruenz, die aus den Evolutenzylin-
dern dieser Zylinder des Kreises ¢ besteht. Dreht man einen Punkt T
um die Achse s, so durchliuft dieser Punkt einen Kreis, der jeden der oot

‘erwihnten Evolutenzylinder in 12 Punkten schneidet, die in Paaren

konjugiert imaginir sein kénnen und auch sind. Wird die ganze ko-
noidale Strahlenkongruenz um die Achse s gedreht, so beschreibt jeder
ihrer Strahlen ein Drehhyperboloid, und alle Erzeugenden dieser oo
Drehhyperboloide sind Strahlen des beschriecbenen Strahlenkomplexes.
Bei dieser Drehung werden die erwahnten 12 Erzeugenden eines jeden
in der konoidalen Strahlenkongruenz sich befindenden Evolutenzylinders
einmal in den Punkt T fallen. Daraus folgt, dass der Kegel der Strahlen

* unseres Komplexes, die den Punkt T enthalten, jeden Kreiskegel des-

selben Punktes, dessen Achse mit der Achse s parallel ist, in 12 Erzeu-

* QOriginaliiberschrift dieser Arbeit: Kompleks osi oskulacionih kruinih valjaka
jedne krutnice i neke njegove ploke i kongruencije.
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genden schneidet, also vom 6. Grade ist. Da jeder algebraische Strahlen-
komplex einen Grad hat, so ist Achsenkomplex der oskulatorischen
Kreiszylinder eines Kreises vom 6. Grade.

Die erwahnte in diesem Strahlenkomplex sich befindende konoidale
Strahlenkongruenz befindet sich auch in dem singuldren linearen Strah-
lenkomplex der auf dem Durchmesser m senkrechten unendlich fernen
Leitgeraden, ist also auch 6. Ordnung und 6. Klasse.

Die Erzeugenden der durch das Drehen eines auf dem Durchmesser
senkrechten Evolutenzylinders entstandenen Drebhyperboloide bilden
eine rotatorische Strahlenkongruenz 12. Ordnung und 12. Klasse. Ausser
diesen zwei Strahlenkongruenzen werden wir noch die algebraische
Achsenkongruenz der den Kreis ¢ in einem Punkt P oskulierenden Kreis-
zylinder betrachten, da sich in dieser Strahlenkongruenz interessante
Regelflachen 4. Grades befinden, deren Erzeugende mit der Tangente ¢
des Kreises ¢ im Punkt P den gleichen Winkel bilden. Die Strahlenkon-
gruenz der Achsen der hyperoskulatorischen Kreiszylinder eines Kreises
wurde bereits in einer anderen Abhandlung betrachtet.

Es schneide eine den Mittelpunkt O des Kreises ¢ enthaltende Ebene o
die Kreisebene in der Geraden m. Die orthogonale Projektion P, eines
beliebigen Punktes P des Kreises ¢ auf die Ebene ¢ befindet sich selbst-
verstandlich auf der gleichartigen Projektion ¢, des Kreises ¢ auf die-
selbe Ebene. Der Schnittpunkt der Tangente ¢ des Kreises ¢ im Punkt P
und der Geraden m bezeichne man mit M. Abb. 1. Die Verbindungs-
gerade ¢ der Punkte M, P, wird die Tangente der Ellipse ¢, im P, sein.
Die orthogonale Projektion P,” des Punktes P, auf die Ebene des Kreises
¢ liegt auf der den Punkt P enthaltenden Senkrechten auf der Gera-
den m, da diese Senkrechte die orthogonale Projektion auf dieselbe
Ebene der Verbindungsgeraden PP, | ¢ ist. Der Punkt N sei der Fuss-
punkt dieser Senkrechten auf der Geraden m. Die orthogonale Projek-
tion 7 der Normalen n = P, S der Ellipse ¢; im Punkte P, auf die Ebene
des Kreises ¢ fallt mit der auf die Tangente ¢ geféllten und den Punkt P,
enthaltenden Senkrechten P,” I zusammen, da die Normale 7 auf der
Ebene der Geraden ¢, ¢, senkrecht steht. Der Punkt L ist der Fusspunkt
dieser Senkrechten auf der Geraden /. Nun soll fiir die Ebene .5 der
Achse s ' | m gelten. Die Normale n schneide die Gerade m im Punkt
K und die Ebene 5 im Punkt S, wihrend die Gerade t, diese Ebene im
Punkt U schneidet. Wie bekannt, gilt fiir den Kriimmungsmittelpunkt R
der Ellipse ¢, im Punkt P, auf der Normalen n folgende Proportion:
MP, : P, U = KR:RS. Es gilt ausserdem P,R:RS = MK : KO. Das im
Punkt R auf die Ebene ¢ gefillte Lot a | PP, ist ein Strahl unseres Strah-
lenkomplexes. Die orthogonalen Projektionen der Punkte R, S auf die
Ebene des Kreises ¢ bezeichne man mit R, $’ und die mit SO durch den
Punkt R parallel gezogene Gerade schneide die Gerade m im Punkte Q.
Auf Grund der parallelen Lagen der Ebenen (RR'Q) und (PP, P,') und
auf Grund der oben erwihnten Proportion folgt MK :KO = NQ :QO.
Wegen R* Q| PN gilt fiir den Schnittpunkt F der Verbindungsgeraden
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"R’ Q und PO die Proportion PF:FO = NQ :QO. Da aber OP | KL Lt
ist, gilt auch MK : KO = ML :LP, baw. ML: LP = NQ : Q0O = PF : FO.
Es sei P der Scheitel des Kreiskegels ¥, fiir den die Tangente ¢ Achse,
.und der Strahl PP, eine Erzeugende sind. Die in der Ebene des Kreises ¢
liegenden Erzeugenden v, v, dieses Kegels bilden mit der Achse ¢ den
mit dem Winkel der Geraden ¢ und PP, gleichen Winkel y. Da die Nor-
male n der Ellipse ¢; im Punkt P, senkrecht auf der Ebene (P, ¢) steht,
wird sie in der Berithrungsebene des Kegels lings der Erzeugenden PP,
liegen miissen. Die Spur r = PK dieser Beriihrungsebene in der Ebene
des Kreises ¢ kann mittels des harmonischen Strahlenwurfes (v v, k' r) =
= —1 (k' = PP,’) erhalten werden, da r der Polarstrahl der Ebene
(PP, P,) beziiglich des Kegels ¥ ist. Der der Erzeugenden PP, zuge-
ordnete Komplexstrahl @ durchlduft den Schnittpunkt V der Spurgera-
den 7 und der Geraden R'Q = d’.

Es sei irgend eine neue Erzeugende PP; des Kegels ¥ gegeben. ‘Die
Spur mi der auf diese Erzeugende senkrechten-und ihr zugeordneten
Ebene ¢i wird wieder senkrecht auf die Projektion k&’ = PP dieser Er-
zeugenden sein. Die Normale n: der zugeordneten Ellipse ¢; im Punkt Pi
wird wieder in der Beriihrungsebene des Kegels ¥ lings der Erzeugen-
den PP; liegen. Die mittels des harmonischen Strahlenwurfes (v v, ki’ r1) =
= —1 erzeugte Spur 7; dieser Berithrungsebene wird von der Spur m
der Ebene g; im Punkt N; geschnitten. Die Gerade ¢ werde von der Spur
m; im Punkt M; geschnitten. Bezeichnet man auch hier den Schnittpunkt
der Geraden ki, t mit Li, so wird es auf dem Halbmesser OP einen
Punkt F; geben, der mittels der Proportion MiLi:LiP = PF;: F: O be-
stimmt werden kann. Es war ersichtlich, dass 7, #” und ri, k Paare zu-
geordneter Strahlen des hyperbolisch involutorischen Strahlenbiischels
des Scheitels P sind, dem die Geraden v, v, als Doppelstrahlen ange-
horen. Der Biischel O (m:) der Strahlen m: des Scheitels O ist projektiv
dem Biischel P (k) der Strahlen %/ des Scheitels P zugeordnet, da die
Paare zugeordneter Strahlen aufeinander senkrecht stehen. Es folgt also,

. dass auch O (mi) A P (r)) gilt. Da abey in diesen Biischeln der Strahl PO

sich selbst zugeordnet ist, wird O (mi) A\ P (ri). Dem auf OP senkrecht
stehenden Strahle des Biischels O (m;) ist im Biischel O (ri) die Gerade
¢t | OP zugeordnet, also muss das Erzeugnis der perspektiven Strahlen-

biischel O (mi) A P (ri) eine Punktreihe Ki auf einer Geraden p | ¢ sein.
Auf Grund des Doppelverhiltnisses MK : KO = PF : FO wird die Ge-
rade p den Punkt F enthalten. Allen Erzeugenden des Kegels ¥, be-
zichungsweise den ihnen zugeordneten Ebenen gi, ist also der Punkt F
auf dem Halbmesser OP gemeinsam. Es ist leicht zu beweisen, dass
FP = OP sin?y ist.

Die in der Ebene des Kreises ¢ sich befindenden orthogonalen Pro-
jektionen a/’ der mit den Erzeugenden des Kegels ¥ parallelen Komplex-
strahlen @ enthalten den Punkt F, also schneiden alle diese Komplex-
strahlen @: eine auf diese Kreisebene im Punkt F lotrechte Gerade d, . Die
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Schnittpunkte V; dieser Strahlen a; mit der Ebene des Kreises ¢ erschei-
nen als Erzeugnis der Strahlenbiischel F (@'} und P (r:). Auf Grund von

F(a/)/\ P (k{} und P (ri) \ P (k) gilt auch F (&) A\ P (i), also wird das
erwihnte Erzeugnis eine Kurve 2. Grades sein. Jeder Punkt dieser Kurve
ist der Schnittpunkt eines beziiglich der Kreisebene symmetrischen Kom-
plexstrahlenpaares. Auf Grund der Tatsache, dass in den projektiven

Strahlenbiischeln F (a/) A P (r;) sich zwei Paare zugeordneter, mit den
Geraden v, v, paralleler Strahlen befinden, wird die erwdhnte Kurve
2. Grades eine Hyperbel d, die mit der Geraden v, v, parallele Asymp-
toten hat und die Punkte F, P als Scheitel besitzt. Man sieht also, dass
alle mit den Erzeugenden des Kegels ¥ parallele Komplexstrahlen as
eine Regelfliche bilden, die beziiglich der Ebene (Pd,) symmetrisch ist
und die Gerade d; und die Hyperbel d als Doppellinien enthilt. Die
lings eines diametralen Erzeugendenpaares den Kegel ¥ beriihrenden
Ebenen schneiden sich in einer in der Symmetrieebene sich befindenden
Geraden [, die senkrecht auf der Ebene dieses diametralen Erzeugenden-
paares steht. Die diesem diametralen Erzeugendenpaare zugeordneten
Komplexstrahlen werden den Schnittpunkt D der Geraden [, d; ent-
halten. Aus der Tatsache, dass die Gerade [ eine Senkrechte der Ebene
der im Punkt D sich treffenden Komplexstrahlen ist, und dasselbe fir
alle Ebenen der in Punkten der Geraden d, sich treffenden Komplex-
strahlenpaare gilt, folgt, dass die Ebenen aller in den Punkten der Ge-
raden d, sich treffenden Komplexstrahlenpaare einen parabolischen Zy-
linder einhiillen, dem die Gerade p die Scheitelerzeugende und die Ge-
rade ¢ die Brennachse sind. Der geometrische Ort der mit den Erzeugen-
den des Kegels ¥ parallelen Komplexstrahlen unseres Komplexes ist
also eine Regelfliche, deren Erzeugenden die Hyperbel d und die Ge-
rade d; schneiden, und den erwihnten parabolischen Zylinder beriihren.
Auf Grund der Tatsache, dass die Gerade d; die Hyperbel d schneidet
und beide den parabolischen Zylinder berithren, folgt, dass dies, der
Sturmschen Einteilung nach, eine Regelfliche 4. Grades V. Art ist. In
den Punkten des den Punkt P enthaltenden Teiles der Hyperbel d
schneiden sich Paare konjugiert imaginirer Erzeugenden dieser Regel-
fliche, wihrend der Punkt P ein isolierter Kreispunkt ist, in dem sich
ein Paar isotroper Torsalgeraden trifft. Die dazu gehérenden Torsal-
ebenen sind als das isotrope Ebenenpaar der Geraden ¢ bestimmt.

Variiert man die Grosse des Winkels 7, so gehort jedem dieser Winkel
eine derartige Regelfliche 4. Grades V. Art. Die Erzeugenden dieser oo!
Regelflichen bilden also die Strahlenkongruenz der Achsen der im
Punkt P den Kreis ¢ oskulierenden Kreiszylinder.

Wie bekannt, ist ¥ der Richtkegel der ihm zugeordneten Regelfldche
4. Grades V. Art. Auf Grund dessen kann die Striktionslinie dieser Fla-
che als ihre Eigenschattengrenze beziiglich der mit der Geraden ¢ pa-
rallelen Lichtrichtung bestimmt werden. Mittels einer bekannten Para-
beleigenschaft kann weiter leicht bewiesen werden, dass man diese Strik-
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tionslinie als Durchdringungskurve des erwahnten parabolischen Zylin-
ders und eines mit der Geraden d, parallelen hyperbolischen Zylinders
erzeugen kann, wobei die Basis des letzteren Zylinders in der Kreisebene
die zur Hyperbel d beziiglich des Punktes F zentralsymmetrisch liegende
Hyperbel ist. Die Striktionslinie ist also eine Raumkurve 4. Ordnung
I. Art. Die Striktionslinien aller derartigen dem Punkt P zugeordneten
Regelflichen 4. Grades V. Art sind im Raum stetig verbunden, bilden
also eine Fliche, der die Gerade OP als Doppelgerade angehort. Bei
y = 90° geht der Kegel ¥ in einen gewdhnlichen Strahlenbuschel und
die dazu gehorige Regelfliche 4. Grades V. Art in einen doppelwertigen
Strahlenbiischel 2. Klasse iiber. Dieser Strahlenbiischel 2. Klasse ist von
den Tangenten der dem Scheitel O und dem Brennpunkte P gehorenden
Parabel gebildet. Als Striktionslinie dieser degenerierten Regelflache
4, Grades liegt diese Parabel auch auf der beschriebenen Striktionslinien-
fliche der zum Punkt P gehorenden Regelflichen 4. Grades V. Art.
* Dieser Striktionslinienfliche gehoren auch die in der Symmetrieebene
(Pd,) sich befindenden isotropen Geraden des Punktes P an, da diese
gemeinsamen Erzeugenden allen dem Punkt P zugeordneten Regel-
fiichen 4. Grades V. Art sind und alle den zu diesen Flichen gehoren-
den parabolischen Zylinder beriihren. Die allen Regelflichen 4. Grades
V. Art des Punktes P gemeinsame Symmetrieebene (Pd,) schneidet, wie
man sah, diese Striktionslinienfliche, auch als deren Symmetrieebene,
in einer Doppelgeraden, in einer Parabel und in einem isotropen Ge-
radenpaare. Diese Striktionslinienfliche ist also von der 6. Ordnung.
Lings der unendlichen Geraden der Ebene des Kreises ¢ wird diese
Striktionslinienfliche von der unendlich fernen Ebene beriihrt.

Angenommen auf der am 8. 1. 1957. abgehaltenen Sitzung der Abteilung fiir mathe-
matische, physikalische und technische Wissenschaften.



