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Viecim Nicde:

O FOKALNIM OSOBINAMA BICIRKULARNIH
KRIVULJA I NEKIH CIKLIDA 4. REDA

UvobD

Nozisne krivulje bilo kakve centralne krivulje 2. reda jesu bicirkularne
krivulje 4. reda.! Naglo se medutim, da se svaka bicirkularna krivulja
4. reda mozZe smatrati kao envelopa kruZnica, koje prolaze njenom dvo-
strukom tockom, a sredi$ta su im na nekoj krivulji 2. reda.? U radnji
»Doprinos zajednickim svojstvima ravnih krivulja 3. i 4. reda roda nul-
toga« pokazao sam, kako se noZi§na krivulja svake krivulje %k 2. reda,
s obzirom na svaki pol S, moZe smatrati kao envelopa kruznica, koje pro-
laze tim polom §, a sredi$ta su im na krivulji [ 2. reda, koju éine polovista
spojnica pola S s tockama krivulje k.

Svaka bicirkularna krivulja 4. reda ima dva realna i dva imaginarna
Cetvorostruka fokusa, kao i dva realna i dva konjugirano imaginarna
obi¢na fokusa. Poznato je, da se bicirkularna krivulja 4. reda moZe dobiti
obi¢nom inverzijom ncke krivulje 2. reda na kruznici, a u tom sluaju
realni fokusi ove krivulje 2. reda prelaze inverzijom u realne obilne
fokuse nastale bicirkularne krivulje 4. reda.? Ovom ¢&njenicom rijeSen
je i problem konstruktivnog odredivanja para obi¢nih realnih fokusa
neke bicirkularne krivulje 4. reda. U ovoj radnji potraZit {emo najprije
par realnih cetvorostrukih fokusa neke bicirkularne krivulje 4. reda, a
onda i imaginaran takav par. Ako je neka bicirkularna krivulja 4. reda
nastala kao envelopa kruZnica, koje prolaze njenom dvostrukom to¢kom
$, a srediSta su im na nekoj krivulji [ 2. reda, pokazat ¢emo u ovoj radnji,
da su sva Cetiri fokusa ove krivulje / 2. reda ujedno i &etvorostruki fokusi
nastale bicirkularne krivulje 4. reda. U nastavku ove radnje razmatrat
¢emo neke ciklide, odnosno Cetvorostruko fokalne osobine njihovih ravnin-

t H. Wieleitner, Spezielle ebene Kurven, Sam. Schub. LVI, str. 4 1 35.
2 W. Michaei, Dic Konstruktion des singuldren Punktes der bizirkularen Quartik und
der durch ihn gehenden Tangentialkreise. Arch. Elektrot. 30., p. 199-206 (1936).

8 Vidi radnju, Krivulje i plohe 3. 1 4. reda nastale pomoéu kvadratne inverzije. RAD,
knj. 278 (86), 1945.
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skih prijesjeka, sluZeéi se rezultatima dobivenim kod bicirkularnih kri-
vulja 4. reda. . ,

L. Bicirkularnu krivulju 4. reda kao noZi$nu krivulju neke krivulje 2.
reda dobivamo konstruktivno tako, da iz pola S postavimo okomice na sve
tangente te krivulje % 2. reda. NoZi$ta tih okomica na tim tangentama su
tocke te bicirkularne krivulje. Drugim bismo rije¢ima mogli to izraziti
ovako: Odaberemo 1i u apsolutnoj involuciji* neizmjerno dalekog pravca
nase ravnine crtnje dvije konjugirane totke A, B, pa iz totke B povu-
¢emo tangente na krivulju % 2. reda, a totku A spojimo s polom S, onda
sjeciSta ove spojnice sa spomenutim tangentama daju totke bicirkularne

krivulje 4. reda (SL. 2). Ova krivulja prolazi dva puta dvostrukim totka-
ma spomenute apsolutne involucije, t. j. apsolutnim totkama ravnine, pa
se zato i zove bicirkularna. '
Odaberimo sada po volji neku krivulju % 2. reda i neki pol S izvan te
krivulje. Namjesto neizmjerno dalekog pravca ravnine crtnje i njegove
apsolutne involucije uzmimo ovdje po volji neki pravac p u konacénosti.
Na njemu neka se nalazi hiperbolitka involucija odredena dvostrukim
tockama M, N. (Sl. 1). Neka je sada, analogno kao i malo prije, u ovoj
involuciji par njenih konjugiranih totaka A, B, t. j. takav par A, B, za -
koji vrijedi (MNAB) = —1. Spojimo li totku A4 s polom S, a iz totke B
povucemo obje tangente na krivulju %, onda ée sjeciita P, P, ovih pra-
vaca leZati na nekoj krivulji 4. reda roda nultoga, kojoj su totke M, N i §
dvostruke to¢ke. Ove su tocke dvostruke zato, $to svakom od n jih moZemo

* E. Miiller-E. Kruppa. Vorlesungen iiber darstellende Geometrie, Bd. 1. str. 29, (Leip-
zig-Wien 1923).
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povuéi dvije tangente na krivulju £, a dobivena je krivulja Cetvrtog reda.
buduéi da svaki pravac s, tocke S sijele tu krivulju jos samo u dvije tocke.
Bilo koji ISriVﬁE@t_raynini.naée. dobivene krivulje 4. reda mozemo sma-
trati kao nozisnu krivulju parabole, kojoj je pol S u njezinu fokusu. Bu-

‘dudi da krivulja %, koja je 2. reda, i ova parabola imaju Cetiri zajednicke

tangente, ima nuzno pravac p, kao i svaki drugi pravac u toj ravnini, s
tom krivuljom 4. reda Cetiri tolke zajednitke, dakle je ta krivulja uistinu
tetvrtog reda. Oznadimo s u, ¢, s 1 7 spojnice tocke P s tockama M, N, A4 i
B. Zbog (MNAB) = —1 bit ¢e i (utsr) = —1. Putuje li sada toc¢ka P po
nadoj krivulji 4. reda u tocku N, onda spomenuti harmonitet (utsr) = —1
ostaje invarijantan, zbog konstantnog harmoniteta (MNAB) = —1. U
totki N prelazi spojnica r u tangentu d, pravac s prelazi u spojnicu b = SN,
spojnica u prelazi u pravac p, a spojnica ¢ prelazi u jednu tangentu 7
nade krivulje 4. reda u dvostrukoj tocki N. Iz spomenutog invarijantnog
harmoniteta izlazi, da ¢e biti i (pr, bd) = —1, a time je tangenta n, u
dvostrukoj to¢ki N odredena. Druga tangenta n, u ovoj dvostrukoj tocki
dobiva se pomocu druge tangente d, povucene iz tocke N na krivulju &,
na temelju harmoniteta (pn, bd;) = —1. Posve analogno dobit ¢emo u
dvostrukoj to¢ki M tangente m,, m, na temelju harmoniteta (pm, ac) =
= —11i (pm, ac,) = —1, ako su ¢, ¢; tangente krivulje & povucene iz
totke M, a spojnicu MS cznadimo s a. Neka se tangente ¢, d krivulje &
sijeku u to¢ki E,, a tangente m,, n; nade krivulje 4. reda ncka se sijeku
u totki F,. Isto tako neka se tangente ¢,, d; krivulje k sijeku u tocki Es,
a tangente m,, n, krivulje 4. reda neka se sijeku u totki F,. Pridruzimo
sada zrakama p, my, a i ¢ vrha M zrake p, ny, b 1 d vrha N tako, da pravac p
bude pridruzen sam sebi, zraci 7, neka je pridruZena zraka m,, zraci «
neka bude pridruzena zraka b, a zraci ¢ neka bude pridruzena zraka d.

' Zbog malo prije spomenutih harmonijskih dvoomjera mozemo te zrake

smatrati za pridruZene parove zraka dvaju projektivnih pramenova, a
buduéi da je pravac p sam sebi pridruZen, oni su osim toga i perspektivni.
Proizvod ovih dvaju pramenova je pravac ky, koji spaja sjecista S, E, i I
pridruenih parova zraka ab, ¢d i my n;. Oznadimo li sjeciSte pravaca hy
i p s/, onda na temelju malo prije spomenutih harmoniteta izlazi 1 ovaj:
(SE,F,]) = —1.

Odaberemo li namjesto parova tangenata cd, m, n; parove ¢; d, im, n,,
dobili bismo posve analogno totke E,, F,, za koje bi opet vrijedio harmo-
nitet (SE, F» ;) = —1 na nekom pravcu hy. Kad bismo namjesto parova
tangenata cd, m, n, i ¢, d,, my n, odabrali parove cdy, m( ny i ¢, d, m;, 1y,
dobili bismo rezultate posve analogne izvedenim u obliku dovibenih to-
taka Iy, I,.

II. Nakon na$ih izvoda u to&. L. vratimo se sada na$oj bicirkularnoj
krivulji 4. reda, pa izvedene rezultate prenesimo na ovu krivulju. Nasa
krivulja 4. reda roda nultoga na sl. 1 postat ¢e bicirkularna onda, ako
pravac p ode u neizmjernost, a njegova hiperboli¢ka involucija prijede
u apsolutnu involuciju ravnine crtnje na tom neizmjerno dalekom praveu.
Realne dvostruke toéke M, N hiperbolitke involucije prelaze tada u apso-
lutne tolke ravnine crtnje. Buduéi da su apsolutne totke, odnosno apso-
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lutna involucija, odredeni svakim cirkularno involutornim pramenom
zraka, bit ée spojnica tofaka SA okomita na tangente krivulje 2 povucene
iz konjugirane to¢ke B. Bududi da ovo vrijedi za svaki konjugirani par
tolaka An, Bn apsolutne involucije, vidimo, da je nasa bicirkularna kri-
vulja 4. reda nozi$na krivulja krivulje % 2. reda za pol §.

Tangente m,, m, i ny, n, prelaze u imaginarne tangente bicirkularne
krivulje u njenim apsolutnim tolkama, dakle su sjecista Fy, I, tih tange-
nata Cetvorostruki fokusi nae bicirkularne krivulje 4. reda. Tangente -
¢, d i ¢y, dy prelaze u imaginarne tangente krivulje & 2. reda povucene na
tu krivulju iz apsolutnih tofaka, dakle sjeciSta tih tangenata E,, E, pre-
Jaze u fokuse krivulje k. Harmonijski dvoomjer (SE, F, J]) = —1 ostaje
nepromijenjen s tom razlikom, da je totka ] s pravcem p otisla u neiz-
mjernost. Qdavle medutim direktno proizlazi, da se Cetvorostruki fokus Fy
nalazi u polovistu duZine SE,. Isto se tako Cetvorostruki fokus F, nalazi
u polovistu duzine SE,. SL. 2.

Imamo li na umu ono, $to smo spomenuli u uvodu ove radnje, kao 1 ono.
$lo smo dosad izveli, tad vidimo, da smo za bicirkularne krivulje 4. reda
dobili ovu zanimljivu &njenicu: Ako neku bicirkularnu krivulju 4. reda
shvatimo kao envelopu kruinica, koje prolaze nekom tolkom S (koja je
dvostruka totka te krivulje), a sredista su im na nekoj krivulji 1 2. reda,
onda se realni fokusi te krivulje | 2. reda podudaraju s Cetvorostrukim
realnim fokusima nastale bicirkularne krivulje 4. reda.

Imamo 1i bicirkularnu krivulju 4. reda izvedenu na jedan ili drugi
nadin, znat éemo prema tome na temelju na$ih razmatranja konstruktivno
odrediti njene Eetvorostruke fokuse. Ako je ta krivulja izvedena na bilo
koji drugi nadin, recimo pomoéu obifne inverzije na kruznici, tad cemo
u pet totaka te krivulje postaviti okomice na spojnice tih to¢aka s dvostru-
kom totkom te krivulje. S ovih pet okomica odredena je krivulja & 2. reda
i razreda, ako te okomice smatramo za njene tangente. Odredivsi fokuse
* ove krivulje 2. reda, lako je odrediti na opisani nadin i trazene cetvoro-
struke fokuse.

III. Upisemo li na sl. 1 tangentama m,, m,, n,, n, nase krivulje u dve-
strukim tofkama M, N pramen krivulja 2. reda, tad sve krivulje ovog
pramena imaju zajednicki tangencijalni etvorostran. Vrhovi tog Cetvoro-
strana su totke M, N, Fy, F,, i jo§ dva dalja sprijeda spomenuta sjecista
Iy, F,. Prenesemo 1li ovo na nafu bicirkularnu krivulju 4. reda, nastalu
kao envelopu kruZnica, koje idu dvostrukom toc¢kom §, a sredista su im na
krivulji I 2. reda, onda ovaj spomenuti pramen krivulja 2. reda prelazi u
pramen konfokalnih krivulja 2. reda zajednitkih fokusa Fy, F, Fyi F»,
kod kojeg se pramena sva ta Cetiri zajednitka fokusa podudaraju sa Ce-
tvorostrukim fokusima bicirkularne krivulje 4. reda, od kojih su naravski
dvarealna,a dva konjugirano imaginarna. Vidimo dakle, da nesamo realni
fokusi krivulje I 2. reda daju realne etvorostruke fokuse bicirkularne
krivulje 4. reda nego i imaginarni fokusi krivulje / daju imaginarne Ce-
tvorostruke fokuse naSe bicirkularne krivulje. Sva nasa dosadanja razma-
iranja i zakljutke moZzemo prema tome obuhvatiti ovakvim stavkom:
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Izvedemo li neku bicirkularnu krivulju 4. reda kao envelopu kruinicd.
koje prolaze nekom tockom S, a sredista su im na nekoj krivulji 1 2. reda,
tad se realni i konjugirano imaginarni fokusi krivulje | podudaraju s isto
lakvim Cetvorostrukim fokusima izvedene bicirkularne krivulje 4. reda.

Ako je bicirkularna krivulja 4. reda izvedena kao nozisna krivulja neke
krivulje k£ 2. reda uz pol S, onda nam sprijeda izvedeni rezultati daju
odmah konstruktivni postupak i za odredenje konjugirano imaginarnog
para Cetvorostrukih fokusa te bicirkularne krivulje, a ne samo za realan
par. Ako je bicirkularna krivulja 4. reda izvedena bilo kako inale, onda
se dobivanjem realnog para Cetvorostrukih fokusa na opisani nain do-
biva istovremeno i imaginaran par takvih fokusa te krivulje.

Odaberemo li kruZnicu kao krivulju [, tad se u njezinu sredi$tu nalaze
sva Cetiri njena fokusa. Pomocu te kruznice dobivena bicirkularna krivulja
4. reda imat ¢e prema tome u tom sredi$tu svoj 16-struki fokus.

IV. Rezultatima ovih na$ih dosadanjih razmatranja kod bicirkularnih
krivulja 4. reda posluzit éemo se najprije kod razmatranja rotacionih
ciklida i njihovih ravninskih prijesjeka. Zarotiramo li neku simetri¢nu
bicirkularnu krivulju 4. reda oko njene osi, nastat ¢e rotaciona ploha 4.
reda, koja dva puta prolazi apsolutnom ¢unjosje¢nicom. Plohe 4. reda,
koje dva puta prolaze apsolutnom ¢unjosjeénicom, zovu se opéeno ciklide.
Ako je takva ploha rotaciona, onda svi njeni osni prijesjeci imaju isti par
¢etvorostrukih fokusa na toj osi. Kad je taj par Cetvorostrukih fokusa
realan, onda su ti fokusi uistinu realni vrhovi imaginarnih tangencijalnih
stozaca 2. reda naSe ciklide duZ apsolutne &unjosjeénice. U nastavku ove
radnje potrazit emo takav realan par karakteristiénih to¢aka na osi rota-
ctonih ciklida, kao i njihovo znafenje za sve ravninske presjeke te plohe,
ako te tocke uopée postoje kao realne.

V. Analogno, kao $to bicirkularnu krivulju 4. reda moZemo dobiti kao
nozisnu krivulju neke krivulje 2. reda, mozemo i ciklidu dobiti kao no-
zi8nu plohu neke plohe 2. reda, uz neki pol unutar ili izvan te plohe, koji -
¢e biti izolirana ili puna dvostruka toc¢ka te ciklide.® Sludaj, kad ta ploha
degenerira u plohu 3. reda i jednu ravninu, nas ovdje ne ée zanimati.
Na ovom ¢emo se mjestu sjetiti jos 1 definicije bicirkularne krivulje 4. re-
da, prema kojoj je ta krivulja envelopa kruZnica, koje prolaze njenom dvo-
strukom totkom, a sredi$ta su im na nekoj krivulji 2. reda, kao i poznate
definicije ciklida (MouTarD), prema kojoj je ona envelopa kugala, koje
okomito sijeku neku kuglu, a sredista su im na nekoj plohi 2. reda.

Odaberimo sada neku rotacionu plohu @ 2. reda, na osi koje se nalazi
realan par fokusa osnih presjeka te plohe, a na toj osi odaberimo i pol P.
Nozisna ploha ove plohe @ za pol P bit ¢ée koaksijalna ciklida, kojoj je
pol P dvostruka totka. Svaki osni prijesjek ove ciklide moZemo smatrati
kao nozisnu krivulju prijesjeka plohe @ s istom ravninom za isti pol P,
ali istovremeno ga moZemo smatrati i kao envelopu kru¥nicu u toj pre-
sjecnoj ravnini, koje prolaze to¢kom P, a sredita su im na nekoj krivulji

7 G. Darboux, Principes de géométrie analytique, Paris 1917., str. 407.
S Miiller R., Graf U., Zykliden als Fusspunktflichen, Mh. Math. Phys. 44, 71-84 (1936}
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i 2. reda. Tocke ove krivulje [ ¢ine polovista spojnica totke P s totkama
presjecne krivulje plohe @ s istom ravninom, kako nam je to poznato iz
to¢, II. Na temelju razmatranja u tol. I. i II. prema tome izlazi, da ée
realni (Fy, F,) i konjugirano imaginarni fokusi ovakve krivulje I, koja je
2. reda, biti identicni s Cetvorostrukim fokusima bicirkularnog osnog
prijesjeka ciklide u istoj ravnini. Buduéi da su i ploha @ i nafa ciklida
rotacione plohe, imaju svi osni presjeci isti realan par fokusa kod plohe @,
a prema tome i svi bicirkularni osni presjeci ciklide imaju taj isti par
realnih Cetvorostrukih fokusa Iy, F, Krivulje I svih osn'h prijesjeka éine
plohi @ koaksijalnu sli¢nu plohu ¥ 2. reda, a njezine totke opet mofemo
smatrati za polovidta spojnica totke P s tockama plohe @. U poloviitima
spojnice tocke P s oba fokusa osnih presjeka plohe @ nalaze se 1sto takvi
fokusi, F,, F,, plohe ¥, dakle i &etvorostruki fokusi osnih prijesjeka nage
rotacijske ciklide.

Odaberimo opet jedan osni prijesjek nase ciklide i plohe V. Znademo,
da je ovaj simetrican bicirkularni prijesjek ciklide envelopa krufnica,
koje prolaze totkom P, a srediita su im na presjeénoj krivulji 2. reda
plohe ¥ s istom ravninom. Svakom ovom kru’nicom postavimo sada
kuglu tako, da kruZnica i kugla imaju zajednitko sredifte. Zavrtimo li
taj prijesjek sa svim tim kuglama, dobit ¢emo na$u rotacionu ciklidu
kao envelopu kugala, koje prolaze totkom P, a sredifta su im na plohi ¥.
Ovo je zapravo sprijeda spomenuta Moutardova definicija ciklida 4.
reda, samo je u ovom sluaju totka P kugla stisnuta u jednu totku. Sa-
beremo li rezultate nadih dosadanjih razmatranja, moZemo ih izreéi ovim
stavkom:

Na osi nekog rotacionog izduzenog clipsoida, ili rotacionog dvoploinog
hiperboloida, odaberimo neku toéku P i njom postavimo sve kugle, kojima
su  srediSta na toj rotacionoj plohi 2. reda. Sve takve kugle omataju
neku rotacionu ciklidu 4. reda, kojoj se zajednicki realni cetvorostruki
fokusi svih osnik prijesjeka nalaze u fokusima osnih prijesjeka te rota-
ctone plohe 2, reda.

Budu¢i da se i realan i konjugirano imaginaran par tetvorostrukih
fokusa bicirkularnih osnih prijesjeka nase ciklide podudara s realnim
1 konjugirano imaginarnim fokusima prijesjeka spomenutog rotacionog’
elipsoida ili hiperboloida, le¥e svi imaginarni tetvorostruki fokusi osnih
presjeka na imaginarnoj krufnici u simetralnoj ravnini tog elipsoida ili
hiperboloida, okomitoj na njihovoj osi. Na toj osi nalazi se naravski i
srediSte te kruznice. U ovoj imaginarnoj kruinici sijede ova simetralna
ravnina kuglu opisanu oko jednog tjemena naleg spomenutog rota-
cionog elipsoida, kojoj je polumjer jednak polumjeru najiire paralele
(ekvatora) tog elipsoida. Ovo izlazi iz poznate definicije imaginarnih
tokusa elipse, koji se dobiju kao sjecifte pravca male osi s krunicom
opisanom oko tjemena velike osi, kojoj je promjer jednak velidini male
osi. Uzme 1i se u obzir imaginarnost male osi kod hiperbole, dade se lako
odrediti takva imaginarna kruZnica i kod rotacionog dvoplotnog hiper-
boloida. Kad bismo namjesto produfenog uzeli spljoiteni rotacioni
elipsoid, ili namjesto dvoplo$nog jednoplo$ni rotacioni hiperboloid, bila
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bi ova kruZnica realna, a opisani par istaknutih totaka F,, F, na osi ovakve
rotacione ciklide bio bi konjugirano imaginaran.

VI Pretpostavimo, da naSa rotaciona ciklida ima na svojoj osi opet
realan par opisanih tolaka Fy, F,. Kako znamo, te su to¢ke vrhovi imagi-
narnih stoZaca 2. reda, koji ovu ciklidu tangiraju du# apsolutne ¢unjo-
sjecnice. Izvodnice ovih stoZaca su prema tome izotropni pravci. Posta-
vimo sada, recimo tockom Fy, po volji neku ravninu ¢. Nadu ciklidu sijee
ta ravnina u bicirkularnoj krivulji 4. reda, kojoj je totka F; sigurno jedan
cetvorostruki fokus. Namece se medutim pitanje, a gdje je drugi Zetvoro-
struki fokus te krivulje? Odnosno, ovdje moZemo postaviti pitanje, a gdje
su uopCe realni Cetvorostruki fokusi bicirkularnog prijesjeka nae ciklide
bilo kojom ravninom prostora? To¢ka F; nafeg prijesjeka je njegov le-
tvorostruki fokus zato, $to ravnina prijesjeka sijete izotropni stoac vrha
F, u paru izotropnih izvodnica, koje su tangente ove presjelne krivulje u
njenim apsolutnim totkama. Pomaknemo li ravninu prijesjeka paralelno,
mmat ¢e te dvije ravnine u neizmjernosti zajednitki neizmjerno daleki
pravac, dakle presjecne krivulje obiju ravnina prolaze istim apsolutnim
tockama. Cetverostruki fokus presje¢ne krivulje u ovoj drugoj ravnini
nalazit ¢e se u realnoj presjecnici imaginarnih tangencijalnih ravnina
izotropnog stoSca duz njegovih izotropnih izvodnica u prvoj ravnini. Taj
¢e se fokus nalaziti prema tome na konjugiranoj zraci ravnini prvog pri-
jesjeka (koja ide tockom F,), s obzirom na izotropni stofac vrha F,, dakle
na praveu postavljenom u totki F; okomito na poloZaj obiju ravnina. Po-
maknemo li ravninu ovakvog prijesjeka paralelno u tocku Fy, sve ée se po-
noviti, kao da radimo s to¢kom Fy, dakle vrijedi isto i za vrh F, drugog
tangencijalnog izotropnog stofca. Nada razmatranja dovode nas prema
tome 1 do ovog stavka:

Ako je rotaciona ciklida envelopa kugala, koje prolaze njenom dvo-
strukom tockom, a srediSta su im na koaksijalnom izdufenom rotacionom
elipsoidu, ili na koaksijalnom dvoplosnom rotacionom hiperboloidu, onda
sw realni Cetvorostruki fokusi svakog ravninskog prijesicka te ciklide
identiéni s okomitim projekcijama zajedniékih realnih fokusa osnik pri-
jesjeka tih rotacionih ploha 2. reda na ravnine tih prijesjeka.

Iz sprijeda spomenutog stavka znademo, da se zajednitki fokusi osnih
prijesjeka ovih rotacionih ploha 2. reda podudaraju sa éetvorostrukim
fokusima osnih prijesjeka nade rotacione ciklide. Na temelju ovoga, kao i
ostalih nasih razmatranja, moZe se vrlo jednostavno dobiti geometrijsko
mjesto Cetvorostrukih fokusa prijesjeka nae rotacione ciklide s ravni-
nama nekog pravca, ili neke to¢ke. Na pr. éetvorostruki fokusi prijesjeka
s ravnainama dvostruke tocke (prijesjeci roda nultoga) leie na dvije kugle,
kojima su promjeri dufine ogranitene dvostrukom tockom ciklide i za-
jednickim cetvorostrukim fokusima njenih osnih prijesjeka.

Ako je ciklida izvedena kao no%i¥na ploha nekog rotacionog elipsoida,
ili dvoplo$nog rotacionog hiperboloida, onda se na temelju dosada$njih

razmatranja dadu vrlo lako konstruktivno odrediti opisane istaknute
tocke F,, F, ove ciklide.
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VII. Uzmemo li namjesto spomenutog rotacionog elipsoida, odnosno
hiperboloida, kuglu ¥, i negdje izvan kugle, u njoj, ili na samoj kugli
tocku P, onda ée envelopa svih kugala ove tolke P, kojima je sredite na
kugli ¥, biti specijalna ciklida 4. reda, kod koje istaknute totke F,, F,,
na njenoj osi padaju skupa u srediste kugle ¥. Ovakva ciklida tangira
sama sebe i kuglu duz apsolutne ¢unjosjenice. Svaki ravninski bicirku-
-larni prijesjek ovakve plohe ima jedan 16-struki fokus, koji se nalazi u
okomitoj projekciji srediSta kugle ¥ na tu ravninu prijesjeka. U taj fokus
povukla su se oba realna i oba imaginarna éetvorostruka fokusa tog
bicirkularnog prijesjeka, jer su se i sva Cetiri fokusa osnih prijesjeka kugle
¥ povukla u njeno srediste.

VIIL Saznali smo u to¢kama VI i VII, da rotacione ciklide imaju duz
apsolutne Cunjosjenice dva imaginarna tangencijalna stojca 2. reda,
kojih se realni vrhovi nalaze na njihovim osima. Ova dva sto$ca padaju
skupa, ako je ciklida noZi$na ploha kugle. Pomoéu nasih razmatranja u
to¢. I i II otkrit ¢emo sada jo$ i dalje ciklide, koje duZ apsolutne ¢unjo-
sjecnice diraju dva imaginarna stofca s realnim vrhovima, a koje nisu
rotacione.

Vidjeli smo, da svaku bicirkularnu krivulju 4. reda, koja je no¥i¥na
krivulja, moZemo smatrati i kao envelopu kruZnica. Analogno vrijedi
1 za rotacione ciklide, buduéi da je ploha ¥ geometrijsko mjesto polo-
vista spojnica pola P sa svim totkama plohe @ (to&. V.).

Odaberimo opet neki izduZeni rotacioni elipsoid ili rotacioni dvoplo$ni
hiperboloid @, kojemu su totke E,, E, zajednitki fokusi meridijanskih
prijesjeka. Pol P neka bude po volji unutar plohe na njoj ili izvan te
plohe, ali ne na njenoj osi. Postavimo sada na plohu @ neki dirni valjak.
Sve okomice postavljene totkom P na tangencijalne ravnine toga valjka,
koje su i tangencijalne ravnine plohe @, nalaze se u jednoj ravnini, koja
je okomita na tom valjku. NoZiita tih okomica na tim ravninama podu-
darat ¢e se prema tome s noZi§tima okomica sputenih iz totke P na tan-
gente presjetne krivulje tog valjka s tom okomitom ravninom. Buduéi
da je taj presjek krivulja 2. reda, na$a ¢e noZina krivulja u toj okomitoj
ravnini biti bicirkularna krivulja 4. reda. Svakoj ravnini to¢ke P pridru-
Zen je na taj nalin jedan na nju okomit tangencijalan valjak plohe @,
dakle se u svakoj takvoj ravnini nalazi jedna bicirkularna krivulja 4. reda.
Sve te krivulje ¢ine noZi¥nu plohu rotacione kvadrike @ za pol P, koji ¢e
opet biti njena dvostruka tocka.

Vratimo se naSem prvom tangencijalnom valjku i ravnini postavljenoj
totkom P okomito na taj valjak. Fokusi E,, E, osnih prijesjeka naSe ro-
tacione kvadrike su realni vrhovi njenih imaginarnih tangencijalnih sto-
Zaca du¥ njenih prijesjeka s polarnim ravninama tih vrhova s obzirom
na tu kvadriku. Ovi imaginarni tangencijalni sto¥ci su medutim sa-
stavljeni od samih izotropnih izvodnica, dakle prolaze i apsolutnom &u-
njosjetnicom. Povucimo sada totkama E,, E, pravce e, ¢, usporedno
s izvodnicama na¥eg po volji odabranog tangencijalnog valjka. Parovi
izotropnih ravnina, t. j. takvih, koje tangiraju spomenute izotropne
stodce, koje prolaze tim pravcima, tangiraju i nafu plohu @. Sijecimo sada
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na$ tangencijalni valjak ravninama, koje prolaze neizmjerno dalekom
polarom neizmjerno daleke zajednicke totke pravaca e, e, kao pola,
s obzirom na apsolutnu ¢unjosjeénicu. Drugim rijedima to znadi okomitim
ravninama na tom valjku. Imaginarne tangente presje¢nih &unjos jecnica,
povucene iz apsolutnih totaka u tim presjeénim ravninama, sjeéi ée se u
probodiStima pravaca e, e, buduéi da su te tangente presjetnice onih
izotropnih tangencijalnih ravnina plohe ®. Vidimo dakle, da ¢e probo-
diSta pravaca ey, e, s takvim okomitim presjeénim ravninama biti fokusi
E'y, E'; presjetnih ¢unjosjetnica tih valjaka.

Shvatimo li smjer izvodnica nadih tangencijalnih valjaka rotacione
plohe kao smjer projiciranja, onda je evidentno, da svaku njenu no-
Zi¥nu plohu, za bilo koji pol P, moZemo smatrati kao geometrijsko mjesto
noZi¥n.h krivulja ortogonalnih projekcija te rotacione kvadrike na sve
ravnine pola P, za tu totku uvijek kao pol. U nafem slu¢aju, buduéi da
je ploha @ rotaciona s zajednitkim realnim fokusima E,, E, svih svojih
meridijanskih prijesjeka, vrijedi jo§ i ¢injenica, koju smo nedavno izveli,
t. j.da se fokusi E',, E', tih ortogonalnih projekcija plohe @, na sve rav-
nine pola P, podudaraju s ortogonalnim projekcijama zajednitkih fokusa
E,, E; osnih prijesjeka te rotacione plohe.

Vidjeli smo u tol, I 1 II, da se &etvorostruki fokusi bicirkularne kri-
vulje 4. reda, ako je ona nastala kao no#i$na krivulja neke krivulje 2.
reda, nalaze u polovi$tu spojnice pola s fokfisima te krivulje 2. reda.
Ucinimo 1i to isto sada u svakoj ravnini pola P, onda ée svi tako nastali
cetvorostruki fokusi F,’, F," presjetnih krivulja nafe ciklide s ravninama
pola P, biti zapravo okomite projekcije na te ravnine onih tofaka F,, Fs,
koje se nalaze u polovistima du¥ina PE,, PE,. U paralelnoj se pro-
jekciji polovidte neke dufine projicira uvijek u polovite projekcije te
dugine. Odavle direktno proizlazi &injenica, da se geometrijsko mjesto
Cetvorostrukih fokusa svih ravninskih prijesjeka ovakve ciklide, ravni-
nama totke P, sastoji od dvije kugle.

Cinjenica, da se Cetvorostruki fokusi ravninskih presjeka naSe ciklide,
s ravninama totke P, nalaze uvijek u okomitoj projekciji nekih posve
odredenih stalnih totaka Fy, F,, govori nam nadalje i to, da su te totke
F,, F, realni vrhovi izotropnih tangencijalnih stofaca nafe ciklide du¥
apsolutne tunjosjetnice. Ovo proizlazi direktno iz definicije fokusa uopte,
kao i iz ¢injenice, da svi izotropni parovi ravnina, postavljeni tockama
Fy, F,, omataju imaginarne izotropne stojce. Mo%emo prema tome izreéi
ovakav stavak:

Nozisne plohe izdufenih rotacionih elipsoida i rotacionih dvoplosnih
kiperboloida, za bilo koji pol P, takve su ciklide, kojih imaginarne tan-
gencijalne ravnine dui njihove dvostruke apsolutne cunjosjelnice oma-
taju dva 1zotropna stoica, kojik se realni vrhovi Fy, F, nalaze u polo-
vistima spojnica pola P sa zajednilkim fokusima osnih prijesjeka tih
rotacionih ploha 2. reda.

Posve je razumljivo, da ¢e dvostruka totka P i ovakvih ciklida biti nor-
malna, §iljak ili izolirana prema tome, da li se ona nalazi izvan temeljne
rotacione plohe 2. reda, na njoj ili u njoj.
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Vidjeli smo u to¢ki VI, da sve paralelne ravnine u konaénosti sijeku
neizjmjerno daleku apsolutnu ¢unosjeénicu u iste dvije tolke, kojima
moZemo na svaki na$ izotropni tangencijalni stoZac postaviti dvije ima-
ginarne tangencijalne ravnine. Ove naravski prolaze realnim vrhovima
tih stoZaca, a realna im je presjelnica okomita na spomenute paralelne
ravnine u konatnosti. Cetvorostruki fokusi presjeénih krivulja nafe ci-
klide s takvim paralelnim ravninama nalazit ée se prema tome na toj
okomitoj realnoj prijesjecnici, a to s drugim rijelima znadi ovo:

Cetvorostruki fokusi svih ravninskih prijesjeka nasih opisanih ciklida
lee i ovdje u okomitim projekcijama toéaka F,, F, na ravnine tih pri-
jesjeka.

Poznata je Cinjenica, da se noZi$na krivulja neke centralne krivulje 2.
reda raspada u realnu i imaginarnu kruznicu, ako se pol nalazi u fokusu
te krivul je. Posve analogno je noZi$na ploha izduZenog rotacionog elipso-
ida ili dvoplosnog rotacionog hiperboloida, realna i imaginarna kugla,
ako se pol nalazi u fokusu svih osnih prijesjeka tih rotacionih kvadrika.
Postavimo li prema tome totkom P ravninu okomitu, recimo na spojnicu
PE,, sjeéi e ta ravnina nuZno nadu ciklidu u kruZnici, buduéi da ée se
pol P podudarati s jednim fokusom (£,") ortogonalne projekcije rota-
cione plohe @ na tu ravninu. Isto to naravski vrijedi i za spojnicu PE,.
Vidimo dakle, da na na$oj specijalnoj ciklidi postoje dvije kruZnice,
kojih ravnine prolaze dvostrukom tolkom P, i u kojima se nalaze samo
te kruZnice kao realni dijelovi te ciklide. Prijesje¢nica ovih dviju ravnina
‘prolazi dvostrukom totkom P, a sijele i obje te kruZnice. Bududi da je
na$a ciklida Cetvrtog reda, kojoj je totka P dvostruka to¢ka a nijedna
od tih kruZnica ne prolazi tom dvostrukom tockom, sijeku se te dvije
kruznice u dvije tocke te presjelnice, koje su probodiita te presjeénice
s ciklidom. Znademo, da svaka kugla prolazi apsolutnom ¢unjosje¢nicom,
dakle dvostrukom ¢unjosjeénicom nase ciklide. Prema tome ¢e kugla, koja
je odredena s te dvije kruZnice, prodirati tu ciklidu realno samo u te
dvije kruZnice. Srediste svake ove kruZnice nalazi se u okomitoj pro-
jekciji tocke Fy, odnosno F,, na njenu ravninu. Ovo proizlazi iz &injenice,
da se totka F, nalazi u polovistu duzine PE,, a tocka F, u polovistu du-
Zine PE,, pa okomite projekcije totaka F; i Fy na ravnine tih krunica
padaju u poloviita duzine PE,’, odnosno PE,” u tim ravninama, za koje
znademo, da su sredi$ta tih kruZnica, jer su srediita i okomitih projekcija
plohe @ na ravnine tih kruZnica. Srediste kugle ovih dviju kruZnica iden-
tiéno je sa srediStem plohe @, buduéi da se ovo okomito projicira na
ravnine tih kruZnica u njihova sredi$ta. Svakom ovom kruZnicom mo-
Zemo medutim zasebno postaviti co! kugala, a svaka ée od njih prodirati
na$u ciklidu u jo§ jednoj kruZnmici, jer cio prostor mora biti 8. reda.
Sredista tih kugala nalazit ée se na spojnici sredita plohe @ sa srediftem
jedne, odnosno druge kruZnice u ravninama totke P. U ravnini svake
ovakve nove kruZnice mora se nadalje nalaziti jo§ jedna kru¥nica,
kojoj ¢e srediste pasti u okomitu projekciju totke F,, odnosno F,, na njenu
ravninu prema tome, da li smo kuglu postavili kruZnicom u okomitoj
ravnini na spojnicu PF,, ili PF,. Svaku ovakvu novu kruZnicu moZemo
smatrati kao jedini realni dio prodorne krivulje nae ciklide s kuglom,
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kojoj je srediste u totki F;, odnosno F,. Ovaj se prodor sastoji samo od
jedne kru¥nice zato, $to ovakva kugla, kojoj je srediste F,, odnosno F,,
prodire i tangira nau ciklidu du apsolutne cunjosjetnice. Vidimo prema
tome, da i za nafe specijalne ciklide postoji neizmjerno mnogo ravnina,
koje je sijeku u parovima kruZnica, kako je to poznato i kod ostalih
ciklida. ‘

Poznata je &injenica, da sve simetralne totke jednog fokusa (supro-
tifta) bilo koje krivulje 2. reda (osim parabole), s obzirom na tangente
te krivulje kao osi simetrije, le¥e na jednoj kruinici. Srediste je te kru-
¥nice u drugom fokusu, a polumjer joj je jednak velikoj osi te krivulje
2. reda. Analogno ovome sve simetrilne totke jednog zajednitkog fokusa
svih osnih prijesjeka nekog izduZenog rotacionog elipsoida, ili dvoplosnog
rotacionog hiperboloida, s obzirom na tangencijalne ravnine te plohe
kao simetralne ravnine, lefe na jednoj kugli. Srediste ove kugle je u dru-
gom zajednitkom fokusu osnih prijesjeka te rotacione plohe 2. reda, a
polumjer te kugle jednak je poluosi te plohe 2. reda. Odaberemo li sada
na$ pol P na jednoj od ovih kugala, past ¢e totke F;, odnosno F,, na
povrdinu nade ciklide, jer se one nalaze, kako smo vidjeli, u polovistu
spojnice PE,, ili PE,. Spomenute kugle, opisane oko srediita E,, E, pro-
diru se u kruZnici, koja se nalazi u simetralnoj ravnini te rotacione plohe
okomitoj na njenu os, a polumjer joj jer = V 4a®—¢?, ako je 2a duZina
osi, a e udaljenost fokusa osnih prijesjeka do sredista te rotacione plohe
@ 2. reda. Odaberemo li sada pol P na ovoj kruin'ci, tad ¢e i totka F i
totka F, pasti na povriinu nage ciklide, jer ¢e noZista spojnica PE,, PE,,
u njima pridrufenim tangencijalnim ravninama plohe &, biti totno u
polovistima tih du¥ina, dakle u totkama Fy, F,. Sve naSe dosadanje ciklide
imale su jednu simetralnu ravninu, a ove posljednje imaju dvije.

Iz ovih se nasih razmatranja vidi, da ¢e nofi$na ploha kugle imati svoj
16-struki fokus na svojoj povriini onda, ako se pol P nalazi negdje
na koncentri¢tnoj kugli dvostrukog polumjera. Taj ée se fokus na-
laziti na nutarnjem tjemenu te specijalne rotacione ciklide.

IX. Odaberemo li dvije kugle kao neku degeneriranu plohu 4. reda
(ciklidu), tad vidimo na temelju nasih dosadanjih razmatranja, da nae
specijalne ciklide imaju s ovakvom degeneriranom plohom 4. reda ana-
logne osobine. Istaknute totke F,, F, ove degenerirane plohe nalaze se u
sred:§tima tih kugala. Evo nekoliko takvih osobina:

Cetvorostruki fokusi svih ravninskih prijesjeka s ravninama jedne
tocke nalaze se na dvije kugle.

i ova: Cetvorostruki fokusi ravninskih prijesjeka s ravninama jednog
pravca nalaze se na dv'je krutnice, koje prolaze tockama Fy, Fs, a okomito
sijeku taj pravac u dijametralnim tockama tih tolaka.

Buduéi da je realan dio prodorne krivulje svake kugle s naSom spe-
cijalnom ciklidom prostorna krivulja 4. reda (ciklika), sje¢i ée oot ravnina
neke totke nasu ciklidu tako, da ée éetvorostruki fokusi njen’h ravninskih
prijesjeka biti na njoj samoj, a svi ti fokusi leze na toj ciklidi duz dviju
ciklika (prostornih krivulja 4. reda na kugli).
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Sve ovo proizlazi iz ¢injenice, da se Cetvorostruki fokus svakog ravnin-
skog presjeka nafih specijalnih ciklida nalaze u okomitim projekcijama
totaka F,, F, na te ravnine. Svakom totkom prostora moZemo medutim
postaviti okomite ravnine na spojnice te totke s totkama F,, F;, dakle vri-
jedi za naSe ciklide i ovaj stavak:

Svakom tolkom prostora prolaze dvije ravnine tako, da one nasu
specijalnu ciklidu sijeku w bicirkularnoj krivulji 4. reda na taj nacin,
da joj je jedan letvorostruki fokus u toj tocki.

Odaberemo 1i neku totku na spojnici totaka F,, F,y, pa tom totkom po-
stavimo okomitu ravninu na tu spojnicu i njom presije¢emo tu ciklidu
nadeg tipa, tad ée ortogonalne projekcije obiju toéaka Fy, F; na tu ravninu
pasti u istu to¢ku. Presje¢na bicirkularna krivulja 4. reda s tom ravninom
imat ée prema tome u toj to¢ki svoj 16-struki fokus. Znademo, da ovakva
krivulja sama sebe dira u apsolutnim to¢kama, kao $to to recimo Cine
dvije koncentri¢ne kruZnice. Za naSe specijalne ciklide vrijedi prema
tome i ovo:

Za svaku nasu specijalnu ciklidu, kao nofisnu plohu nekog rotacionog
izdutenog elipsoida, ili rotacionog dvoploinog hiperboloida, postoji jedan
pramen usporednih ravnina, koje ove ciklide sijeku u takvim bicirkularnim
krivuljama 4. reda, koje same sebe diraju u apsolutnim tockama. 16-struki
realni fokusi ovakvih krivulja nalaze se na spojnici realnih vrhova izo-
tropnih tangencijalnih stofaca tih ciklida du? apsolutne Cunjosjecnice,

‘a ravnine tog pramena su na toj spojnici okomite.

Buduéi da su ravninski prijesjeci na$ih ciklida roda nultoga samo oni,
kojih ravnine prolaze polom P kao dvostrukom totkom, mozemo zabil jeZiti
i ovu osobinu na$ih specijalnih ciklida, imajuéi pred o¢ima ¢injenicu, da
je spojnica karakteristi¢nih totaka F;, F, usporedna s osi plohe 9:

Na svakoj noZisnoj plohi nekog rotacionog izduZenog elipsoida, ili
rotacionog dvoploinog hiperboloida, postoji samo jedna bicirkularna kri-
vulja 4. reda roda nultoga sa 16-strukim fokusom. Ravnina ove krivulje
prolazi dvostrukom tolkom te ciklide, a okomita je na osi te rotacione
plohe 2. reda.

Kod onih nasih ciklida na kojih se povr§ini nalazi to¢ka F; ili F,, sijeku
naravski isve ravnine tih totaka ovakvu ciklidu u bicirkularnoj krivulji
4. reda s Cetvorostrukim fokusom na njima samima.

Ako su obje totke F;, F, na takvim ciklidama, onda je evidentno, da
unutar ova dva snopa ravnina postoji jedan pramen ravnina, kojemu ¢e
spojnica F,, F, biti os, a koje takvu ciklidu sijeku u bicirkularnim krivu-
ljama s oba Cetvorosruka fokusa na njima samima.

Primljeno na sjednici Odjela za matematicke, fizicke i tehnitke nauke dne 5. VI. 1953.
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V. Ni1éE

SUR LES PROPRIETES FOCALES DES COURBES
BICIRCULAIRESETDE CERTAINES CYCLIDES
DU 4 ORDRE*

La courbe bicirculaire du 4¢ ordre du genre O peut étre définie comme
courbe pédale d’'une courbe du 2¢ ordre, si celle-ci n’est pas une parabole.
Le pdle S de cette courbe sera son point double. En termes de la géométrie
synthétique cela peut s’exprimer comme il suit. Dans le plan choisissons
A volonté une courbe k£ du 2¢ ordre qui n’est pas une parabole, et un
point S. Sur la droite a l'infini, choisissons deux points conjugués dans
Pinvolution absolue de cette droite. Les points d’intersection des droites
tangentes 4 la courbe % et passant par un de ces deux points conjugués,
et de la droite de jonction de 'autre point et du point S, se trouvent sur
une courbe bicirculaire du 4¢ ordre du genre O dont le point S et les points
absolus du plan sont les points doubles. La droite 4 I'infini étant remplacée
par une droite quelconque p et les points absolus par une paire de points
réels M, X sur cette droite comme paire de points doubles d’une involution
hyperbolique, les points d’intersection obtenus par le méme procédé
décriront une courbe du 4¢ ordre du genre 0, dont les points M, N, § seront
les points doubles. Soient a la droite MS, a, la droite NS, ¢ et ¢, les tan-
gentes 2 la courbe £ menées par M, et d, d, les tangentes passant par N.
Les tangentes 4 la courbe du 4¢ ordre au point M étant m,, m, et les tan-
gentes au point N étant n,, m,, on aura les rapports anharmoniques
(capm,) = — 1, (c,apmy) = — 1, (dbpn,) = — 1 et (d;bpn,) = — 1. Cela
découle immédiatement de la division harmonique formée par les points
doubles d’une involution hyperbolique et une paire de points conjugués
de cette involution.

On sait, de plus, que toute courbe pédale d’une courbe %2 du 2¢ ordre
peut étre considérée comme enveloppe des cercles passant par le point
double de cette courbe pédale et ayant leurs centres sur la courbe homo-

* Le titre original de ce travail: O fokalnim osobinama bicirkularnih krivulja i nekih
ciklida 4. reda.
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thétique I du 2° ordre, formée par les points de bissection des segments de
droites joignant S et les points de la courbe k.

Compte tenu de tout cela en obtient le théoréme suivant:

Les foyers quadruples réels et imaginaires d’une courbe bicirculaire du
4¢ ordre du genre O coincident avec les foyers réels et imaginaires de la
courbe du 2¢ ordre contenant les centres de tous les cercles qui envelop-
pent cette courbe bicirculaire et passant par son point double réel.

Si la courbe bicirculaire du 4¢ ordre est générée comme courbe pédale
d’une courbe du 2¢ ordre, il est évident que ses foyers quadruples se
trouvent aux points de bissection entre le point double S de cette courbe
bicirculaire et les foyers de la courbe k.

Si la courbe k, donc aussi la courbe I, est un cercle, il est clair que la
courbe bicirculaire du 4¢ ordre et du genre 0 aura un foyer 16-uple au
centre du cercle [.

Nous allons nous servir de ces propriétés des courbes bicirculaires du
4¢ ordre pour la recherche des propriétés de certaines surfaces générales
du 4¢ ordre qu'on obtient comme surfaces pédales d’une surface du 2°
ordre (cyclides). Ces surfaces sont connues comme surfaces du 4¢ ordre
passant deux fois par la conique absolue.

Sur I'axe d’un ellipsoide de révolution allongé ou sur I'axe d’un hyper-
boloide de révolution a deux nappes, que nous appelons @, nous choisis-
sons un point P comme péle de la surface pédale par rapport a cette
surface @. La surface pédale obtenue sera une cyclide de révolution,
coaxiale a la surface @ et ayant un point double au point P. Toutes les
sections axiales de la surface @ ont des foyers réels communs E;, E, sur
I’axe de cette surface. On déduit des résultats obtenus que les sommets
réels F,, F, des cones imaginaires tangents a une telle cyclide de révolu-
tion suivant la conique absolue se trouvent aux points de bissection des
segments PE,, PE,, sur I'axe de la cyclide. Nous voyons donc qu'il existent
deux cbnes isotropes tangents 2 la cyclide de révolution suivant la conique
absolue. Les sommets réels Fy, F, de ces cones se trouvent sur 'axe de la
cyclide aux points de bissection entre son point double et les foyers des
sections axiales de la surface fondamentale @ du 2¢ ordre de la cyclide.

Si I'on considére chaque section méridienne ¢ de la cyclide comme
enveloppe des cercles passant par le point P, les centres de ces cercles
dans le plan de chaque méridien seront sur une courbe du 2¢ ordre dont les
foyers sont les points Fy, F, et dont les points sont les points de bissection
entre le point P et les points d’intersection de la surface @ avec le plan
méridien respectif. Si le plan de ces sections méridiennes tourne autour
de I'axe de la cyclide de révolution, toutes les courbes [ formeront une
surface de révolution ¥ du 2¢ ordre dont les sections axiales auront les
points F,, F, comme foyers, et qui sera coaxiale et homothétique a la
surface 9.

Chaque plan méridien d’une surface de révolution étant son plan de
symétrie, on peut remplacer par des sphéres de méme rayon tous les
cercles enveloppant la section méridienne ¢ de notre cyclide, leurs centres
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étant sur la section méridienne ! de la surface ¥. En faisant tourner le
plan méridien autour de 'axe on obtiendra ainsi la méme cyclide comme
enveloppe de ces sphéres passant par le point P et ayant leurs centres
sur la surface coaxiale ¥ du 2° ordre dont les foyers communs des sections
axiales coincident avec les points F,, F, de la cyclide.

On sait qu’une droite perpendiculaire a un plan est conjuguée a ce plan
par rapport au cone isotrope., Par conséquent, les tangentes aux sections
bicirculaires de notre cyclide par des plans paralléles, menées par les
points absolus communs de ces sections, se coupent sur des droites passant
par les points F;, F, et perpendiculaires aux plans des sections.

Il s’ensuit encore qu’on obtient les foyers quadruples des sections planes
d’une cyclide de révolution, générée comme enveloppe des sphéres passant
par un point P situé sur 'axe d’un ellipsoide de révolution allongé ou
d’un hyperboloide de révolution & deux nappes ¥ et ayant leurs centres
sur cette surface ¥, en projetant perpendiculairement les foyers F,, F,
des sections axiales de la surface ¥ sur les plans des sections de la cyclide.

On reconnait I'analogie avec la sphére en ce qui concerne le lieu géo-
métrique des foyers quadruples (centres) de ses sections planes, dont les
plans passent par un point ou par une droite. Deux sphéres peuvent étre
considérées comme cas dégénéré d’une telle cyclide de révolution.

Si la surface ¥ est une sphére, les points F,, F, coincident avec son
centre, et la cyclide de révolution obtenue touchera elle-méme suivant la
conique absolue. La projection normale de ce centre sur le plan de chaque
section d’une telle cyclide sera toujours un foyer 16-uple de cette section
bicirculaire. '

Choisissons maintenant le péle P n’importe ou, sur la surface @, en
dehors ou en dedans d’elle. La surface pédale sera de nouveau une cyclide,
mais elle ne sera plus de révolution. Coupons perpendiculairement un
cylindre quelconque tangent & la surface @ par un plan passant par le
point P. La courbe pédale de la section conique obtenue se trouvera sur
la cyclide déterminée par un tel pole P. Les foyers de cette section conique
seront les projections normales E,’, E,” des foyers communs E,, E, des
sections méridiennes de la surface @ sur le plan de cette section conique.
Les foyers quadruples de la courbe pédale se trouveront donc aux points
de bissection des segments PE,’, PE,’. Cela étant vrai pour n’importe quel
cylindre tangent a la surface @, donc pour toute section de la cyclide par
des plans passant par le point P, on en déduit que les foyers quadruples
de chaque section par un plan du point P sont les projections normales des
points de bissection F;, F, des segments PE,, PE, sur le plan de la section.
Compte tenu des résultats obtenus en connexion avec la conique absolue
et des faits concernant les points F,, F, on conclut facilement que les points
F,, F, sont de nouveau les sommets réels des cones isotropes tangents a la
cyclide suivant sa conique absolue double. Par conséquent, on retrouve,
pour cette espece de cyclides, toutes le propriétés des cyclides considérées
précédemment et aussi I'analogie avec la sphére, respectivement avec deux
spheres considérées comme cas dégénéré d’une cyclide du 4¢ ordre.
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Si nous envisageons les cylindres tangents a la surface @ dont les géné-
ratrices sont paralltles aux droites PE, ou PE,, les courbes pédales consi-
dérées des sections normales de ces cylindres seront des cercles, car le
point P coincide avec le foyer de chacune de ces sections. Les plans du
point P perpendiculaires aux droites PE, ou PE, coupent donc la cyclide
suivant des cercles. Chaque sphére passant par un de ces deux cercles
coupe la cyclide suivant un deuxiéme cercle, car elle passe par la conique
absolue double de la cyclide. Toutes les sphéres ayant comme centre les
points F; ou F, coupent la cyclide suivant un cercle seulement, car elles
touchent la cyclide suivant sa conique absolue double.

Le pole P étant choisi convenablement, un ou deux des points F,, F,
peuvent se trouver sur la cyclide. Au cas de la surface pédale de la sphére
les points Fy, F, coincident et ce point sera sur la cyclide si le point P se
trouve sur la sphére concentrique a la sphére @ qui a le rayon double.

A partir des résultats obtenus on déduit encore facilement les théorémes
suivants:

a) Par chaque point de 1’espace on peut mener deux plans coupant la
cyclide suivant une courbe bicirculaire du 4¢ ordre dont un foyer qua-
druple coincide avec ce point.

b) Chaque cyclide de 1'espece décrite admet un faisceau de plans paral-
I¢les coupant la cyclide suivant des courbes bicirculaires du 4¢ ordre qui
touchent eux-mémes aux points absolus, c. a. d. dont les foyers quadruples
coincident.

Toutes ces sections bicirculaires sont du genre 1, 4 I’exception de celui
qui passe par le point double P. Donc:

c) Chaque cyclide de I'espéce considérée ne posséde qu’une section bi-
circulaire du 4¢ ordre du genre 0 ayant un foyer 16-uple.

Comme les foyers quadruples des sections bicirculaires de nos cyclides
par les plans d’un point se trouvent sur deux sphéres, il s’ensuit encore:

d) Par chaque point de I'espace passent deux systémes de ool plans
coupant la cyclide suivant des courbes bicirculaires dont un des foyers
quadruples se trouve sur la courbe méme. Les foyers quadruples engen-
drent deux courbes gauches sphériques du 4¢ ordre (courbes cycliques)
situées sur la cyclide.



