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VILKO NICE
PRILOG NACINIMA IZVODENJA PLOHA 3. REDA

Uvod Opée plohe 3. reda izvedive su ma viSe raznih nadina.
Glavni postupch, kako se do njih dolazi jesu: poznata Cetiri postupka
J. Steinera, onda postupak J. Majcena pomoéu pridruzenih pravaca
neke kongruencije i dirnih ravnina plohe 2. reda, a najpoznatiji je
postupak H. Grassmanna s tri kolinearna sveZnja ravnina. Ostali
postupci, kao na pr. R. Sturma i Augusta, ve¢ su indirektno sadrzani
u gore spomenutim. H. Grassmann kaZe, da je opc¢a ploha 3. reda
proizvod triju kolinearnih sveznjeva ravnina, ako ti kolinearni sve-
Znjevi nisu koncentriéni, perspektivni, ili po dva od njih nemaju kao
proizvod ‘istu linearnu kongruenciju zraka. Kod naSeg izvodenja
opé&h ploha 3. reda u ovoj radnji ne éemo uzeti tri sveZnja ravnina
kao H. Grassmann, nego samo jedan, ali ¢emo uzeti jo§ dvije linearne
kongruencije zraka, za koje moZemo pretpostaviti, da su nastale kao
proizvod prvog sveZnja ravnina s nekim drugim i tre¢im kolinear-
nim takvim sveZnjem, koj: s prvim imaju po jednu zajednitku zraku.
Taj na§ nadin mogao bi se prema tome smatrati jednim specijal-
nim slu¢ajem Grassmannova naéina. Medutim, H. Grassmann istra-
7uje takve plohe, tek poSto ih jpreslika najprije uw neku ravninu, a
mi éemo razmatranja tih ploha u naSem postupku vrsiti direktno u
prostoru, Neke osobine takvih ploha dobiju se ovim putem jedno-
stavnije i preglednije nego kod H. Grassmanna. Narolita je pred-
nost ovdje u tome, $to se svi pravei i njihova sjeciSta mogu predoéiti
grafitki pomoéu jedne skrizaljke, koja mam onda zgodno sluzi za
dalja istraZivanja na takvim plohama, narotito s obzirom na njihove
singularitete i broj ; vrstu njihovih imaginarnih pravaca.

1. Pravci a, b neka su ravnalice Inearne hiperboli¢ke kongruen-
cije (ab) zraka, a pravci c, d druge takve kongruencije (cd). U svakoj
ravnin: prostora nalazi se po jedna zraka svake te kongruencije, a
sjeci$te tith zraka neka bude pridruZeno toj ravnini. Na taj je
natin svakoj todki prostora jednoznaéno pridruzena jedna ravnina
i obrnuto, osim nekih singularnih mjesta. Na taj smo naéin zapravo
dobili neke vrste ni$tiéni prostor, ali ta jednoznacna pridruzenost
nije korelativna. '
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2. Uzm!mo po volji u prostoru neki pravac p. Svezak ravnina
tog pravca sijete pravce b,d u perspektivnim nizovima. Postavimo
li sada pravcem a i nastalim nizom to¢aka na pravcu b svezak
ravnina, tad je taj svezak ravnina projektivan sa spomenutim sveskom
ravnina pravca p. Isto tako ée i svezak ravnina pravca ¢ i niza na
pravcu d biti projektivan sa sveskom praveca p. Znademo, da je pro-
izvod takvih triju projektivnih svezaka ravnina prostorna krivulja 3.
redal, dakle ¢e svim ravninama pravca p na opisani nac¢in pridruzene
to¢ke lezati na nekoj prostornoj krivulji 3. reda.

Sije¢emo li ravninama pravca a pravee b,p, tad te ravnine
sijeku ta dva praveca u dva projektivna niza, a spojnice pridruzenih
totaka su one zrake kongruencije (ab), koje sijeku pravac p. Posta-
vimo li sada nizom to¢aka pravca p i praveem d svezak ravnina, tad
te ravnine sijeku pravac ¢ u nizu tocka, koj: je takoder projektivan
s nizom na pravecu p, a prema tome su projektivni i nizovi na prav-
cima b,c. Zrake kongruencija (ab) i (cd), koje prolaze totkama
pravca p, leze prema tome u ravninama koje su odredene pridru-
zenim totkama u projektivnim nizovima pravaca a,d i p, dakle
ravnine parova takvih pravaca ¢ine neku kubnu omotaljku2 (njem.
Ebenengewinde), koja je dualna tvorevina prostornoj kubnoj kri-
vulji. Vidimo dakle, da ravnine pridruZene totkama nekog pravca
omataju neku kubnu omotaljku ravnina.

3. Uzmimo sada, da pravac p sijeCe jednu ravnalicu, recimo
pravac a u totki A. Zrake kongruencije (ab) u ravninama ovakvog
pravca p &ine pramen pravaca u ravnini Ab. Vrh tome pramenu je
tocka A, a zrake kongruencije (¢d) u ravninama tog pravea p ¢ine
poznat sistem izvodnica neke plohe 2. reda. Presje®na &unjosjetnica
te plohe s ravninom Ab bit ée prema tome niz todaka pridruZen
ravninama pravea p, a ona sijete ravnalicu a. Totka A bit ée tako-
der na toj Cunjosjecnici, jer je i pravac p izvodnica spomenute plohe
2. reda, samo §to pripada drugom sistemu.

Uzmimo ponovo taj pravac p, pa istrazimo, §to omataju ravnine
pridruZene njegovim to¢kama? Totkama pravca p i pravcima b, d
postavimo sveske ravnina. Svezak pravca b sijeée pravac a u nizu,
koji je perspektivan s nizom na praveu p, odnosno ravninu ap u pra-
menu pravaca, dok pravac c sijete svezak pravca d u nizu, koji je
projektivan s nizom na pravcu p. Pramen pravaca u ravnini ap
projektivan je prema tome s nizom c, dakle, ravnine, koje spajaju
njthove pridruZene elemente, omataju stoZac 2. reda. Vidimo dakle,
da ravnine pridruZene totkama ovakvog pravca p omataju stoZzac
2. reda.

4. Ako pravac p sijete obje ravnalice kongruencije (ab) ili (cd),
t. j. ako je on jedna zraka te kongruencije, tada je ravninama tog
pravea pridruZen niz tofaka tog Istog pravca i obratno. Taj niz

! Th. Reye, Die Geonietrie der Lage, Abt. I., str. 128.
? Th. Reye, Cit. pod 1), str. 128.
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totaka i svezak ravnina su medu sobom i projektivno pridruZeni,
jer je pravac p izvodnica drugog sistema plohe 2. reda, koju sad-
njavaju zrake kongruencije (cd), odnosno (ab), koje se nalaze u rav-
ninama pravca p, tako da su totke pridruZene ovim ravninama
zapravo njihova dirali§ta na toj ploh:.

5. Ako pravac p sijete jednu ravnalicu jedne kongruencije,
recimo. u kongruenciji (ab) neka ravnalicu a sijeCe u toki A, i obje
ravnalice u drugoj kongruenciji, dakle ravnalice c,d, tad je svakoj
ravnini tog pravea pridruZzeno sjecidte A4, jer se u njoj sijeku zrake
obiju kongruencija, koje leZe u tim ravninama. Svakoj totk: ovakvog
pravea pridruZzena je ravnina pa, jer zrake obiju kongruencija, koje
prolaze tim to¢kama, leZe u toj ravnini.

6. Odaberimo medutim pravac p tako, da sijete jednu ravnalicu
prve kongruencije i jednu ravnalicu druge kongruencije. Recimo,
pravac a neka sijete u totki A, a pravac c u to¢ki C. Zrake kon-
gruencije (ab) u ravninama ovakvog pravca p &ne pramen pravaca
u ravnini Ab s vrhom u 4, a isto tako i zrake kongruencije (cd) &ine
pramen pravaca u ravnini Cd s vrhom u C. Totke pridruZene rav-
ninama pravca p leZat ¢e prema tome na presjetnici ravnina Ab i
Cd, dakle na jednoj transverzali pravaca b,d.

Ravnine pridruZene tofkama ovakvog praveca p &ne opet sve-
zak, €lja os je spojnica probodista pravea b s ravninom pa i probo-
difta: pravea d s ravninom pe.

7. Ravnalice a, b, ¢, d nasih kongruencija imaju dvije zajedni¢ke
transverzale. Nazovimo ih u i v. Uzmimo da na§ pravac p sijete
transverzalu u. Znamo, da je ravnalicama a,b i pravcem p, kao i
ravnalicama ¢, d i tim pravcem, dana neka pravéasta ploha 2. reda.
Niz to¢aka prodorne krivulje th dviju ploha (osim pravaca p) pri-
druZen je ravninama pravea p. Ta se krivulja raspada u pravac p
i prostornu krivulju 3. reda. Buduéi da u naSem sludaju te dvije
plohe 2. reda imaju osim pravca p i pravac u zajednitki, to ée totke
pridruZene ravninama takvog pravea p leZati na nekoj ¢unjosjet-
nici, koja mora sjeéi pravac p i pravac u, jer su oni degenerirani
dio prostorne krivulje 4. reda.

8. Ako pravac p sijete pravac u u zajednitkoj totki s jednom
od Cetiriju ravnalica, tad totke pridruZene ravninama tog pravca
leZe na nekom pravcu u ravnin: druge ravnalice iste kongruencije
i pravea u. Kada pravac p sijee ravnalicu bilo gdje, znademo (toc.
3.), da totke pridruzene njegovim ravninama leZe na jednoj éunjo-
sjecnici, za koju se moZe vrlo jednostavno pokazati, da moZe nastat:
i kao proizvod dvaju projektivnih pramenova u ravnini sjeciita
praveca p i druge ravnalice kongruencije. Medutim u nafem slucaju
ta dva pramena postaju perspektivna, jer im je pravac u zaiednitka
zraka, pa kao proizvod tih pramenova izlazi, kao §to znademo,
pravac.
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9. Ako pravac p u prostoru cdaberemo tako, da sijete obje
transverzale u i v, tad malo prije spomenute obje plohe 2. reda
‘maju zajednic¢ke pravece p,u i v, a prema tome kao Cetvrti elemenat
njihove prodorne krivulje 4. reda ostaje jo§ jedan pravac. Ravni-
nama ovakvog pravca p pridruzene toc¢ke leZze dakle na jednom prav-
cu, koji mora sjeéi i pravac u i pravac v, jer se totka pridruZena
ravnini pu, odnosno pv, nalazi na praveu u, odnosno na pravcu v.

10. Uzmimo sada sve ravnine neke po volji u prostoru odabrane
totke S i potraZzimo geometrijsko mjesto totaka, koje su pridruZene
tim ravninama na sprijeda u to¢. 1. opisani nagin, uz zadane linearne
hiperboli¢tke kongruencije (ab) i (cd). Vrtimo li neprekinuto neku
ravninu oko totke S, tad ¢e neprekinuto u prostoru putovat: i toj
ravnini pridruZena totka. Dakle se totke pridruZene svim tim rav-
ninama totke S moraju nalazit: na nekoj neprekinutoj plohi, koju
nazovimo A.

Odaberimo po volji neki pravac p, pa istrazimo, koliko zajed-
ni¢k’h totaka ima taj pravac s piohom 4. Ravnine pridruzene totka-
ma pravea p &ine neku kubnu omotaljku (to€. 2.), a svakom totkom
prostora, dakle i totkom S, prolaze tri od tih ravnina. Odatle di-
rektno izlazi, da pravac p ima s plohom /4 tri totke zajednitke, dakle
to je ploha treteg reda.

Spomenuli smo ve¢ u uvodu, da se ovaj nadin izvodenja op¢ih
ploha 3. reda moZe smatrati specijalnim sluajem poznatog H.
Grassmannovog izvodenja takvih ploha pomoc¢u triju kolinearnih
sveznjeva ravnina3. Ako su naime neke tocke S,Sy i Sz vrhowvi triju
kolinearnih sveZnjeva ravnina, a sveznjevi vrhova S,S; odreduju
jednu linearnu kongruenciju i sveznjevi vrhova S, Sz drugu takvu
kongruenciju, kojima su spojnice SSi, SS2 zajednitke zrake tih
kolinearnih sveZnjevat, tada ¢e proizvod takvih triju kolinearnih
sveznjeva biti ista ploha, kao i proizvod tih linearnih kongruencija
i sveZnja ravnina tocke S.

Uzmimo totkom S bilo koji pravac p, koji sije¢e ravnalicu a
recimo u toCki A. Znamo, da se tocke pridruZene ravninama tog
pravea nalaze na nekoj Cunjosjefnici, koja lezi u ravnini Ab, a
mozemo je uzeti kao presjek te ravnine s hiperboloidom pravaca
p,c,d (toé. 3.), dakle prolazi i tockom A. Ta Cunjosjecnica lezi u
jednoj ravnini pravca b, a to vrijedi za svaku totku A bilo gdje na
ravnalici a. Uzmemo 1i sve pravce p, tocke S, koji sijeku ravnalicu
a, kao osi svezaka ravnina, onda t: svesci sadrZavaju sve ravnine
totke S. Svakom takvom pravcu p, pripada jedna spomenuta ¢unjo-
sjeénica u ravnini b4;, a sve te ¢unjosje¢nice ¢ne, kao Sto smo malo
prije zakljucili, opéu plohu 3. reda, koju ravnine pravca b sijeku u
¢éunjosjeénicama. Prema tome se dakle pravac b nalazi ¢itav na

3 H. Grassmann, Crelle Journal, 1855., sv. 49., str. 62.
4 Th. Reye, Cit. pod 1), sv. II., str. 125.
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plohi A. Isto tako nalaze se ma plohi A4 i pravci a,c i d. Zrake sy, S2
kongruencija (ab), (c¢d), koje prolaze todkom S, nalaze se takoder
na plohi 4, jer su totkama tih zraka pridruZene njihove ravnine
{to€. 4.). Na plohi A pronasSli smo prema tome dosad ovih 6 pravaca:
a,b,c,d, sy 1 8s.

Zraku kongruencije (cd) u ravnini Sa oznac¢imo s m. Spojimo
li bilo koju tocku A, ravnalice a s tockom S, tad totke pridruzene
svim ravninama pravea SA, leze na nekoj ¢unjosjecnici, koja prolazi
totkom A ileZi u ravnni pravca b (tot. 4.). Ta ¢unjosjecnica sijeCe
medutim i zraku m, jer se na njoj malazi totka pridruzena onoj
ravnini pravea SA,, koja prolazi ravnalicom a. Putujemo li totkom
A, po ravnalic g, tad sve Cunjosjetnice pridruzene svescima ravnina
pravaca SA  sijeku zraku m, dakle se prema tome i pravac m nalazi
na nasoj plohi A. Posve analogno nalazit ¢e se na plohi A4 zraka n
kongruencije (cd), koja se nalazi u ravnini Sb, kao i zrake my, nq
kongruencije (ab), koje se nalaze u ravninama Sc i Sd.

Budu¢i da je ploha A treteg reda, to se u ravninama sy a, $1 b,
Sa¢ i 82 d mora nalaziti i treéi pravac, a to su upravo dobiveni
pravei m,n, my i ny. Ta Cetiri pravca s gore spomenutim daju nam
ve¢ deset pravaca plohe A. Iz na§&h razmatranja se vidi, da pravac
a sijete pravce sy, m, my, n1, pravac b pravce $i, n, mi, n, pravac ¢
pravce S, m,n,my, i pravac d pravce Sz, m,n,ny, a pravac $; sijee
osim toga pravce sz, m, n, dok pravac se sijeCe pravice my, ny. Vidimo
dakle, da se navedenih 10 pravaca plohe A sijee u 21 toCki.

Buduéi da pravei m, n sijeku ravnalice c, d, kao i pravel mg, ni
ravnalice a,b, a ploha 4 je freteg reda, to b. se u ravninama mec,
md, nd, nc, my a, my b, ny a i ny b moralo nalaziti daljnjih osam pra-
vaca te plohe. Svaka ravnina prostora sijeCe sve pravce nase plohe
A, koliko ne prolazi nekim é&tavim pravcem, a sva se ta sjecidta na-
laze na presje¢noj krivulji 3. reda. Uzmimo sada ravninu pravaca
m, c. SjeciSte pravea b s tom ravninom ne nalazi se n: na pravceu m,
ni na pravcu c, dakle se mora nalaziti na tretem praveu plohe 4 u
toj ravnini. Odatle direktno izlazi, da taj treéi pravac u ravnini
pravaca m,c mora biti transverzala pravaca b,c. Znamo iz toc. 6.,
da ravnine pridruzene totkama takve transverzale prolaze nekom
transverzalom pravaca a, d. Budu¢i da sve ravnine u naSem slucaju
prolaze totkom S, to ravnine pridruZene totkama mogu prolaziti
samo onom transverzalom pravaca a,d, koja prolazi totkom S.
Totkom S moze prolaziti samo jedna transverzala pravaca a,d,
dakle postoji i samo jedna transverzala samih pravaca b, c, koja se
nalazi na ploh: 4, a ta, kao 8to smo vidjeli, lezi upravo u ravnini
pravaca m, ¢. Analogno ¢e u ravnini pravaca m, d lezati onaj pravac
plohe A, koji je na isti na¢in pridruzen transverzali pravaca a,c,
koja opet prolazi totkom S. Isto tako moZemo dobit: treé¢i pravac u
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ravninama pravaca n, ¢ i n,d, a ovi Ce biti pridruZeni transverzalama
pravaca b,d i b, c, koje prolaze tot¢kom S.

U ravnini to¢ke S I pravca d nalazi se pravac n; plohe A, kao
zraka kongruencije (ab), a u ravnini pravaca ni, b nalazi se i treci
pravac plohe A, koj: je prema onome, Sto smo malo prije rekli, trans-
verzala pravaca b, c, 1 to ona transverzala, koja je pridruZena trans-
verzali pravaca d, a $to prolazi totkom S. Taj smo pravac medutim
ve¢ imali, jer on leZ: u ravnini pravaca m, c. Posve analogno dobili
bi 1 u ravninama pravaca nia, mya i m; b vec¢ poznati tre¢i pravac,
tako da se u sprijeda spomenutim ravninama pravaca mc, md, nc,
nd, my;a, mi b, n1a i ny b ne nalazi zapravo daljih osam pravaca,
nego samo cCetiri, jer su pravei u ravninama mc = ny b, md = my b,
ne =mnya i nd = mqa isti. S onima dosada poznatim pravcima, daju
nam ovi sada 14 pravaca naSe plohe.

Pravac u ravnini mc sijete osim pravaca m,c i pravce b,ny, a
posve analogno i ostala Cetiri pravca nose na sebi svaki po ¢etiri
sjecista. Buduéi da pravac u ravnini nd ne sije¢e nji pravac c, ni pra-
vac m, to on mora sje¢i pravac u ravnini me. Imali bi dakle dalja
Cetiri sjeciSta, ako to isto prenesemo i mna ostala tri pravca, ali u
istinu su samo dva, jer smo svako od njih brojili dva puta. Dosadanjih
14 pravaca nase plohe A sijeku se prema tome u 39 njenih tocaka.

Zajednitke realne transverzalne u,v ravnalica a,b,c,d nalaze
se takoder kao pravci na plohi A, jer totke pridruZzene ravninama
spojnica tocke S s bilo kojom totkom pravea w, odnosno v, leZe na
nekoj €unjosjetnici, koja uvijek sijee pravac u, dnosno v (tol. 7.).

Spojmo totku S sa sjeciStima pravaca u,v s ravnalicama a, b,
¢, d. Totke pridruzene ravninama svake te spojnice leze na nekom
pravcu (tog. 8.). Tocke pridruZene ravninama spojnice totke S sa
sjeciStem pravaca a,u leZe na pravcu, koji leZi u ravnini pravaca
b, u. Analogno lezi po jedan takav pravac plohe 4 i u ravninama ua,
uc, ud, va, vb, vc i vd, tako da smo time dobili daljih osam njenih
pravaca. S praveima u, v 1 s onih Cetfranest spomenutih daju nam
ovi sada prema tome 24 pravca nase plohe A.

Pravei u,v sijeku ravnalice a,b,c,d, jer su oni zajednitke
transverzale tih Cetiriju pravaca. Ravnina pravaca a,u sijete plohu
A u tim praveima : u jo§ jednom treéem praveu, a sve pravce plohe
4 u totkama, koje moraju lezati na ta tri pravea. Onaj treéi pravac
u spomenutoj ravnini au sje¢i ¢e prema tome sve one pravce plohe
A, koji ne sijeku pravece a,u. Taj ¢e treéi pravac prema tome osim
pravaca a, u sje¢i joS i pravce So,m, pravce u ravninama bv, cv, dv
i pravee u ravninama mc i md, jer pravac a sijeCe pravee v, m, a
pravac u pravee b, c¢, d. Taj tre¢i pravac u ravnini pravaca a,u
sijeCe prema tome devet daljih pravaca plohe A, a analogne €¢ini to
1 preostal:h sedam gore spomenutih pravaca u ravninama bu, cu, du,
av, by, cv i dv. Svih novih sjecidta, zajedno s onih osam na praveima
u, v, bilo bi prema tome 80. Bududi da, medutim, u naSem brojenju
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dolaze sjecista praveca u ravnini au s praveima u ravninama bv, cv
i dv dva puta, a isto tako i onih u ravninama bu, cu i du, to treba
taj broj smanjiti za 12. Vidimo dakle, da se 24 dosad otkrivena
pravca na plohi A sijeku u 107 totaka.

Znamo, da se zrake sq,$2 kongruencije (ab) i (cd), koje prolaze
totkom S, nalaze takoder na plohi 4 (to¢. 4.). U ravnini tih dvaju
pravaca mora se nalaziti i treéi pravac plohe A, jer je ona treceg
reda. PotraZimo taj pravac! Totkom S prolazi jedna transverzala
pravaca u, v, koju nazovimo i. To¢ke pridruZene ravninamasa te trans-
verzale leZe opet na jednom pravcu, nazovimo ga I, a koji je tako-
der tramsverzala pravaca u,v (to€. 9.). Todka pridruZena ravnini
pravca i i pravea sy, odnosno sp, mora biti na praveu 1 (to¢. 9.) i na
praveu sq, odnosno se, dakle pravac 1 plohe A sijefe pravce sy, Sg ove
plohe. Tim smo u ravnini pravaca sj, s nasli taj treéi pravac, dakle
i dvadeset peti pravac plohe A.

Analogno prema ranljim razmatranjima, sje¢i ¢e pravac 1 svi
onj pravei plohe A, koji ne sijeku pravce s;, s2. Osim pravaca sy, Ss,
u i v sje¢i ¢e pravac | i pravce u ravninama mec, nc, md i nd, jer ond
ne sijeku pravce s, so. Otkriéem praveca I na plohi 4 porastao je broj
sjeciSta pravaca te plohe na 115.

Budu¢i da se pravei u, v i njihova transverzala [ nalaze na plohi
A, to se u ravninama lu i lv mora nalaziti jo§ po jedan pravac te
plohe, jer je ona treteg reda. Tolke pridruZzene ravninama svake
spojnice totke S s totkama pravea w leze na Cunjosjeénicama (toc.
7.). Ako mi takvu spojnicu neprekinuty vrtmo oko toc¢ke S, onda i
njoj pridruZene ¢unjosje¢nice neprekinuto putuju po plohi 4, a to je
moguce samo onda, ako sve te ¢unjosjeénice prolaze jednim prav-
cem, jer je piocha A treteg reda s konaénim brojem pravaca. Prema
tome imamo na plohi A jo§ dva pravea, kojima prolaze ¢unjosjetnice
pridruzene svescima ravnina, kojih su osi zrake u pramenovima Su
i Sv. Nazovimo te pravee ry, r2. U pramenu zraka Su postoje &etiri
takve zrake, kojima se pridruZene ¢unjosje¢nice raspadaju u pravac
u i jo§ jedan pravac (to¢. 8.). To su spojnice totke S sa sjeci$t'ma
pravea u s ravnalicama a,b,c, d. Pravei pridruzeni tim spbjnicama
leze u ravninama au, bu, cu i du (to¢. 8.). Ta ¢etir: pravca moraju
prema tome takoder sje¢i pravac r; dakle je pravac ;1 njihova druga
realna zajednitka transverzala. Prva takva transverzala je pravac u.
Buduéi da transverzala i pravaca u,v, koja prolazi totkom S, pri-
pada spojnicama te totke s totkama pravca u, to i pravac 1 mora
sje¢: pravac ry. Vidimo dakle, da se pravac r; nalazi u jednoj rav-
nini pravea l, a u toj ravaini tih dvaju pravaca mora se nalaziti i
neki treéi pravac plohe A. Pravci plohe 4 u ravninama au, bu, cu : du
ne smiju sjeéi ni pravac l, ni onaj treéi pravac. Ta &etiri pravea ne
sijeku pravac 1 zato, jer se svaki od ta etiri i onaj treé¢i u ravnini
Iry nalazi u drugoj ravnini pravea 7;. Pravei u ravninama ua, ub,

12 Rad Jug. Akad. 292 177



uc, ud ne sijeku pravac v, dok ga pravac | sijete. Odatle izlazi, da
se pravac r; mozZe nalaziti samo u ravnini pravaca [, v. Posve ana-
logno nalazi se pravac re u ravnini pravaca l,u. Pravei 7y, 72 daju
nam dakle s dosad poznatim svih 27 moguéih pravaca plohe A.

Vidjeli smo, da pravac r; sijeCe pravce u ravninama au, bu, cu,
du i pravee 1, v, u kojih se ravnini nalazi. Budu¢i da medutim pravci
l, v ne sijeku pravce m, n, my, n1, to th mora sje¢i pravac r;, jer se
nalazi u ravnini lv. Analognih 10 sjeciSta ima i pravac r.. Na taj
smo nacin dobili poznatih 135 sjeciSta pravaca na opcoj plohi 3. reda,
ako joj je realno svih 27 moguéih pravaca.

Vidjeli smo, da pravei plohe A4 u ravninama ua, ub, uc i ud sijeku
pravac r; te plohe, a on se nalazi u ravnini pravaca [, v. Postavimo
1i sada praveem r; i pravcem u ravnini ua novu ravninu, tada u toj
ravnini mora bit: jo§ jedan pravac naSe plohe. Analogno vrijedi i za
pravce u ravninama ub, uc i ud. Kakvi su to pravci, i gdje smo ih
ve¢ do sada morali sresti? Tocke pridruzene ravninama spojnice
tocke S sa sjeciStem pravaca a,u leZe na praveu u ravnini bu. U
ravnini pravca a i totke S nalazi se pravac m naSe plohe. Buduéi
da ravnina to¢ke S i praveca a pripada u svezak ravnina spojnice
totke S sa sjecidtem pravaca a,u, to pravac plohe 4 u ravnini pra-
vaca b,u sijee pravac m. Pravac m medutim ne moZe sje¢i pravce
u, v, jer su pravci m, u, v izvodnice drugog sistema izvodnica pravéa-
ste plohe 2. reda, koja je odredena pravcima a, ¢, d. Taj pravac m ne
moZe sjeéi niti pravac 1, jer praveem m. i transverzalom i ne moZzemo
poloziti ravninu, budué¢i da su to mimosmjerni pravci. Kako medutim
pravci v, I, 71 ¢ine jedan ravninski presjek plohe A, to pravac m mora
sjeéi jedan od tih pravaca. Jer on ne sijee pravce v i l, mora dakle
sje¢i pravac r1. U ravnini pravca ry i pravca u ravnini pravaca b, u
nalazi se dakle kao tre¢i pravac plohe A pravac m. Posvema analogno
nalaze se pravc: n,my, n; u ravninama pravca 7y, koje idu pravcima
u ravninama au, du i cu, a isto to vrijedi s obzirom na pravee m, n,
my, ;1 zZa ravnine pravea 72 i pravee plohe 4 u ravninama av,
bv, cv 1 do.

Pravce u ravninama pravaca au, bu, cu, du, av, bv, cv, dv, mc,
nc, md i nd oznadimo jednostavno ovako: /au/, /bu/, /cu/, /du/, /av/,
/bv/, i t. d. Na temelju dosadanjih nas$ih razmatranja moze se vrlo
jednostavno sastaviti skrizaljka na&ih 27 pravaca plohe A, na kojoj se
to¢no vidi koji se pravac s kojim sijece, kao i poznata ¢injenica, da
svaki pravac sijete deset ostalih. Na priloZzenoj skrizaljei (vidi sliku),
Cije smo uspravne i vodoravne pruge ozna€ili imenima pravaca po
istom redu, ozna¢uju crna polja 135 sjeciSta pravaca, a moZe se lako
naéi i svih 45 Cayleyevih trostrana u ravninama trostrukog dodira5.
Crna polja, koja leZe simetritno prema nacrtanoj dijagonali, ozna-
¢uju naravno uvijek isto sjeciste.

5 Th. Reye, Cit. pod 1), sv. IIIL., str. 90.

178



| SEEEERss 9585

olal o i o o|s Bl |38 3R I8 ST~ < E R 8
a o |eoeo 0 [ e e
b o oo [eleoe |o® [ o |o
C 000N ® ® ee
d oo oo |o |® ® 0
s, |ele M) oe 0 ool
S, ole|e eolee e o ®
U N0 e eolee e o
. o olee o oo eee
m [e] elele ® ® eoje |0
n 000 ® ® oo o |o
m, [elele ° ° o ole ole
n |ele el le ® ° 000
fqul | @ o0 ® o0 o o |®
{bul ® eole| |@ e oo |o e |o
lcul ® (o (@ ® oe o o L)
Ul oo |@® ™ o eoe o (o0
lavl |e e (o |@ eolele o0 @
lbv| ® o [ole e (oo o o |0
icvl e (@ ® ooe |o ® o0
vl oo ° o oel0 O
/ ojolele 000000
n o ojo/ojee/oele ®
B o (oeoee® oo o0
imct] [ele M 0 oo o0 [
inc| |e] |e o (o [0 o [0 |ele ®
Imd]l e |e o o o (0o @ [0 |0 )
Ind| e ® CI0 of® ole (@ ®

Dalje bi se mogla izvrditi i ostala poznata razmatranja na
ovakvim plohama u vezi s njihovim praveima te sjeci$tima istih,
kao na pr. o njihovim dvoSestacima (Doppelsechs)é te Steinerovim
triedrima i t. d. Vrlo jednostavno mozemo otkriti na nasim plohama
i poznatj sistem od o002 prostornih krivulja 3. reda?. Ravninama
svakog pravca totke S pridruZene su totke takve jedne krivulje.
Odatle se odmah moZe uofiti poznata &injenica, da se dvije ovakve
krivulje sijeku uvijek samo u jednoj todki, kao i to, da dvije totke
na takvoj plohi spaja samo jedna takva krivulja. Projektivnost
nizova totaka na dvije ovakve krivilje postaje ovdje evidentna, jer

8 Th. Reye, Cit. pod 1), sv. ITI,, str. 90. i 91.
” Th. Reye, Cit. pod 1), sv. III, str. 77.
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je otito da Cetirima harmonijskim ravninama nekog pravca odgova-
raju na pridruzenoj krivulji éetiri harmonijske tocke.

11. U nadim dosadanjim razmatranjima uzel® smo u obzir takve
dvije hiperbolitke kongruencije, ¢ije ravnalice a,b i ¢, d imaju dvije
realne zajednit¢ke transverzale u,v. Pretpostavimo medutim, da su
obje te transverzale imaginarne. Osim pravaca u, v na piohi 4 postat
¢e na njoj :maginarni i ovi pravci: /au/, /bu/, /cu/, /du/, /av/, [bv/,
/ev/ i /dv/, a isto tako i pravei rq, T, jer u trostranima Ilry v, lrsu
pravac | ostaje realan. Vidimo dakle, ako su transverzale ravnalica
obiju hiperbolitkih kongruencija imaginarne, da u takvom slutaju
dobivamo poznatu vrstu opéih ploha 3. reda s 15 realnih pravaca.
Iz nasSe sprijeda izvedene skriZzaljke moZe se vrlo lako procitati
poznata &injenica, da svaki realan pravac sijete 6 realnih i 4 Ima-
ginarna pravca ovakve plohe. Budué¢i da su pravei u,v imaginarni
pravei druge vrste, to su ravnine spomenutih dvaju imaginarnih
parova pravaca Jmaginarne, jer su odredene jednim realnim i jednim
imaginarnim praveem druge vrste (na pr. a¢ i u). Odatle izlazi, da su
svi imaginarni pravei takve plohe imaginarnij pravci druge vrste.
To drugim rije¢ma znaéi, da se nijednim realnm pravcem ne moze
poloziti nijedna realna tangencijalna ravnina, koja bi plohu dirala
u jednoj mealnoj tocki, a da je nebi i sjekla u dva realna prawveca, Sto
je poznata osobina takvih ploha.

12. Pretpostavimo sada, da je naSa prva kongruencija elipticka,
dok druga neka ostane hiperboli¢ka s realnim pravcima c,d. Zajed-
nicke zrake u, v obiju kongruencija neka budu imaginarne. Te su
zrake imaginarn! pravei druge vrste, jer ne leze u jednoj realnoj
ravnini. Vratimo 1i se malo na nasa razmatranja u to¢. 10. i bacimo
li pogled na skrizaljku, imaju¢i na umu spomenutu &njenicu, lako
¢emo vidjeti, da €ée osim pravaca c, d, Sy, S2, [, m1 1 ny svi ostali biti
imaginarni, Dobili smo dakle poznatu vrstu opé¢ih ploha 3. reda sa
7 realnih pravaca. Kod takvih ploha je poznata €injenica, da samo
jednim realnim praveem prolazi 5 realnih tangencijalnih ravnina,
od kojih se u 3 ravnine nalaze po dva realna pravca, a u ostale dvije
po dva konjugirano imaginarna8, U naSoj skrizaljci lako se moZe
vidjeti, da je takav pravac na$ pravac ss, a realne parove nalazimo
u ove tri njegove ravnine: cthg, dny, s;l. Imaginarni konjugirani
parovi pravaca u preostale dvije ravnine jesu /au//bv/ i /bu//av/,
kao 8to se to vidi iz maSe skriZaljke. Ti su posljednji pravei imagi-
narni pravei prve vrste, jer u trostranima, koje <¢ine ti pravei s po
dva nekonjugirana pravea Izmedu pravaca a,b,u i v, uvijek su po-
sljednja dva imaginarna druge vrste, dakle treéi mora biti imagi-
naran prve vrste?. Naime, pravci su a,b,u i v imaginarni pravci

8 Cremona, Grundziige einer allgemeinen Theorie der Oberfldchen in
synthetischer Behandlung, str. 216.

9 R. Sturm, Synthet. Untersuchungen iiber Flichen dritter Ordnung,
Leipzig 1867, str. 270.
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druge vrste, a po dva od njih (ne konjugirana) dolaze u svakom spo-
menutom imaginarnom trostranu (vidi skrizaljku). Parovi /au/bv/ i
/bu/ fav/ su konjugirani zato, jer su zapravo degenerirana funjosjeé-
nica u dva imaginarna pravca (toé. 7).

Kad bi pravei u, v bili realni, ostali bi realni i pravei /eu/, /du/;
/ev/,/dv/ te 71 i re, tako da bi opet imali opéu plohu 3. reda s 15
realnih pravaca.

13. Obje linearne kongruencije neka budu sada eliptiéne. Buduéi
da su ovdje ravnalice a,b,c i d imaginarni pravci, i to druge vrste,
to ¢e na dobivenoj plohi A nastaloj iz tih kongruencija bit: imagi-
narni u prvom redu pravc: /au/, /bu/, /cu/, /dul, lav/, /bv/, jcv/ 1 jdv/,
a isto tako i pravei m, n, my i ny, kao i pravei /me/, /nc/, /'md/ i /nd/.
Pravei sy, 82 1 1 su u svakom sluéaju realni, dok pravei u, v, ry & 7o
mogu biti ili realn: ili imaginarni. Ako odaberemo nase kongruencije
tako, da ta posljednja Cetiri pravca budu realna, a omi ¢e svi biti

‘realni uvijek, kad su realn: samo pravei u, v, onda dobivamo ponovo

vet spomenutu plohu 3. reda sa 7 realnih pravaca.

Ako su pravei u,v imaginarni, bit ée takvi i pravei 7, re, jer u
trostranima Ir; v i Ire u, uz realan pravac 1 i jo§ jedan imaginaran
pravac, mora i onaj tre¢i biti imaginaran, U takvom slutaju dobi-
vamo opcu plohu 3. reda s tri realna pravea, u nasem slugaju tro-
stran realnih pravaca 1, s; i so. Buduéi da su pravei u, v konjugi-
rano imaginarni pravei druge vrste, a isto su takvi i pravei ry, re, to
su nasi pravci, i to onih prvih osam, imaginarni pravei prve vrste.
Svaki od njih nalaz: se naime u jednom trostranu, u kojemu su
preostala dva nekonjugirano imaginarni druge vrste. Pravei m,n
i mq,n1 su imaginammi pravei druge vrste, jer se nalaze u trostra-
nima, u kojima su preostale stranice jedan realan pravac i jedan
imaginaran druge vrste, dakle je €itav trostran u imaginarnoj rav-
nini. Pravel /me/, /nc/, /md/ i /nd/ su imaginarni prve vrste, jer su
sastavn: dio trostrana, u kojima su preostale dvije stranice imagi-
narni pravei druge vrste. Sve ovdje spomenute trostrane moZemo
nac¢i na nasoj skrizaljci, a na njoj se lakoéom moZe procitati i to, da
realan pravac s; naSe plohe sijeku ovi imaginarni parovi pravaca:
(a, m), (b,n), (cu,dv) i (du, cv). Isto tako realan pravac sp sijeku pa-
rovi: (¢, my), (d, n1), (au, bv) i (bu, av), a realan pravac I pravei: (u,rz),
(v, 1), (mc, nd) i (nc, md). Vidjeli smo malo prije, da su pravei prvih
dvaju parova kod sva ta tri realna pravca imaginami pravei druge
vrste, t. j. ravnina im je imaginarna, dok su pravci drugih dvaju
parova imaginarni pravci prve vrste, koje moZemo prema toc. 7.
smatrati degeneriranom <¢unjosjecnicom, dakle im je ravnina realna,
Svakm realnim pravcem nase dobivene plohe A 3. reda s tri realna
pravca mozemo prema tome poloZiti dvije imaginarne i dvije realne
tangencijalne ravnine, dakle je to jednodijelna takva opta ploha 3.
reda. Po F. Kleinu, odnosno Schlifliu, to je opéa ploha 3. reda bez
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singulariteta ¢etvrte vrste. Veé je Sturm dokazaol®, da se H. Grass-
mannovim postupkom ne moze doé¢i do dvodijelne opée plohe 3. reda
bez singulariteta s tri realna pravca. Jer se na3 postupak moZe sma-
trati specijalnim sluéajem Grassmannova postupka, to se prema tome
i ovdje pokazuje ispravnost Sturmova dokaza, jer nam jedino ta vari-
janta s obzirom na realnost odnosno imaginarnost pravaca a, b, c, d,
u i1 v, daje op¢u plohu 3. reda bez singulariteta s tri realna pravca.

14, U nasim daljim razmatranjma uzmimo opet da su obje
linearne kongruencije hiperboli¢ke, ali ravnalica a prve kongruen-
cije neka sijefe ravnalicu ¢ druge kongruencije u to¢k: P;3. Povu-
temo li tockom P13 neki pravac g, tad ravnine pridruZene to¢kama
tog pravca, osim tocki Pis, ¢ine svezak ravnina, kojeg os spaja pro-
bodiste ravnalice b s ravninom pravaca g, a i probodiSte ravnalice d
s ravhinom pravaca g, c. Svakom totkom prostora, dakle i to¢tkom S,
prolazi samo jedna ravnina tog sveska, a prema tome ima pravac g
s plohom 4 samo jednu totku zajednitku izvan todke P;3. Odatle
direktno izlazi, da je Py3 dvostruka totka naSe plohe A, jer je
ona treteg reda. Osim pravaca @, c prolaze totkom Py3 jo§ i pravci
m, my,u i /nc/, §to se vrlo jednostavno moZe razabrati veé iz na&ih
dosadanjih razmatranja u toé. 10., jer je pravac m transverzala
pravaca a,b u ravnini Sc i pravac u transverzala pravaca a, b, c, d.
Dakle sva tri pravca moraju prolaziti sjecitem P;3 pravaca a,c.
Budu¢i da se u ravnini ac nalazi pravac v, koji spaja probodista pra-
vaca b, d s tom ravninom, a pravac /ne/ sijece i pravac a i pravac c,
to se pravac /nc/ ne moZe nalaziti u ravnini ac, nego on mora pro-
laziti sjeciStem P;3. Znamo, da pravac /du/ leZ u ravnini du = dP;3,
a u toj se ravnini nalazi i pravac m, kao i to, da pravac /bu/ leZi u
ravnini bu = bP13, a u toj se ravnini nalazi i pravac my. Dakle je
m = /du/, my=/bu/, a odatle direktno izlazi i n = /md/, kao i
n = /bmy/. Veé¢ od prije medutim znamo, da je /md/ = /m; b/. Jer
pravac v leZi u ravnini pravaca a,c, to odatle vidimo da izlazi i
¢ = /av/ i a = /ev/. Vidimo dakle, da je /bu/ = my, /du/ = m, /av/ = e,
/ev/ = a, /'md/ = u. Jer je ro druga transverzala pravaca /av/, /bv/,
/ev/ i /dv/, dakle transverzala pravaca /bv/, /dv/, koia prolazi totkom
Py3, a isto to je i pravac /nc/, to vrijedi i rs = nc/. To nam dokazuje
poznatu ¢injenicu, da se kod ovakve plohe svaki njen pravac, koji
prolaz: jednom dvostrukom totkom, mora radunati dvostrukoll. Po-
mocu nase skrizaljke lako se moZe naéi preostalih 15 pravaca u rav-
ninama parova pravaca totke Pys. Treba samo kod svakog takvog
para potraziti onaj pravac, koji sijete ova oba, a ne prolazi totkom
Pi3. U tom slu¢aju su transverzale u,v ravnalica a,b,c, d realni
pravel, a prema tome su i svih 15 pravaca, koji ne prolaze dvostru-
kom tockom, realni. Ploha s jednom dvostrukom todkom ima &etiri

10°R. Sturm, Cit. pod 9), str. 317.
(1873 ‘)1 F. Klein, Uber die Fldchen dritter Ordnung, § 8., Math. Annal. sv. 6.
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vrste, a ova se nasa ubraja u prvu takvu vrstu, t. j. za nju se mo¥e
uzeti, kao da je nastala iz opte plohe 3. reda s ¢tetiri dvostruke totke
razdvajanjem triju dvostrukih tofaka u smislu jednoplo$nog hiper-
boloidal2,

15. U to¢. 14. uzeli smo ravnalice @, ¢ tako, da se sijeku u to¢ki
P13. Uzmimo sada to isto, samo neka se jo§ osim toga sijeku i ravna-
lice b,d u totki Pos. Spojnica totaka Pis, Pos bit ée nas pravac u,
dok je pravac v presje¢nica ravnina parova pravaca a,c i b, d, koji
se sijeku. Totkom Pi3 prolaze, kao i u progloj todki, osim pravaca
a,c,u jo§ i pravci m,my, a isto tako totkom Psy prolaze osim pra-
vaca b,d, u joS i pravci n, ny. Posvema analogno kao u to¢ 14. moze
se i ovdje dokazati, da su totke Pi3, Pos dvostruke totke nastale
plohe 4, dakle se pravci, koji prolaze totkama Pys, Pay moraju bro-
jiti dvostruko. Analognim razmatranjem kao u tod. 10. i 14. moZe
se i ovdje vrlo jednostavno dokazati, da osim m,; = /bu/, m = /du/,
c=/dv/ i a =/cv/ vrijedi takoder i ny= /auw/, n = /cu/, d = /bv/
ib=/dv/. Jer se ravnalice a,c i b, d sijeku u todkama Pi5 i Poy, a
pravci /md/ i /ne/ su transverzale pravaca b,d i a, ¢ koje prolaze tim
tockama, izlazi da je /md/ = u = /nc/. No mi znamo, da je pravac
Te druga transverzala pravaca /av/, /bv/, /cv/ i /dv/, a odatle direktno
1zlazi, da se i on poklapa s pravcem u. Vidimo dakle, da se pravei
u=/md/ i rs=/nc/ iz totke 14. poklapaju. Kako se medutim pravei
u, 72, kao i /md/, /nc/, sijeku, to taj Cetveroznatni pravac postaje
torzalan pravac maSe plohe A, a ravnina pravaca I, mjegova tor-
zalna ravnina. Odatle nadalje vidimo, da su pravce: a, b, ¢, d, m, n,
my, ny uistinu dvoznaéni, dok je pravac u ¢Cetveroznadan, jer je
U = /md/ = /nc/ = ro.

Otito je, da svaki pravac jedne dvostruke totke mora sjeéi
jedan pravac druge dvostruke tocke, jer je ploha A treéeg reda.
Osim toga po jedan par pravaca svake dvostruke totke sijede jedan
pravac izvan dvostruk’h todaka. Takovih pravaca ima (é) =6, a
kako se vidi iz naSe skriZaljke, bit ée pravci sy, ss, 7y v, /nd/ i /me/.
Sedmi pravac | lezi s pravcem u u poznatoj torzalnoj ravnini.

Kako su u ovakvom sludaju prave: u, v realni, to su i svi ostali
navedeni pravci realni, dakle smo dobili prvu vrstu po F. Kleinu
ovakvih ploha s dvije dvostruke totke. U svemu postoje tri takve
vrstels,

16. Postavimo sada ravnalice nasih kongruencija (ab), (cd) u
prostoru tako, da ravnalica a prve kongruencije sijede obje ravna-
lice druge kongruencije, i to u todkama Pi3, P14. Znademo prema
dosadanjim razmatranjima, da ¢e naSa ploha u takvom slu¢aju imati
u toCkama P13 P4 dvostruke totke. Osim pravca a prolazit ¢e totkom
Py3 pravei ¢, u, my i /nc/, a toékom P4 pravei d, v, ny i /nd/. Na

2 F. Klein, Cit. pod 11), § 2.
13 F. Klein, Cit. pod 11), § 2.
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temelju na&h poznatih razmatranja moZe se i ovdje jednostavno
dokazati ova identitnost pravaca: u = /md/, v =/mc/, d = /au/,
c = /av/, my = /bu/,ny = /bv/, /nc/ =719 1 /nd/ = ry, t. j. pravei dvo-
strukih toCaka su u istinu dvoznacCni. Za pravac ¢ moZe se analogno
dokazat: da vrijedi a = /cv/ = /du/ = m, dakle je on Cetveroznacan.
Izmedu svih tih pravaca, koji se poklapaju, sijeku se pravei a, m,
dakle pravac a postaje torzalan. Iz naSe skrizaljke moZe se nadalje
procitati, da svaki pravac jedne dvostruke totke sijeCe jedan pravac
druge dvostruke tofke, a po jedan par pravaca svake dvostruke
totke sijete pravee so, 1, b, n, /cu/ i /dv/. Time smo iscrpli 26 pra-
vaca, a dvadeset i sedmi pravac s1 nalazi se s pravcem a u torzalnoj
ravnini. Vidimo dakle, da je ova, u to¢. 16, dobivena ploha 4 jednaka
onoj iz to€. 15.

17. Pretpostavimo sada, da postoje oba malo prije spomenuta
sluéaja kod nagih kongruencija (ab), (cd), t. j. ravnalica a sijece
ravnalice ¢,d u totkama Pz, P14, @ osim toga ravnalice b,d neka
se sijeku u totki Pps. Na temelju onoga $to do sada znamo, bit
¢e te tri totke dvostruke totke dobivene plohe 4. Na temelju raz-
matranja u to¢. 15, i 16. odmah se moze zakljuéiti, da svakom tom
totkom prolaze po dva ¢etveroznatna i dva dvoznacna pravca. I to
totkom P;3 prolaze dvoznaéni pravci ¢ = /av/, my = /bu/, totkom
Py; dvoznaéni pravei v = /mce/, /nd/ =7, 1 tofkom Ps4 dvoznaéni
pravei b= /dv/, n=/cu/. Cetverozna¢n: pravci 4 =mn;=/bv/ =
=/au/, a =m=/du/ = /cv/ i u = /ne/ ==/md/ = r2 su spojnice dvo-
strukih to¢aka, a jer se pravei d, ny, zatim a, m i /nc/, /md/ sijeku u
dvostrukim totkama P13, P14 i Pe4, bit ¢ée ti pravei i torzalni pravci
naSe plohe A. Preostal: pravci Sq,82 i | ne prolaze ni jednom dvo-
strukom to¢kom, ali u ravnini svakog para dvoznacnih pravaca, koji
se sijeku u dvostrukim to¢kama, nalazi se po jedan od tih pravaca.
To se lako moZe procitati u nasoj skriZaljei. Osim toga se u nasoj
skrizaljei moZe vidjeti, da ¢etveroznaéni torzalan pravac a sijete pra-
vac 81, nadalje pravac d sijete pravac Sg, a pravac u sijete pravac I,
Vidimo dakle, da su parovima pravaca asy, dsg i ul, koji se sijeku,
odredene torzalne ravnine duZ pravaca a,d i L.

Prema F. Kleinovom razvijanju oblika opéih ploha 3. reda iz
plohe 3. reda s Cetiri dvostruke tocke, postoje dvije vrste ploha 3.
reda s tri dvostruke toc¢ke. NaSa dobivena ploha ima sve na njoj
mogucée pravce realne, dakle se ubraja u prvu vrstul4.

18. Ravnalice nasih kongruencija (ab), (cd) neka se sijeku ko~
nacéno u <Cetir: totke tako, da svaka ravnalica jedne kongruencije
sijeCe obje ravnalice druge kongruencije. Nastale totke P13, P14, Pos
i Pgg bit ¢e opet dvostruke totke naSe plohe A. Dvostruke tocke
Pi3, P14 i P24 uglavnom veé poznajemo iz proslih odsjeka, pa ¢emo
promotriti samo totku Pe3. Analognim razmatranjem kao sprijeda,
kao i pomoéu nase skrizaljke, lako se zamjecuje, da tom tofkom pro-

4 F. Klein, Cit. pod 11), § 2.
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laze pravei b, ¢, n, my, v i r1. Parovi pravaca r; v, ecmy i bn prolaze
medutim ve¢ i todkama Py3, P14 i P24, dakle se t: pravei poklapaju.
Pravci tih parova medutim se i sijeku, dakle spojnice totke Pss s
ostale tri dvostruke to¢ke daju nova tri torzalna pravca. Vidimo
dakle, da su se tri para dvozna¢nih pravaca plohe A iz proslog
odsjeka, koji prolaze totkama Pi3, P1s i Pa4, stegnula u nova tri
Setveroznatna pravcea, koji su i torzalni, a prolaze ¢etvrtom dvostru-
kom toctkom Pos. Nasih Sest ¢etveroznatnih pravaca daju nam 24
pravca plohe 4, a ¢ine bridove nekog tetraedra. Preostala tri pravca
S1, S2, 1 sijeku po dva Cetveroznaéna, odnosno torzalna pravca, dakle
svakim od njih prolaze po dvije torzalne ravnine. Znademo, da pra-
vac 8y sijeCe ravnalice a, b, pravac s, sijee ravnalice d, ¢ i pravac 1
sijeCe pravce u, v. Vidimo dakle, da pravei sy, sz, I sijeku nasuprotne
bridove tetraedra Pis, P14, Pas, P24, a time su odredena i sva tri
para torzalnih ravnina. Ako su totke Pjs, P14, P23, Pos vrhovi pra-
vilnog tetraedra, a ravnina pravaca s, Sg, | usporedna s jednom
pobo¢kom tog tetraedra, imat éemo poznatu pravilnu plohu 3. reda
s Cetiri dvostruke tocke, koja je sluzila Feliksu Kleinu kod njegovih
razmatranja op¢ih ploha 3. reda, a koju smo u viSe navrata spome-
nuli u ovoj radnji.

19. NaSe plohe A dobivamo tako, da uzmemo dvije linearne
kongruencije s ravnalicama a,b i c¢,d : sve ravnine neke totke S.
Geometrijsko mjesto sjeciSta zraka tih kongruencija, koje le¥e u
ravninama te tocke, jest ova naSa ploha. S osobit’m obzirom na tod.
18. mozemo na temelju toga izreéi ovu jednostavnu definiciju opée
piohe 3. reda, koja je zadana s &etiri dvostruke i jednom jednostru-
kom obitnom totkom:

Zadamo i po volji u prostoru neki vitoperi detverokut a, b, ¢, d
i neku to¢ku S, pa svakom ravninom te tocke presijeemo stranice
toga Cetverokuta, tada se spojnice tih Sjecista na mimosmjernim
stranicama tog Cetverokuta sijeku u tockama opée plohe 3. reda s
etiri dvostruke tofke u vrhovima toga Cetverokuta. Stranice i dija-
gonale tog Cetverokuta su Cetverozmalni pravci te plohe. Transver-
zale parova mimosmjernih stranica a,b i c,d, koje prolaze tockom
S, kao i transverzala dijagonala tog vitoperog Getverokuta, koja leZi
u ravnini proih dviju transverzala, jednoznaéni su pravei te plohe.

20. Pustimo li sada, da se kod hiperboli¢kih kongruencija (ab),
(cd) ravnalice @, b i ¢, d poklope, t. j. obje kongruencije postaju para-
bolitne, tad ¢e osim pravaca a,b i ¢,d i ovi pravei pasti skupa: mn,
myny /aw/ /bu/, Jfeu/ /du/, /aw/ [buf i Jev/ [dv]. Ove posljednje nazo-
vimo ukratko /abu/, /edu/, /abv/ i Jedv/. Jer transverzale parova pra-
vaca ac, ad, be i bd, koje prolaze totkom S, padaju u jedan pravac,
to 1 pravei /mc/, /nc/, /md/ i /nd/ padaju u jedan pravac (isporedi
to¢. 10.), koj: nazovimo /mncd/. Nastala ploha 4 imat ée prema tome
jedan Cetveroznacan, osam dvoznaénih i sedam jednozna¢nih pra-
vaca. Buduéi da se pravci parova /mc/ /nd/ i /ne/ /md/ sijeku, to ée
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taj Cetveroznacéni pravac biti torzalan, a na njemu moraju biti dvije
dvostruke totke. Na temelju nasih razmatranja i pomoé¢u nase skri-
zaljke lako se vidi, da Cetveroznafan pravac /mncd/ sije¢e pravac
/ab/ u istoj totki kao i pravci /abu/, /abv/ i /mn/, a pravac /cd/ u
istoj tocki kao i pravac /cdu/, /edv/ i /mqiny/. To su dakle sjecista
dvostruke totke naSe plohe A, a dobijamo ih kao sjeci$ta pravea /ab/,
odnosno /cd/, sa zrakom parabolitne kongruencije (cd), odnosno (ab),
koja se nalazi u ravn‘ni todke S i ravnalice kongruencije (cd), od-
nosno (ab). Vidimo prema svemu, da je ovakva ploha potpuno
jednaka ve¢ promatranoj plohi s dvije dvostruke totke u tod. 15. i
16. Na naSoj skrizaljci lako se moZe procitati, koji se pravei i kako
sijeku, kao Sto se odmah vidi, i koji od njih leZ’ u torzalnoj ravnini.

Pretpostavimo, da su zajedni¢ke zrake u,v paraboli¢nih kon-
gruencija (ab), (cd) imaginarne. Radi toga bit ¢e imaginarni i pravci
lau/, /bu/, [cul, /dul, /av/, bul, [cv] i /dv/, odnosno dvoznaéni pravci
/abu/, /abv/, /cdu/ i /edv/. Uz pravce u, v bit ée imaginarni i pravei
Ti, T2, jer se on: nalaze u ravninama pravaca /mn/, /abu/, koji se
sijeku, odnosno /mq ny/, /edv/, kao &to se to uostalom vidi iz skrizaljke,
gdje su pravei /abu/, /edv/ imaginarni, a pravei /mn/ i /my ny/ realni.
Dakle tre¢i pravac u svakoj toj ravnini mora biti imaginaran. Vi-
dimo prema tome, da smo u ovakvom slufaju dobil: drugu vrstu
ploha 3. reda s dvije dvostruke totke po Kleinuls,

21. Ostavimo sada kongruenciju (ab) hiperbolitkom, a kongru-
encija (cd) neka bude opet parabolitka. Analognim postupkom kao
do sada doSli bismo ovdje do plohe A 3. reda s jednom dvostrukom
totkom. Osim pravaca c, d past ¢e skupa i pravei /cu/ /du/, /ev/ /dv/,
my ny, /me//md/ i /nc//nd/. Svi ti pravei prolaze jednom todkom,
koja ¢e biti dvostruka za dobivenu plohu. Preostalih 15 pravaca lako
se moZe pronadi pomocu naSe skriZaljke.

Uzmemo li, da su zajedni¢ke zrake u, v obih kongruencija realne,
tada ovakvu naSu plohu ubrajamo po Kleinu u prvu vrstu ploha 3.
reda s jednom dvostrukom tockom.

Uzmimo sada, da su pravei u, v imaginarni. U takvom sluéaju
postaju imaginarnima i pravei /cu/, /du/, /cv/, /dv/, dok dvoznaéni
pravei mq ny, /me/ /md/ i /nc/ /nd/ uz pravac /cd/ ostaju realni, Po-
mocu naSe skriZaljke lako se mozZe odrediti uz pravce a,b daljih pet
realnih pravaca, dok su ostali imaginarni. Na taj smo naé¢in dobili
plohu 3. reda s jednom dvostrukom totkom druge vrste po Kleinu.

22. Pretpostavimo nadalje, da je kongruencija (ab) el'ptitka, dok
kongruencija (cd) neka ostane paraboli¢ka. Ako su pravei u, v realni,
dobili bi time istu plohu s dvije dvostruke totke druge vrste po
Kleinu, kao i malo prije. Uzmimo medutim, da su zajednitke zrake
u, v kongruencija (ed) i (ab) imaginarne. Zbog imaginarnih pravaca
a,b bit e imaginarni dvoznacni prave: /me//md/, /nc/ /nd/, a zbog

15 F. Klein, Cit. pod 11), § 2. 1 § 8.
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imaginarnih pravaca u,v bit ¢e imaginarni { dvoznalni pravei /cu/
/du/, /ev//dv/. Dvostrukom totkom prolazit ¢e prema tome samo
dva dvoznagna pravca, dok se pomocu naSe skriZaljke lako moZze
pokazati, da ¢e osim ta dva dvoznatna (cd/,/myn4/) i jednoznaénih
pravaca Si, S, | svi ostali bili imaginarni. Ta je ploha prema tome
3. reda s jednom dvostrukom tockom trece vrste po Kleinu.

23. Zajednicke zrake u,v nasih kongruencija (ab), (cd) mogu biti
ne samo realne ili imaginarne, nego one se mogu i poklopiti. Ako
su te kongruencije obje hiperboli¢ke, :li obje eliptitke, ili jedna hi-
perbolitka, a druga elipti¢ka, a zrake u, v poklapaju se, tada Ce na-
stala ploha 4 imati opet jednu dvostruku totku, kojom ¢e prolaziti
Sest dvozna¢nih pravaca. Od tih ¢e biti ili svih Sest realni, Ili dva
realna i detiri imaginarna, ili ¢etiri realna i dva imaginarna. Na taj
bismo natin opet dobili prve tri vrste opc¢ih ploha 3. reda s jednom
dvostrukom totkom. Sve se to moZe s malo truda procitati na nasSoj
skrizaljci, kao i to, gdje se nalaze ostali realni ili imaginarni pravci.

Ako su kongruencije (ab), (cd) jedna ili obje parabolicke, a zrake
u,v poklapaju se, tad ¢ée nastala ploha 4 Imati dvije, odnosno tri
dvostruke totke. Ako imamo takovu plohu s dvije dvostruke tocke,
tada broj imaginarnih dvozna¢nih pravaca ovisi o tome, da li je jedna
od tih kongruencija elipti¢ka ili hiperboli¢ka, a prema tome i dobi-
vamo plohu s dvije dvostruke totke druge ili prve vrste po Kleinu.
Koji su pak pravei imaginarni, lako se moZe procitati na nasSoj skri-
zaljci, jer u svakoj ravnini triju pravaca naSe plohe sigurno su dva
imaginarna, ako za jednoga znademo pozitivno da je imaginaran.

24.. U dosadanjim nadim-razmatranjima uzeli smo u obzir sve
moguée varijante ploha A, koje mogu nastati, ako se uzmu kongru-
encije (ab), (cd) hiperbolitke,, parabolicke ili elipticke, a pravel u,v
da budu realni il: imaginarni. U tih 12 sluéajeva, kao i u sva ¢etirl
slutaja, kada se neke ravnalice kongruencija (ab), (cd) sijeku, dobili
smo samo neke plohe 3. reda. Kod opéth ploha 3. reda bez singulari-
teta dobili smo sve vrste osim dvodijelne plohe s tri realna pravca.
Kod ploha s dvostrukim totkama manjka nam u svakoj vrsti po
jedna, i to ona vrsta, kod koje su svi dvoznaéni pravei dvostrukih
totaka imaginarni. Stvaranjem varijanata, kod kojih se pravei u, v
poklapaju, dobili bismo iste plohe. Dakle kod ploha s tri dvostruke
to¢ke manjka nam druga vrsta. kod onih s dvije dvostruke toCke
treca vrsta, a kod onih s jednom dvostrukom todkom Cetvrta vrsta.
Vidimo dakle, da su to uvijek one plohe, kod kojih se po Kleinu
dvostruke totke primarne plohe raspadaju samo u smislu dvoploSnog
hiperboloida. Ta ¢injenica je i posve razumljiva, jer plohe A s dvo-
strukim todkama dobili smo :li tako, da su se realne ravnalice kon-
gruencija medu sobom sjekle, ili da su od realnih parova pravaca
ab, cd i uv ta dva pala skupa. U svakom takvom slutaju dobili smo
odmah barem dva realna dvoznatna pravea nastale dvostruke tocke,
a veé time ne ubraja se takva ploha u gore spomenute vrste.
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25. U nasim dosadanjim razmatranjima varirall smo samo vrste
linearnih kongruencija i meduscbni po.ozaj njihovih realnih ravna-
Ii'ca tako, da se one medusobom sijeku. Zadamo 1li medutm obje
linearne kongruencije, postoji moguénost odabiranja totke S tako,
da ona bude u nekom specijalnom poloZaju prema tim kongruenci-
jama. Totku S moZemo odabrati, 1) na ravnalic: jedne kongruencije,
2) u ravnini dviju ravnalica iz razli¢itih kongruencija, koje se sijeku
: 3) na jednoj od zajednickih zraka u, v obiju linearnih kongruencija,
ako su te zrake realne,

Iz definicije ploha A ocito izlazi, da pod 1) ploha A prelazi u
ravninu. Neka se recimo ravnalice @, ¢ kongruencija (ab), (ecd) sijeku
u totki P;3, a totka S neka se nalazi u ravnini ac. Jedan pravac
totke S u ravnini ac neka sijete pravac a u tocki A;, a pravac ¢ u
totki Cy. Svaka ravnina spojnica A; C; sijete ravninu bA; u jednom,
a ravninu dC; u drugom pravcu. SjeciSte tih pravaca je totka naSe
plohe A. Totke pridruZene ravninama sveska spojnice Ay Cy na plohi
A lezat ¢e prema tome na presjetnici ravnina bAy, dCi. Vrtimo U
spojnicu Ay Cy cko S u ravnin: ac, dobit ¢emo na praveima a,c per-
spektivne nizove A, C,, koji ¢e nam s pravcima b, d kao osima dati
projektivne sveske ravnina bA , dC,, a proizvod kojih je naSa ploha
A. Vidimo dakle, da pod 2) ploha A prelazi u pravéastu plohu 2. reda,
koja prolazi sjecistem Pi3 i totkom S, Ako se sijeku i ravnalice b, d
kongruencija (ab), (cd} u tocki Pg4, onda ta pravéasta ploha 2. reda
prelazi u stozac 2. reda, kojemu je vrh sjecite Pg4. Sijeku li se :
ravnalice a, d u toék: Pi4, to ploha A ostaje stozac 2. reda, a tek ako
se sijeku i ravnalice b, ¢ u toéki Pss3, onda ploha A prelazi u ravninu,
jer spomenuti svesci ravnina ravnalica b, d postaju u tom sluéaju
perspektivni. Sve to naravski vrijedi u sluéaju, kada totka S lezi u
ravnini ac.

Neka su zajedni¢ke zrake u,v kongruencija (ab), (cd) realne i
na jednoj od njih, recimo u, odaberimo nasu to¢ku S. Postavimo li
totkom S po volji nek: pravac p, onda tot¢ke pridruZene ravninama
tog pravea na plohi 4 leZe na jednoj Cunjosjeénici te plohe, koja
sijete pravee p,u (to¢. 7.). Svaki pravac to¢ke S sijefe na taj nacin
njemu pridruzenu ¢unjosjecnicu samo u jednoj tocki, jer s njom lez
na jednoj plohi 2. reda. Na taj nacin to¢ka S mora biti dvostruka
tocka plohe 4, ako je ona 3. reda. Ploha A jest 3. reda, jer joj se
njeni pravci a, b, ¢, d, a prema tome i uiv, ne nalaze na jednoj
pravéasto] plohi 2. reda. Iz definicije plohe A i specijalnog polozaja
totke S odmah izlazi, da je u=$1 =8 =m=n=my =ny =Ta,
t. j. pravac u je osmeroznatan pravac, u koji su se povukla Cetiri
dvoznac¢na pravca te plohe. Osim toga podudaraju se i pravei
/eu/ = /me/ = /nc/, kao i /du/ = /md/ = /nd/. Nadalie se iz naSe
tabele vidi, da svi postoje¢i pravci ovakve plohe A, osim pravca v,
sijeku pravac u =81 =83 =.....
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Odaberimo to¢kom S neki pravac p tako, da on sijete pravac v.
Na temelju razmatranja u to¢. 9. znamo, da ravninama tog pravca
pridruzene tocke na plohi A leZe na jednom pravcu te plohe, koji
sijeCe pravee wiwv. Uzmemo li sve pravce p +sgke S, koji sijeku
pravac v, kao osi svezaka ravnina, onda se svaka ravnina totke S
nalazi u ovakvom jednom svesku, Odatle direktno izlazi, da je ploha

- A pravtasta ploha 3. reda, kojoj su pravei 4 i v ravnalice.

Totkom S povudeni pravac p neka sijeCe pravac b u tocki B.
Totke pridruzene ravninama tog pravca lezat ée opet na jednoj
c¢unjosjednici k plohe A (to€. 7.), koja mora sjet: pravac u, jer s¢ na
tom pravcu nalazi tocka S. Ta se ¢unjosjetnica k medutim nalazi u
ravnini aB, jer sve zrake kongruencije (ab), koje sijeku pravac p,
¢ine pramen zraka vrha B u toj ravnini, Buduéi da ta ¢unjosjeCnica
mora sjeéi pravac u, morat ¢e ona prolaziti sjecidtem pravaca a, u.
To vrijedi za svaki pravac p u ravnini Sa, a posve analogno vrijed:
i za pravce b, c,d. Znademo, da je naSa pravcasta ploha 4 3. reda
odredena praveima u, v i ¢unjosjetnicom k kao ravnalicama, a ¢unjo-
sjetnica k sijeCe pravac u. Prema tome je pravac u dvostruki, a pra-
vac v jednostruki pravac pravcaste plohe A4 3. reda.

Padnu 1 pravei u, v linearnih kongruencija (ab), (cd) skupa u
jedan pravac, pa totku S odaberemo na takvom praveu, tad je oito,
da ¢ée tako nastala ploha A biti Cayleyeva pravcasta ploha 3. reda.

26. Sve tangente neke vitopere pravéaste plohe u toCkama jedne
izvodnice ¢ine parabolicku kongruenciju. Uzmimo jedan par izvod-
nica iy,i neke pravcaste plohe 3. ili 4. reda, koje se sijeku, i po
volji neku totku S. U svakoj ravnini te totke nalazi se po jedna
zraka paraboliéne kongruencije svake te izvodnice kao rawvnalice, a
sjecista takvih parova zraka leZze, kao $to znademo, na jednoj opcoj
plohi 3. reda, kojoj je sjecidte izvodnica i;,1s dvostruka tocka.

"~ Mjesto bilo kakove plohe 3. ili 4. reda odaberimo recimo Pliicker-
ov konoid, a izvodnice iy, i neka budu njegove neizmjerno daleke
izotropne izvodnice. U radnji »O Pliickerovu i nekim drugim kono-
idima 3. i 4. reda« pokazali smo ovo: Ako Pliickerov konoid sije¢emo
ravninama jednog sveska, i te presjeke projiciramo u smjieru dvo-
strukog praveca na direkcionu ravninu, onda se Cetverostruki fokusi
cirkularnih projekcija tih presjeka nalaze na jednoj kruznici, a tima
cetverostrukim fokusima odgovarajuée totke na pripadnim ravni-
nama leZe na jednoj prostornoj kubnoj kruznici.

Uzmemo li sada neku to¢ku S, pa Pliickerov konoid sijecemo
svim ravninama te tocke i sve te presjeke analogno projiciramo u
jednu direkcionu ravninu, tad ée Cetverostruki fokus: svih dobivenih
cirkularnih krivulja prekriti ¢itavu ravninu projekcija. Odgovarajuce
totke tima Getverostrukim fokusima u pripadnim ravninama leZat ce
medutim na nekoj opéoj plohi 3. reda, $to izlazi iz nash gore spo-
menutih razlaganja, ako ih prenesemo sa realnih izvodnica iy, is na
izotropme izvodnice tog konoida. Neizmjerno daleka totka dvostru-
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kog pravca tog konoida je dvostruka totka te plohe, a na njoj se
nalaze i izotropne neizmjerno daleke izvodnice tog konoida.

Kao 5to vidimo, o Pliickerovu konoidu mozemo eto i ovdje doni-
jeti jo§ jednu njegovu osobinu ovako formuliranu:

Sijedemo 1i Pliickerov konoid ravninama neke tolke S i sve te
presjeke projiciramo u smjeru mjegova dvostrukog pravca na jednu |
direkcionu ravninu, tad svaka tako dobivena cirkularna krivulja ima ™~
svoj Cetverostruki fokus. Tocke u ravninama tocke S, koje odgova-
raju tim cetverostrukim fokusima u pripadnim ravninama, leZe na
opcoj plohi 3. reda, koja prolazi tom toCkom, meizmjerno dalekim
izotropnim izvodnicama toga konoida, kao i njegovim dvostrukim
pravcem, dok joj je neizmjerno daleka tocka tog dvostrukog pravca
dvostruka tocka.

Evidentno je, da analogno vrijedi za bilo koju prav&astu plohu
3. ilj 4. reda, kao i za bilo koji par njihovih izvodnica, koje se sijeku
ili ne sijeku.

Odaberimo dvije realne izvodnice i1,i, neke pravcaste plohe 3.
reda, koje se sijeku. Jednostruka i dvostruka ravnalica te plohe su
zajedni¢ke zrake parabolickih kongruencija tangenata te plohe duz
tih izvodnica. To su dakle nasi poznati pravci v, u. Odabiremo tocku
S na jednostrukoj ravnalici v. Pridruzena ploha A bit ¢ée sigurno
pravcéasta ploha ili 3., ili 2., ili 1. reda. Svaka ravnina tocke S pri-
pada u jedan svezak ravnina, kojemu se os nalazi u ravnini izvod-
nica iy, te. PridruZene totke ravninama takvog sveska nalaze se na
presjecnici tangencijalnih ravnina nase zadane pravcaste plohe 3.
reda u sjeciStima izvodnica iy, i2 s osi tog sveska. Budu¢i da pravci
totke S u ravnini izvodnica is, ie sijeku te izvodnice u dva perspek-
tivna niza, to ¢e geometrijsko mjesto tocaka pridruzenih ravninama
tocke S ¢init: stozac A 2. reda, koji dobivamo kao proizvod projek-
tivnih svezaka ravnina izvodnica iy, 3. Jer je medutim ravnina ;i
u tim svescima sama sebi pridruZena, to su ti svesci perspektivni,
dakle se taj stozac 2. reda pretvara u ravninu 4. Ta ravnina prolazi
dvostrukom Tavnalicom u, jer njom prolaze plohe A za bilo koju
totku S. Ako je totka S bilo gdje u ravnini iy is, ostaje naravski taj
stozac 2. reda neraspadnut te prolazi, kao $to znademo, izvodnicama
i1, 12 i dvostrukom ravnalicom u,.

Neka je sada totka S na dvostrukoj ravnalici u. Svaka ravnina
totke S pripada u jedan svezak ravnina, kojemu os sijefe jedno-
struku ravnalicu v. Tocke pridruZene ravninama takvog sveska leZe
na pravcu, jer os tog sveska sijete pravce u,v. Buduéi da ravnine
takvog sveska prolaze i jednom totkom ravnalice v, to se u ravnini
tog pravca i ravnalice u ne nalazi nji jedan drugi pravac. Geometrij-
sko mjesto svih pravaca, na kojima leZe pridruZene totke ravninama
svih svezaka, kojima osi sijeku ravnalicu v, ¢ine prema tome stoZac
2. reda, jer ga svaka ravnina ravnalice u sijete u jo§ samo jednom
praveu. Taj stozac, kao ploha A, prolaz: opet pravecima iy, ie, u.
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Prenesemo li sve to opet na Pliickerov konoid, uzev$i njegove
neizmjerno daleke izotropne izvodnice kao izvodnice iq,1s, tad malo
prije spomenuti stavak o Pliickerovu konoidu mozemo nadopuniti
jos i ovim:

Odaberemo li tocku S u malo prije spomenutom stavku o Pliicke-
rovu konoidu na njegovoj dvostrukoj ravnalici ili u neizmjerno dale-
koj ravnini izvan jednostruke ravnalice, onda se one tocke u ravni-
nama tocke S, koje se u smjeru dvostruke ravnalice projiciraju na
jednu direkcionu ravninu u Cetverostruki fokus takve projekcije pre-
sjeka tog konoida s tom ravminom, nalaze na jednom uspravnom
kruznom wvaljku, koji prolazi dvostrukom ravnalicom konoida. Ako
je tocka S na neizmjerno dalekoj jednostrukoj ravnalici, t. i. sve
ravnine su usporedne s jednom izvodnicom konoida, prelazi taj sto-
Zac u rawvninu, koja prolazi dvostrukom ravnalicom.

Primljeno na sjednici Odjela za matematicke, fizicke i tehnidke nauke
dne 18. IX. 1951.
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EXTRAIT DE »RAD« DE L'TACADEMIE YOUGOSLAVE,
TOME 292, pp. 171-191

V.NICE

'CONTRIBUTION AUX METHODES DE GENERATION
DES SURFACES DU 3° ORDRE*

La méthode la plus connue de génération des surfaces générales
du 3¢ ordre est la méthode de H. Grassmann utilisant trois gerbes col-
linéaires de plans. On sait que les plans correspondants de deux
gerbes collinéaires se coupent dans les droites d'une congruence
linéaire, si la droite des deux centres correspond a soi-méme. Si
Pon se sert, selon la méthode de Grassmann, de trois gerbes col-
linéaires de plans (S), (S1), (S2) telles que les droites SSy, SSe des
gerbes collinéaires (S) (S1), (S) (S2) correspondent a soi-méme, les
gerbes collinéaires (S) (S1), (S) (S2) donnent deux congruences liné-
aires. Dans ce travail nous avons choisi deux congruences linéaires
et la gerbe de plans d’un point S pour engendrer les surfaces du 3°
ordre. Cette méthode nous permet d’exécuter toutes les considéra-
tions dans Vespace sans avoir recours a une représentation dans le
plan, comme le fait H. Grassmann, et la méthode embrasse aussi les
surfaces réglées du 3¢ ordre.

Tout plan de l’espace contient une droite de chacune des deux
congruences. Le point d’intersection de ces deux droites soit conju-
gué a ce plan. Nous obtenons ainsi une espéce d’espace de zéro (Null-
raum), mais cette correspondance univoque n’est pas corrélative.
Aux plans d’'une droite correspondent les points d’une conique cubi-
que, et les plans correspondant aux points d'une droite forment une
famille cubique de plans (Ebenengewinde). Cette conique cubique
et cette famille de plans s'obtiennent facilement comme produit de
trois faisceaux homographiques de plans, respectivement de trois
~ divisions homographiques. Si la droite considérée coupe une direc-
trice d'une des deux congruences ou une directrice de chaque con-
gruence ou bien une transversale ou toutes les deux des quatre di-
rectrices de ces congruences, la conique cubique se réduit & une co-
nique, respectivement a une droite et la famille cubique de plans a
un cdne de la 2° classe, respectivement & un plan.

* Le titre original de ce travail: Prilog naéinima izvodenja ploha 3. reda.
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Les points correspondant a tous les plans d'un point S forment
une surface générale 4 du 3° ordre, car parmi les plans correspon-
dant aux points d’une droite quelconque dans l'espace il y en a
toujours trois qui passent par le point S, donc cette droite a trois
points en commun avec la surface A.

Soient données la gerbe de plans du point S et les congruences
linéaires hyperboliques (ab), (cd) dont les droites a, b et c, d sont les
directrices. La surface obtenue 4 du 3¢ ordre contient les directrices
a, b, ¢, d des congruences données, leurs transversales communes u, v
et les droites sy, s; des congruences (ab), (cd) passant par le point S,
car par chaque point de ces droites passe une transversale des droites:
a, b et une transversale des droites c, d, de sorte que leur plan passe:
par le point S. Nous obtenons donc les premiéres 8 droites de notre:
surface générale 4 du 3¢ ordre.

Les directrices c,d étant coupées par les plans Sa ou Sb, les
droites de jonction m,n des points d’intersection se trouvent aussi
sur la surface, car ces droites sont coupées par toutes les coniques:
dont les points ¢orrespondent aux plans des faisceaux ayant comme
supports les droites joignant le point S aux points de la droite a
respectivement b. On peut conclure, par analogie, que la surface
contient de méme les droites my, ny contenues dans les plans Sc et
Sd et coupant les droites a et b. Il est évident que la droite m est
coupée par les droites q,c, d, s1, la droite n par b, ¢, d, s1, la droite
m; par a, b, c,s2 et la droite n; par a, b, d, so.

Les points correspondant aux plans des lignes de jonction du
point S et des points des directrices a, b, ¢, d, ou de leurs transver-
sales u, v, se trouvent, comme on a déja dit, sur des coniques. Si
Pon joint le point S aux points d’intersection des directrices a,b,c d
et de leurs transversales u, v, les points correspondant aux plans de
ces lignes de jonction se trouveront sur des droites auxquelles se
réduisent ces coniques. En effet, B, étant le point d’intersection des
droites b, u les points correspondant aux plans de la ligne de jonction
SBy s’obtiennent comme section du plan aBy et de la surface du 2¢
ordre des droites ¢, d, SB.. La droite u est une partie de cette section,
donc il en reste encore une droite qui doit couper les droites u et a,
car toutes les deux se trouvent dans le plan de la section. De cette
maniére nous avons obtenu encore huit droites de la surface A et
nous désignerons chacune en indiquant les deux autres droites du.
plan dans lequel elle se trouve. Ce sont donc les droites (au), (bu),
(cu), (du), (av), (bv), (cv), (dv). "

Le lieu des points correspondant aux plans de la transversale
des droites @, c qui passe par le point S est une droite coupant les
droites b, d. Nous appellerons cette droite (md), car elle coupe la
droite m qui se trouve dans le plan Sa. Les transversales analogues
des droites ad, bc et bd donnent les droites (mc), (nc) et (nd). Nous
avons ajnsi trouvé jusqu’a maintenant 24 droites de notre surface A
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du 3¢ ordre. Comme le plan des droites a,u et (au) coupe toutes les
droites de la surface 4, la droite (au) sera coupée par toutes les
droites qui ne coupent pas les droites a et u. Parmi les droites
trouvées ce sont sz, n, (bv), (cv) et (dv) et la droite coupe aussi les
droites (mc), (md). On trouve le résultat analogue pour les autres
7 droites des 8 droites susmentionnées. Mais la droite (mc) coupe la
droite (nd) et la droite (nc) coupe (md), donc les 24 droites trouvées
Jjusqu’a maintenant se coupent en 107 points de la surface.

Aux plans du point S passant par la droite qui coupe les droites
U, v correspondent les points d’'une nouvelle droite I de la surface A.
Cette droite est contenue dans le plan des droites sq, 89, car chacune
des droites sy, o se trouve dans un plan de la droite passant par S.
Cette droite 1 coupe les transversales u, v et aussi toutes les droites
de la surface A qui ne coupent pas les droites si, se. Dans le plan
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des droites lu, lv il doit y avoir deux autres droites 7, 72 de notre
surface. Ces droites sont aussi des transversales des droites m,n,
mq, nq, car ces quatre droites ne coupent ni la droite 1, ni la droite
u, ni la droite v. Elles coupent donc la troisiéme droite dans ces
deux plans. La droite r; coupe, de plus, les droites (au), (bu), (cu),
(du) et la droite 72 coupe les droites (av), (bv), (cv) et (dv). Ainsi
nous avons trouvé toutes les 27 droites de la surface générale 4 du
3¢ ordre et leurs 135 points d’intersection.

Jusqu’ici nous avons supposé toutes les quatre directrices a, b,
¢, d et les transversales u, v réelles et distinctes. Si Pon suppose les
congruences (ab), (cd).de sorte qu'une ou toutes les deux soient ellip-
tiques et que les transversales u, v de leurs directrices soient réelles
ou imaginaires, on obtiendra les autres espéces de surfaces géné-
rales du 3° ordre sans sihgularités avec 15, 7 ou 3 droites réelles.
Au cas de trois droites réelles on n’obtient que la surface du 3¢
ordre & une nappe, de méme que par la méthode de H. Grassmann,
car les droites a, b, ¢, d, u et v comme droites quadrivalentes de la
surface générale du 3° ordre a 4 points doubles deviennent des
droites 1mag1na1res de la deuxiéme espéce lorsqu’on decompose la.
surface d’apreés F. Klein en quatre points doubles.

En trouvant successivement les. 27 droites .de la surface A on
n’avait pas de difficultés de voir quelles droites se coupaient mutuel-
lement. Ces résyltats sont représentés dans un.schéma gui facilite
la discussion des surfaces générales du 3¢ ordre. En sachant lesquel-
les des paires de droites ab, cd, uv sont imaginaires (de 2°. espéce),
on trouve facﬂement a l’alde du schéma les autres dr01tes de la sur-
face qui sont 1mag1nau'es de la 1 ou de la 2¢ espece et ainsi on
détermine aisément Iespéce de la surface.

. Les congruences hyperbohques (ab), (cd) etant ch01s1es de sorte
que la directrice a de la premiére congruence coupe la directrice:
c de la deuxiéme congruence, la surface A aura ce point, d’inter-
section comme pomt double et ses six droltes bivalentes passent.
par ce point, c. 4. d. en outre des droites a,c, les droites u, m;, m
et (nc) passent- par ce point et on a a = (cv), ¢ = (av), m = (du),.

= (bu), v = (md) et (nc) = ro. Si, en outre des directrices a, ¢y
Ies d1rectrlces b,d, se coupent aussi, la surface aura deux points
doubles joints par une droite quadrlvalente et par chacun de ces
points doubles passent quatre droites bivalentes. Si la directrice a
de la premiére congruence coupe toutes les deux directrices ¢, d de
la deuxiéme congruence, tandis que la directrice b de la premiére-
congruence ne coupe qu "une .des directrices (disons c) de la deuxi-
éme congruence, la surface A obtenue aura trois points doubles.
Ces points sont joints par trois droites quadnvalentes et par chacun
d’eux passent encore deux droites bivalentes, ce qui se trouve fa-
cilement a 'aide du schéma. Comme toutes les droites sur les trois:
surfaces ainsi obtenues sont réelles, nous n’obtenons que la surface
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de la premiére espéce d’aprés F. Klein parmi les surfaces a un, deux
ou trois points doubles. ‘ .

Si chaque directrice de la premiére congruence coupe toutes
les deux directrices de la deuxiéme, nous obtenons la surface géné-
rale connue du 3¢ ordre a 4 points doubles joints par 6 droites qua-
drivalentes, possédant, en outre, les trois droites univalentes 1, s1, S2.
Comme les directrices a, b,c,d des congruences linéaires hyper-
boliques (ab), (cd) sont, dans ce cas, les cotés d'un quadrilatére non
situé dans un plan, dont les diagonales sont les droites communes
des deux congruences, nous pouvons, pour cette derniere espéce
‘de surfaces générales du 3° ordre, énoncer la définition suivante.

Soit donné dans Vespace un quadrilatére abed gauche et un
point S. Dans chaque plan de ce point on joint les points apparte-
nant ¢ deux c6tés opposés du quadrilatére. Les points ou se rencon-
trent les deux.lignes de jonction dans chaque plan se trouvent sur
une surface générale du 3¢ ordre @ quatre points doubles. Les som-
mets du quadrilatére sont les points doubles de la surface et les
cdtés et les diagonales sont leur droites torsales et quadrivalentes.
Les transversales des cOtés opposés et des, diagonales de ce quadri-
latére passant par le.point S sont des droites ordinaires de la surface.

- En supposant que les paires de directrices ab, cd ou de trans-
versales uv se confondent, e¢. a. d. que les congruences. deviennent
paraboliques, nous obtenons de. nouveau des surfaces A 3a points
doubles. Chaque coincidence d’une telle paire de droites donne sur
"1a surface 4-un point.double, car.celle-ci se trouve toujours sur une
droite bivalente. Lorsque les .transversales- sont confondues: et les
congruences (ab), -(cd) sont hyperboliques, on obtient, une surface A
a un point double de la 1 espéce, Si une de ces congruences est
elliptique, 1a surface sera analogue mais de la 2° espece, et si toutes
les deux congruences sont elliptiques, on obtient une surface 4 & un
point double de la 3¢ espéce. p , ‘

Les deux congruences étant supposées paraboliques et les
droites u,v réelles et distinctes, on aura une surface A4 a deux
points doubles de la 1% espece. Si les droites u, v sont imaginaires,
la surface sera analogue mais de la 2° espéce. Dans le cas ou les
droites u, v sont confondues, la surface aura trois points doubles et
appartiendra & la 1 espéce de telles surfaces. : v

_En discutant les autres possibilités on obtiendrait les. mémes
surfaces. On voit donc que notre méthode ne fournit pas les surfaces
du 3° ordre & points doubles ol il n’y a pas de paires de droites réel-
les bivalentes passant par ces points. ; ‘ .

On sait que d’aprés F. Klein on peut obtenir toutes les espéces
de surfaces générales du 3° ordre, avec ou sans singularités, en par-
tant d’une surface du 3¢ ordre 3 quatre points doubles et en décom-
posant chaque point double en forme d’hyperboloide & une ou a
deux nappes. Notre méthode ne fournit pas les surfaces du 3¢ ordre
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qu'on obtiendrait en décomposant les points doubles seulement en
forme d’hyperboloides & deux nappes. Les points doubles de nos
surfaces 4 se sont présentés quand les directrices des congruences
se rencontraient ou bien lorsque les droites réelles des paires ab,
cd et uv étaient confondues. Dans tous ces cas il y a déja deux
droites réelles bivalentes qui passent par le point double obtenu et
les surfaces que nous venons de mentionner ne se présentent pas.

R. Sturm a démontré qu’on ne pouvait pas obtenir les surfaces
générales du 3¢ ordre a deux nappes par la méthode de Grassmann,
ce qui est confirmé par nos considérations. '

En discutant les diverses variantes possibles nous avons laissé
libre le point S. En lui donnant une position spéciale relativement
aux directrices a, b, c, d ou au droites u, v, nous obtenons des sur-
faces réduites ou nouvelles. Si le point S se trouve sur une directrice,
la surface A sera un plan. Lorsque deux directrices de congruences
différentes, disons a, ¢, se rencontrent et le point S se trouve dans
leur plan, la surface 4 devient une surface réglée du 2¢ ordre, car
elle est obtenue comme produit de deux faisceaux homographiques
de plans. Le point S étant choisi sur la droite u, la surface 4 sera
une surface réglée du 3¢ ordre dont u est une directrice double et v
une directrice simple. En effet, tout plan du point S se trouve dans
un faisceau de plans dont le support rencontre les droites u et v,
et les points correspondant aux plan d'un tel faisceau se trouvent,
comme nous le savons, sur une droite rencontrant les droites u et
v. Il s'ensuit que 4 est une surface réglée du 3° ordre. Les points
correspondant aux droites du point § forment une conique coupant
la droite u, car cette droite passe par le point S. Done, toutes ‘les
coniques de la surface A.coupent la droite u et par conséquent
cette droite est sa droite double. Quand les droites u,» sont con-
fondues, il est évident que la surface A devient une surface réglée
du 3¢ ordre de Cayley.

Notre méthode de génération des surfaces du 3° ordre embrasse
donc aussi les surfaces réglées du 3¢ ordre.

Choisissons deux génératrices d’'une surface gauche qui se ren-
contrent, comme directrices des congruences paraboliques des tan-
gentes de cette surface le long de ces génératrices. Coupons cette
surface par tous les plans d’'un point S. Les points d’intersection
des paires de tangentes des courbes de sections menées par les points
de ces ‘génératrices forment une surface générale du 3° ordre et le
point d’intersection de ces génératrices est un point double de cette
surface. Prenons un conoide de Pliicker au lieu d'une surface gauche
quelconque et au lieu d'une paire quelconque de génératrices qui
se rencontrent, prenons la paire infiniment éloignée de génératrices
isotropes de ce conoide. On sait que tout point .correspondant & un
plan du point S, projeté du point infiniment éloigné de la droite
double sur un plan directeur, est le foyer quadruple de la projection
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de la courbe de section avec ce plan, la courbe étant projetée sur le
méme plan directeur. Il s’ensuit le théoréme suivant concernant le
conoide de Pliicker:

Un conoide de Pliicker étant coupé par les plans d’un point S
et les sections obtenues étant projetées dans la direction de la di-
rectrice double sur un des plans directeurs, tout point de ce plan
directeur sera le foyer quadruple de la projection circulaire d’une
des courbes de section, la courbe étant projetée sur ce méme plan
directeur. Les points dans les plans du point S correspondant aux
foyers quadruples des projections relatives se trouvent sur une sur-
face du 3¢ ordre qui contient les génératrices isotropes d Uinfini, la
directrice simple et la directrice double d distance finie de ce cono-
ide, tandis que le point & Uinfini de la directrice double du conoide
est un point double de la surface.

Si le point S se trouve sur la directrice double de ce conoide,
ou bien dans le plan a l'infini mais non pas sur la directrice simple,
la surface générale du 3° ordre devient un cylindre droit circulaire
contenant la directrice double. Si le point S est sur la directrice
simple qui se trouve a l'infini, c. 3. d. si tous les plans de ce point
sont paralléles & une génératrice du conoide, la surface du 3° ordre
devient un plan de la directrice double.



