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Uvod. Generaliziramo 1li obi¢nu inverziju na nekoj kugli ¢ tako,
da mjesto kugle ¢ uzmemo bilo kakvu plohu 2. reda, a mjesto sredi$ta
te kugle w odaberemo kao srediste inverzije po volji neku totku P,
tada smo na taj nacin do§li do generalizirane prostorne kvadratne
inverzije, kod koje ¢e, na plohama 4. reda dobivenim takvom inver-
zijom iz ploha 2. reda, uz dvostruku totku P postojati jo§ i konadne
realne ili imaginarne dvostruke ¢unjosje¢nice. U mojoj radnji »Kri-
vulje i plohe 3. i 4. reda nastale pomoé¢u kvadratne inverzije« izve-
dene su pomoc¢u ovakve inverzije neke osobite vrste ploha 3. i 4. reda
s zanimljivim singularitetima. Nekoj plohi @ 2. reda bit ¢e u ovakvoj
posveopéenoj kvadratnoj inverziji pridruzena ploha 3. ili 4. reda pre-
ma tome, je li ploha @ prolazi ili ne prolazi sredi§tem inverzije P.
U toj tofki imat ¢e svaka takva ploha dvostruku to¢ku, a prolazit ée
uvijek i presjeénom krivuljom ploha v i @, jer sve totke plohe v 2.
reda ostaju u ovakvoj kvadratnoj transformaciji invarijantne. Uzme-
mo li da su plohe v i @ kugle, a totka P bilo gdje u prostoru, tada
nastala ploha A, ili 44 mora prolaziti apsolutnom kruZnicom. Odatle
proizlazi, da ¢e svi ravninski presjeci takvih ploha biti cirkularni.

Sve ravnine prostora sijeku jednu ovakvu plohu u cirkularnim
krivuljama, a svaka takva krivulja ima svoj ¢etvorostruki fokus. Pri-
druzimo li svakoj ravnini prostora ovaj ¢etvorostruki fokus, tad smo
dobili neke vrste nisti¢ni prostor. Dvostrukom totkom P prolazi co2
ravnina, a svaka od tih ravnina sijefe plohu u nekoj unikurzalnoj
cirkularnoj krivulji 3. odnosno 4. reda, koja opet ima svoj detvoro-
struki fokus. Fokusi presjeka svih tih ravnina moraju biti nepreki-
nuto povezani, dakle moraju lezati na nekoj plohi. U ovoj radnji
zabavit ¢emo se takvom plohom.
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1. Prije nego prijedemo na naSa razmatranja, sjetit éemo se
nekih opazanja na ravninskim cirkularnim krivuljama 3. odnosno
4. reda roda nultoga, jer ¢e nam to trebati u kasnijim prostornim
razmatranjima.

Uzmemo 1li u nekoj ravnini uz dvije kruznice ¢ i k po volji 1
neku totku P, pa za KkruZnicu k odredimo inverznu krivulju k. s
obzirom na kruZnicu c¢ i to¢ku P kao centar inverzije, tad znademo,
da je ta krivulja unikurzalna cirkularna krivulja 3., odnosno 4. reda.
Oznadimo i s Oy, O, sredista kruZnica c i k, tad éetvorostruki fokus
O, nastale cirkularne krivulje k. lezi na kruZnici tocaka P, Oy, O2
i ¢ini s njima harmonijski dvoomjer (Oy PO» O3) = — 1.1 Ako su
totke P, O;, O2 na jednom praveu, t. j. obje kruznice ¢ i k su
simetri®ne s obzirom na taj pravac, bit ¢e s obzirom na taj pravac
simetri¢na i krivulja k.. Ovaj harmonijski dvoomjer vrijedi bez
obzira, da 1i se totka P nalazi na kruZnici k ili ne, t. j. vrijedi bez
obzira, je li krivulja k. treteg ili ¢etvrtog reda. Ako je krivulja k
simetri¢na, tada su totke O;, O» i P na simetrali te krivulje, jer je
u tu simetralu preSla kruznica tofaka P, Oy, Oz, a prema tome se
na njoj nalazi i ¢etvorostruki fokus O,. Taj je fokus i opet odreden
harmonijskim dvoomjerom (O; POs O3) = —1 na toj simetrali.

2. Namjesto kruznica ¢, k, uzmimo sada kugle v, ¢, a totka P
neka je bilo gdje u prostoru. Svaka totka kugle ¢ spojena s totkom
P ima na toj zraci konjugiranu to¢ku s obzirom na kuglu v, a sve
te konjugirano pridruZene totke totkama kugle @ leZe na nekoj plohi
A treteg ili Cetvrtog reda prema tome, da 1i se toCka P nalazi ili ne
nalazi na kugli @. To¢ka P je u svakom slucaju dvostruka totka, dok
je presje¢na kruZnica kugle ® s polarnom ravninom pola P, s obzirom
na tu kuglu, dvostruka kruZnica te plohe, ako se to¢ka P ne nalazi
na kugli &, t. j. ako je ploha A 4. reda. Ove dvije injenice proizlaze
odatle, $to je svim tolkama presjetne kruZnice kugle & sa spome-
nutom polarnom ravninom pola P, s obzirom na kuglu &, pridruZena
totka P u naSoj kvadratnoj transformaciji, dok su pojedine tocke
presjetne kruZnice kugle v s njenom polarnom ravninom s obzirom
na pol P, pridruZene objema probodistima kugle @ sa spojnicama tih
todaka i todke P, a to znadi, da su te toCke dvostruke totke dobivene
plohe 4. reda. Sve ovo zapravo proizlazi direktno vet¢ iz definicije
nase prostorne kvadratne transformacije, a poblize se o tome moze
vidjeti u sprijeda spomenutoj radnji. Spomenuli smo veé u uvodu,
da sve totke kugle v ostaju u ovakvoj prostornoj kvadratnoj trans-
formaciji invarijantne, dakle i svaka ploha A prolazi presje¢nom kri-
vuljom kugala v i @. Znademo takoder, da odatle proizlazi, da ovako
nastale plohe prolaze apsolutnom kruZnicom, t. j. svi ravninski pre-
sjeci ovakvih ploha su cirkularni.

1 Vidi rad: Konstrukcija &etverostrukog fokusa cirkularnih krivulja 3. i
nekih 4. reda roda nultoga. Nastav. Vjes. knj. LI.
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Presjetna krivulja svake ravnine prostora s ovom plohom ima
svoj cetvorostruki fokus; a ova pridruzenost ravnine i njezina &etvo-
rostrukog fokusa odreduje nam, u uvodu spomenuti, neke vrste
nigtiéni prostor.

Neki pravac neka probada neku plohu u totkama A, B, Tan-
gente presjecnih krivulja ove plohe s ravninama ovog pravca, postav-
Ijene u totkama A, B, sijeku se u presjednici tangencijalnih ravnina
ove plohe u to¢kama A i B. Ako jedna ravnina tog pravca sijete ovu
plohu u ¢unjosje¢nici, koja prolazi totkama A, B, onda spomenuta
presjecnica tengencijalnih ravnina plohe u totkama A, B mora pro-
laziti polom polare AB s obzirom na tu éunjosjetnicu.

NaSa ploha A prolazi apsolutnom kruZnicom u neizmjerno dalekoj
ravnini, koju svaki neizmjerno daleki pravac sije¢e u dvije totke. Sve
ravnine takvog pravca u neizmjernosti (svezak paralelnih ravnina)
sijeku plohu 4 u cirkularnim krivuljama, kojih ¢ée imaginarne tan-
gente u njihovim zajednickim apsolutnim to¢kama leZati u paru ima-
ginarnih tangencijalnih ravnina plohe u tim apsolutnim to¢kama.
Ove se dvije imaginarne ravnine sijeku u realnom pravcu, koji pro-
lazi polom tog neizmjerno dalekog pravca, uzevsi ga kao polaru s
obzirom na apsolutnu kruZnicu. Cetvorostrukj fokusi presje¢nih kri-
vulja s takvim paralelnim ravninama nalazit ¢e se prema tome na
praveu okomitom na te ravnine, jer samo takav prolazi polom naSeg
neizmjerno dalekog pravca, uzevsi ga kao polaru s obzirom na apso-
lutnu kruZnicu. Cetvorostruki fokusi svih oo2? svezaka paralelnih
ravnina nalaze se prema tome na pravcima okomitim na tim ravni-
nama, a svi ti pravei ¢ine neku osobitu kongruenciju u naSem spo-
menutom nistiénom prostoru. ‘

Svaka ravnina tocke P sijete plohu 4 u cirkularnoj krivulji roda
nultoga, bez obzira, je li ta ploha treceg ili ¢etvrtog reda. Istrazujuéi
geometrijsko mjesto ¢etvorostrukih fokusa ovakvih cirkularnih pre-
sjeka svih ravnina totke P zapravo vidimo, da je traZeno geometrij-
sko mjesto noZiSna ploha totke P kao pola malo prije spomenute kon-
gurencije pravaca.

SrediSta kugala ¢ i @ oznatimo s Oy, Ogz. Nastala ploha A bit
Ge simetriéna s obzirom na ravninu todaaka P, Oy, Os, a tetvoro-
struki fokus R presjeéne krivulje plohe A s ravninom ovih totaka
znademo mnaé¢i pomocu sprijeda navedenog harmonijskog dvoomjera
(P Oy Oz R) = —1, jer su tocke Oy, O, sredi$ta presje¢nih kruZnica
kugala v i @ s tom ravninom. Radi spomenute simetrije imat ¢ée sve
okomite ravnine totke P na ravninu (PO; O;) &etvorostruke fokuse
svojih presjeka takoder u toj ravnini, budu¢i da su i sve presje¢ne
krivulje simetriéne s obzirom na tu ravninu.

Po volji odabrana ravnina a totke P sijete kugle @, v u kruzni-
cama k, ¢, kojih su srediSta Ss, S; normalne projekcije toéaka Oz, Oy
na tu ravninu. Cetvorostruki fokus F presjetne krivulje plohe A s
ravninom a lezat ¢e na kruZnici totaka P, Sy, Sp, a odreden je har-
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monijskim dvoomjerom (P Sy S2 F) = —1, jer za ovu presjeénu kri-
vulju moZemo uzeti, da je nastala kvadratnom inverzijom kruznice
k s obzirom na kruZnicu ¢ i tocku P kao centar. Tocke Sy, S2 svih
ravnina o totke P nalaze se na kuglama Kji, Kz, kojima su promjeri
duzine PO,, POs, dakle su u prostoru sve te to¢ke S;, Ss nepreki-
nuto povezane. KruZznice tocaka P, Si, S: takoder su neprekinuto
povezane, ako neprekinuto gibljemo njihovu ravninu a. Odavle izlazi,
da e i Cetvorostruki fokusi F presjeka svih ravnina totke P biti
neprekinuto povezani u prostoru na nekoj plohi I Nas u prvom
redu zanima, kojega je reda ta ploha? Ovdje valja spomenuti, da ima
ravnina e, koje ne sijeku plohu 4 realno. To su sve one ravnine, koje
sijeku € imaginarno. Medutim sredi§ta Ss ovih imaginarnih presjeé-
nih kruZnica uvijek su realna, isto tako kao i sredista S; eventual-
nih imaginarnih presjeénih kruZnica kugle . Prema tome vidimo,
da je totka F u takvim ravninama uvijek realna, odnosno da ima-
ginarni presjeci plohe A s ravninama « totke P imaju uvijek svoje
realne Cetvorostruke fokuse F, isto kao i realni takvi presjeci.

Budu¢i da su tocke S, Sz normalne projekcije totaka Oy, O2
na ravnine totke P i posve neovisne o polumjerima kugala @ i v,
to su i totke F neovisne o tim polumjerima. Odavle proizlazi, da je
i ploha I' neovisna o veli¢ini polumjera tih kugala.

Cetvorostruki fokusi presjeka plohe I', s ravninama totke P oko-
mitim na ravnini to¢aka P, Oy, O, lezat ¢e na nekoj unikurzalnoj
krivulji 3. reda, u ravnini (P Oy O3), kojoj je to¢ka P dvostruka tocka.
ToCke P, Sy, Se, F svake ovakve ravnine leZe naime zbog simetrije
plohe A na zrakama totke P u toj ravnini, a totke Si, Ss, osim toga
i na presjetnim kruZznicama kugala K;, K¢ s ravninom (P O; Os). Za
ovu unikurzalnu cirkularnu krivulju 3. reda moZemo uzeti, da je
nastala pomoé¢u generalizirane kvadratne inverzije presje¢ne kruznice
kugle K, s obzirom na presjetnu kruznicu kugle Ky i to¢ku P kao
centar inverzije, u kojemu se obje ove kruZnice sijeku. U ravnini
(P Op Og) se nalazi, kao $to veé znademo, i ¢etvorostruki fokus R
presjetne krivulje ove ravnine s plohom A4, a taj je normalno izvan
spomenute cirkularne krivulje 3. reda, jer je odreden poznatim har-
monijskim dvoomjerom na kruZnici toéaka P, O, Os. Vidimo prema
tome iz dosadanjih razmatranja, da je ploha I' viSega reda od tri i
da u totki P ima najmanje dvostruku totku. Tangente kugala Ky, K
u ravnini (PO; Og) diraju u tocki P plohu I, jer u toj todki diraju
spomenutu cirkularnu krivulju 3. reda kao presje¢nu krivulju plohe
I' s tom ravninom.

Cetvorostruki fokusi presje¢nih krivulja plohe A4 s tangencijal-
nim ravninama kugala K;, Ks u tot¢ki P past ¢e u tu totku, jer se u
tim ravninama to¢ka S, odnosno Ss, poklapa s totkom P.

Uzmemo 1i to¢kom P po volji neki pravac, tad &etvorostruki
fokusi presjeka plohe A s ravninama ovoga pravca leze na nekoj pro-
stornoj krivulji. Uzmimo ovakav pravac ¢t upravo u tangencijalnoj
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ravnini kugle K; ili Ks. Vrtimo li ravninu a oko pravea t, tad &etvo-
rostruki fokus F putuje po nekoj prostornoj krivulji s. Priblizimo 1
se u neprekinutom gibanju ravnine neizmjerno blizu tangencijalnoj
ravnini, tad ¢e se i pripadni cetvorostruki fokus F pribliziti nepre-
kinuto neizmjerno blizu to¢ki P. Odavle medutim, kao i iz simetrije
ploha A i I' s obzirom na ravninu (PO Os) izlazi, da prostorna kri-
vulja s svih takvih ¢etvorostrukih fokusa F dira kuglu Kj, odnosno
Kj, u to¢ki P. Snop svih ooZ ravnina a totke P mozZemo razdijeliti
u ool svezaka, kojih su osi tangente kugle Ky, ili Ks, u toj tocki, a
prema tome ée i sve pripadne prostorne krivulje s ¢etvorostrukih
fokusa F, koje satinjavaju plohu I', dirati kugla K; i K, u tocki P.
U toj toeki diraju prema tome kugle Ky, Ks, odnosno njihove tangen-
cijalne ravnine, i plohu I'' U svakom ovakvom svesku postoji samo
tangencijalna ravnina kugle K, odnosno Kj, u kojoj se totka P
podudara s to¢kom S1, odnosno S, dakle se samo u te dvije ravnine
podudara totka P s pripadnim éetvorostrukim fokusom F. Na teme-
Iju toga dobivamo, da ploha I' ima u tolki P samo dvostruku totku
i to hiperbolicki biplanarnu, t. j. tangencijalni se stoZac 2. reda u
to¢ki P raspada u dvije realne ravnine.

Odaberimo totkom P po volji neki pravac u. Sve kruznice
ravnina a ovog pravca, koje prolaze totkom P i pripadnim tockama
S1,Sg, satinjavaju neku plohu U, na kojoj se nalazi i prostorna kri-
vulja s Cetvorostrukih fokusa presjeka ovih ravnina s plohom A.
Evidentno je, da ploha U prolazi apsolutnom kruznicom. Toclke Sy,
odnosno Sg, nalaze se na presjetnim kruznicama rq, 19 kugala K, Ko
s ravninama to¢aka O,, odnosno Os, okomitim na pravcu u. Totku
S1, odnosno S, na kugli K,, odnosno Kg, u nekoj ravnini « dobivamo
tako, da duZinom PO;, odnosno PO, poloZzimo okomitu ravninu na
a, i presjeénom kruznicom prve takve ravnine s kuglom K;, odnosno
druge takve ravnine s kuglom Kp, sijeCemo presjetnu kruZnicu tih
kugala s ravninom «. Jedna presjetna to¢ka ovih kruZnica je uvijek
toc¢ka P, dok je druga takva to¢ka Si, odnosno Ss.

Postavimo sada oko totke P kao sredista po volji neku kuglu Z.
Inverzijom na ovu kuglu, koju kratko nazovimo inverzija (PZ), pre-
laze kugle K;, K2 u ravnine K! K| a ploha U u neku pravéastu
plohu U?, jer sve kruZnice (PS; S2) prelaze inverzijom (PZ) u pravce.
Ploha U° je zapravo samo jedan dio inverzijom dobivene plohe. Di-
rekcioni stoZac neizmjerno daleke krivulje plohe U s vrhom u P, u
koji ulazi i imaginaran stozac vrha P, kojeg izvodnice prolaze apso-
lutnom kruznicom, takoder se broji kao sastavni dio Citave inverti-
rane plohe U°, pribrojivii ovamo i neizmjerno daleku ravninu kao
sliku totke P, jer se ova nalazi na plohi U. KruZnice 7y, 12 totaka
S1, Se prelaze inverzijom (PZ) u kruZnice 7, r' u ravninama K! K",
a toéke Oy, Og kugala K;, K, prelaze u nozista O', O okomica spu-
stenih iz to¢ke P na ravnine K!, K", ProbodiSta pravca u s ravninom
K!, odnosno K!, spojena s totkom O!, odnosno O", daju promjer
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kruZnice 7!, odnosno 7. KruZnice (PS; S2) plohe U prelaze inverzi-
jom (PZ) prema tome u pravce, koji sijeku pravac u i kruZnice !, 7'l
Svi ovakvi pravei saginjavaju dakle pravéastu plohu U°, koja je 4.
reda IX. vrste,? i kojoj je pravac u trostruki pravac. Znademo, da
je toCka P na pravcu u, a prema tome je ona trostruka toc¢ka plohe
U°. Buduéi da je totka P centar inverzije (PZ), bit ¢e neizmjerno
daleka krivulja plohe U sastavljena, osim od apsolutne kruZnice, i
od neke krivulje 3. reda, koja moZe degenerirati i u pravce. Vidimo
prema tome, da neizmjerno daleka ravnina sijete plohu U u krivulji
5. reda, dakle mora i ona biti 5. reda. Invertiramo 1i uostalom plohu
U° u inverziji (PZ) natrag, dobit ¢emo neku plohu 8. reda, jer je
inverzija (PZ) kvadratna. Ova se invertirana ploha sastoji od plohe
U i trostruke neizmjerno daleke ravnine, jer je ta ravnina slika
centra inverzije P, koji je trostruka totka plohe U°. Odavle jasno
proizlazi, da je ploha U 5. reda. Prostorna krivulja s ¢etvorostrukih
fokusa u ravninama a pravea u na plohi U prijeéi ée inverzijom (P2)
u neku prostornu krivulju s° na plehi U°. Pojedine njene tocke dobit
¢emo tako, da sjeciSta izvodnica plohe U° s ravninom KU (na kruZnici
7'!) prenesemo simetri¢no na protivau stranu na toj izvodnici od nje-
zina sjecista s ravninom K' (na krunici 7). Ovo proizlazi odatle, §to
inverzijom (PZ) to¢ka P, zbog harmonijskog dvoomijera (P Sy Se F) =
= —1 na kruZnicama (P S Sg), odlazi u neizmjernost na u inverziji
(PZ) dobivenim pravcima kao izvodnicama plohe Uv°.

Uzmimo na kruznici ! parove to¢aka, koje su jednako udaljene
od ravnine K! PoloZimo li tim to¢kama i pravcem u ravnine, tad sve
totke u tim ravninama, koje su od ravnine K' jednako udaljene na
suprotnoj strani od tih tofaka na kruZnici 7!, leZe na nekom konoidu
3. reda, kojemu je ravnina K! direkciona ravnina, a pravac u dvo-
struki pravac. Ovaj je konoid 3. reda zato, Sto bi isto takav bio onaj,
kojemu bi pravac u bio dvostruki pravac, kruznica !, ravnalica, a
ravnina K' direkciona ravnina. Na§ spomenuti konoid 3. reda jednak
je onom prvome, kojemu je ravnalica kruZnica 7!, samo je smje$ten
na suprotnoj strani ravnine K, i to koso simetrié¢no u smjeru pravea u.

Prema dosad izvedenom bit ée krivulja s° presje¢na krivulja ovog
konoida 3. reda i nase pravcaste plohe U° 4. reda, dakle prostorna
krivulja 12. reda. Budu¢i da se dvostruki pravac konoida podudara
s trostrukim praveem plohe U°, raspada se navedena krivulja 12. reda
u Sestorostruki pravac u i neku prostornu krivulju 6. reda. Osim
pravea u imaju spomenute dvije plohe jo§ dalja dva praveca zajed-
nicka. SjeciStima kruZnice 7! s ravninom K' pridruZene su na gore
spomenutom kenoidu kao izvodnice spojnice tih totaka i probodista
pravca u s ravninom K!, jer je udaljenost tih sjeciSta ed ravnine K!
jednaka nuli, a pridruZene izvodnice nalaze se u ravninama tih sje-
ci$ta i pravea u. Ove dvije spojnice su medutim izvodnice i plohe U®°,

* Miiller-Krames, Vorlesungen {iber darstellende Geometrie (Leipzig-
Wien 1931.), Bd. III, str. 258.
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jer leze u ravnini K' tako, da sijeku i kruznice k!, k! i pravac wu.
Naprijed spomenuta prostorna krivulja 12. reda raspada se dakle u
Sestorostruki pravac u, u dva obi¢na pravca u ravnini K' i neku pro-
stornu krivulju 4. reda. U svakoj ravnini pravca u moZe se izvan tog
pravea nalaziti samo jedna tocka te krivulje, jer se u njoj nalazi samo
jedna izvodnica spomenutog konoida 3. reda i jedna izvodnica plohe
U° osim praveca u. Pravac u je prema tome trisekanta te prostorne
krivulje 4. reda, t. j. ona je takva krivulja 2. vrste.

Vratimo li inverzijom (PZ) ovu prostornu krivulju 4. reda 2.
vrste natrag na plohu U, tad ¢e se ta inverzijom dobivena poznata
krivulja s nalaziti na naSoj plohi I'. Pravac u sje¢i ¢e tu krivulju, a
prema tome i plohu I', u tri to¢ke izvan totke P. ViSe totaka plohe
I', osim ove tri i totke P, ne moZe se nalaziti na praveu u iz ovih
razloga: Svaka totka plohe I' getvorostruki je fokus presjetne kri-
vulje plohe 4 s jednom ravninom totke P. Pretpostavimo, da na
praveu u postoji i Cetvrta to¢ka plohe I', osim one tri izvan totke P.
Presje¢na ravnina plohe A, pridruzena toj totki na na$ opisanj naéin,
prolazi tom totkom i totkom P, dakle pravcem u. Mi smo medutim
vidjeli, da ¢etvorostruki fokusji presjeka plohe A sa svim ravninama
pravca u leZe na krivulji s, koja pravac u sijee samo u tri tocke
izvam totke P. Prema tome ne postoji ¢etvrta ravnina pravea u, kojoj
kojoj bi pridruzeni etvorostruki fokus mogao leZati na praveu u.
Tocka P je dvostruka totka plohe I', dakle ta ploha moZe biti samo
5. reda. Sva ova razmatranja vrijede bez obzira, da li je ploha A tre-
¢ega ili cetvrtog reda. Prostorna krivulja s svakog pravca u sijete
dva puta apsolutnu kruZznicu, jer se u tim totkama sijeku kruznice
T1, T9, t. J. U tim tockama padaju totke Si, Sz skupa. Odavle izlazi,
da ploha I' prolazi apsolutnom kruznicom.

Odaberemo li pravac 4 u simetralnoj ravnini (PO O2), tad e i
tom pravcu pridruzena krivulja s biti neprekinuta krivulja 4. reda,
ali ¢ée ona biti i simetri¢na s obzirom na tu ravninu. 1z te simetrije,
iz njene neprekinutosti i iz poznate konstrukcije <¢etvorostrukog
fokusa proizlazi, da su tangente te krivulje u njenim sjeci§tima s
ravninom (PO; O2) okomite na toj ravnini. Jedno takvo sjeciSte je
uvijek totka R, dok je drugo sjecidte na unikursalnoj cirkularnoj
krivulji 3. reda, u kojoj ta simetralna ravnina (PO; Og) sijete plohu
I'. Ova ravnina sijec¢e zapravo plohu I' u nekoj cirkularnoj krivulji
5. reda, kojoj je spomenuta unikursalna cirkularna krivulja 3. reda
njen realni dio. U €etvorostrukom fokusu R presjeéne krivulje plohe
A s tom simetralnom ravninom bit ¢e druga realna dvostruka totka
te krivulje 5. reda, na njezinu imaginarnom dijelu, o ¢emu éemo
govoriti jo§ i malo kasnije.

Odaberemo li kao malo prije bilo koji pravac u totke P u ravnini
(PO1 02) i1 vrteti oko tog pravea jedfiu- njegovu ravninu « ovu
priblizavamo neizmjerno blizu ravnini (PO; O.), priblizit ¢e se neiz-
mjerno blizu to¢ki R 1 pripadni Cetvorostruki fokus F te ravnine,
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Uéinimo 1i to i s druge strane te ravnine, bit ¢e ovi fokusi u parovi-
ma simetriéni s obzirom na ravninu (PO O2). Svi se ti fokusi nalaze
medutim na pripadnoj prostornoj krivulji s, koja je neprekinuta i
takoder simetriéna s obzirom na tu ravninu. Krivulja s svakog ova-
kvog pravca u u ravnini (PO; Og) dirat ée prema tome u totki R
okomiti pravac na toj ravnini, a sve te krivulje neprekinuto povezane
sacinjavaju nasu plohu I'. Vidimo dakle, da je i tocka R dvostruka
to¢ka plohe I', i to elipti¢ki biplanarna. Njen se tangencijalnj stoZac
2. reda raspao naime u dvije imaginarne ravnine. Svaki ovakav pravac
% u ravnini (PO; Os) probada plohu I' u dvostrukoj to¢ki P, u nje-
govu sjec8tu s naprijed spomenutom cirkularnom krivuljom 3. reda
u toj ravnini i u dva imaginarna sjeci$ta tog praveca s imaginarnim
dijelom presje¢ne krivulje te plohe u ravnini (PO, O3). Na spojnici
PR padaju te imaginarne totke skupa u realnu dvostruku to¢ku R.
Sve ravnine totke R, okomite na ravnini (PO; Og), sje¢i ¢e prema
tome plohu I' u simetri¢noj krivulji 5. reda, koja sama sebe dodiruje
u toCki R, jer je ova toCka elipti¢ki biplanarna toéka plohe I'. Svaki
okomiti pravac na ravninu (PO; Og) probada plohu I' u pet totaka,
koje su prema toj ravnini simetri®no smijeStene. Odavle direktno
proizlazi, da neizmjerno daleka totka ovih pravaca leZ takoder na
plohi I', a iz simetrije te plohe izlazi nadalje i to, da je ta totka
infleksiona. To zna¢i, da svaka ravnina ove neizmjerno daleke totke
(okomite na ravnini (PO; Og)) sijete plohu I' u simetri¢noj krivulji
s obzirom na presjenicu s ravninom (PO; Os), t. j. parovi simetri¢-
nih tofaka na toj krivulji putuju u neizmjernost na istoj strani
asimptote.

Rezultate svih naSih dosadanjih razmatranja izrazit ¢emo sada
ovim stavkom:

Odaberemo 1i po voljidvije kugle %, & i tocku
P, te pomoéu generalizirane kvadratne inver-
zije, s obzirom na kuglu » i to¢ku P kao centar,
iz kugle @ izvedemo plohu 4, onda ova prolazi
apsolutnom kruZnicom. Cetvorostruki fokusi
svih ravninskih presjeka ove plohe 4, kroz nje-
nu dvostruku toé¢ku P, leZe na nekoj simetri¢noj
opéoj plohi 5. reda I', kojoj je to¢ka P dvostruka,
ito hiperbolno biplanarna. Osim ove hiperbolno
biplanarne dvostruke tolke ima ova ploha u
svojoj simetralnoj ravnini jo$ jednu dvostruku
to¢tku R, koja je elipti¢ki biplanarna. Okomito
neizmjerno daleka totka, s obzirom na ravninu
simetrije ove plohe, nalazi se takoder na toj
plohi. Ova je tot¢ka infleksiona tolka te plohe,
t. j. svaka ravnina koja prolazi tom tolkom
sijete ovu plohu u krivulji koja ima neizmjerno
daleku infleksionu toé¢ku.
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Budué¢i da se svaka ravnina totke P nalazi u jednom svesku
ravnina, kojemu je os jedan pravac u totke P u simetralnoj ravnini
(PO, Og2), mogli bismo razmatranjem neprekinutog putovanja pri-
druzene prostorne krivulje s svakom ovakvom svesku, kada os tog
sveska neprekinuto putuje okeo totke P, dokuciti dalje osobitosti
oblika ovakvih ploha I'. Time se mi medutim ne ¢emo ovdje dalje
baviti, nego ¢emo se osvrnuti na jedan specijalni slucaj.

3. Neka su kugle v i @ postavljene u prostoru tako, da su im
sredista O;, Oz i toéka P na jednom pravcu. Nastala ploha A, koja
opet prolazi apsolutnom kruznicom, bit ¢e naravski i ovdje 3. ili 4.
reda prema tome, da 1i kugla @ prolazi ili ne prolazi tockom P, ali
ovaj put bit ¢e ona rotaciona. Ako je ta ploha 3. reda, tad ¢e ona u
neizmjernosti imati infleksioni pravac, jer je duz ovoga dira njena
asimptotska ravnina, koja osim njega nema s tom plohom nikakvih
drugih zajedniékih elemenata. Kugle Ky, K. bit ¢e prema tocki P
u istom poloZaju kao i kugle v, @, a poznata prostorna krivulja s
svakog pravca u tot¢ke P reducirat ¢e se ovdje na jednu realnu
kruZznicu, koja taj pravac sije¢e, dok joj je ravnina na njemu oko-
mita. Poznata ploha U ovog pravea reducira se ovdje na stoZac 2.
reda, jer su sve kruznice ovakve plohe u ravninama pravca u presle
u pravee, koji idu to¢kom P, nastaju kao proizvod projektivnih sve-
zaka ravnina, kojima su osi pravac u i os plohed. Sve ovakve kru-
Znice s pravca u totke P sijeku os rotacione plohe A u istoj totk: Os
koju nam daje poznati harmonijski dvoomjer (POy Os O,) = —1, a
koja je ¢etvorostruki fokus svih presjeka plohe A s ravninama osi.
Spojnica totke O, sa sjeciStem pravca u i njegove pripadne kruznice
$ je promjer ove kruznice. Odatle, a i stoga, $to je pravac u okomit
na ravninj kruznice s, izlazi, da su sve kruZnice s, odnosno da su
Cetvorostruki fokusi svih ravninskih presjeka rotacione plohe A kroz
tocku P, na nekoj kugli I', kojoj se sredite nalazi na osi te plohe,
a koja prolazi to¢kom P. Iz harmonijskog dvoomjera (P Oy Oz O,) =
= —1 moZe se lako izratunati polumjer kugle I', jer su duZine POy,
PO, promjeri kugala Kj, Ko, a duzina PO, bit ¢e promjer traZene
kugle I'.-Ako polumjere kugala K;, K, oznaéimo s 1, To, a polu-
mjer kugle I' sa 7,, tad moZemo napisati za takve plohe ovaj stavak:

Ako je rotaciona ploha A 3. ili 4, reda nastala
iz kugle & pomoéu prostorne kvadratne inver-
zije s obzirom na kuglu » i totku P kao centar,
tad ¢e ¢etvorostruki fokusi svih presjeénih
krivulja ovakve plohe A s ravninama todke P
lezati na nekoj kugli I', koja prolazi toékom P,
srediSte joj je na osi plohe 4, a polumjer joj je

T‘l"1 Ti——, ako su duzine ry, r2 polovice udaljeno-

2 —T1
sti totke P od sredis§ta O1, O kugala v, 9.

Ty =
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4. Znamo, da svaka ravnina prostora sijete svaku naSu plohu
4 u cirkularnoj krivulji, 3., odnosno 4. reda, ito roda nultoga ili
prvoga. Svaka ova krivulja ima i svoj Cetvorostruki fokus. Uzmemo
li taj fokus kao niStiénu to¢ku ravnine ove krivulje, tad na taj na¢in
dobivamo neke vrste nisti¢ni prostor, kao $to smo to spomenuli na
potetku ove radnje. U toé. 2. ove radnje vidjeli smo, da se &etvoro-
struki fokusi presje¢nih krivulja plohe A4 svih paralelnith ravnina
nalaze na jednom pravcu, koji je na tim ravninama okomit. Svih oo2
poloZaja ravnina daje co? takvih pravaca, a ovi &mne neku osobitu
kongruenciju, povezanu uz nas$ tako zvani ni$tiéni prostor. Pridru-
Zimo 1i praveima ove kongruencije, konjugirano s obzirom na apso-
lutnu kruznicu (okomito) ravnine to¢ke P (snop ravnina totke P),
tad sjeciSta konjugirano pridruZenih elemenata leZe na nasoj plohi I'.

Prenesemo 1i sve ovo na slu¢aj rotacionih ploha A, tad vidimo,
da su se spomenuti niStiéni prostor i njegova osobita kongruencija
pravaca veoma pojednostavnili. Kako se €etvorostruk: fokusi svih
ravninskih presjeka rotacione plohe A 3. ili 4. reda, kroz dvostruku
totku P, nalaze na nekoj kugli I', kojoj je sredite na osi plohe A,
a ovu sijeCe u to¢kama P i O,, moZzemo ove fokuse jednostavno sma-
trati kao normalne projekcije toéke O3 na ravnine ovih presjeka.
Rekli smo, da se tetvorostruki fokusi svih presjeka plohe A s para-
lelnim ravninama nalaze na okomitom pravecu na te ravnine. U naSem
slutaju, kada je ploha A rotaciona, prolaze svi ti pravei toékom O,
dakle se ona osobita kongruencija pravaca pretvara u snop pravaca
tocke O,. Spomenutu niStiénu toéku svake ravnine prostora dobit
¢emo prema tome kao normalnu projekciju toéke O, na tu ravninu.
Za rotacione plohe A4 moZemo prema tome napisati jos i ovaj stavak:

Imamo 1i rotacionu plohu 3. ili 4. reda, koja
prolazi apsolutnom kruznicom, a nastala je rota-
cijom simetralne cirkularne krivulje 3. ili 4.
reda roda nultoga oko njene osi, tad su &etvo-
rostruks fokusi svih ravninskih presjeka ove
plohe normalne projekcije zajednitkog Cetvo-
rostrukog fokusa svih njenih presjeka kroz os,
na te ravnine.

Primljeno na sjednici Odjela za matematicke, fizicke i tehni¢ke nauke
dne 12. VIII. 1950.
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V. NICE

LE LIEU GEOMETRIQUE DES FOYERS QUADRUPLES D’UNE
GERBE DE SECTIONS PLANES CIRCULAIRES DE CERTAINES
SURFACES DU 3° ET 4° ORDRE*

Deux surfaces @ et ¥ du 2° ordre et un point P étant choisis,
nous déterminons sur chaque droite joignant le point P et un point
de la surface @ le point conjugué par rapport a la surface ¥. Tous
ces points se trouvent sur une surface 4 du 3° ou 4° ordre selon que
le point P se trouve sur la surface ¢ ou non. Le point P sera le point
double de cette surface A qui contient aussi la courbe d’intersection
des surfaces @ et ¥. Si, plus spécialement, les surfaces @ et ¥ sont
des spheres, la surface A4 obtenue par cette inversion quadratique
géneralisée passe par la conique absolue, car toute la surface ¥ est
invariante par rapport a cette inversion, donc aussi tous les élé-
ments communs réels ou imaginaires des sphéres @ et ¥. L’inter-
section de cette surface 4 et d'un plan quelconque est une courbe
circulaire du 3° ou 4° ordre ayant un foyer quadruple. Nous nous
proposons de déterminer le lieu géométrique de tels foyers quadru-
ples appartenant a tous les plans du point double P.

Dans un travail antérieur! nous avons montré: Une courbe cir-
culaire k¢ du 3° ou 4° ordre du genre zéro étant obtenue par l'inver-
sion quadratique généralisée d'un cercle k par rapport a un cercle
¢ et un pbéle P qui sera le point double de la courbe k. obtenue, le
foyer quadruple F de cette courbe k. se trouve sur le cercle passant
par le point P et les centres O; et Os des deux cercles ¢ et k de sorte

* Le titre original de ce travail: O geometrijskom mijestu Eetverostrukih
fokusa jednog snopa ravninskih cirkularnih presjeka mekih ploha 3. i 4. reda.

! Konstrukeija Cetverostrukog fokusa cirkularnih krivulja treéeg i nekih
<etvrtoga reda roda nutoga (Construction du foyer quadruple des courbes cir-
culaires du 3¢ ordre et de certaines courbes circulaires du 4¢ ordre du genre
zéro), Nastavni vjesnik, LI, p. 271—280.
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qu'on ait (PO, O2F) = —1. Au cas ou la courbe k. est symétrique,
les points Oy, Oy et P, donc aussi le foyer quadruple F, se trouvent
sur la symétrale.

Considérons maintenant une surface 4 du 3¢ ou 4° ordre obtenue
des spheres’ ¥ et @ par le procédé indiqué, c. a. d. qui passe par la
conique absolue. Soient O; et Oy les centres des sphéres 7 et &.
A Taide du théoréme susmentionné on a montré que les foyers
quadruples des sections de la surface 4 et des plans du point P
forment une surface symétrique I' du 5° ordre. Cela découle du fait
que le point P est un point double biplanaire hyperbolique de cette-
surface et que chaque droite de ce point coupe la surface en trois
autres points. Car, c’est le nombre des points d'intersection d’une-
telle droite avec la courbe des foyers quadruples appartenant aux
plans de la droite. Il va sans dire que la surface I' est symétrique
par rapport au plan des points P, Oy, Os. Ce plan coupe la surface A
en une courbe circulaire du 3¢ ou 4° ordre, dont le foyer quadruple
R est aussi un point double de la surface I', mais un point biplanaire
elliptique. Les propriétés les plus importantes de cette surface I”
peuvent étre exprimées par le théoréme suivant:

Etant donnée une surface 4 du 3° ou 4°¢ ordre passant par la
conique absolue et obtenue par une inversion quadratique généra-
lisée d'une sphére @ ayant le centre O, par rapport a une sphére ¥
au centre O; et un péle P qui est un point double de la surface A,
les foyers quadruples des sections des plans du point P et de la
surface A se trouvent sur une surface I' du 5° ordre. Le point P est
un point double biplanaire hyperbolique et le foyer quadruple R
de la section symétrale de la surface A est le second point double
de.la surface. Ce point est biplanaire elliptique. Toutes les sections
planes de la surface I', normales a son plan symétral, possédent un
point d’inflexion a Il'infini. )

Si les centres O; et O: des sphéres ¥ et @ et le point P se
trouvent sur une droite, la surface A sera de rotation. Si elle est
du 3° ordre, elle posséde une droite d’inflexion a l'infini. En con-
sidérant de telles surfaces nous avons obtenu le théoréme suivant:

Etant donnée une surface de rotation A du 3¢ ou 4° ordre pas-
sant par la conique absolue et obtenue de la sphére @ par 'inversion
quadratique généralisée par rapport a la sphére ¥ et le point P
comme pdle, les foyers quadruples de toutes les sections des plans
du point P et de la surface 4 se trouvent sur une sphére I'. Cette
sphére passe par le point P, son centre est évidemment sur l'axe

de la surface A4 et son rayon est r3 = , T1 et ro étant les

To—T1
moitiés des distances du point P aux centres O; et Op des sphéres
¥ et @.
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Les foyers quadruples des section de la surface A et dun
faisceau de plans paralléles se trouvent sur une droite normale aux
plans de ce faisceau. Les oo2? droites appartenant aux différents
faisceaux de plans paralléles forment une certaine congruence de
droites. Les surfaces I' sont donc les surfaces pédales d’une telle
congruence par rapport au point P comme pole.

Si les surfaces 4 sont de rotation, cette congruence dégénére
en une gerbe de droites. Le support de cette gerbe est le foyer -
quadruple commun & toutes les sections axiales de la surface A.
Nous sommes arrivés aussi au théoréme suivant:

Les foyers quadruples des sections de tous les plans et d'une
surface de rotation du 3¢ ou 4¢ ordre passant par la conique absolue
et obtenue par la rotation d’une courbe circulaire du 3° ou 4° ordre
du genre zéro autor de son axe, sont les projections orthogonales sur
ces plans du foyer quadruple commun a toutes les section axiales
de cette surface.
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