PRILOG GEOMETRIJI TETRAEDRA

Vilko Nide, Zagreb

1. O ortocentriékom tetraedru. Ortocentriékim tetraedrom') na-
zivamo onaj tetraedar, kojemu su nasuprotni bridovi okomiti. Sve
getiri visine ovakvog tetraedra i sve tri najkrace transverzale
njegovih nasuprotnih bridova (osi), prolaze totkom, koja se zove
ortocentar tog tetraedra. Produkt udaljenosti ortocentra do vrha
i do noZista svake njegove visine je konstantan (C. F. A. Jacobi),
analogno kao kod svakog trokuta. Svaki ortocentricki tetraedar je
autopolarni tetraedar neke kugle, kojoj je srediSte ortocentar, a
polumjer joj je jednak drugom korjenu malo prije spomenutog
konstantnog produkta udaljenosti ortocentra do vrha i do noZiSta
na svakoj visini (Chr. J. Neuberg). Ako je ortocentar izvan takvog
tetraedra, onda su obje udaljenosti na istoj visini istog predznaka,
t. j. njiihov produkt je pozitivan, a drugi korjen mu je realan, dakle
je i kugla s takvim polumjerom realna. Ako je ortocentar unutar
takvog tetraedra, navedene su udaljenosti na svakoj visini raznih
predznaka, produkt im je negativan, a njegov drugi korjen ima-
ginaran. Kugla, za koju je ovakav tetraedar autopolaran, je prema
tome imaginarna.

NoZista visina ortocentrickog tetraedra su ortocentri (sjecista
visina) poboénih trokuta tetraedra. Radi malo prije spomenutog
produkta &ine svaki vrh i nozifte njegove visine, te ortocentar i
neizmjerno daleka totka na toj visini, parove pridruZenih totaka
jedne hiperboli¢ke involucije, kojoj su dvostruke to¢ke probodista
produZene visine s kuglom, za koju je taj ortocentri¢ki tetraedar
autopolaran. Poznato je naime, da je produkt udaljenosti centralne
totke neke involucije do toéaka jednog para pridruZenih tocaka te
involucije konstantan (konstanta involucije). Odavle izlazi, da je
udaljenost centralne totke do dvostrukih tocaka hiperboli¢ke invo-
lucije jednaka drugom korjenu te konstante. Nadalje znamo, da
svaki par pridruZenih tofaka hiperboli¢ke involucije ¢ini s njenim
dvostrukim to¢kama harmonijski dvoomjer. Budu¢i da vrh i noZiste
svake visine, te probodita te produzene visine sa spomenutom ku-
glom é¢ine harmonijski dvoomjer, to ¢e kugla, postavljena ortocen-
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trima poboc¢aka, biti inverzna opisancj kugli zadanom ortocentrié-
kom tetraedru, obzirom na kuglu, za koju je zadani ortocentrieki
tetraedar autopolaran. Na toj kugli ortocentara pobodaka leZe i
teZiSta pobofaka zadanog tetraedra (Jacobijeva kugla dvanaest to-
¢aka ortocentritkog tetraedra), a polumjer joj je jednak treéini
polumjera opisane kugle tom tetraedru.

Ortocentar O zadanog tetraedra sredidte je spomenute kugle,
koju oznac¢imo s K. Srediste opisane kugle K, tom tetraedru ozna-
¢imo s O,, a srediSte inverzne kugle K, opisanoj kugli K, tetraedru,
obzirom na kuglu K, ozna¢imo s O,. Iz opisane inverzije spome-
nutih kugala proizlazi, da se to¢ke O, 0,1 O, nalaze na jednom
praveu n, totka O, dijeli duzinu OO, u omjeru 1 :2, buduéi da se
duZine 0OO,, OO, medusobno odnose kao polumjeri kugala sa sre-
distima O,, O,, t. j. 00, :00,=3:1.

NoziStima visina poboénih trokuta i polovistima bridova naSeg
ortocentrickog tetraedra prolazi daljnja kugla K,, kojoj je srediSte
O, teZiSte zadanog ortocentritkog tetraetra (H. Vogt). Ova kugla
K, prolazi prema tome Feuerbachovim kruznicama pobodaka tog
tetraedra. Sredifte O, ove kugle K, nalazi se na okomicama pobo-
¢aka, postavljenih u sredi$tima njihovih Feuerbachovih kruZnica.

Vidimo dakle, da su okomite projekcije teZi§ta
ortocentritkog tetraedra na njegove poboike,
srediSta Feuerbachovih kruZnica tih pobodtaka.
Analogno okomice tih pobotaka, postavljene u sredistu njihove
opisane kruznice, prolaze srediitem O, opisane kugle K, naSem
tetraedru, a okomice pobotaka tog tetraedra, postavljene u njiho-
vim ortocentrima, prolaze njegovim ortocentrom O. Buduéi da je
sredidte Feuerbachove kruZnice nekog trokuta uvijek u polovistu
duzine, koju omeduje ortocentar i srediste opisane kruZnice tom
trokutu, to se i sredidte O, mora nalaziti na spojnici OO, i to
upravo u polovici duZine OO, jer takva okomica pobotke u sre-
diStu njene Feuerbachove kruZnice le#i u ravnini prvih dviju oko-
mica, koje sijeku pravac n u totkama O i O,. Buduéi da je 00,=
=1/300, i 00,=0,0,, to izlazi da je —(0,0, :0,0)=0,0,:0,0
ili (00,0,0,)=—1.

Poznata je ¢injenica, da se teziSte nekog tetraedra nalazi u
polovistu duZine, koju omeduje sredidte njemu opisane kugle i sre-
diste hiperboloida, $to ga odreduju okomice svih Cetiriju visina tog
tetraedra (H. Neumann). Kod ortocentrickog tetraedra je sredidte
tog hiperboloida ortocentar, jer on ovdje prelazi u stoZac.

Kugle sa sredistima O, O,, O,, O, oznaéili smo s K, K, K,
i K. Vidjeli smo, da su kugle K, K, inverzno pridruZene obzirom
na kugtu K. Prodorna kruznica ovih dvaju kugala u toj je inverziji
sama sebi pridruZena, dakle se nalazi i na kugli K, a prema tome
te tri kugle prolaze jednom zajedni¢kom kruZnicom. U slu¢ajevima
realne kugle K ova je kruZnica uvijek realna, jer se jedan dio
kugle K, nalazi uvijek u kugli K.
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II. Autopolarni tetraedri kugle K upisani u kuglu K,. Odabe-
rimo na kugli K, po volji to¢ku P;, a njenu polarnu ravninu, obzi-
rom na kuglu K, ozna¢imo s /I,. Ova ravnina neka sijeée kuglu
K, u kruznici ¢,, na kojoj po volji odaberimo totku P,. Polarna
ravnina /1, ove to¢ke, obzirom na kuglu K, prolazi totkom P, sijete
kuglu K, u kruZnici ¢,, a ravninu I/, u pravcu p, koji je konju-
giran spojnici P,P, obzirom na kuglu K. Znademo, da su ova dva
pravca jedan na drugom okomiti. Pravac p sijete kuglu K, i kru-
Znice ¢y, ¢, u njihovim zajedni¢kim totkama P,, P, jer te kruZnice
leze na kugli K;. Polarna ravnina /I, totke P,, obzirom na kuglu
K, sijete pravac p u nekoj tolki fi, koja ¢e biti Cetvrti vrh auto-
polarnog tetraedra PIPZP;;ﬁ; obzirom na kuglu K, jer se u toj
to¢ki sijeku polarne ravnine I7,, Il,, I1,, a parovi to¢aka (P, Po),
Py, P;) i (P, P,) na spojnicama P,P,, PP, i P,P, su konjugirani
polovi kugle K. Spojnice toéke O s vrhovima P,, P,, P, su okomice
ravnina I1,, 11,, II,, a nozi§ta tih okomica u tim ravninama nalaze
se na kugli K,, jer su toéke P,, P,, P, na kugli K,. Nakon §to smo
to¢ku P, odabrali po volji na kugli K,, to¢ku P, po volji na kruZnici
¢, i tocku P, po volji kao jednu izmedu todaka P,, P, na pravcu
p, toCka je P, potpuno i jednoznaéno odredena. Opifemo li tetraedru
PleP;E kuglu ?{1, onda kugle K, i El imaju zajedni¢ku kruznicu
opisanu trokutu P P,P,, dakle im se sredi§ta O,,O, nalaze na
okomici postavljenoj u sredi$tu te kruZnice na njenu ravninu. No-
ZiSta svih Cetiriju visina tetraedra PleP:;P‘Jf nalaze se, kao Sto
znademo, na kugli E_,, koja je inverzna kugli E, obzirom na kuglu
K. Ova su noZi$ta inverzne totke totkama P,, P, P., P,, obzirom
na istu kuglu, dakle su tri od tih noZzi$ta na kugli K,. Sredista

0,, 0, kugala K,, K, nalaze se prema tome na okomici postavljenoj
u srediStu opisane kruZnice nozistima visina vrhova P,, P, i P,
okomito na njenu ravninu. Znamo takoder, da totke O, 0,, 0,i

O, O,, O, moraju lezati na jednom pravecu. Buduéi da toékom O
mozZemo na spomenute dvije okomice postaviti samo jednu trans-
verzalu, izlazi, da to¢ke O,,0, i O,, O, padaju skupa, t. j. K, =K,
1 K,- K,. Odavle dalje izlazi, da je totka P, na kugli K,, a jer je
ona medutim i na pravecu p, to je i P,= P,. Iz svega prema tome
proizlazi, da u kuglu K, moZemo upisati neizmjerno mnogo auto-
polarnih tetraedara kugle K.

Totaka P, na povrSini kugle K, ima o¢® a svakoj toj toéki
pripada presjetna kruznica te kugle s ravninom I1,, na kojoj leze
preostale to¢ke tetraedra P,, P,, P,. Odaberemo li na toj kruZnici
to¢ku P, po volji, a takvih ima oo!, tada ée totke P, P, biti time
potpuno i jednozna¢no odredene. Odavde zakljutujemo, da auto-
polarnih tetraedara kugle K, upisanih u kuglu K,, ima oc®. Buduéi
da svi ovakvi tetraedri imaju zajedni¢ku opisanu kuglu K, sa sre-
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diftem O, i zajedni¢ki ortocentar O i kuglu K, to im je zajednicki
i pravac n=00,. Svi ovi tetraedri imaju zajedni¢ku i kuglu K,
sa sreditem O,, a prema tome im mora biti zajedni¢ka i totka O,,
buduéi da su totke O, O,, O, i O, na spojnici n rasporedene u
posve odredenim razmacima (00,=1/300,, 00,=0,0,).

Uzmemo li todku P, kugle K, na zajednitkoj kruZnici kugala
K, K,, K,, onda u tu totku pada cio autopolarni tetraedar p.P,P.P,
dakle i ortocentri i teziita pobodaka, kao i polovista bridova i no-
¥i¥ta visina pobolaka. Odatle proizlazi, da tom kruZnicom prolaze
ne samo kugle K, K, i K,, nego i kugla K,. Vidimo dakle, da
neizmjerno mnogo autopolarnih tetraedara kugle K, upisanih u
kuglu K,, imaju zajedniko teZiste, koje je srediSte kugle K,, na
kojoj leZe Feuerbachove kruZnice pobotnih trokuta svih tih te-
traedara. Svi ti tetraedri imaju dakle zajedni¢ku H. Vogtovu kuglu
dvanaest totaka ortocentridkog tetraedra. TeZiSta i ortocentri po-
botnih trokuta svih tih autopolarnih tetraedara leZe na daljnjoj
kugli K,, kojoj je polumjer jednak 1/3 polumjera kugle K,, a sre-
diste O, nalazi joj se u prvoj tre¢ini duZine OO, do totke O. Svi
ti tetraedri imaju dakle zajednitku i Jacobijevu kuglu dvanaest
totaka ortocentritkog tetraedra. Zajednitko teziste O, svih tih
tetraedara lezi u polovistu duzine OO,.

Mi smo u nasim razmatranjima Sutke pretpostavili, da polarna
ravnina I, svake totke P, na kugli K, sije¢e ovu kuglu. Svaka
ovakva ravnina sijete u istinu ovu kuglu, ali ne i svaka realno.
Na jednom dijelu povrsine kugle K, nalaze se takve totke P,, koje
ne ¢e biti vrhovi realnih autopolarnih tetraedara kugle K,.

III. Kongruencija Eulerovih pravaca poboénih trokuta auto-
polarnih tetraedara kugle K upisanih u kuglu K,. Odabravsi na
kugli K, totku P, po volji, odredena je njome jednoznacno i rav-
nina I, trokuta P,P,P,. Nakon 3to smo u toj ravnini odabrali po
volji totku P, na kruZnici c,, bile su time totke P,, P, na toj
kruZnici takoder potpuno i jednoznano odredene. Svakoj totki P,
na kruZnici ¢, jednoznaéno je prema tome pridruZen par totaka
P, P, tako, da je svaki tako nastali tetraedar P P,P P, autopolaran
za kuglu K. Za stalni vrh P, postoji dakle oo' takvih autopolarnih
tetraedara, kojima su nasuprotne poboéke stalnog vrha P, upisane
kruZnici ¢,. Buduéi da svi trokuti P,P,P, unutar kruZnice ¢, imaju
zajedni¢ku opisanu kruZnicu, Feuerbachovu kruZnicu i ortocentar
na spojnici P,0, to im je i Eulerov pravac zajednitki. Svako]j to¢ki
P, na kugli K, pridruZen je prema tome jedan ovakav zajedniéki
Eulerov pravac nasuprotnih pobo¢aka ovoj to¢ki svih autopolarnih
tetraedara kugle K, upisanih u kuglu K,, sa stalnim vrhom P,.
Svih to¢aka na kugli K, ima oo®, dakle isto toliko ima i spomenutih
Eulerovih pravaca. Svi oni ¢ine prema tome neku kongruenciju.
Ti Eulerovi pravei sijeku pravac n=00,, buduéi da leZe u istoj
ravnini s totkama P,, O,, O,, koje okomito projicirane na ravninu
11, daju totke na Eulerovom pravcu te ravnine.
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Uzimamo 1li to¢ku P, na onoj kruZnici kugle K,, kojoj je
ravnina okomita na pravcu n, imat ¢e pridruZeni Eulerovi pravci
tim totkama zajednicku to¢ku na praveu n i &init ¢ée rotacioni
stozac 2. reda. Odaberemo li to¢ke P, na kruznici kugle K,, koje
ravnina prolazi pravcem =, leZat ¢e u toj ravnini i svi Eulerovi
pravei pridruZeni toj tocki, a omatat ¢e hiperbolu, kojoj je pravac
n os, a totka O fokus. (SI. 1.). Sve te Eulerove pravce u ravnini
(P, n) dobit ¢emo tako, da spojnicama P, O u toj ravnini sijeéemo
presjeénu kruznicu kugle K, s ravninom (P,n) u parovima totaka,
u kojima postavljamo
okomice u toj ravnini na
pripadnu spojnicu P,0.
Ove su okomice Eulerovi
pravei zato, jer leZe u po-
larnoj ravnini I7, tocke
P,, prolaze probodistem
spojnica P,O s tom rav-
ninom, dakle ortocentrom
svih trokuta P,P,P, i
sredistem kruZnice ¢, ko~
ja je opisana svim troku-
tima P,P,P, uravnini I1,.
Na svakoj spojnici P,0O
nalaze se dvije totke ku-
gle K,, dakle su 1 dva
Eulerova praveca u ravni-
ni (P, n) okomita na spoj-
nicu P,0. Da je envelopa
tih Eulerovih pravaca hi-
perbola proizlazi odatle,
E §to je noZiSna krivulja

krivulje 2. reda kruznica,

ako je pol u njenom fo-
kusu. Obrnemo li postu-
e pak, pa podemo od kru-
| Znice i pola, prirodno je,
SL 1. da ¢e dobiveni pravei
omatati krivulju 2. reda.

Ako je pol izvan kruZnice, kao 5to je to u naSem sludaju, onda je ta
kruZnica noZidna krivulja hiperbole, budué¢i da u ravnini posioje
dva smjera, s kojima usporedno moZemo na traZenu krivulju 2. reda
povuéi samo jednu tangentu. Ova kruznica dira hiperbolu u njenim
realnim tjemenima. Rotacijom presjeka kugle K, s ravninom (Pn)
oko pravea n, dobit ¢emo opet tu kuglu K,. Hiperbole u svim
ravninama (P n) dobit ¢emo na isti nac¢in rotacijom one prve oko
pravea n. Sve ove hiperbole dirat ¢e kuglu K, u njenim probo-
distima s pravcem n, a ufinit ée rotacioni dvoplo3ni hiperboloid,
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koji nastaje rotacijom hiperbole oko njene realne osi. Vidimo dakle,
da u geometriji tetraedra postoji i ovakav stavak:

OpiSemo li autopolarnom tetraedru neke ku-
gle Kkuglu K, ondaseukuglu K, moZe upisati oo’
autopolarnih tetraedara kugle K, kod kojih po-
stoji oo* takvih grupa po o' tetraedara, koji ima-
jujedan zajednieki vrh, a sve nasuprotne poboé-
ke tom vrhu imaju zajedni¢ki Eulerov pravac.
Ovakvih oo Eulerovih pravaca poboé¢aka svih
upisanih autopolarnihtetraedara kugle Ku kugli
K, ¢ine kongruenciju tangenata dvoploSnog ro-
tacionog hiperboloida, koje sijeku njegovu os.
Inverzna kugla K, kugle K,, obzirom na kugiu K,
dira taj hiperboloid unjegovim tjemenima. Sre-
diste kugleje jedanfokusosnih presjekatog dvo-
ploSnog rotacionog hiperboloida. Evidentno je,
da je ta kongruencija 2. reda i 2. razreda, dakle 2
stepena.

Budué¢i da je ravnina svakog Eulerovog pravca 1 pravca n
okomita na pridruZenu ravninu 7/, a u toj ravnini se nalazi i za-
jedni¢ki ortocentar svih poboéaka u ravnini 71, koji je i noZiSte
vertikale spuStene na tu ravninu iz to¢ke O, to je kugla K, noZiSna
ploha rotacionog dvoploSnog hiperboloida, koji omataju polarne
ravnine totaka kugle K, za to¢ku O kao pol. Ova je tolka fokus
osnih presjeka tog rotacionog dvoploSnog hiperboloida.

Na ovom se mjestu treba opet sjetiti onih to¢aka P, na kugli
K,, koje nisu vrhovi realnih autopolarnih tetraedara upisanih u
tu kuglu. Eulerovi pravei pridruZeni takvim to¢kama kugle K, su
realni sastavni dio opisane kongruencije, a odijeljeni su od ostalih
zraka te kongruencije zajedni¢kim tangencijalnim kruZznim stoScem
kugle K, i opisanog dvoplo$nog rotacionog hiperboloida.

Ako su tetraedri upisani u kuglu K, autopolarni tetraedri neke
imaginarne kugle K sa sreditem u O, onda se ovo sredifte nalazi
i unutar kugala K, i K,. Odavle direktno proizlazi, da ¢e opisanu
kongruenciju Eulerovih pravaca ¢&initi tangente rotacionog elipso-
ida, koje sijeku njegovu os, t. j. pravac n.

IV. O autopolarnom tetraedru elipsoida. Pretvorimo li afinom
transformacijom sve opisane kugle u elipsoide, ostat ¢e polovista
i teZiSta u toj transformaciji polovista i teZiSta, a svi polarni odnosi
prelaze i na nastale elipsoide. Isto se naravski dogada, ako afinom
transformacijom pretvaramo elipsoide u kugle. Budué¢i da svaki
elipsoid zgodnom afinom transformacijom moZemo pretvoriti u
kuglu, to vidimo da vrijedi ovaj stavak: OpiSemo li autopo-
larnom tetraedru nekog elipsoida ovom elipso-
idu sli¢an i sli¢no polozen elipsoid, tad postoji
oo® autopolarnih tetraedara prvog elipsoida, upi-
sanih uonajdrugi asvioniimajuzajednic¢ko te-
Zi§te. Ovo je teZiSte sredidtenovog slitnogislic-
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no poloZenog elipsoida sa prva dva, koji raspo-
lavlja bridove svih"ih upisanih tetraedara, a
nalaziseusredini spejnice sredi§ta prvihdvaju
elipsoida. Tezi§ta svih pobotaka tih upisanih te-
traedara nalaze se na éetvrtom sliénom i sli¢no
poloZenom elipsoidu, kojeg se sredi§te takoder
nalazi na spojnici sredifta prvih dvaju elipso-
ida i to u prvoj treéini te spojnice do sredifta
prvog elipsoida. Duljine pridruzenih osi ovog i
opisanog elipsoida svim tetraedrima odnose se
kao 1:3.

&/ e

Q

U vezi s rezultatima daljnjih razmatranja o autopolarnim
tetraedrima kugle, mogli bi upravo izrefeni stavak nadopuniti i
ovim: Sije¢emo 1li ravninama poboéaka tih auto-
polarnih tetraedara prvi i drugi elipsoid, tad se
u svakoj takvoj ravnini nalazi oo' poboéaka od
oo! tih tetraedara unutar drugog elipsoida, a sve
su one upisane presjeénoj elipsi drugog elipso-
ida s tom ravninom. Budu¢i da se usvakoj takvoj
ravnini nalazi oo' pobotaka, ima tih ravnina oo
Svih oo® spojnica sredi$ta presjeénih elipsi ova-
kvih ravnina s prvim i drugim elipsoidom, &ini
kongruenciju tangenata dvoploSnog hiperbolo-
ida, koje sijeku njegov promjer na spojnici sre-
di%ta obaju elipsoida. Inverzan elipsoid drugom
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elipsoidu obzirom na prvi elipsoid, ako je sredi-
§te inverzije u srediStu prvog elipsoida, je gore
spomenuti ¢etvrtielipsoid,aonc¢ediratiopisant
dvoploSni hiperboloid u krajnjim to¢kama onog
njegovog promjera, koji leZi u spojnici sredista
prvih dvaju elipsoida.

V. O afinoj transformaciji obi¢nog tetraedra u ortocentricki i
njenim posljedicama. Neka je ABCD neki sasma po volji sastavljeni
tetraedar. Ortocentar pobotke ABC tog tetraedra oznadimo sa S,
opisanu kruZnicu trokutu ABC s d, a njeno srediSte sa @. Okomicu
postavljenu na ravninu tog trokuta u tocki S oznalimo sa s, a isto
takvu okomicu u tocki @ oznatimo s o. Odaberimo sada na okomici
s po volji neku to¢ku E, koja spojena s totkama A, B, C daje novi
tetraedar ABCE. (Sl. 2.) Poznata je ¢injenica: Ako je ortogonalna
projekcija nekog pravca na neku ravninu okomita na neki pravac
ove ravnine, onda su ta dva pravca u prostoru jedan na drugom
ckomiti. Projiciramo li bridove AE, BE i CE tetraedra ABCE oko-
mito (u smjeru pravea s) na ravninu poboéke ABC, podudaraju se
te projekcije sa spojnicama AS, BS i CS, koje se nalaze u visinama
trokuta ABC. Buduéi da je AS | BC, BS | AC i CS | AB, vidimo,
da su parovi nasuprotnih bridova (AE, BC), (BE, AC) i (CE, AB)
tetraedra ABCE medusobno okomiti, a prema tome je taj tetraedar
ortocentricki.

Tetraedrima ABCD i ABCE odredena su dva perspektivno
afina prostora, u kojima ravnina trokuta ABC i sve $to se u njoj
nalazi ostaje pridruzeno samo sebi (invarijantno). Tocke E, D su
afino pridruzeni par tocaka u tim prostorima, a spojnica ED je
zraka afiniteta. Ortocentar O tetraedra ABCE nalazi se na pravcu
s, jer je ES jedna visina tog tetraedra, dok se sredifte O, opisane
kugle K, tom tetraedru nalazi na pravcu o. Sve ovo vrijedi za
svaki tetraedar ABCE, ako mu se vrh E nalazi na pravcu s. Buduéi
da se teziSte ortocentrickog tetraedra nalazi uvijek u polovistu
spojnice njegova ortocentra sa srediStem njemu opisane kugle, to
te se teziSta svih ortocentri¢kih tetraedara ABCE, za bilo koji E
na pravecu s, nalaziti na praveu t, koji je usporedan s pravcima
5,0, a prolazi sredidtem Feuerbachove kruznice trokuta ABC, jer
se ovo nalazi u polovistu spojnice ortocentra i sredilta opisane

kruZnice tom trokutu. Opisanoj kugli K, tetraedra ABCE afino je
pridruzen elipsoid K,, koji prolazi vrhom D, a ravnina trokuta
ABC sijeCe ga u kruznici d, koja je opisana tom trokutu. Srediste
O, tog elipsoida dobit ¢emo tako, da srediStem O, povuéemo uspo-
rednicu sa spojnicom ED, pa na njoj odredimo totku O, tako, da
trokuti SED i QO,0, budu sliéni, a pridruZene stranice su im
usporedne. Ovo proizlazi iz perspektivno afinog odnosa dvaju pro-
stora odredenih tetraedrima ABCD i ABCE. Budu¢i da su stranice
R0, i SD kod svakog para pridruzenih trokuta za svaki tetraedar
ABCE, kojemu je vrh E na pravcu s, medusobno usporedne, a
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spojnica SD, kao i toéka @ su évrsti, to ée sredite O, svih elipso-
ida K, leZati na pravcu p, koji prolazi srediStem @ kruZnice d
usporedno sa spojnicom SD. Svaka tot¢ka O, na pravcu p odreduje
kao srediste jedan takav elipsoid. Svi ovakvi elipsoidi ¢ine pramen
elipsoida, kojemu se temeljna krivulja 4. reda raspala u kruZnicu
d i kruZnicu usporednu s kruZnicom d, koja prolazi vrhom D, a
srediSte joj je na pravcu p.

U wvezi s naSim razmatranjima o ortocentrickim tetraedrima
znamo, da kugla K, svakog ortocentri¢kog tetraedra ABCE ima uz

sebe povezane kugle K, K, i K,, koje ¢e se pripadnom afinom
transformacijom, odredenom tetraedrima ABCE i ABCD, pretvoriti
u elipsoide K, K, i K,, sli¢éne i sli¢no poloZene s elipsoidom K,.
Zna se, naime, da dva sli¢na i sliéno poloZena tijela perspektivno-
afinom transformacijom prelaze opet u sli¢na i sli¢no poloZena, jer
dva sliéna i sli¢no poloZena tijela imaju zajednit¢ku krivulju u
neizmjerno dalekoj ravnini, koja ¢e perspektivno-afino transformi-
rana ostati neizmjerno daleka krivulja, a koja je u ovakvoj trans-
formaciji nastala iz one prve neizmjernc daleke krivulje. Buduéi
da se polarni odnosi (osim okomitosti), kao i svojstva inverzije na
kugli (harmonitet), perspektivno-afinom transformacijom ne mije-
njaju, a isto tako u toj transformaciji polovista duZina, teZiSta tro-
kuta i teZifta tetraedara ostaju polovista i teZiSta i u transformi-
ranim takvim tvorevinama, to vidimo na temelju ranijih razmatra-
nja, da u svaki elipsoid K, moZemo upisati oo’ autopolarnih tetra-
edara elipsoida K, koji s tetraedrom ABCD imaju zajednicko teZiSte.
Ovo je teziSte srediSte elipsoida K,, na kojega povrSini leze polo-
vi§ta bridova svih oc® spomenutih autopolarnih tetraedara upisanih
u elipsoid K,, a teZiSta pobocaka svih tih tetraedara leZe na elipso-
idu K,. SrediSta svih ¢&etiriju sliénih i sliéno poloZenih elipsoida
K, K,, K, i K, nalaze se na jednom pravcu e, koji, kao §to smo
vidjeli, prolazi teziStem tetraedra ABCD. Svaka toc¢ka E na okomici
s daje novi tetraedar ABCE, a ovaj novu kuglu K,. Ova daje novi
elipsoid K,, koji uza se povezuje nove sli¢ne i sli¢no povezane
elipsoide K, K, i K, sa srediStima na novom pravcu e. Buduéi da
svaki pravac e prolazi sredistem elipsoida K,, t. j. teZiStem tetra-
edra ABCD, kao i srediitem elipsoida K,, a sredista svih elipsoida
nalaze se na pravcu p, to svi pravei e ¢ine pramen pravaca § vrhom
u tezi$tu zadanog tetraedra ABCD.

Svakom ortocentri¢tkom tetraedru ABCE, odnosno svakoj to¢ki
E na pravcu s, pridruZene su na opisani naéin po ¢etiri kugle K,

K,, K, i K., koje opisanom perspektivno-afinom transformacijom
pridruzuju tetraedru ABCD na prikazani nadin grupu od <&etiri
sliéna i sliéno poloZena elipsoida K, K,, K, i K,. Elipsoidi K, svih
tetraedara ABCE ¢ine pramen elipsoida K", koji prolaze trokutu
ABC opisanom kruznicom d, nadalje kruZnicom toc¢ke D, kao §to
smo to ve¢ spomenuli, koja je usporedna s kruznicom d, a srediSte
joj je na pravcu p, na kojemu su sredista i svih ostalih elipsoida
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K,. E11p501d1 K, u toj grupi, imaju svoje srediSte u teZiStu tetraedra
ABCD te cme pramen koncentriénih elipsoida K",, koji prolaze
Feuerbachovom kruZnicom trokuta ABC, te kruZnicom polovista
bridova AD, BD i CD. Elipsoidi K imaju svoja sredi§ta na pravcu
r=SD H p, jer su srediSta kugala K na pravcu s, a sijeku ravninu
trokuta ABC u zajedni¢koj realnoj ili imaginarnoj kruZnici k, sa
sreditem u tolki S, obzirom na koju je trokut ABC autopolaran.
Znamo naime, da je svaki trokut autopolaran za neku realnu ili
imaginarnu kruZnicu, sa sredi§tem u njegovom ortocentru. Znamo
nadalje, da je tetraedar ABCD autopolaran obzirom na elipsoid K.
Odavle medutim izlazi, da se elipsoid K i njegov tangencijalan
stozac s vrhom D diraju duz kruZnice k, koja ostaje invarijantna
na kugli K te elipsoidu K, jer su D i ravnina (ABC) pol i polarna
ravnina tog elipsoida. Buduéi da su kruinica k i totka D isti za
svaki elipsoid K, za bilo koju totku E, to svi elipsoidi K ¢&ine
pramen K" elipsoida, koji se diraju duZ kruZnice k, a srediSta su
im na pravcu r=SD.

Buduéi da je sredi$te elipsoida K, na pravcu e uvijek u prvoj
tre¢ini duzine OO, do totke O, koju odreduju srediSta O, O, elipso-
ida K,K, na tom pravcu, to ce i srediSta tih elipsoida lezat1 na
nekom pravcu k usporednom s pravcima r, p. Sirine pruga, $to ih
omeduju pravei kr i kp, odnosit ¢e se kao 1:2.

Svaka kugla K prolazi ortocentrom S, jer je on inverzno
pridruZen to¢ki E u inverziji kugala Kl, K obzirom na kuglu K.
Kugla K2 prolazi i teZiStem trokuta ABC, a duZina omedena tim
totkama je promjer presjetne kruznice k, kugle K, s ravninom tog

trokuta, jer lezi u zajednitkoj simetralnoj ravnini kugala K, K,, K,
i K,. Prema tome ovom kruznicom moraju prolaziti i svi elipsoidi
K,, buduéi da ravnina ABC i sve §to se u njoj nalazi, ostaje u svim
opisanim perspektivno-afinim transformacijama invarijantno. Svi
elipsoidi K, prolaze medutim i tezi$tima preostalih triju pobo¢aka,
koja su u istoj visini iznad ravnine pobotke ABC. Ravnina tih
teZifta usporedna je dakle s ravninom ABC, a prema tome Ce svi ti
elipsoidi K, prolaziti kruZznicom tih triju teZi$ta. Oni dakle ¢&ine
pramen K", odreden s te dvije usporedne kruZnice kao temeljnom,
ali degeneriranom krivuljom 4. reda.

Znamo, da je ortocentri¢ki tetraedar autopolaran obzirom na
imaginarnu kuglu onda, ako je njegov ortocentar unutar tog tetra-
edra. Ortocentar O tetraedra ABCE bit ¢e uvijek izvan tog tetraedra
onda, kada se ortocentar S trokuta ABC nalazi izvan tog trokuta,
jer je tada izvan tog tetraedra ¢itava spojnica ES, na kojoj taj
ortocentar lezi. Ako je ortocentar S unutar trokuta ABC, onda ¢e
neke kugle K biti realne, a neke imaginarne. U dva graniéna slu-
¢aja reduciraju se te kugle na totku, i to kada su bridovi AE, BE,

CE jedan na drugom okomiti. PridruZene kugle El, I?_, iig ostaju
medutim uvijek realne, jer svaka od njih prolazi nekim realnim
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totkama na tetraedru ABCE. Ako su kugle K imaginarne, onda su
imaginarni i elipsoidi K, a svaki od njih je sli¢an i sliéno poloZen
s trojkom sebi pridruZenih realnih elipsoida K, K,, K,, jer sva
cetiri zajedno prolaze istom imaginarnom neizmjerno dalekom kri-
vuljom 2. reda.

Sva na$a razmatranja na tetraedru ABCD, koja smo izvrili
uzevdi u obzir pobotku ABC i nasuprotni vrh D, mogli bi ponoviti
za svaku njegovu pobolku i njoj nasuprotni vrh, pa bi dodli do
analognih rezultata. Za bilo kakav tetraedar moZemo prema tome
izreéi ovakav stavak: Postavimo 1li Feuerbachovom
kruznicom jedne pobotke nekog tetraedra jedan
izmedu o' elipsoida K,, kojima je srediSte u tezi-
$tu tog tetraedra, a koji utom sluéaju raspolav-
ljaitri bridaizvante pobot¢ke patomtetraedru
opiSemo sli¢an i slié¢no poloZeni elipsoid K, sa
srediStem na pravcu, koji prolazi srediStem opi-
sane kruZnice toj poboé¢ki usporedno sa spojni-
com ortocentra te poboéke i ¢etvrtim vrhom tog
tetraedra, onda se u elipsoid K, moZe upisati oo®
tetraedara, koji su zajedno sa zadanim tetra-
edrom autopolarni obzirom naistirealniili ima-
ginarni elipsoid K, koji jes elipsoidima K, K, sli-
¢anisliénopoloZen T.j,onprolazizajedno s nji-
ma istom imaginarnom neizmjerno dalekom kri-
vuljom 2. reda. Svi ti upisani autopolarni tetra-
edri imaju zajednicko tezidte u teZiStu zadanog
tetraedra. Polovi§ta svih bridova tih oo® tetra-
edara, upisanih elipsoidu K,, leZe na povrS8ini
elipsoida K,, a teZi§ta njihovih pobod¢aka leZe na
novom elipsoidu K,, koji jes elipsoidima K, K, K,
takoder slican i sli¢no poloZen. Sredi&ta O, O, O,
i O, elipsoida K, K;, K, i K, leZena jednom pravcu,
arasporedena su na tom pravcu harmonijskim
dvoomjerom (00,0,0,)=—1 tako, da jeto¢ka O, uvi-
jekupolovistuduzine OO, atotka O, uprvoj tre-
¢initeduzZinedo totke O.

Svi elipsoidi K, za istu pobocku ¢&ine pramen koncentri¢nih
elipsoida Kn",, koji je odreden Feuerbachovom kruZnicom te po-
botke i teZiStem tetraedra kao zajednickim srediStem. Svi elipsoidi
K, ¢ine pramen elipsoida K" , sa sredi$tima na opisanom pravecu,
a koji prolaze opisanom kruZnicom odabrane pobocke i Cetvrtim
vrhom tetraedra iznad te pobotke. Svi elipsoidi K, ¢ine pramen
elipsoida K",, koji prolaze teZi§tima pobotaka zadanog tetraedra
i kruznicom, kojoj je teZiSte i ortocentar odabrane pobotke pro-
mjer. SrediSta svih tih elipsoida nalaze se na pravcu usporednom
sa spojnicom ortocentra odabrane pobolke i vrha tetraedra izvan
nje. Temeljna krivulja 4. reda svih triju pramenova K",, K", i
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K", raspada se u dvije usporedne kruZnice. Elipsoidi K ¢ine tako-
der pramen realnih ili imaginarnih elipsoida K", kojih se sredista
nalaze na spominjanoj spojnici ortocentra odabrane pobotke i
Setvrtog vrha, a prolaze realnom, odnosno imaginarnom kruzni-
com, obzirom na koju je trokut odabrane pobolke autopolaran.
Srediste je te kruZnice, kao Sto je poznato, u ortocentru tog tro-
kuta. DuZ te kruZnice diraju svi elipsoidi pramena K" stoZac,
kojemu je vrh onaj éetvrti vrh zadanog tetraedra izvan odabrane
pobocke.

Sto vrijedi za jednu pobotku nekog tetraedra, vrijedi i za
preostale tri. Vidimo dakle, da za svaki tetraedar postoje Cetiri
grupe sa Cetiri pramena malo prije opisanih elipsoida K, K, K,, K.

(Primljeno 28. V. 1952.)

CONTRIBUTION A LA GEOMETRIE DU TETRAEDRE

Vilko Nite, Zagreb

Résumé

1. Tout tétraédre orthocentrique est autopolaire par rapport
4 une sphére K dont le rayon est égal 4 la racine carrée du produit
constant des distances de l'orthocentre & un sommet et a la face
vis-a-vis du sommet (C. F. A. Jacobi, Chr. J. Neuberg), et son centre
O est l'orthocentre. Si l'orthocentre se trouve en dehors du té-
tra¢dre, la sphtre est réelle, tandis qu’elle est imaginaire au cas
oll 'orthocentre est en dedans du tétraédre. Comme chaque sommet
de ce tétraédre et le pied de sa hauteur abaissée a la face vis-a-vis
sont des points inverses par rapport 4 la sphére K, la sphére K,,
déterminée par ces quatre pieds, est la sphére inverse a la sphere
K, circonscrite au tétraédre orthocentrique. Il s’ensuit que les cen-
tres O, O, et O, des sphires K, K, et K, se trouvent sur une droite
n. La sphére K, passe aussi par les centres de gravilé des faces
du tétratdre orthocentrique (la »sphére de 12 points« de Jacobi).
Le rapport des rayons des sphéres K,, K, est 3:1 et on en déduit
00,=1/20,0, pour les distances se trouvant sur la droite n.

Les pieds des hauteurs des faces et les points de bissection des
arétes du tétraédre orthocentrique se trouvent sur une autre sphere
K, (H. Vogt) qui passe par les cercles de Feuerbach des faces et
dont le centre O, est le centre de gravité du tétraédre orthocen-
trique. Comme les orthocentres des faces triangulaires sont les
pieds des hauteurs du tétra¢dre orthocentrique et les centres des
cercles de Feuerbach des faces bissectent les segments entre I'ortho-
centre et le centre du cercle circonserit de chaque face, et ce der-
nier centre est la projection orthogonale du point O, sur le plan
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de la face, le centre de gravité O, doit bissecter le segment OO,
sur la droite m. L’orthocentre, le centre du cercle circonscrit, le
centre du cercle de Feuerbach et le centre de gravité d'une face
triangulaire du tétraédre se trouvent toujours sur la droite d’Euler
de ce triangle. A Vaide du fait susmentionné que l'orthocentre et
le centre du cercle circonscrit 4 une face sont les projections ortho-
gonales des points O, O, sur le plan de cette face, on en déduit
que les droites d’Euler des faces coupent la droite n.

2. Choisissons un point P, sur la sphtre K,. Le plan polaire
I1, de ce point par rapport a la sphere K coupe la sphére K, en
un cercle c¢,. Le plan polaire IT, d'un point quelconque P, sur ce
cercle passe par le point P, et coupe le cercle ¢, en les points
P,, P,. Les droites de jonction P, P, et P; P, sont deux droites
perpendiculaires l'une 4 Pautre et conjuguées par rapport a la sphére
K. Le plan i, des points P, P,, P, est le plan polaire d’un pdle P,
qui doit se trouver sur la droite P,P,. Soit K, la sphére circonscrite
au tétraédre autopolaire (P,P,P,P,) et K, la sphére inverse par rap-
port a la sphére K; les centres O,, O, de ces sphéres sont avec le cen-
tre O sur une méme droite n. Les points P,, P,, P, sont communs
aux sphéres K, et K, et leurs points inverses par rapport a la spheére
K sont communs aux sphéres K, et K,. Le cercle passant par les
points P,, P,, P, sera commun aux sphéres K, et K, donc les centres
0,, O, de ces sphéres se trouvent sur la droite perpendiculaire au plan

de ce cercle et menée par son centre. De méme les centres O,, O, des
sphéres K,, K, se trouvent sur une perpendiculaire analogue menée
par le centre du cercle commun & ces deux spheres, ce cercle passant
par les points inverses des points P,, P,, P,. Les droites n=(00,0,)
et n=(00,0,) ayant le point commun O, on conclurait qu’il it
possible mener deux transversales coupant deux droites qui ne
sont pas situées dans un méme plan. Mais puisque c’est impossible,
il s’ensuit que les droites m et n sont identiques. Par conséquent
les sphéres K, et K, sont identiques et aussi les sphéres K, et K,
tandis que le point P, coincide avec le point P,. Comme il y a
oo® points P, sur la sphére K, et oo' points P, sur le cercle cor-
respondant ¢, on voit qu'il existe oo® tétratdres autopolaires inscrits
a la sphére K. Les points P,, P, étant choisis arbitrairement, les
points P,, P, sont complétement déterminés. A tous ces tétraédres
sont communes non seulement les sphéres K et K, mais aussi la
sphére K, qui est complétement déterminée par ces dernitres.
Le point P, était choisi arbitrairement sur le cercle ¢, ce qui
suffisait pour déterminer les points P,, P,. On voit donc qu'on peut
inscrire au cercle c, les faces de oo' tétratdres autopolaires de la
sphére K ayant le sommet P, en commun. Toutes ces faces posseé-
dent le méme orthocentre et le méme centre du cercle circonscrit et,
par conséquent, la méme droite d’Euler. Il est évident qu’elles ont
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aussi le méme centre de gravité et le méme centre du cercle de
Feuerbach. Compte tenu des rapports sur la droite on en déduit que
tous les tétraedres autopolaires de la sphére K inscrits 4 la sphére
K, ont le méme centre de gravité O,. Si l'on choisit le point P, sur
le cercle d’intersection des sphéres K et K, qui se trouve aussi
sur la sphére K,, le tétratdre autopolaire de ce point se réduit a
un point, ce qui veut dire que la sphére K, passe aussi par ce cercle
commun aux sphires K, K,;, K,. On voit donc que tous les oo®
tétracdres autopolaires inscrits a la sphére K, possédent les mé€mes
spheres K, K, K, et K..

3. Par le procédé ainsi décrit, a tout point P, sur la sphére K,
correspond une droite d’Euler commune aux faces vis-a-vis du
point P, de tous les tétratdres autopolaires de la sphére K, circon-
scrits 4 la sphére K, et ayant ce point comme sommet commun.
11 y a oo® de poits P,, donc il y a aussi co® de droites d’Euler qui
forment une congruence. Dans un plan de la droite n les droites
d’Euler envelopperont une courbe et elles correspondront aux points
du cercle d’intersection de ce plan et de la sphére K,. Ce plan
coupe aussi la sphére K, en un cercle et les droites de jonction
du point O et des points d’'intersection de ce cercle et des droites
d’Euler sont toujours perpendiculaires aux droites d’Euler, car ces
points d’intersection sont les orthocentres des faces associés aux
droites d’Euler respectives. On voit donc que la courbe pédale, par
rapport au pdle O, de la courbe enveloppée par les droites d’Euler
dans ce plan est le cercle d’'intersection de la sphére K, et de ce
plan. Le point O étant toujours en dehors de ce cercle, les droites
d'Euler dans ce plan de la droite n enveloppent une hyperbole
dont la droite n est ’axe réel et le point O est un foyer. En tour-
nant ce plan autour de la droite n, on obtient tous les points de
la sphére K, et toutes les droites d’Euler qui leur sont associées.
Ces droites sont des tangentes 4 un hyperboloide de révolution 2
deux nappes et coupent son axe de révolution. Les points d’inter-
section de la droite n et de la sphére K, sont les sommets de
Thyperboloide tandis que le point O est I'un des foyers de ses
sections méridiennes.

4. On sait, que le rapport de deux segments d’'une méme droite
est invariant par rapport a des transformations affines. Les points
de bissection se transforment en points de bissection, donc les
centres de gravité des triangles et des tétraédres deviennent les
centres de gravités des triangles et tétraédres transformés. Un
tétraédre autopolaire d’un ellipsoide, soit a trois axes différents,
soit de révolution, peut toujours étre considéré comme obtenu d’un
tétraédre autopolaire par rapport a une sphére 4 moyen d’une
transformation affine. Comme les transformations affines reprodui-
sent les relations de pdle et polaire et toutes les sphéres devienent
des ellipsoides homothétiques nous pouvons généraliser les résultats
cbtenus comme il suit: Si I'on circonscrit a un tétracdre autopolaire
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d’un ellipsoide K un elhpsolde K, homothétique au premier, on peut
inscrire a lellipsoide K, oco® tetraedres autopolaires de l'ellipsoide
K. Tous ces tetraédres ont un centre de gravité commun qui est
le centre d’un nouvel ellipsoide K,, homothétique aux premiers,
bissectant toutes les arétes de ces oc® tétraédres. Les centres de
gravité des faces de ces oo® tétraédres sont situés sur un autre
ellipsoide homothétique K, dont le centre se trouve sur une méme
droite avec les centres des ellipsoides K, K,, K,. Comme le rapport
de volumes est aussi invariant par rapport aux transformations
affines, le rapport 27:1 des volumes des sphéres K, et K, restera
en vigueur pour les ellipsoides K, et K,. Ce rapport est la consé-
quence du rapport 3:1 des rayons des sphéres K, et K,.

5. Soit donné un tétraédre quelconque ABCD. L’orthocentre
de sa face ABC soit désigné par S et le centre de son cercle circon-
scrit d par @. Menons par les points S et @ les droites s et o per-
pendiculaires au plan du triangle ABC. Un point E sur la perpen-
diculaire s étant choisi arbitrairement, le tétraédre ABCE sera en
correspondence affine au tétraédre ABCD, telle que les points E, D
sont une paire associée et tous les points du plan du triangle ABC
sont associés 4 eux mémes (invariants). Le point S étant la pro-
jection orthogonale du sommet E sur le plan du triangle ABC
et compte tenu de ce quon a, dans ce plan, AS | BC, BS | AC
et CS | AB, les arétes sans sommet commun du tétraédre ABCE
sont perpendiculaires entre elles, c¢. . d. ce tétraedre est ortho-
centrique. Le tétraédre ABCE est donc autopolaire par rapport
4 une sphére réelle ou imaginaire. On voit qu'on peut considé-
rer le tétraédre ABCD comme obtenu du tétraédre orthocen-

trique A BC E par une transformation affine. Les sphéres K K,

K K associées au tétraédre ABCE par le procédé discuté
devxennent par cette transformation des ellipsoides homothétiques
K, K,, K,, K, associés au tétratdre ABCD en conservant les
propriétés du tetraedre orthocentrique qui sont invariants par
rapport aux transformations affines. Tout point E de la droite s
nous donne un tel tétraédre orthocentrique ABCE déterminant avec
le tétraédre ABCD une nouvelle transformation affine perspective.
Chacun de ces nouveaux tétraédres posséde un nouveau quadruple

de sphéres K K], K et K et associe au tétraédre ABCD un nou-
veau quadruple delhpsoldes homothétiques K, K,, K, et K,. On
voit aisément que les centres de tous les ellipsoides K sont situés
sur le droite SD=r, ceux des ellipsoides K, sur la droite p |7
passant par le centre @ du cercle d, et ceux des ellipsoides K, sur
la droite k| p. r de sorte que les largeurs des bandes kr et rp
sont en rapport 1:2. Tous les ellipsoides K, sont concentriques et
leur centre est le centre de gravité du tétratdre ABCD. 11 est
évident que le plan ABC, ainsi que tous les plans paralléles a
celui-ci, coupent tous les ellipsoides en cercles. Les ellipsoides K
de tous les points E, c.4.d. de tous les quadruples forment un
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faisceau d’ellipsoides K" qui sont tangents entre eux le long du
cercle dans le plan du triangle ABC par rapport auquel (cercle)
ce triangle est autopolaire et dont le centre est 1'orthocentre S du
triangle. Le long de ce cercle le cone au sommet D est tangent
a tous ces ellipsoides. Les ellipsoides K, de tous les quadruples for-
ment un faisceau K", dont la courbe fondamentale du 4me ordre est
dégénérée en le cercle d et un cercle passant par le point D et ayant
son centre sur la droite p. Le plan de ce dernier cercle est paralléle
au plan du cercle d. Les ellipsoides K, de tous les quadruples forment
un faisceau K", dont la courbe fondamentale est dégénérée en le cercle
des centres de gravités des faces ABD, BCD et ACD et un cercle
dans le plan de la face ABC dont le diamétre est le segment formé
par l'orthocentre et le centre de gravité de ce triangle. Les ellipso-
ides K, forment un faisceau K", d’ellipsoides concentriques pas-
sant par le cercle de Feuerbach du triangle ABC et par le cercle
des points de bissection des arétes AD, BD, CD, leur centre com-
mun étant le cenire de gravité du tétraédre ABCD. Les droites
des centres de tous les quadruples d’ellipsoides décrits forment un
faisceau de droites dans le plan de la droite s et du centre de
gravité du tétraédre ABCD qui est le support de ce faisceau.

Notre raisonnement ayant comme point de départ la face ABC
et le sommet D du tétraédre ABCD, pourrait étre répété par
rapport a4 une autre face et on peut, par conséquent, énoncer le
théoréme suivant: Envisageons un des oco! ellipsoides K, passant
par le cercle de Feuerbach d’une face d’un tétraédre et ayant son
centre au centre de gravité du tétraédre. Cet ellipsoide bissecte
aussi les trois arétes en dehors de cette face. Circonsecrivons & ce
tétratdre un ellipsoide homothétique K, dont le centre est sur la
droite passant par le centre du cercle circonscrit a la face choisie,
cette droite étant paralléle 4 la droite de jonction de l'orthocentre
de cette face et du 4m¢ sommet du tétraédre. On peut alors inscrire
4 l'ellipsoide K, oo® tétraédres qui sont tous, le tétraédre donné v
étant inclus, autopolaires par rapport a4 un ellipsoide K réel ou
imaginaire, homothétique aux ellipsoides K, et K,. Tous ces té-
traédres autopolaires inscrits ont leur centre de gravité commun
avec le centre de gravité du tétraédre donné. Les points de bissec-
tion des arétes de ces oo tétratdres inscrits a lellipsoide K, se
trouvent sur l'ellipsoide K, et les centres de gravité de leurs faces
sont situés sur un nouvel ellipsoide K,, homothétique aux ellipso-
ides K, K, et K,. Les centres O, 0,, O, et O, des ellipsoides K, K,,
K, et K, se trouvent sur une droite et sont distribués de facon
que leur rapport anharmonique (00.0,0,)=—1, et que le point
O, se trouve toujours au milieu du segment 00, et le point O, au
premier tiers de ce segment en partant du point O.

Toutes ces propriétés sont valables pour chaque ellipsoide K,
et on peut aussi répéter le méme énoncé pour chaque face du
tétraédre ABCD. On voit donc que pour tout tétraédre il y a quatre
groupes i quatre faisceaux d’ellipsoides K, K,, K,, K..



