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CTPOPOHIOAJIHE ITIJIOXE TPEREIT PEJA
BUJIKO HUYE (3arpe6)

YBoj. Kao mTo HupKy/napHe KPHBYJ/b€ HEKOT peJa M poAa 3ay-
3uMbY OcOoOHTO MjecTo Mehy CBMM KpHUBYJbaMa TOra pela M poja,
paju CBOjUX OCOOGHMTOCTH NO KOjUMA Ce DA3JMKYjy ON OHHX OCTaJHX,
TAKO Ce M NJ0Xe KOje€ NpOJa3e anCoJyTHOM UyHOCjeUHHIIOM pa3au-
Xyjy OX OCTaJMX I/I0Xa HCTOra peAa M HCTUX cuHryzaapurera. Kox
nnoxa 2. pela MMaMoO KyrJay HacynpoT OCTanux I1/0xa 2. pena, jep
€aMO0 OHA MPOJIa3H ancoJyTHOM 4ymocjedynuiioMm. KolX onhux mnuioxa
3. pe1a ¥MaMO HEKOJHMKO Pa3HMX OGJHKA TAKBHX M10xa. J[Ba OX THX
o6sauka npunajgajy y nmery Bpery no Schlifli-y (. Klein F. [2; § 8
cTp. 25—28])), jep mmany Ha ce6u camo Tpu peasHa npasia. Oba
JBa 00JMKA PpasauKyjy €€ 1o TOME, WTO Cy mIoxe jeaHor obamka
jenHonjesve, IOK Cy OHe Apyror o6mumka apoijease. Mma maoxa
OB€ BPCTE W TAaKBHX 00JMKa, KOjH NPUNANAajy y BPCTY OHHX C jeIHOM
U aapjjé ABOCTPyKe Touke. OBaKBE Ce IJI0X€ HAajjeHOCTAaBHHje NOOH]Y
Ka0 MPOHM3BOJ NPOjeKTHBHOI CBECKA DaBHMHA M IpaMeHa Kyraaa®, Kao
¥ NMOCBEONHeHOM KBAJPATHOM MHBEP3UjOM KyIJe Ha KYTJH, KAKO je to
yuumeno y paawu ,KpuByme u nioxe 3. u 4. pepa nacrane nomohy
KBajpaTHe uHBep3uje“. Mory ce one mehyTHM n06uTH B Ha Apyre
HauMHe, a jeflaH TaKaB Ha4yMH BHJAjeT heMo H y 0Boj paimu. Mehy
OBaKBHUM IIJIOXaMd, KOje IPO0Ja3e alcoJyTHOM YyHhOCjeUYHHIIOM, HOCTOjH
jena ocoGuTa BpPCTa yHYTAap CIOMEHYTHX 06JHKA, KOja ce MO CBOjUM
ocob6uHama uctuue uamehy ocranux, a ynpaso Tom hemo ce nosa-
GapuTu y 0BOj panwu. OBa ocobura BpcTa uMa Ty 0COGHHy, XA
Ib€HE TAHICHUHKjaJHE PaBHUHE AYXK ancCoJAyTHE YyIhOCjeYHHIEe oMaTajy

MMardHapad CTOXal 2. pefla KOjer ce peanaH BPX HaJa3d Ha Camoj

NOBPIIMHY Te Mroxe. Pasnuky u3mehy OBMX M OCTaJuX IJ0Xa Koje
MpOJase anconyTHOM YYHOCjeYHULIOM, MOIJIM G4 IpemMa TOME ycro-
peaMTH C pa3nuKOM u3Mely OOMUHHX NMPKyJapHHX KPuBYJ/ba 3. pela

1) Ilpey 6poj.y ymacmﬁ_ 3arpanaMa OfHOCH ce Ha JUTepaTypy Ha Kpajy unaHka;
?) HOpyru Llrajaepos HauHH u3Bohewa onhux maoxa 3. pega.
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poja MpBOTA W HyATOra, U crpodoniane, OAHOCHO 06nuHe cTpodone.
BunjeT hemo, 4a OBaKkBe IJIOXE MMajy HeKe M3pasuTe ocoGuHe Kyrie.
Panu aunanoruje ca crpodounaiom 1 cTpopouaOM y PAaBHHHH, HA3HBAT
hemo Takee onhe nnoxe 3. pena crpodoujanHuM NI0Xama.

1. Steiner [6], Grassmann [5; ctp. 74], Majcen [3] u Apyru noxasanu
Cy BHIUE Pa3HMX HAYMHA, KAKO Ce MOry JAOGMTH UM HCTPAXKHBATH onhe
nioxe 3. pema. R. Sturm je noxasao, Ja ce OHe MOTry JOOHUTH H Kao
NPOM3BOJ MPOjEKTUBHO MPUAPYKEHOT CHOMA 3PAKA M CBEXKHbA M710XA 2.
pena. 3a Hawe cBpxe oga6par hemo ynpaBo OBaj Ha4MH, CaMO IUTO
HehemMo cBeXar njoxa 2. pelra 3amaTv Kao OOHYHO C OCaM acolu-
upanux Toudaxa (B. Reye T. [5; ctp. 48]), Hero c jeanom dymocje-
ununoM u ABuje Touke. C OBAa TPH eNeMEHTa 3aJaH je HauMe jelaH
crnenMjanad CBEXaw miaoxa Z. pena.

3amajMo MO BOJbH y NMPOCTOPY HEKY UYHOCjEUHHIY ¢ M JIBHjE
Touke A, B. [lpecujedemo /14 jeHOM DaBHMHOM cnojuuile Touyaxa A, B
yymocjeuHnlly ¢ y asuje todke K, K,, tax je toukama A, B, K, K,
y TOj PaBHUHH JaH [IPAMEH 4YyHOCjeYHHMIA, 4 CBAaKA OBA YYHOCjedHHIA
Jlaje ¢ uymOCjeYHHIIOM ¢ TeMebHY KpuBymby 4. peaa (pacnaiuyty y
ABHje 4ymOCjeuHuMIle) HEKOr mnpamena nioxa 2, pena. Toukama A, B
nponasu co' paBHHUHA, @ CBAKOM TOYKOM MPOCTOPA NPOAA3M oo’ TAKBUX
mIoxa, Aakae Toukama A, B W uybOCjeUHMIIOM ¢ MPOnAasu cBera oo®
maoxa 2. pena. IlocrasuMo au Hawme cnojuuuom AB 6uino Kojy
paBHHHY, Tala je NPaMEHOM UYHOCjeduHHNZ TEMe/bHHUX TOuaKa. A,
B, K;, Ky Y TOj DaBHHHH H YyIbOCjE€UHHIOM ¢ JXaHO oo® mioxa 2
pesa, aau CBe Te IUIOXe CHjeKy CBAKY pPaBHUHY ClojHuLe AB y oHOM
npameHy uymOCcjeuHuna, koju je oxpehen Troukama A, B u cjenumuruma
K, K, Te paBHMHE C UYIHOCj€YHHIOM C.

[ponyxumo cana cnojuuy Tauaka A, B 10 wenor npoSoxuwra
C ¢ paBHHHOM uymOCjedHulle c¢. Hahemo nu Ha 0BOj cnojuuiu noGu-
BesoM mnpoGoaumury C xapMmommjckd npuppyxeny touky C;, Tj.
(ABCC,) = -1, na oBom ToukoM C, u noanapom f noisa C, 063upom
HAa YYHOCjeYHHLY ¢, MOCTABUMO paBEKMHY p, T4l Cy OBa DaBHUHA U
touka C 1NOJA ¥ NOJaPHA DPABHMUHA CBHX ©00% MJIOXa HALIEr CBEXHa
maoxa 2. pexa, a 6am oHa hHe HaM 3rOLHO MOCHYKHUTH.

OpaGepumMo Haja/be MO BOJbH y NPOCTOPY HEKY TOYKY S, KOja
Heka 6yne cpenuuTe HeKor cHoma 3paka(S). IIpoGoauuite cBake
3paKe OBOr CHOMNa C PABHAHOM p Heka OyJA€ MOJ NOJapHE pPaBHHUHE
YyHOCjeynule ¢ 063upoM Ha jefHy MJOXy Hamer cBexma. (CBaxoj
3pany HAMmeEr CHONMA Heka OGyje NPUAPYXeHd Oall OBaKBa IUIOXA
HAaller CBeXiba MaoXa 2. pepa. Ha raj cmo HauuH Te ABHje reome-
TPHjCKE TBOpPEBUHE TMPOJEKTUBHO NDUADPYXKHUIHM, jep he weTupuma xap-
MOHHMjCKHM 3paKama cHona (S) y Hekoj paBHuHHM, OMTH NpUipyxeHe
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HETHPH XaDMOHHjCKE IVIOXE y jeJHOM MPaMeHy NIOXA YHYTAp Hauier
cBexXiba [3; cTp. 48). Uetupu mioxe 2. peaa, ynyrap Hekor [PAMEHA TAKBUX
NJI0Xa, 30By C€ X3PMOHHMJCKMMA OHJd4, 4KO HHUXOBE [10MaDHE PABHHHE
063MpPOM HA MCTH OJ, KOjé yBHjeK NpoJase jeIHUM npaBueM, uuHe
4ETHDH XAPMOHH|CKE DABHMHE. Y3MEMO /M TAaKBY TOUKy Ha Te€MeJbHOj
KpuBy/bH npaMeHa, OBAA YETHDH fOJADHE DABHHHE NpeNda3e y YeTHpH
TAHTCHUHU]a/He DABHHHE. Y3MeMO JM NpeMa TOME TOUYKOM S HEKY
PaBHHHY W y HOj YETHUDH XaPMOHHjCKE 3DaKe Hamer cHoma, Tax he
THM 3paKama GHTH NPUIPYKEHE OHE MJIOXE HAIEr CBEXHbd, Koje he
AyX 4ymOCjedHMIIE ¢ TAHTWPAaTH OHE cTomme 2. pexa, Kojuma cy
BPX0BH Yy NPOGOJUIITHMA CIOMEHYTHX 3PaKa C PABHHHOM p. [locra-
BHMO /i GHIO KOjOM TAHI€HTOM 4YymOCjeusuie ¢ TaHTE€HLIUjasHe
paBHUHE HA CIOMEHYTE UYeTHPM IUIOXE, OJHOCHO HHMXOBE TAHEHIHU-
janHe cTomie JyX HUymOCjeYHHNE ¢, OHZA Cy TO CUTYDHO 4YeTHpH
XapMOHHjCKE DaBHHHE, jep OHE CHjeKy NpECjeYHully paBHHHE p C
PABHHHOM 33JlaTHX HYETHPH]y XaPMOHHjCKHX 3PaKa y YETHPH XapMo-
HUjCKe TOuke, 6yayhiu Xa cy ose cjenumra Te NpeCjedHHIe ca 3a1aHe
4eTHpH XapMOHHjcKe 3pake. Jlakae, YeTHPUMA XAPMOHHCKHM 3paKamMa
TOUKE S y MCTHHY Cy NPHAPYXKEHE YeTHPH XAPMOHU|CKE MIOXE HAIIEr
cBexwa. Jla Cy OBe yeTHpu miOXe yHyTap jeAHOr npamenda, BuJjeT
hemo Mano xacuuje,

[TpousBoA nawer npojexkTHBHO NPUAPYKEHOr CHOMA (S) u cBexmwa
nnoxa 2. pexa 6ut he onha maoxa 3. pexa, jep jy cBaku npasan
npocTopa cujeye y tpu Touxe. [IOCTABUMO /M HauMe TAKBHUM npasuemM
p ¥ TOYKOM S DaBHHHY, T€ IOME MPECH]EYEMO PABHHHY p y npasny
§, TaJ) Cy TOYKE NPABUA § MOJOBM PABHMHE YYH-OCjeUHHLE C, 063UPOM
HA TUIOXe jeJHOr NpaMeHa YHyTap HAaller CBeXHa mioxa 2. pexna.
Hoxaszatu ce 10 mMoxe oBako: PaBHMHA NpaBUA p U TOuYKe S cujeqe
nonrapy t uywocjeysuue c, o63upom Ha noa C, y jenanoj Touku, Koje
he momapa Ha wucry YyHOCjeUHHIY GUTH KOWYTHPaHA MOMapH f, a
cjetin he uymocjeununy c y peanHom uim MMaruHapHOM Napy Touaxa
D, E. Jep oBa xowyrupaua noxapa nosnapu f mposasu nosaom C, Koju
je Ha crnojuuuu AB, Hanase ce Touxe A,B,C,D u E y jemHoj
paBHuHM. Y Toukama D, E umat he mioxe Hamer CBEXHa, NMPUIpY-
HEHE 3paKama TOUKe § y paBHHHH (pS), HCTE TAHTEHIHja/IHE PABHHUHE,
Koje nposase npasuem s. [locTaBuMO Ju npema toMe¢ toukama D, E
M TOuKama A, B 4ymOCjeuHHily, KOja TaHrupa Te IBUje pDaBHHHE (4uUM
TA4HTHPA y JeAHOj TOYKH jeAHy, OHAA y APYroj TOUKH TaHTHpa H
APYry OBY DaBHHHY), OHAA je OBa HyIOCjCUHHUA 3 Yy H0CjeUHHIY
¢ CaCTasH¥ AHO TEME/bHE KDUBY/he NpaMEHa OHUX NIOXa 2. pexa
YHYTap Haller CBEXiba, KOje Cy NPuIpyxkeHe 3pakama Touke S y
paBuunu (pS). Pasuuna (pS) cujeue Taj nNpaMeH nJ0Xa y mpamesy

T+
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uyHhOCjeyHula, a cHon 3paka (S) y mpameny 3paka. OBa cy nBa
npaMeHa NpojeKTUBHO NPHIPYXKEHa, N4 UM j€ NMPOH3BOJ KPHUBY/ba 3.
pend, Koja Jieu Ha CNOMEHYTOj IVIOXW 3. pela H CHjeye npasal p y
TPH TOUKE,

JlokasaBwu OBO, NOKAa3aJd CMO THME M MaJO MNpHjé CIOMEHYTY
YHIbEHHIY, Ja Y€THPHMAa XaPMOHHjCKHM 3pdKama TOYKe S y jeqHOj
PaBHUHH, OJrOBapajy YeTHPH XapDMOHMjCKE II0X€ HALIET CBEXKIba, KOje
Cy Yy jeAHOM NpaMeHy TOI CBEXIbA.

Touka S, Touke A, B Ka0 ¥ 4ymOCjeyHula ¢, HaJa3e ce Ha OBAaKO
no6uBeHoj onhoj nioxu 3. pena, jep TOUKOM S CHTYPHO MpoJaa3u Gap
jelHa njoxa Haler CBeXba, a 3pake SA, SB npobanajy ce6u npuiapy-
XKEeHe IIOXE HAIIer CBEeXrha yNpaBo y TuMm Toukama. CnojuMo Ju
TOUKY S €a CBAKOM TOUKOM UYIhOCjeUHHLE ¢, TaJ CBAKA OBA CIIOjHMIA
HMa Ha 4yHOCjeUHHIM ¢ IO JBHj€ TOYKE 3ajeJHHYKE C JOOGHBEHOM
nJI0XoM 3. pena, T.j. OHA jy TAHTHPA, jep y TOj TOUYKH TAH[Mpa Ta
3paxa ce6H NPpUAPYXKEeHy MIOXy 2. peia yHyrap Hauer ceexiha. OBO
3anpaBO NPOM3Ja3H JHPEKTHO M3 HNe(dHHHLHjE HAIIEr CBEXIba, jep
CBaKOj 3panud TOuyke S NpHApPY>XKEHA je OHAa mIoxa 2. pena, Koja
nponasd Toukama A, B d YymOCjeuHHLOM ¢, AYX KOje jy AUpa OHaj
CTOXall, KOjeMy C€ BPX Haja3u y NPOGOAMIITY T€ 3paKe C PABHHHOM
p. AKo Ta 3paxa cujede 4ymOCj€4HHIY C, OHAA j€ OHA OJMax U H3BOJ-
HULa TaKBOI CTOILNE, JNAKJE AMPa Y TOM Cjenuiutry cebu npuiapy-
JKeHy IJIOXy, a [peMa TOM€ M Hacraiay mioxy 3. pexa. Buagumo
JaKje, 1A TAaHT€HIWjalHe PABHMHE HAWE MJIOXe 3. pefa NYX 4yHO-
CjeyHHIe ¢ OMaTajy cTOxXall 2. pela, KOjer ce BPX HaJasH y TOYKH
S Ha TOj mIOXHM.

¥Y3memo nm Touke A, B ka0 BPXOB€ CTOXala, KOju NpoOJa3e
YYHOCjETHMILIOM C, TAJ C€ TH CTOILIH CHjeKy y jom jeJHOj 4ymOocjed-
HUIHM ¢, KOja Jiexu y paBHHHH p. OBa YMIEHHLA [IPOM3JA3H OJABJIE:
Vimamo nu xBa cTomma 2. peia, 4dju Ce MPOJOP pacnaia y ABHje
uymwocjeunune (06a cTOlINE MMAajy JBHje 3ajeJHHUYKE TaHTEHIHjaJaHe
paBHMHE), na Kpo3 o6a BPXa NMOCTAaBHMO OHJIO KOjy paBHHHY, cjehin
he ona Te cromue y JABa napa M3BOJHUIA KOjeé YUHE jeJlaH YETBEPO-
CTpaH, a PaBHMHE MPOJOPHHUX UYIHOCj€YHHMIA Yy JBHj€ OUjaroHane TOT
uyeTBepocTpana. Tpeha xujarosana Tor yeTBepOCTpaHA je CHOOjHUIIA
BpXOBa THX Croxana. Ilosuara je yumeHnuna, Ja cBaky HAMjaroHany
HEKOI YeTBEPOCTPaHA CHjeKy OCTaJe JBMj€ [HjaroHa/le y TOYKama,
KOjeé C BPXOBMMA TOT YeTBEPOCTPaHa Ha TOj AHjaroOHaJH CTOje y XapMo-
HUjCKOM JBOOMjepy. Uymocjeununa ¢; Mopa npema. TOME OHTH ¥
PaBHHMHH P, j€p j€ OHAa XaPMOHHjCKHM NPHAPYKEHA PAaBHMHH 4yHO0Ujeu-
HunE ¢, 063MpOM Ha paBHuHE (fA) u (fB) Ka0o TeMelpbHE. Y3MeMO JHK
caja .0By uYymOCjedyHMLy. ¢; Kao -6a3y, a TOYKY. S Ka0 BpX,.Tajd H
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OBaj CTOXAll JHpPAa Hamy IJIOXy 3. pela Ay¥X OBe uymhOCjeyHuie c,,
jep Ha cBaKoj M3BOAHMIM OBOI' CTOILNA Y TOYKAMa 4YyHOCjEUHHIE C,
Jexe JABHje TOouke Haume maoxe. OBa UMWEHHIA MPOU3JIA3H OFATJE,
IITO CBaKa TOYKA UYHOCjeUHHIE ¢, CMIOjeHa ¢ Toukama A, B, xaje
JBUje H3BOJHMIIE OHE IIOXe 2. pela Hamlera CBEXa, Koja je npu-
IpyXXeHa OHOj 3palM TOuKe § KoOja mpoJsa3u OZaGPAHOM TOUYKOM Ha
4yHOCjeusuud ¢;. byayhn na mehytum npo6oauiura M, N cBake 3pake
TOUKE § C ¥HOj NPUAPYIKEHOM NNIOXOM 2. pefa W bheHa NpoGoaMmTa
Q, P ¢ paBHHHAMA p M UYHOCjEYHHIE C YHHE XAPMOHH|CKH IBOOMjep
(QPMN)= -1, wmopajy Touke M, N nactu ckyna, aKo jelHa O THX
TO4aKa Johe y Tauky Q, Kao WITO cé TO JeCHJO y HameMm cayuyajy.
Hakme, cnoMeHyTe 3pake Touke S H I'lymocjeqmlue €y Y UCTHHY IHpajy
HacTany MJIOXYy IyX Te 4ymocjeudune. Touke uymwOCjeuHHue c¢, cy
HauM€ BpPXOBM CBHMX CTOXalla YHYTap HAlIer CHeLHjaJHOT CBEXIba
mroxa 2. pexa. EBuNeHTHO je, Ja Ce uyHOCjeuBHIE C,C; CHj€KY Y
JBUje€ TOUKE mpaBua f.

[TocraBumo Toukama A,B u S DPaBHHHY, Na HOME NPECHjelHMO
YYOCjeuHHIly ¢, y Aamkme aBuje Touke. C THX nmeT Touaka ojpe-
hena je y TOj paBHMHHM Heka uymoOCjeusanna b, a uymocjeununama b, c,
Ka0 TE€ME/bHOM KDHUBYJ/bOM, OApeheH je jelan npamed maoxa 2. pena
yHyTap Hawer cBexta. byayhu na cse nnoxe oBor npamena nponase
TOYKOM S, MOpajy cé apyra mpoOOIMIITA CBHX OHHMX 3PaKa TOuke S,
KOje Cy Ha ONMCAHK HAYMH MPUAPYIKEHe NA0XAMa OBOT MpaMeHa, ca
ceOH MPUAPYIKEHUM [JI0XaMA, HANA3HTH y OHOj PABHUHHM «, KOja Mpo-
Ja3¥ NMPECjeYHMIOM ! DaBHMHE P H DaBHHHE [ YYIbOCjE€UHHIE C, 4 KOja
j& XapMOHHjCKHM NPUIPY K EHA PaBHHHH NPaBLa [ ¥ TouKe S (PaBHUHA Y),
¢ 063WPOM Ha CNOMEHYTE JIBHje KAao TemesHe, T.j. (pBya)= —1.
Byayhu na y cjeummruama kpyxmulla b,c CBE NJIOXE CUOMEHYTOF
MpaMEHA MMAjy CTatHE TaHTeHIMja]HE DaBHUHE, TO C€ BPXOBU TAHIEH-
UHjalHAX CTOKAUa IJ10Xa TOra NMpaMeHa IYK YyHhOCjedHUIEe ¢, HANA3E
Ha NPECjeYHMUM 11 THX JBH]y 3ajeIHMUKMX TaHTEHI(MjaJlHHX pABHUHA,
KOja JIeKH Kao WTO 3HafeMO, y paBHuBu p. CBe TOUKE HAIIe TPaXKEHEe
mroxe 3. peia, Koje ce Hanase Ha OHMM 3pakama Touke S, Koje cy
NpUApYXKeHe MI0Xama 2. peja npameHa TemesbHe KpuBysbe (bc), Hanase
Ce mpeMa TOME y paBHMUHM TOYKE S W NPABLA /1, KA0 U Y DABHUHM O
mpapua f, HaxJe Ha mWwHX0BOj mnpecjeynuiw /. [lpaean / nanasu ce
npemMa TOME Ha Hawo] mioxu 3. pema. EBuieHTHO je, xa ce HA TO]
IJIOXH HAJM334 W MpecjeduHHla f paBHMHA p M B, jep CBe maoxe (nere-
HEDHDaHE) HAUIEr CBEXIbA, KOje Cy HPHAPYNKCHE 3paKkama TOYKe S y
pasHunM (£S), npoJase npasuem f.

¥Y3mumo ToukoM S no BoJbH HEKY DaBHUHY t. OBa PaBHMHA HEKa
cujede paBHMHE 3 M O DEUMMO y NPABLMMA p H g. Y TOj PABHUHH
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y3MHMO TOUKOM S 3paKy k, KOja HeKa cujede npasal ¢ y TOuku Q.
Ilpapan ¢ nexa npo6ana 3pauu k NPUAPYKEHY IOXY y TOYKama
M, N, a npapauy p y paBHHHM 3 HEKa CHjeue y TOUKH P, Cnojumo su
jexno npo6onumre K 3pake k, C 10j NPUAPYXKEHOM IIOXOM, € TOY-
Kama M, N, P, Q, OHIa Te CIOjHMIE Najy YETHUPH XaPMOHHjCKe 3paKe
pazu xapMonmjckor jasoomjepa (MNPQ)- —1. Bprumo au spaky k y
PaBHHHH T OKO TOYKE S, OCTaje Taj ABOOMjep XapMOHHjCKH. [lomMakHeMO
J¥ 3paKy k Tako, Ja OHa MPOJa3u CjelHIUTeM Npasaua p, g, T. .
TOYKOM P, OHZa y Ty TOYKy npenase Touke K, Q u M wmiau N, a
cnojuune KM, KN npenase y npasue p, g, A0K crnojuuua KQ ocraje
y spauu k=PS. Cnojuuua KP npenasu y TaHTe€HTY HACTAJIe KpUBYyJ/be
3. pera y Touku P, a paau XapMOHHTETa TOPHET ABOOMjepa Jexar
he yBujex Ta TaHreHTa ¥ Y DaBHUHU o. JIOKA3aTH Ce CBE OBO MOXKE
Ha 0Baj HAYMH: PaBHUHA T cujede 3pamu k npuapyxKeHy mroxy 2. pexa
Y HEKOj KPHBY/bH a 2. peja, K0joj fie TaHTeHTe y HeHUM CjelHIITHMA
Ly, Ly ¢ 9ymocjeuHunom ¢ nponasutd T04koM Q. OBO NpOM3JIa3H U3
Aedunnnmje Hamer cBexiwa. Y3MUMO HAZALE, Ja ce Touka M Hajasu
Ha qnyky L, L, Te npecjeune kpuByme a. Ilyctumo au cama 3paky k
NyTOBATH MpeMa TOUKH P, MyToBar e y Ty TOUYKY CUTYPHO U Touka Q.
Bynyhu ma cy touxe M,K na ayky L, L,, naxiae yHyTap xkyta QL L,
KOjH mocTaje CBe MawH, T0 fie y Ty TOYKy oTnyToBath u touke K, M,
Kaja Taj Kyt Gyjie jensax wyad. Ako Tawresra ayka L, L, Yy TOYKH
M cujede npasam p y TOuKM A, OHEA 3HAMO 1A BPHUjedM (Ly Ly PA)
= —1. 3a cBaky 3paky k Touka A ocraje xoHcTanTHa. O3HAYUMO JH
cjenuwre cnojuune MK u npasua p ¢ B, oHma nomapa Te TOYKe
0634pOM Ha YYHOCjUHHIy ¢ CHjede Mpapal p y Hekoj touku C, 3a
Kojy rtakohep spujenu (L, L, BC)= - 1. [lyryje nu 3paka k ¢ Toukama
M, K npema Touku P, TO he npema TOj TOYKM MyTOBATH M Touka C
Ha npaBny p, a 1pema TOME€ W TOYKa B npema Toyxu g, KOja je yBujek
KOHCTaHTHA. Buiumo npakae, ma cnojuuna BMK, ogocno MK npeJsasu
y cnojuany AP, 1.j. y npaBau p, Kaja 3paka k NpoJasH Toukom P.
Ha 3paka KQ npenasu y crnojuuny PS, kao u cnojuuna KN y Inpasan
g, je eBHIEHTHO. Paju crannoctw xapMmoHmjckor asoomjepa (MNPQ)
= —1 mopa crnojauna KP npehu y npasam xoju aexw V PpaBHUHHM «
panu (pByo)= ~1, 6ynyhu ga ceu npaBuu p Jexe y paBHHHH B, cBu
npasuu g y paBHHHM 0, a CBe crnojuuue PS y pasHunu Y. [losHato
je, Za rpaHuuHM NOJOXKaj cnojhuue KP npenasu y rpaHuuHH H0JIOXKa]
TeTHBe KP mnpecjeyHe KpUBy/be HALUE [IOXE C PABHHHOM T, HaKJe y
IbeHy TAHTeHTY y TO4YKH P. Jep ce oBo 36uBa y CBAaKOj paBHHHH
TOYKE S, TO OA&BJE€ I[POM3JA3H, Ja PaBHUHA o npasana [, ! TAaHT'Hpa
Hamy naoXy 3. pexa nyx npasBua f. Buammo, aaxae, na je mpaay !
TaKaB NpaBall HAaIl€ IVIOXE, Y KOjU Cy C€ CTerHynaa jaBa lbeHa O6MYHA
npaena.
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Y paBuunu npaBua !/ ¥ TOYKE S NOBYUHMMO OHEe 3pake k, koje
CHj€KY 4YIOCjedHHLy c¢. 3HaZeMmo, Ja T€ 3paKe TaHrHPajy Haly
WIOXy 3. peAa y THM cjenumrtuma. fla T0j ce nuoxum Hana3d ¥ TOuKa
S, Kao ¥ CjeHuiuTa THX 3pakKa ¢ npaBLeEM [/, jep je H OH HAa TOj IIOXH.
Byayhu ma Te 3pake uMMajy C TOM IJIOXOM BHII€ OJ TPH TOUKe 3ajel-
HMYKE, H3Ja3M Ja C€ OHe YuMTaBe Hazase Ha TOj miaoxu. [locTaBumo
J¥ HaJa/b€ TaKBe paBHMHE npaBna [ ¥ TOoukama A,DB Te mbuma npe-
CHjeyeMo 4yIOCjeuHHIly ¢, TaJ CBaka TpPaHCBep3aJa mpaBla [ H 9yiho-
cjeunuue ¢, KOja MpoJa3u TOUKOM A WM TOUKOM B, cujede, Kao WTO
3HaJEMO, U YyHOCjedHUuIy c; Hame nioxe 3. pexa. M oBe tpancsep-
'3aJ1€ MMajy IpeéMa TOME ¢ TOM IVIOXOM BHILE HEro TPU TOYKE 3ajel-
HUYKE, JAKJEe M OHE C€ Hajla3€ uuTaBe Ha TOj MJIoxH. Buaumo nmpema
TOME, Ja CBaKOM OJ Todaka S, A ¥ B npoJase no jasa Npasla Hame
naoxe 3. pela, KOju CHjeKy UyHOCjeYHHLY C.

[lokasanmu cmo, Aa je npaeal f TakaB MpaBall Hame [Joxe 3.
pena, AyxX Kojer jy tanrupa paBHuHa (#)=y. Csaka paBHHHA TOT
npaBla cHjede HAWy IJOXYy y joul jeAHoj uymwocjeynuud. Cse Te
yymocjeuHue (mehy muMa M ¢, ¢y) MOpajy cjehum Taj mpaBan y HcTe
JBHje TOuKe, jep caMO y ABa HeroBa CjelyliTa ¢ YyHOCjeYHHIOM C
(1 c uymOCjeyHuIoM c;) MMa Ta IJIOXa TaHTEHIUja/lHE DaBHHHE, Koje
Ce Da3JHKyjy OJ CTaJHe TaKBeé paBHMHE Y. Dyayhu nma Ha Temesy
K3BEJEHOI CBAKM MpPAaBall OBHX JBajy CjenumiTa npo6aja Hamy MIOXY
3. pena jow y camMO jeJHOj TOYKH, TO Cy HaBeJE€Ha JBa CjerumTa
JIBOCTPyKE TOUKe HAlle nJaoXe, a NpaBall { je bEeH YeTBEPO3HauHU
npasar.

[lo3nara je uumeHnuna, Ja CBAKOM JBOCTPYKOM TOYKOM HeEKe
onhie nuoxe 3. pela ¢ JBHje TAKBE TOUKe NPOJIA3€ OCHM OHOT NPaBIA,
KOjU je 4eTBepO3HayaH, jOll YETHUDH MNPaBLa; KOju Cy ABO3HauHu. [lo
JBa usMmehy mHUX, U3 CBake ABOCTPYKE TOUYKE MO je€JaH, Ce CHjeKy, a
MOry 6MTH KOIYTHPAHO KOMIUIEKCHM IIPBE WM JAPyre BpCTe. ¥ Hallem
caydajy oTKpuT hemo Te npaBle na oBaj HauuH: PaBHuHa Towaka S, A, B
cujede HAlly MJIOXY y KPHBYJbH 3. P€Aa, HA KOjOj Ceé HaJa3u M CjenuIiuTe
npasua { ¢ Tom paBHuHOM. (CBaka paBHMHA INpaBIa f CHjeue Ty KDH-
By/by 3. pella y joml Ja/bibe ABHj€ TOUKE, KOjUMa NPOJas3u NpecjeyHa
YyHOCj€YHMIIA T€ PAaBHHHE C HAIIOM MJIOXOM. BpTuMO /M Ty paBHUHY
OKkO npaBua f, xohu hemo wetupu nmyrta y nosoxaj, raje he ose naBuje
TOYKE Ha KPUBYJbM 3. peja y paBuuHH (SAB) nactd cKyma, T.j. y
TOj Cé PaBHMHM NPECj€YHA YYHOCjeuHHIa NPETBapa y ABa peajHa HJH
MMarkMHapHa npasua, jep no6GuBa jelHy ABOCTPYKY Touky. To u3nasmu
U3 4MIbeHHIle, Ja HAa KPHUBYJbH 3. PEJla MOXEMO M3 jelHE iheHe TOUKe
nosyhu HajBuIIe yeTHpu TaHrenTe. Kox Hame miaoxe 3. pesa TO 3HAUH,
Ja ce y ueTHpH PaBHMHE MpaBaua / Haja3e napoBM MNpaBLUd Te IVIOXE,
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T.j. mpaBleM ! MOXEMO IIOCTaBHTH Ha Ty IJIOXY 4YE€THPH TaHCEHIH-
janHe paBHuHE. Buajeam cMO0, 1a €€ y THM TaHTCHIMjaJHUM paBHH-
HaMa npecjedHa yymwoOcCjeuHuria pacnaja y JABa IpaBLa, Paiu Hacranie
JIBOCTpyKe Touxe. Pasymuje ce camo no ce6u, Jna OBAaKBE TAaHTEH-
nMjanHe pABHMHE, KAao M JABOCTPYKe TOYKE nJOXe, MOry OGHTH HIH
peasHe, WM HMArdHapHe, a y TOM CJaydajy JA00HBAMO HMATHHApHE
npaBLe npse, OJHOCHO ApPyre BpCTE.

Ha Taj cMo HaumH 3anpaBo OTKpuaM cBuUX 27 mnpasama Hame
onhe nnoxe 3. pena, jep je mpasal f Y4eTBOPO3HAYAH, IHEra CHjeKy
YeTHpU Napa NBO3HAUHMX NpABANA, DOK Cy NMpasan [ W MapoBW mpa-
Balla KOju npoJase ToukamMa S, A u B jenHosHauynu. [aknxe,

444 .2.247=27.

OpabupameM pa3HUX N0J0XKaja 3a Touke S, A u B, Ka0 4 M0J0-
Kaja ¥ 0o6auKa 9yHOCjeYHHdlle c, KOja MOXe OMTM M HMaruHapHa,
no6unu OM pasHe BapujanTe onhux ma0xa 3. peia C IBHj€ HJM BHIUE
IBOCTPYKHMX TOYaKa, OJ KOjHX IBHje MOT'y OGHTH DeaJHe HJIH HMaru-
napie. OBe he JBOCTPyKke TOuKe OHTH 3aNpaBO TaKBe, y. KAKBMMA
npasay ! cujede 4ymhOCjedHHIy C.

Jame HelieMo OBako J06UBEHE NJIOXe pa3marpard nocse omheHo,
Hero hemMo €€ OTpaHMYMTH CAMO Ha jeJaH HUXOB [HO, 4 TO OHAj KOjH
CMO CNOMEHYJH Yy YBONY.

2. Ysmumo, na cy Touke A, B u S OneT no BOJbH CMjeLITEHE Y
IIPOCTOPY, aJ¥ HAMjeCTO PEeAJHE KOHAYHE YYILOCj€dHHLe ¢ Y3MHMO
caJa HEM3MjepHO JaJleKy amcoJyTHY uYyHOCjeuHHIy npocropa. Ham
JocaJlambi CBeXamw IIoXa 2. pela NpeIIao je THME y CBeXaw KyraJga,
oxpeheH y xoHauHocTH Toukama A, B. PaBuuna p 6ur he cumerpanua
paBHHHa AyxuHe ADB, a meHa CjelMIUTa Ca 3pakaMa CHOma Touke S
O6uT he MNOJOBM HEU3Mj€DHO JajeKe M[0J4pHE paBHHHE 0O3UpOM Ha
njgoxe 2. pela, Koje npoJiase ancoJyTHOM uymocjeunuiiom. Kmamo
JaKjie Kyrje W HhbUXOBa cpejdmitTa. BuAuMO npema ToMe, aKO HMaMo
CBeXamw Kyrajaa onpehen nBjema Toukama A, B, ma CpeAuuTe CBakKe
OBE KyIJi€ CHOjHMO C MCTOM TOUKOM S y NPOCTOPY M TOM CIOjHHIIOM
npo6oxemo, Ty Kyriay, Taj CBa TakBa NpPOOGOJHMIUTA uuHE Heky omnhy
mioxy 3. pena, Koja npo/aasy ancoayTHOM uymwocjeununom. OcuM Tora
3HaJeMo, Ha TeMe/by pasmarpama y Tou. 1., ma cy touke A, B u S
Ha TOj IJIOXM, Kao ¥ TO, Aa je TOUKa S BPX TAHTEHLHMJaJTHOT croluma 2.
peAa OBe IJIOXEe AYXK AalcodyTHE 4YymhOocjeyHdie Ha Toj maoxu. Osa
3aHUMHUBA OCOOHMHA TaKBe€ IJIOXE€ Ka)Xe HaM JAPYrHM pujeunmMa, xa he
CBAKM H€H DaBHHHCKM MpecjeKk Kpo3 TOuKy S OHTH HE caMO LHPKY-
7AapaH, Hero he MMaTd y TOj TOYKHM M CBOj YeTBOPOCTPYKH (OKyC.
Y TOj ce HauMe TOYKM CHjeKy HMAardHapHe TaHI€HTE THX NPECjeYHHX
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KPHBY/bd [MOCT4B/bEHE Y HUXOBUM alCONyTHUM Toukama. O3HauuMO
0BaKo no6uBeHy mioxy 3. pexa ¢ P. CBH PaBHHHCKH Mpecjeld IJI0Xe
P kpo3 Touky S 6uru he npema ToMe uaM crpodoumane, Han o6uuHe
crpodonie, a C OBOM TOUKOM KaO 4eTBEPOCTPyKuM (oxycem.

Yamumo ToukoM S jeIHY TaKBY PABHUHY M MPECjelluMO HOM
CHMEeTPAaJHy PaBHUHY p Tovaka A, B y npasuy s. Kyrne Hawer cBexma,
KOjuMa Cy CpeJMINTa Ha NpaBIly S, YMHE MNPaMeH Kyraza, Koje Ipo-
Ja3e OHOM KDYXHUIIOM TO4Yaka A, B, K0joj je cpeiuiure Ha npasily
s, IIOK jOj je paBHuWHA Ha Taj mpaBall oxomuTa, PapHuHA (Ss) cujeue
Taj npamMed Kyraia y NpameHy KPYKHHIA, 4dja Cy CpPeIuIuTa Ha
npasly s. 3pake TOYke S, KOje Ipo/a3e OBUM CPEAHMIUTEM Ha MpaBlly
s, CHjeKy NPHAPYMXKEHE KpYXKHHIE HABENEHOr IpaMeHa y TOuYKama
crpodounane [4]. To Bpujenu 3a cBaKy paBHMHY TOuKe S, a mpema TOMe
oJaBJie M3/1a3H, na ce nioxa P cacroju u3 ABa aujena. Touka S Hamasn
ce Ha OBaJHOM [Hjeny IJIOXe, KOjU jé 4YMTaB y KOHAYHOCTH.

OnaGepuMO cajfia y HameM CBeXHY OHAj NPaMeH Kyraaa, Koje
nponase rtoukama A, B wu S. Cpeaumira THX Kyrajia Hajlase ce Ha
OHOM TNpaBLy PABHHHE O, KOjH jé OKOMHT Ha paBHMHM Todaka A, B, S
¥ NPOJa3u CPeIUIITeM KPYXKHHIE OBMX TOYaka. PaBHuHa oBOr npaBsua
u Touke S cHjeue NPUNATHW NPAMEH Kyrana y [PaMeHy KpPY»XKHHUMA,
Koje npoJase Toukom S. IlpousBoJ OBOr NpameHa KPYXHHIA W TPH-
IpPYXKEHOTr npaMeHa 3paka TOuke S, KOjé mpoJase CPeIHIITHMA THX
KPYIKHHUIA, pacnaja ce OBjje y npasal [ u TOYKYy S, OJHOCHO y NpaBan
[ m map M30TPONHMX NOpaBalid, KOjH C€ CHjeKy y TOY4KH S, Kao LITO
ce TO MOXe 33aK/bYUHTH Ha TeMe/by HALUMX DPa3MaTpama y Tod. L.
To je naume oHaj map npasaua niaoxe P, xoju nposase Toukom S, a
CHjeKy alCOAyTHY dymwocjeununy. Bmaummo, makse, da je Touxka S
KPyXHa Touka Hame ocobure mioxe P. [lpasau / Hanasd ce MCNOX
paBHMHE P, YIa/b€H OJ H€ HCTO TONMKO KOMMKO W TOUKa S u3Haj Te
paBuude. Bynyhu na cy Hamwm u cHon spaka (S) u cBexaw Kyrana,
K40 ¥ IMUXOBA NPOjeKTHBHA NMPUIPYKEHOCT, CAMETPUYHH 003MPOM Ha
paBHuHy Touaka A, B, S, TO Mopa u Hama cTpodouiansa mioxa P
6uTH cMMETPHUHA Ha Ty pasuudy. OBa cumerpaiHa pasuuHa (A, B, S)
cujeue mioxy P y cTpodousany, Kojy hemo 3BaTH CHMETPAIHOM CTPO-
dounanom te miaoxe. Cjenumrem L npaBua [ ¢ OBOM CHMETPaIHOM
cTpoouMKaIOM MpOJa3u acuMmntora a ose crpodongane [7; crp. 38|
ITpasuem / MOXKeMO MpeMa TOME MOCTABUTH jOII TPU TAaHT€HIMjalHEe DaB-
HUHE Hale cTPo(oOUIanHe MJIOXe, OCHM OHe y Tauku S. J[Buje Ox Tux
pasuuHa taurupar he nnoxy Py raukama A, B, a Tpeha y Heusmjep-
nocru.) Byayhu jna cy cBu paBHuUHCKM npecjenu nioxe P uupky/aphu,

1) Jep ToukoMm L TpPONa3M ACHMOTOTA CHMETPaiHE CTpodounane.
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CujeKy paBHUHE npasua /[ OBy MIOXY Y KpyXHULAMA. Y paBuuHama (IA) u
(IB) pacnaja ce Ta KPyXHHIA y Nap HM30TPONHAX Npasana, Koju ce
cujeky y touxama A, B, a npema TOMe Cy M T€ TOUKE KPyxHE TOUKE
Hawe crpodpounanue naoxe P. Bumjeau cmo y tou. 1., na ce npecjeqde
uyhOCjeuHnile ¢ PaBHMHAMA NPaBLa [y TPH HErOBE PaBHHHE, U TO (I1A),
(IB) n (IS), pacnamajy y ABa npasua, IOK y yeTBpToj (I/f) TakBa 1IBa
npaBlia najgajy CKkyna y npasail f. Y HameM CHelHjaHOM cayuajy cy
J0 caja TP CIOMEHYTa M30TPONHA Mapa npaBalla OHA TpHW Napa, y
Ma/J0 IpHje HABeJEHEe NpBe TPH pPaBHHHE.

[lo3uara je uumbEHHLA, 1a je KOA cTpodonsane acuMnToTa jeHaKO
yAa/beHa O CHMETpaje npaMeHa KDYIKHHIA W3 KOjer Ta KDHUBY/bA
HacTaje, K40 M TO, Aa@ C€ IEH YeTBOPOCTPYKH (HOKYyC HAJNA3H Ha 10j.
OjaBiae JUPEKTHO M3Ja3d Aa je PaBHMHA o NpaBUa [ K aCHMATOTA @
aCHMNTOTCKA paBHWHA Hame miaoxe P. Jlpyrum pujeyuma TO 3HAYH,
Ja paBHMHA « AuDA YK HEH3MjePHO JANeKOr npasua cTpodouianHy
naoxy P. HeusmjepHo manexu mpasay ¢ nioxe P je nmpema TOME HeH
yeTBEPO3HAUAH MPaBall, a TO CMO Beh OTKpuaM 3a mpaBall !y KOHAY-
HOCTH Ha maoxama y To4. 1. OBuM CMO Hajga/b€ OTKPHUIM H CBA TPH
moryha peanna npasna Ha TOj mioxu. OBa uMIbEHUIE, A crpogo-
uaajaHa mioxa P uMa y HEHW3MjepHOCTH ueTBepO3HAuaH Mpasall, AyX
KOjer jy Tasrupa camMo DaBHMHA o, Ka3yje HaM Hajabe€ TO, Ad Cy CBH
paBHMHCKH npecjenn maoxe P, Koju €y yCnopeaHu ¢ aCHMOTOTCKOM
paBHHHOM «, Takohep Kpyxuume. CBe OBAKBE KPYKHHIE Cy 4yibO-
cjeunune, Koje npojase CjeluIITEMA aNCONYTHE YyHOCjeUHULE U HEU3-
MjepHO IaJeKOr YeTBePO3HAUHOT NPABLA, KA0 LITO CMO y OCTAJIOM H
To Beh BUAjeIM HA PeaTHHM M KOHAUHMM JMjeTOBHMA AHAJOTHUX JI0XA
y Tou. 1. Osa cy 7Ba CjeNHMIITA HA ANCOJYTHO] 4yHOCjeYHHIH, KA0 WITO
3HAZEMO, MMAaruHapHe HeHU3MjepHO JajeKe JABOCTPYKe TOYKE Haue
crpodouante naoxe P. Bynyhu ja noctoje ueTHpi TaHIeHLujanHe
paBHHHe MioXxe P, Koje cy ycrnopeane ¢ aCHMOTOTCKOM PABHMHOM «, @
KOje paj| CAMETpHje TAHIMPajy Ty NJIOXY HA CHMETPAIHO] crpodounnany,
u3Ja34, 1d M10Xxa P uma Jabibe YeTHPH KPyXKHE TOuKe y CBOjOj
cumerpasnoj pasHunu. OBa Cy 4Y€TUpPHW Napa M30TPONHMX [paBaua
Hame CTPO(OMAANHE NJIOXe HEeHM MO3HATH NBO3HAYHM MpPABIM, KOjU
Nposase HbEeHUM MMArMHADHUM JBOCTPYKHM TOUYKaMa, HA E€HOM HEHU3-
MjepHO JaJeKOM YeTBEPO3HAYHOM MpABHY.

CBe pe3yJiTaTe HAlIMX AOCAJAUIUX PA3MATParba 00YXBAaTHT hemo
caJla OBAKBHUM CTaBKOM:

a) Cimpogouganne noxe 3. peaa, Koje Hacllajy KGO OPOUSBOJ
cBedca Kyrana JBujy movaka A, B u cnolla 3para Hexe Hiouke S, roje
fiponase cpepuwmuma WuX KYraid, cumemlpudna je 003UpoM HA PABHUHY
(A, B, S), uma acumimolmcKky paBHuHy U OpOA3U ALCONYHIHOM HYHO-
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cjeunuyom, Aydc Koje jy Mmanrupa cliodcay c Bpxom y mosku S. Y
CUMeIpanHoj PABHUHL uMa Ta Ga0xa cexam kpyxcuux [Modaxa, y koje
ce yOpajajy u mouke A, B, S.

Bunjenu cmo crnpujena, na CBE€ paBHHHE TOUKE S CHjeKy MIOXY
P y crpopounanama, xojuma je Touka S ueTBepocTpyku ¢okyc. Cpaxa
paBHAHA TOYKe S CHjeue HEH3MjE€DHO JaJeKy pDaBHUHY anco/yTHe
4ymOCjeuHuile y jeJHOM npaBly, a by caMo y aBuje Touke. Cpe
PaBHUHE OBOr HEM3Mj€PHO JAa/NeKOr MPaBlia YMHE y KOHAYHOCTH CBE3AaK
ycnopennux pasnuHa. [lpecjeusne kpuByJbe Hame IJIOXe C PaBHAMA
OBaKBOT CBecka uMaT he cBoje uerBepocTpyke Gokyce Ha jemHO]
3ajeJIHAYKO] OKOMHIIHY, jep CaMO TaKBa NPOJIa3H [IOJIOM OHOT HEU3MjePHO
IANEeKor npasna 063MPOM Ha afCcOJYTHY YyHhOCjeuHuIly, a npecjeusuna
je wuMaruHapHOr napa TaHreHLHMjaNHHX PaBHMHA maoxe P y tum cje-
[UINTAMA HA ancoJyTHO] uymocjeunund, byayhu na y cBakom oBakBom
CBECKY YyCMNOPeNHHMX D4BHHMHA j€JHA MPOJA3KM U TOYKOM S, a Ta TOUKA
je Beh y ToM caydajy yeTBepocTpyku (OKyC, TO 32 Halmy NJIOXY BpH-
jemd ¥ oBaj cTaBak:

b) Yemisepocpyru ¢hokyc cBawor paBHunckor pecjexa ciipogo-
upaane naoxe P Hanasu ce y oxwomulioj Opojexyuju Moure S wa [y
PaBHUHY.

M3 oBora cTaBKka 0JMax NpPOH3Ja3€ H OBU Ja/bbM CTABIH:

c) Cujevemo au ciipogounanny iinoxy P pasuunama nexor ipasya,
mWay ce yellBepoCHpyku (horycu oBuX [pecjedHux KpUBYJbQ HAAA3E HA
Epyxcuuyu, koja dponasu mourom S u cujede oxomullio Maj GpaBay y
aujamelipaanoj mwouru S.

d) CBe paBnune cnoila paBHuna Heke [0 BOMbU Ojalpane Mouke
cujexy ciipogpounanny dnoxy Py mpusymwama, wojux ce weliBepocmipyru
gorycu nanaide Ha kyrau, koja Opoaa3u BPXOM TOr CHOLa u TOYKOM S
maro, fa cy Me JABuje Moyrxe jujamelipanne wa Moj Kyrai.

HaBenenu cTaBuM H3pU4y HaM OYHTY aHAJOTHjy cTpodouraiHe
nnoxe P ¢ kyraom. Ha Teme/by 0BuX H0CaAalmHX CTABaKa MOXEMO O
HamkM cTpodonzaiHuM mioxama u3pehu jom M OBE craBke:

e) Mehy Opecjeunum kpuBysama ciipogougarne iroxe P ¢ pasuu-
HAMG HeKOr c¢Becka [apafefHuXx pAaBHUHA HAJA3€ Ce, OCUM OHe KPO3
moury S, jow jBuje ciipoghoupane. Mehy paBHUMA HeKOr KOHAYHOT
GpaBya Hanaasde ce ciipogpoupane y Tpu uau jegHoj TaKBOj PABHUHLL,

ocuM OHe Koja upoaasu mo4KoM S.

f) Mehy paBrunama uere [0 Bomu oxabpane WOYKe HAAA3U UX Ce
oo!, roje cmipogpoupaany anoxy P cujexy y c@ipogpoupanama, kojux ce
yelliBepoclipyrku hokycu Haaa3e HA Hekoj hpoclopHoj yurauku 4. pena
Ha moj unoxu.
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[locneawa nBa craBka nNpou3/nase NUPEKTHO OJXATAE, IUTO CBAKH
mpaBan TOYKe S Cujede Ty IVIOXY Yy jOII JBHj€ TOUKE, a CBAKA KPY K-
HALA, KOja MpOJa3W TOYKOM S, cujede jy y jomr Aabie TPH TOYKE.
Haname cBaxka Kyraa npojaupe OBaKBY IUIOXY 3. peia y NPOCTOPHO]
kpuBysbH 4. pena, jep ob6je Beh HMajy 3ajeIHHUKY anCONyTHY UYYHO-
CjeyHHLY. ‘

HymocjeuHulla ¢, BPXOBa CBHX CTOXAalld YHYTap HAalUer CBeXihd
Kyrana je uMardHapHa KDYJXKHHIA y CHMETPaJHO] PaBHHHM TOdYaka A,
B. Byayhu npa cy npecjenn crpodousanie mioxe P, ¢ paBHMHAMa
YCHOOPEJIHUM C H-€HOM ACHMITOTCKOM DaBHMHOM, KPYIXKHHLE, MOXe ce
Ha TeMesby CTaBka b) BDPJO JaKO 3amasuTH, Aa he cBH npecjeuu pas-
HuHA crojuuina AB Gutu crpodoumane, kojux he ce yeTBepOCTPYKM
¢oKycx HanasuTH Ha KPyKHHLM IJIOXe P KOja mpoJasu TOUKoM S, a
paBHHHA jOj jé OKOMHMTa Ha TOj CIIOjHHLH.

Csaka onha aBozxjensa maoxa 3. pella MMa TPH peanHa Mpaslia
a4 OCHM DaBHHHE OBMX TPHjy DEAaNHHX NpPaBal@ MMa OHA jOLI ABAaHAeCT
PEaJHAX pABHHHA KOj€ MPOJa3e THM NpaBHuMa (CBAKMM [0 YETHPH),
a xoje mupajy Ty naoxy (Cremona L. [1; crp. 214]). OBux nBanaect
paBHHHA Beh je npouaheHo xox HamWMX CTPOQOHUTATHHX I10Xa AKO Ce
y3Me€ Ha 3Hame, Ja JiBa pea/ida NpaBlida y HEW3MjePHOCTH NaAajy CKymna,
a npemMa TOME€ W JBHj€ TAHlE€HIMjaJHE paBHHHE KOje HUMa MpoJase.
Hpyrum pujednma, CBE YeTUPU TaHTEHIMjaTHE paBHHHE muroxe P, ycmo-
penHe ¢ acHMNOTOTCKOM PABHUHOM, Cy ABO3HauHe. Buaumo npema rome,
" na je nama crpodougansa maoxa P onha naoxa 3. pema V. spcre
[2; § 2 cTp. 17].

[Tocraumo 1w HEKY Kyray Tako, A2 jOj Ce CpPeNMIuTE HAMA3H
y TOYKM S, OHHa Ta Kyraa Jaupa Hamy miaoxy P nyx ancomyThe
YyHOCjeyHHIle, jep NyX e 00a Ta Tujena UMajy 3ajeIHMUYKd TaHre-
uujanad croxal. [Ipogop ose Kyr/ie ¢ HamoM MJIOXOM Cacroju ce
JaKJae Hu3 JABOCTPYyKe afCOAyTHE UYHHOCjedHHIE H jOLU je/He peajHe
WM AMaruHapie xkpyxuune. CBaka Kyrsia cpeiumra S npoaupe Hauy
MIOXY y jeHOj KPYXXKHUUHK, KOje pABHHHA CHjedye Ty IVIOXY Y jOl
jeanom mpasuy. Byayhu Za y KOHa4HOCTM MMa Ta IJ10Xa Camo jejaH
peasnad npasal, 4 TO /, TO je€ OH OC TOra npaMeHa paBHHHA. BUIUMO,
AaKJe, 1a Hala NJI0Xa MOXe HACTATH M K0 NPOU3BOJL NpaMeHa PaBHHHA
¥ [paMeHa KOHIEHTPHYHHUX KyraJa.

OnaGepemo au BpX S CHONA 3paka Herjje Ha CHOjHHMIM TOYAKA
A, B, crpogpounanna nroxa P mocrar he poranuona. [Ipasan / oTuhu
he y oBom cayuajy rtakohjep y Hemsmjepnocr, aakie he mioxa P
MMaTd HEU3MJEPHO JaNeKkd MH(JIeKCHOHH MpaBall, & CBU I[IPecjeuu
Kpo3 104Ky § Our he ycnpasHe crpodouze.

3. llpernocraBumo cama, pa Touxe A, B maaHy ckyma y HEKY
To4ky D. Ilpoussoj oBaKBOI CBeXIba Kyraja €a CHONOM 3paka Heke
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TOUKE S, NPOjeKTHUBHO NPHADPYXKEHH HA CIPHje€Aa ONHUCAHM HAYMH, OUT
ke crpodoupanna miaoxa ¢ ABOCTPYKOM TOYKOM y Touxku D. PaBuuna
© MNpoJna3d caja TOM TOYKOM, pasyMuje c€ OKOMHTO Ha 3ajeJHHUUKY
TAaHFEHTY 0 CBHX KYra/Ja Haller CBeXia (0= 0C CBEeXHa), a KPYKHHUILIA
¢, OBaKBe ILUIOX€ y TOj pPaBHHHHM pacnaja ce y nap U30TPOMHHUX IIpa-
Bala touxke D.
' Ocum Beh cnpujena crnoMeHyTux oco6uHa, umart he crpodou-
Jaasa mioxa P oBakBor o6sMKa joml u HEKE Jpyre, jep paBHHHE
cBecKa caojuune SD, K20 U DABHUHE OCH O CBEXIhd Kyrana, CHjeKy
Ty MIOXy y cTpodounmzama.

3nazemMo U3 pasMaTpama u3 To4. 2., 1a Cé 4eTBEPOCTPYKH POKyCH
CBUX PaBHHUHCKHX Npecjeka CTpo(OHIATHUX NJ10Xa Ha/Na3e HA OKOMHUTO]
npojexudju TOuke S Ha paBHHHe THX npecjexka. Onasie MmeljyTum
u3nas3y, na he TOYKOM S NpPOJA3HUTH CBE3aK PaBHHHA, KOj€ OBaKBY
IIOXy CcHjexy y crpodounama, T. j. PaBHMHE cnojuuune SD, jep cae
PaBHHHE JBOCTPYKE€ TOHYKE CHj€Ky OBAaKBY CTPOQOHAANHY NJIOXY Yy
NMPKYNaDHAM KDHBY/baMa poxa Hyartora. M3 cnpmjena um3peaeHor
u31a34, na he uerBepocTpyku (OKYCH CBHX OBAKBHX Npecjeka GHUTH
Ha HEKOj KyIJH, Kojoj je myxuna SD npomjep. [locraBumo Jau npasuem
I n xBOCTpyKOM TOYKOM D paBHHHY, TaZA je Ta PABHHHA OKOMHTA Ha
cnojuuud SD, a cujeue HAwa MIOXy Yy npaBuy /[ 4 nmapy HU30TPOMHUX
npaBalla. Hama, mano mnpuje cnomeHnyTa, Kyrja Aupa OBY DaBHHUHY,
Jakie cujeye IIOXy P y KpuBy/bM KOja ceé cacTOju M3 OBOra napa
HW30TPONHUX NPaBalla, U3 ANCOJNYTHE YYHOCjEUHHUIE U jOII jefHe KDY X-
uulle. CBe paBHHHE 3ajeIHHYKE TAHTEHTE 0 CBHX Kyraja Haller CBEXibha
MOXEMO CMaTpaTH OHHMM KyrjamMa TOI CBEXHa, KOje uMajy Gecko-
HayHo ayru noaymjep. Cee Touxe miaoxe P, Koje Cy Ha OBHM ,KYy-
rrama“, Jlexke Ha HEH3MjepHO JaJeKOM MNPaBIly M HEKOj KPYKHULY,
KOja npeMa OHOME OJ NMpHje MpoJa3W TOYKOM S H CHjeue 3ajeAHMYKY
TaHreHTy CBEXHAa OKOMHTO y AujameTpanHoj Touku Touke S. OBO y
ocrajoM Bpujenu 3a cBa Tpu o6amka miaoxa P. Ha tememy mocana-
hUX pa3Marpama MOXKEMO O0coOHHe CTPO(OMNAJIHHX NJI0Xa OBAKBOT
06/MKa CKYNUTH Y OBaKBY CTaBKY:

Yempepocmpyru ¢horxycu pasHunckux ipecjexa cmipogouganne aroxe
3. peaa ¢ aBoclipyrkom [MOYKOM, KOjuX paBHuHe fpoaase MOM WOYKOM,
Jexce HA Kyrau, Kojoj je Ipomjep yaabavocl aBociipyxe mouke D o
Bpxa S umarunapror Mmaurenyujannor clowya e Onoxe ayxc aico-
ayline 4ywocjeunuye. Yuymap oBux oo% yupkyaapHux KpuByba 3. pejia
pojia Hyaliora docllioju oo' cilipoghouya, Koje aexce y paBruxama ciojuuye
SD u y paBHUHGMA OCU O CBeJXCHa Kyraia u3 kojux Ma Zn0xa Hacliaje.
Ipecjeyu paBnunama GpBor csecka umajy cBoje veliBepocTipyre ¢horyce
y mouku S, a @pecjeyu paBHuUHAMG JpYyrora cBecka umajy me oryce
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Ha Epyxchuyu Koja Oponas3u mMoukom S, a Kojy oc CBeXxcwa kyraaa
cujeye OKOMUITO y Jujamelipantoj mouxu moyrxe S.

[To3nara je unmbEHUIA, fa je CBaKa VHUKYP3a/Ha IHPKYJ/JIapHA KPH-
By/ba 3. pejJa HOXHWIIHA KpuByJba napabouse [7; crp. 25]. Crpodouna
j€ HOXHINHA KpUBYyJ/ba mapabone, K0joj je (hOKyC Ha CMOjHHLIM YeTBe-
pocTpykor ¢oxyca M JBOCTPYKE TOUKE TaKO, Ja 4YeTBEPOCTPYKH
doxyc pacnosasma ynameHocT usmehy dokyca te napaGose u ABO-
CTpyKe Touke cTpodounae. PaBnanuna ope mapabone je ycrnoperHMIa
C acHMNTOTOM CTPOQOHIE NOBYyYE€HA IHEHOM JBOCTPYKOM TOYKOM.

Kazang cMO Mano npuje, Aa cy npecjen Hame cTpodupasHe
IIOXe C PABHAHAMA OCH 0 CBeXIa Kyraia came crpodoune, ngﬂx
ce yeTBepPOCTPYKH DOKYCH Ha KPYKHHIM, KOja A€ TOYKOM S M cujeue
0C 0 CBeXHa Kyraia OKOMHTO Y JHjaMeTpajHOj TOYKH TOukKe S.
TlocraBumo cajna Touxky F na cnojuuuu DS Tako, Aa TOuka S pacno-
aaepa ayxuHy FD. Touxkom F mocTtaBuMO cajxa APYyry KPYyXHuly,
KOja CHOMEHYTYy OC 0 CBEXIbA Kyrana CHjede HCTO Kao IpBa KPyx-
HUL@A, Koja uae Toukom S. CBaka paBHMHA OCH 0 CHMjede Hamy CTpO-
¢doumanny mioxy y crpodounid, K0joj je cjenuure ¢ npBOM ONKCAHOM
KDYXHKIIOM 1beH YETBEPOCTPYKH (OKYC, JOK je CjelyiuTe ¢ APYyrom
KPYXHULOM (OKyC napaboue, K0joj je mpecjeyna cTpodOuLa HOKHILHA
KpuByJba, 3a ABOCTPYKY TOYKYy D Kao noJa. PaBhajuue THX napa6oJsa
Hajiaze Ce y paBHUHM P ABOCTPyKe TOuyke [D. 3aMHCAMMO caja Ha
CBAKOj DAaBHUHM OBAKBOI MNPECjeKa KPO3 OC O MOCTAB/bEHE OKOMHTE
paBHHHE, KOje TaHrupajy oHe mapaboje y TUM DaBHHHAMA, KOjUX CY
HOXHMIIHE KPHUBYJ/b€ 1HUXOBH mpecjeuu ¢ naoxom P. Cse paBHuHe
OB4KO MOCTAB/LEHE TAaHTE€HTaMa TakBe napaboJie yuHe HeKH napabo-
JAMYaH Ba/baK, KOju he OUTH jeIHAaK CBUM OCTAJMM TAaKBMM Ba/bIUMA
jep ¢y nocse jenHake napa6oae u3 KOjux OHM Hactajy. Te cy nmapa-
GoJie jeaHake 3aTo, WITO MM je cBMMa (OKYC OJ paBHAMHIE j€IHAKO
Nan€Ko. Jep CcBM OBH YCUPaBHH Ba/bUi TAHTHPAjy ILyXK CBOjUX Tje-
MEHAX HU3BOJHHIA MCTYy PaBHHMHY, 4 TE€ TjeMEHE H3BOJHHUIE NPOJa3e
jelHOM TOYKOM OKOMMTO HCNIOA TOuKe F (OKOMHTO 063UPOM Ha paB-
HUHY p), TO CBM OBHM NapabOJHUHH Ba/bllM OMaTajy POTAIMOHH mapa-
6oa0oua. Oc rTora napa6osousa nposaasd TOYKOM F OKOMHTO H4 paB-
HAHY p. Y DaBHHHM p HAJNA3€ C€ CBe pPaBHAJHMIE, a Y Touku F okycu
CBMX OCHHMX mpecjeka oBor mnapa6osouna. Ha Tememy oBuX pasma-
Tpatba MOXEeMO OBakBY crpodoujanny mioxy 3. peaa aeduHupatu u
HAa OBaj HAYHMH:

Cipogpounanna Troxa 3. peaa ¢ ABOCHPYKOM MHOYKOM je HONICUUHA
#aoxa pomlayuoxor HAPaGOROUAA, AK0 [HOA JeXcU y PABHUHU DABHAIUYA
ocHux ipecjexa mora fapabonouja.
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Ha oBaxBoj cTpo(horIaIHOj JIOXHK 3. pela ¢ JBOCTPYKOM TOUKOM
MOCTOj€ CaMO TPH KPYXKHE TOUKE, ONET Y 1HhE€HOj CHMETPATHO] PABHHHH.

4. Yamumo caza, Aa cy Touke A, B Ha OCH 0 HAWIET CBEXIba
Kyrana mmaruHapre. [Ipou3Boa OBOr cBeXHa Kyrana H CHOMa 3paka
TOYKE S, MPOjeKTHBHO IMPHAPYKEHHX Ha ClHpUjeda ONHCAHU HAUMH,
6uT he y oBome cayuajy jeasoxjeana onha naoxa 3. pexa. OBy mioxy
MOXEMO B3aMMCIWTH Ja j€ HACTana Pas/BajameM OHE C ABOCTPYKOM
TOYKOM, dKQ. C€ OHa PACKUHYJa Yy JBOCTPYKOj TOYKH y CMHCAY jeIHO-
anomxor xunep6oaounga|2;§2]. Byayhn na u3 Touke L, u HEUsMjepHo
Janexke TOYKe, MOXEMO Ha CHMETPAJHY KPHUBY/bY OBE IJIOXE MOCTa-
BHTH YeTHDH DeajiHe TAaHreHTe, Mehy Kojuma ce Haznasuw ¥ acHMOToTa
Teé KpHByJbe, BuauMo aa he oBakBa crpodoupanHa mioxa 3. pena
HUMAaTH CaMO TPH KpYyXKHe TOodKe, y Koje ce y6paja u touka S. Tan-
reHllkjaZiHe pPaBHMHE OBE MJOXE, KOj€é npoJa3e TOYKOM S, omartajy
NO3HATH WMATHUHADAH TAHTEHLHMjAJHM CTOXAL MY AHCOJYTHE UYHO--
CjeuHuIle ¥ DeaJaH TAHIEeHNMjaJHM CTOXKAL AYX KDPYXKHHIE ¢, OBe
NJIOXE y PaBHUHY P.

3HaxemMo, Ja CBE paBHUHE TOYKe S CHjeKy OBy MJOXYy Yy CTpO-
(dowujanama, 0JHOCHO cTpodounama. [TocTaBUMO M TOUKOM S PaBHUHE,.
KOj€ TAHTHPAjy KPYXKHUIY ¢, y DABHHHU p, TaJd OBE DIBHUHE HE CAMO
TaHrUpajy OBy MJOXYy, HEro je u cujeky y crpodounama, jep Tu
npecjenu uMmajy ABOCTPYKY Touky, OpaBie M3/1a3u CTaBak:

Toukom S jeanojgjenne chmpogoupanne daoxe 3. peja dponrasu oc’
paBHUHA, KOje oMmamiajy ciioxcay 2. peja, a cujexy 0By HA0Xy y cilipo-
gounama ¢ welipepocipykum Gorycom y oj Touku, AOK Cy UM ABO-
clipyie Mo4Ke HA jeAHO|] KPYICHUYL.

[TopyuyemMo Ju KOJ OBE MJOXE AHAJOTH|Y C HALIKUM PA3MATPALUMA
y To4. l., BHAuMO oJMax, Ja Ib€He JBuj€ TAHrEeHIHjaJHE PaBHUHE
npasna / 00CTajy HMMarddapHe, pajgu uMMardHapHoctd Ttouaxka A, B.
[lpaBuu nsoxe y THUM paBHMHAMA Cy NPEMa TOME MMarMHapHH NpaBlM
gpyre Bpcre. McTro cy Tako MMaruHapHe W JBUje TAHreHIMjajHe ABO-
3HAUHE D2BHUHE HEU3MjepPHO AAaNeKOr YeTBEPO3HAYHOT NPABLA, Y KOjuMa
ce HaJjasde Ja/blbd MMAaTMHADHM [PAaBlM ADYre BPCTE HA HAIIO] IJIOXH,.
W TO J1BO3Ha4yHd. BuAaumo, makae, J1a je oBa mJaoxa y HCTHHM onha
niaoxa 3. pejpa ¢ TpU peanHa npasna, 4 To IV. Bpcre, T. j. jeAHOXjENHA.

Crpodouganna naoxa oBOor 06JMKA, KA0 W OHE [0 Cajna crome-
HyTe, 6urT he poTainuoHa, ako Touky S omabepemo Ha peanHoj cmoj-
HHUIM UMArMHAPHUX Touaxka A, B.

5. Ha kpajy hemo oOGHOBATH jowl jefHY UHIEHHIYy, W3BEAEHY
y OBOj paAib, KOja je y Be3u C pasHoaumkomhy o6auka onhux niaoxa:
3. pena. Konx ussohema cBux o6anka takBux mjoxa noaasu F. Klein
oz nossare onhe mioxe 3. peaa ¢ ueTHPH ABOCTPyKe Touke. Pazjppa-
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jameM THX [II0Xa y ABOCTYKHM TOYKAMA y CMHCJIY jeXHONJIOLIHOT
¥ JBOIVIOIIHOT Xxunep6oJouna, A0O6HBAa OH CBMUX NE€T BpcTa omhux
nnoxa 3. pefa Ge3 CHHIY/NapUTeTa, KOje Ce y IVIABHOM DAa3JHKYjy
Yy Gpojy M BpCTH HHXOBMX MMarMHapHux npapama. UetBpra W nera
BpCTa THX NJI0Xa MMa CaMO TPH peajHa NpaBla, XOK Cy OCTAJaH MMa-
TUMHApDHH NpBE WKW JApyre Bpcre. [lioxe derBpre BpCTE Cy jeAHO-
JjeqHe, a OHE meTe BpCTe Cy ABoAjenHe. Bumjeam cmo, za YHyTap
OBHX JBHjy BpPCTa MMa RamuxX cTpodougansux naoxa. OBe Hame
170xe uMajy MehyTuM ABHje MMAaruHapHe ABOCTPYKE TOUKE y HEH3-
MjEPHOCTH, I/jeé UM Ce HaJa3e WM 1Ba, WJIK CBA TPH peajiHa npasua,
KOjH Cy CTerHyTH y jeaaH. UdmbeHuLa, KOjy CMO OBJje XKebeau HC-
Tahu je Ta, aa mehy onhum naoxama 3. pena IV. u V. Bpcre uma
TaKBHX, KOje WMajy nap HMardHapHuX JABOCTPYKHMX TOYaKa, jep ce TO
Ha Temedby Klein-oBux, a u ocranux pasmarpama o onfium naoxama
3. pena, He MOXe JMPEKTHO 3aK/byUHTH.
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LES SURFACES STROPHOIDALES DU 3¢ ORDRE
Par Vilko Nige

L’auteur a étudi€ et trouvé un certain nombre de propriétées
d’une espéce de surfaces du 3¢ ordre, qu’il appelle, & cause d’une
certaine analogie avec la strophoide, surfaces strophoidales du 3¢ ordre.
Les surfaces strophoidales du 2¢ ordre seraient des spheres. Les sur-
faces strophoidales du troisiéme ordre sont de surfaces du troisiéme
ordre, passant par la section conigue absolue, telles que leurs plans
tangents le long de la section conique absolue enveloppent un cone
imaginaire du second ordre. '

i, g e ey
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LES SURFACES STROPHOIDALES DU 3° ORDRE

par
V. NICE

Toul comme les courbes circulaires d'un certain ordre et genre se
distinguent entre les autres courbes de cet ordre et genre, de méme les
surfaces contenant la conique absolue sont distinguées entre les autres
~surfaces du méme ordre et ayant les mémes singularités. Entre les quadri-
ques il n’y a que la sphére qui passe par la conique absolue. Les surfaces
générales du 3° ordre embrassent plusieurs différentes formes de surfaces
passant par la conique absolue. Entre elles il y a une espéce particuliére
de telles surfaces qui se distinguent par leurs propriétés spéciales. C’est
précisément cette espece qui fait 'objet de ce travail.

Les plans tangents des surfaces de cette espéce le long de la conique
absolue enveloppeni un coéne imaginaire du 2° ordre dont le sommet réel
se trouve sur la surface méme. Nous allons voir que ces surfaces possédent
quelques propriétés caractéristiques de la sphere. La différence entre ces
surfaces et les autres qui passent par la conique absolue pourrait donc étre
comparée avec la différence entre les courbes circulaires ordinaires du
3¢ ordre et la strophoidale respectivement la strophoide ordinaire. A cause
de cette analogie avec la strophoide et la strophoidale plane ces surfaces
serront appelées surfaces strophoidales du 3° ordre.

I. Steiner, Grassmann, Majcen et d’autres géometres ont donné plusi-
eurs procédés pour obtenir les surfaces générales . du 3° ordre. R. Sturm
a montré qu'elles peuvent étre oblenues comme produit d’une gerbe de
rayons et d’'une gerbe de surfaces du 2° ordre en correspondence homo-
graphique. Nous choisissons ce méme procédé en définissant la gerbe de
quadriques a l'aide d’une conique et de deux points au lieu de 8 points
associés. Ces trois éléments définissent une gerbe spéciale de quadriques.

Publication de I'Institut Mathématique 8
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Soit donnés dans I'espace une conique ¢ et deux points A, B. Coupons
cette conique par un plan passant par les points A, B. Les points d’inter-
section K;, K, et les points A, B définissent dans ce plan un faisceau de
coniques dont chacune forme avec la conique ¢ la courbe fondamentale
du 4° ordre (dégénérée en deux coniques) d'un faisceau de surfaces du
2° ordre. Donc il y a" oc? de quadriques passant par les points A, B, K, K,
et la conique c. Il est évident que chaque plan passant par les points A, B
donnera de cette maniére les mémes oo? quadriques. Cela veut dire que
la conique ¢ et les points A,B définissent une gerbe de surfaces du
2° ordre.

Prolongeons la droite AB jusqu’au point d’infersection C avec le plan
de la conique c. Déterminons sur la droite AB le point C; de sorte que
nous ayons (A B CC,)=-1. Désignons par { la polaire du point C par
rapport a la conique c¢. Le point C etle plan p du point C, et de la polaire
t sont pdle et plan polaire des oo? quadriques de la gerbe. C’est une
propriété de cette gerbe seulement qui nous sera utile dans ce qu’il suit.

Choisissons dans I’espace un point arbitraire § comme support d’une
gerbe de droites. Le point d’intersection de chacune de ces droites soit le
pole du plan de la conique ¢ comme plan polaire par rapport a une des
quadriques de notre ‘gerbe. Nous associons a chaque droite de la gerbe (S)
la quadrique ainsi obtenue. De cette maniére nous avons €tabli une cor-
respondence homographique entre la gerbe de droites et la gerbe de
quadriques, car il est clair qu'a chaque. faisceau de 4 droites harmoniques
de Ia gerbe (S) dans un plan correspondent 4 surfaces harmoniques d’un
faisceau de surfaces dans la gerbe des quadriques (Reye).

Le produit de ces deux gerbes est une surface du.3°® ordre, car une
droite p quelconque la coupe en trois points. Soit la droite s l'intersection
du plan p et du plan passant par le point S et la droite p. Les points de
cette droite seront les podles du plan de la contique ¢ par rapport aux
surfaces d’un faisceau dans notre gerbe de quadriques. Le plan (pS) coupe
ce faisceau de surfaces en un faisceau de coniques et la gerbe de droites
(S) en un faisceau de droites. Le produit de ces faisceaux est une courbe
du 3° ordre qui coupe la droite p en trois points.

Les points S, A, B et la conique ¢ se trouvent sur cette surface gé-
nérale du 3° ordre. Chaque droite de jonction du point S et d’'un point
de la conique ¢ a sur cette conique deux points en commun avec la
surface du 3° ordre, car dans ce point cette droite touche la surface de Ia
gerbe qui lui est associ€e. Il s’ensuit que les plans tangents de la surface
du 3° ordre le long de la conique ¢ enveloppent un coéne du 2° ordre
dont le sommet se trouve sur cette surface.
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Les deux cones passant par la conique ¢ et ayant les points A, B
comme sommets se coupent dans une autre conique ¢, qui se trouve dans
le plan p. Le cone passant par la conique ¢, et ayant comme sommet le
point S touche aussi la surface du 3° ordre le long de cette conique c,,
car au point de la conique chacune des génératrices du cone a deux
points en. commun avec la surface du 3° ordre. En effet, les points de la
conique ¢; sont les sommets de tous les cones dans notre faisceau spécial
de la gerbe de quadriques. i

Par une argumentation simple nous obtenons les 27 droites réelles
ou imaginaires des surfaces du 3° ordre et aussi la paire de points doubles,
réels ou imaginaires, sur la conique c¢. Dans la suite nous nous bornons a
considérer le cas spécial de ces surfaces mentionné dans lintroduction.

II. Soit, comme auparavant, A, B, S des points arbitraires. La conique
réelle ¢ soit remplacée par la conique absolue. Notre gerbe du quadriques
devient alors une gerbe de sphéres définie par les points A, B. Le plan p
sera le plan de symétrie du segment AB; les points d’intersection de ce
plan et des droites de la gerbe (S) seront les poles du plan polaire infi-
niment éloigné par rapport aux surfaces du 2° ordre passant par la conique
absolue. Ce sont donc des sphéres et leurs centres. On en conclut: une
gerbe de sphéres étant définie par deux points A, B, les points d’inter-
section de chaque sphére et de la droite passant par un point donné S et
le centre de la sphére se trouvent sur une surface du 3° ordre passant
par la conique absolue. Selon les résultats du § I. les points A,B,S se
trouvent sur cette surface et le point S est le sommet d’'un cone tangent
du 2° ordre de la surface le long de conique absolue. Cette propriété de
la surface nous indique non seulement que chaque section plane passant
par S sera circulaire, mais aussi que le point S sera son foyer quadruple.
Toutes les sections planes de notre surface strophoidale passant par le
point S seront donc des strophoidales ou strophoides dont S est le foyer
quadruple. :

Soil la droite s I'intersection d’un tel plan passant par S et du plan
de symétrie p des points A, B. Les spheres de la gerbe dont les centres
se trouvent sur la droite s forment un faisceau de spheres. Ces spheres
contiennent le cercle passant par A, B dont le centre se trouve sur s. Le
plan de se cercle est perpendiculaire a la droite s. Le plan (Ss) coupe ce
faisceau de spheéres en un faisceau de cercles dont les centres se trouvent
sur s. Les droites passant par § et par ces centres coupent les cercles
associés dans les points d'une strophoidalé, c’est-a-dire d’une courbe
bipartite du 3° ordre. Cela est vrai pour chaque plan du point S, donc la
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surface strophoidale a deux nappes. Le point S se trouve sur la partie
ovale qui n’a pas de points & I'infini.

Considérons le faisceau de sphéres de notre gerbe passant par les
points A, B, S. Les centres de ces spheres se trouvent sur la droite du
plan p qui est perpendiculaire au plan (A4, B, S) et passe par le centre du
cercle de ces trois points. Le plan de cette droite et du point S coupe le
faisceau de sphéres associé en un faisceau de cercles passant par S. Le
produit de ce faisceau de cercles et du faisceau de droites associ€¢ du
point S dégénere donc en une droite / et le point §, respectivemment
la droite [ et une paire de droites isotropes passant par S. Le point S
et donc un ombilic de la surface strophoidale. La droite [ se trouve
d’un coté du plan p et le point S de lautre coté. Leurs distances
du plan p sont égales. Le plan (A4, B, S) est le plan de symétrie de la
surface strophoidale car il est un plan de symétrie de la gerbe de droites
et de la gerbe de spheres. Ce plan coupe la surface en une strophoidale
que nous appelons la strophoidale de symétrie de la surface. L’asymptote
a de cette strophoidale passe par le point d’intersection L de la droite /
et de la strophoidale. Il y a donc encore trois plans tangents passant par
la droite / outre celui qui touche la surface au point S. Deux de ces plans
touchent la surface aux points A, B et le troisitme a l'infini. Comme toutes
les sections de la surface sont circuldires, les plans de la droite [ coupent
la surface en cercles. Dans les plans ([A) et (IB) ce cercle dégénére en
deux droites isotropes se coupant dans A respectivement dans B. Ces deux
points sont donc aussi des ombilics.

On sait que l'asymptote de la stroptoidale et le foyer quadruple sont

a distances égales de la droite de symétrie du faisceau de cercles (géné-
rant la courbe avec un faisceau de droites). Il s’ensuit immédiatement que
le plan « de la droite / et de l'asymptote a est un plan asymptotique de
"la surface strophoidale. On conclut en outre que sur la droite infiniment
éloignée de la surface se trouvent deux droites infiniment voisines de la surface
qui se coupent. De cette maniere nous avons obtenu toutes les trois droites
réelles possibles de cette surface. Tous les plans paralleles au plan «
coupent la surface en cercles, car se sont des coniques passant par les
points d’intersection de la conique absolue et de la droite infiniment
eloignée de la surface. Comme il existe quatre plans tangents paralléles au
plan asymptotique «, la surface posséde encore quatre ombilics ddns son
plan de symétrie. Il y a donc sept ombilics qui sont tous dans le plan
de symétrie.

Nous avons vu que chaque plan du point S coupe la surface stropho-
idale en une strophoidale dont le point S est le foyer quadruple. Les
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foyers quadruples des sections de la surface strophoidale avec les plans
d’'une droite quelconque & linfini se trouvent sur une perpendiculaire
commune de ces plans, car celle-ci passe par le pdle de cette droite a
I'infini par rapport & la conique absolue. Cette perpendiculaire est la sec-
tion d’une paire de plan tangents imaginaires de la surface strophoidale
dans les points d’intersection d2 la droite a I'infini avec la conique absolue.
Comme dans chaque faisceau de plans paralléles il y en a un qui passe
par le point S et celui-ci est le foyer quadruple de la section, nous pouvons
énoncer les théorémes suivants pour la surface strophoidale:

a) Le foyer quadruple de chaque section plane de la surface stropho-
idale est la projection normale du point § sur ce plan.

Il s’ensuit aussi:

b) Les foyers quadruples des sections de la surface strophoidale avec
les plans d’une droite quelconque se trouvent sur un cercle passant par le
point S et coupant cette droite dans le point diamétral.

c) Les foyers quadruples des sections de la sufrace strophoidale avec
les plans d’un point quelconque se trouvent sur une sphere. Ce point et le
point S sont des points diamétraux de la sphere.

Ces trois théorémes mettent en relief I'analogie entre la surface
strophoidale et la sphere. Les résultats obtenus nous permettent d’ajouter
les théoremes suivante:

d) Entre les sections de la surface strophoidale avec des plans pa-
ralleles il y en a, outre celle qui passe par S, encore deux qui sont des
strophoidales. Entre les plans d’une droite quelconque il y en a, outre
celui qui passe par S, encore un ou trois qui coupent la surface stropho-
idale en strophoidales.

e) Entre les plans d’un point quelconque il y en a ool qui coupent
la surface strophoidale en strophoidales. Les foyers quadruples de ces
sections strophoidales se trouvent sur une courbe sphérique du 4¢ ordre
sur la surface strophoidale.

La conique ¢, des sommets de tous les cones dans notre gerbe de
spheres est un cercle imaginaire dans le plan de symétrie des points A, B.
Nous avons vu que les sections de la surface strophoidale paralleles au
plan asimptotique sont des cercles. A l'aide de ce fait et du théoréme a)
on conclut que toutes les sections des plans passant par les points A, B
sont des strophoidales dont les foyers quadruples se trouvent sur un cercle
de la surface. Ce cercle passe par S et son plan est perpendiculaire a la
droite AB.
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Toufe surface bipartite du 3° ordre posséde, outre le plan tangent
de ses trois droites réelles, encore 12 plans tangents contenant des paires
de droites imaginaires de la surface. Chacune des {rois droites réelles se
trouve dans quatre de ces 12 plans (Cremona). On trouve facilement ces
12 plans en tenant compte du fait que deux droites réelles a I'infini de la
surface coincident. Les quatre plans passant par cette droite 2 Iinfini
doivent donc étre comptés deux fois.

Si le point S se trouve sur la droite AB, la surface strophoidale sera
un surface de rotation. Toutes les droiles réelles seront a linfini et la
surface de rotation aura une droite d’inflexion 2 l'infini. Toutes les sections
planes menées par le point S seront des strophoides symétriques.

IIl. Supposons maintenant que les points A, B coincident avec un
seul point D. Le produit d'une telle gerbe de spheres et de la gerbe de
droites (S) sera un surface strophoidale avec le point double D. Dans ce
cas le plan p passe par le point D et le cercle ¢, dégénére dans ce plan
en une paire de droites isotropes du point D.

Outre les propriétés déja exposées la surface en aura d’autres, car
les plans de la droite SD et les plans de I'axe de la gerbe de sphéres
coupent la surfaces en strophoides.

Selon II. les foyers quadruples des sections planes de la surface sont
les projections orthogonales du point § sur le plan de la section. Il s’en-
suit que les plans de la droite SD coupent la surface en strophoides. Les
foyers quadruples des sections planes (du genre zéro) du point D se
trouvent sur une spheére dont SD est un diamétre. Le plan mené par la
droite réelle finie et le point D est perpendiculaire & la droite SD et coupe
la surface encore en une paire de droites isotropes. La sphére dont nous
venons de parler touche ce plan au point de ces droites isotropes, donc
elle coupe la surface en une courbe composée de la paire de droites iso-
tropes, de la conique absolue et d’un cercle. Tous les plans de 'axe de
la gerbe de spheéres peuvent étre considérés comme des sphéres a diametre
infini. Les points de la surface se trouvant sur de telles sphéres sont sur
la droite & linfini et sur un cercle passant par le point S et coupant Paxe
de la gerbe au point diamétral. Ce fait est en vigueur pour toutes les trois
formes de surfaces strophoidales.

On sait que toute courbe unicursale circulaire du 3° ordre est la courbe
pédale d’une parabole. La strophoide est la courbe pédale d’une parabole
dont le foyer se trouve sur la droite joignant le foyer quadruple et le
point double de la strophoide. Le foyer quadruple est au centre du foyer
de la parabole et du point double de la sirophoide. La directrice de Ia
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parabole est parallele & 'asymptote de la strophoide et passe par son
point double.

Nous avons dit que les sections de la surface strophoidale et des
plans de I'axe de la gerbe de spheres sont des strophoides dont les foyers
quadruples forment un cercle qui passe par le point S et coupe I'axe
orthogonalement au point diamétral a S. Choisissons sur la droile SD le
point F de sorte que S bissecte le segment FD. Menons par le point F un
cercle coupant orthogonalement P'axe au point diamétral a. F. Les plans de
P'axe coupent la surface strophoidale en strophoides dont les foyers quad-
ruples se trouvent sur le cercle passant par S; les points d’intersection
des plans avec le cercle passanl par F sont les foyers des paraboles
dont les strophoides sont les courbes pédales par rapport au point D
comme pole. Les directrices de ces paraboles sont dans le plan p du point
D. Considérons les plans orthogonaux au plan d’une telle parabole et
enveloppant cette parabole. Ces plans enveloppent un cylindre parabolique
qui est congruent A tous les autres cylindres obtenus de cette maniere,
car toutes les paraboles en question sont congruentes. Comme tous
ces cylindres touchent un méme plan le long de leurs génératrices de
sommet et passent par un méme point de ce plan, ils enveloppent un
paraboloide de rotation. Ce point se {rouve sur une droite perpendiculaire
au plan p. et cette droite est I'axe du paraboloide. Dans le plan p se trou-
vent toutes les directrices des sections axiales du paraboloide et le point
F est leur foyer commun. On en conclut que toute surface strophoidale
du 3° ordre a un point double est la surface pédale d’'un paraboloide de
rotation si le pole se trouve dans le plan des directrices des sections
axiales du paraboloide.

Sur une telle surface strophoidale il n’y a que trois ombilics dans
son plan de symétrie.

IV. Soient maintenant les points A, B sur 'axe de la gerbe de sphéres
des points imaginaires. Le produit de la gerbe de sphéres et de la gerbe
de droites (S) sera une surface unipartite du 3° ordre. On peut imaginer
cette surface comme formée a partir d’une surface a point double, ce point
s’étant decomposé au Sens d’un hyperboloide a une nappe (F. Klein). Par
une droite (a4 l'infini ou non) on ne peut mener que quatre plans tangents,
le plan asymptotique inclus. Donc ces surfaces strophoidales n’auront que
trois ombilics (le point S inclus). Les plans tangents réels de la surface
passant par le point § enveloppent un coéne tangent le long du cercle ¢,
de cette surface dans le plan p.
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Nous savons que tous les plans du points S coupent la surface en
strophoidales ou strophoides dont § est le foyer quadruple. Les plans du
point § touchant le cercle ¢, touchent la surface et coupent cette surface
en strophoides, car les sections possédent un point double. On voit donc
quil y a oo! de plans passant par le point S et coupant la surface uni-
partite strophoidale en strophoides dont S est le foyer quadruple. Ces plans
enveloppent un cone du 2° ordre et les points doubles des strophoides se
trouvent sur un cercle de la surface.



