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U vo d: Odaberimo u ravnini po volji tri tocke S, S; 1 S,,
a totkama S;, S, neka je odreden pramen kruznica (S, S,).
Totka S neka je vrh pramena pravaca, koji je projektivno
pridru¥en pramenu (S; S,) kruZnica tako, da svaka zraka pro-
lazi sredi$tem njoj pridruZene kruZnice. Proizvod ovih dvaju
pramenova bit ée cirkularna krivulja 3. reda roda prvoga, ako
totke S,, S, ne padaju skupa, kojoj je tocka S CGetverostruki
fokust. Uz realan par rastavljenih tocaka S, S, raspada se ova-
kova krivulja u dva dijela. K. van Rees nazvao je ovu krivulju
fokalnom krivuljom, dok ju M. Lagrange zove strofoidalom,
a tako éemo je i mi zvati. Ovom krivuljom bavilo se osim spo-
menutih i dosta drugih matemati¢ara, kao Chasles, Schroter,
Durége, J. Steiner i drugi, koji su otkrili mnogo njenih osobina,
po kojima se ona razlikuje od ostalih cirkularnih krivulja 3.
reda. Postoje medutim jo$ neka njena zanimljiva svojstva, koja
spomenuti pisci, &ini se, nisu zapazili, ili ne barem u ovakvom
obliku, a koja ¢emo mi u ovoj radnji izvesti pomoéu vrlo jedno-
stavnih sredstava. Kao specijalan sluaj ovakve krivulje javlja-
ju se strofoide, pa ¢e na$a razmatranja biti prenesena 1 na te
krivulje. Svaku cirkularnu krivulju 3. reda mozemo smatrati
stereografskom slikom neke prostorne krivulje 4. reda na kugli.
Na temelju toga prenest éemo nadene osobine i na kugline
prostorne krivulje 4. reda.

1. Uzmimo u uvodu spomenute tocke S, S, i S, kao zadane
nosioce spomenutih pramenova. Na simetrali m duZine S, S,
nalaze se srediSta svih kruZnica pramena (S, S,). Povutemo L
totkom S bilo koju zraku i njome presijetemo pravac m u tocki
M, tada kruznica, koja prolazi tot¢kama S;, S,, a srediSte joj
je u totki M, sijete tu zraku u tofkama naSe strofoidale k (vidi
sliku). Poznata je ¢injenica, da se totke S, S; i S, nalaze na
toj krivulji. Uzmemo i u pramenu kruZnica (S; S,) onu kru-
’nicu ¢, koja prolazi totkom S, tada 6e se u to¢ki S, na pridru-

1 G. Loria: Spezielle algeb. und transc. ebene Kurven, Bd. I, str. 35.
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Zenoj zraci ove kruznice, nalaziti dvije to¢ke krivulje k. Kru-
nici ¢ u pramenu (S, S,) pridruZena je zraka t u pramenu
pravaca (S), pa ¢ée prema tome ta zraka biti tangenta krivulje
k u tocki S. Tretu to¢ku krivulje k na toj zraci t oznafimo s
G. Zraka t sijede prema tome krivulju k u to¢ki G i tangira u
totki S. Povucimo totkom S tangente na krivulju k. Osim jed-
nog para obiénih imaginarnih tangenata postoji tu i par izo~
tropnih tangenata? t. j. ove posljednje imaginarne tangente
diraju krivulju k u apsolutnim tofkama ravnine. Diraliste jedne

tangente, povucéene iz totke G na krivulju k, mora takoder
lezati na tom neizmjerno dalekom pravcu, jer to izlazi iz po-
znate ¢injenice: Ako neki pravac sije¢e kmivulju 3. reda u tri
realne toCke, a iz ovih povucéemo tangente na tu krivulju, tada
po tri diraliSta ovih tangenata leZe opet na jednom pravcusd.
U naSem smo sludaju krivulju presjekli pravecem t u tri tocke,
od kojih dvije padaju zajedno u totki S, a tre¢a je totka G.
Prvim dvjema povutene su izotropne tangente s diralistima u
apsolutnim totkama ravnine, dakle mora po upravo navede-
nom stavku i diraliSte jedne tangente, povudene iz totke G,
imati svoje diraliSte u neizmjerno dalekom pravcu ravnine. Iz
toga izlazi, da je ova tangenta t, asimptota, dakle je totka G

2 G. Loria: Cit. pod 1), str. 34.
$ H. Durége: Die ebenen Curven dritter Ordnung, ¢l 383, str. 210.



glavna totka* krivulje k. Buduéi da se neizmjerno daleka tocka
krivulje k nalazi na onoj zraci pramena (S), koja je okomita
na spojnici S, S, (pravac je S, S, naime kruznica pramena (S,
S,), kojoj je srediSte neizmjerno daleko); tada mora biti 1
t, 1S, S, t . tyllm.

- ProduZimo li spojnicu S;S do pravca m, & ovo sjeciste
uzmemo kao sredifte nove kruznice u pramenu (S, S,), tada
u todki S, ima ova krunica i krivulja k dvije totke zajednicke,
t. j. tangenta t, ove kruZnice je i tangenta krivulje k u toj
totki. Buduéi da je t, L S; S, a duzina SG promjer kruznice c,
to mora i tangenta t, krivulje k u totki S prolaziti totkom G.
Posve analogno prolazi totkom G i tangenta t, krivulje k u
todki S,. Totkom G idu dakle &etiri tangente krivulje k, naime
t, t,, ts, t;, pa zato njihova diralidta S, S,;, S, i neizmjerno
daleka to¢ka S, krivulje k &ne totki G pridruZenu Cetvorku
korespondentnih totaka (Punktquadrupel)®.

Zaovakvu éetvorku todaka izvest éemo sada jednu njihovu
osobinu, koja ¢ée nam kasnije trebati. Znamo, da tangente kri-
vulje u totkama neke &etvorke korespondentnih totaka prolaze
jednom i istom totkom G te krivulje. Spojimo po dvije tocke
ovakve &etvorke i presijecimo tima dvjema spojnicama naSu
krivulju k u totkama L;, L,. Iz poznatih svojstava krivulja 3.
reda proizlazi, da ¢e tangente krivulje k u totkama L, L, pro- .
laziti sjecistem te krivulje s njenom tangentom u totki G.
Todke L,, L, mogu biti ili obje na ovalu ili obje na beskonatno
dugom dijelu krivulje k. Radi Sest mogucih spojnica postoje
tri ovakva para totaka L,, L, od kojih je uvijek jedan na
beskonatno dugom dijelu, a dva na ovalu. Budu¢i da je za
svaku realnu ¢etvorku korespondentnih todaka totka G uvijek
na beskonatno dugom dijelu, a na tome se dijelu nalazi i sje-
ciste krivulje k s njenom tangentom u tocki G, to svaki par
tosaka L,, L, mora biti jedna i ista totka. Iz svake tolke na
beskonaéno dugom dijelu krivulje moZemo naime povuéi samo
‘dvije tangente na oval i samo dvije tangente na beskonatno
dugi dio te krivulje, a ne Cetiri odnosno tri, kako bi to bilo,
kada bi totke L,, L, bile rastavljene. Vidimo dakle, ako tocke
neke &etvorke korespondentnih todaka u parovima spojimo, tada
se tri dobivena medusobna sjeciSta tih spojnica nalaze na toj
krivulji. Ovu &injenicu spominje veé i J. Steiner, ali bez dokaza.

Oznatimo na nasoj slici kutove, $to ih &ne pravei ty ¢, 3 t,
ikut S, S, S say, a,ic Buduéida je 8S, 1L t,18,S, Lt izlazi,

4 G. Loria: Cit. pod 1), str. 33.
5 H. Durége: Cit. pod 3), €l 378, str. 207.



da je a,=—=a. A kako se vrhovi S,, G nalaze na istoj kruznici,
kojoj je SS, tetiva, izlazi, da je a; = a. Odavle konafno pro-
izlazi, da su kutovi a,, a, jednaki. '

K. van Rees, a kasnije i J. Steiner nasli su, da se ovakve
krivulje k mogu definirati i kao geometrijsko mjesto toCaka,
iz kojih se dvije zadane duZine vide pod jednakim kutovima®.
Uzme li se u ratun i suplementni kut, tada je pokazao J. Stei-
ner, da postoje dvije takve krivulje.

Veé iz definicije ovakvih krivulja po K. van Reesu i Stei-
neru izlazi, da su u krajnjim to¢kama ovakvih duZina odredene
i njihove tangente u tim to¢kama, a na njima se nalaze i sva
tri sjecita parova spojnica u parovima spojenih zadanih Ceti-
riju krajnjih to¢aka, jer i ta sjeciSta zadovoljavaju definiciju.
Iz jednakosti kutova o == a, == a, kao i ¢injenice da tocke S, §;,
S, i S, &ne &etvorku korespondentnih tofaka izlazi, da sve
navedeno vrijedi i za nas$u krivulju k odnosno njene totke S,
S,, S5, S;. Naga krivulja k je prema tome i geometrijsko mjesto
totaka, iz kojih ¢e se obje duzine omedene tockama S, Sy, S;, S
vidjeti pod jednakim kutovima, jer se spomenuto geometrijsko
mjesto kao krivulja podudara s krivuljom k u viSe od devet
tocaka.

Uzmemo li prema tome duZine SS; i S,S; kao zadane, tada
moZemo naSu krivulju k shvatiti i kao geometrijsko mjesto
totaka, iz kojih ée se ove dvije duzine vidjeti pod jednakim
kutovima.

Znambo, da toéke S, S;, S, 1 S, ¢ine detvorku korespondent-
nih todaka krivulje k, pridruzenih to¢ki G na toj krivulji, a za
svaku Cetvorku ovakvih toaka postoji ovaj poznati stavak:
Ako iz neke tocke krivulje 3. reda povutemo sve Cetiri tangente
na tu krivulju, a ¢etiri dobivena dirali$ta spojimo s bilo kojom
totkom te krivulje, tada ove spojnice sijeku krivulju u takve
dalje &etiri tocke, da ée njene tangente u tim totkama prolaziti
opet jednom toCkom te krivulje?. Spojimo li prema tome bilo
koju totku K krivulje k s totkama S, Sy, S5, S;, 1 tim spojni-
cama presijetemo krivulju k, tada nastala cetiri sjecifta ¢ine
opet ¢etvorku korespondentnih to¢aka pridruZenih nekoj tocki
na krivulji k. Putujemo li neprekinuto s to¢kom K po krivulji
k, dobit éemo svih oot Getvorki korespondentnih to¢aka na ovoj
krivulji. Realne éetvorke korespondentnih totaka daju uvijek
njima pridruzenu totku G (njom prolaze tangente krivulje u
tim tofkama), koja se nalazi na onom dijelu nase dvodijelne

6 J. Steiner: Gesam. Werke, Bd. II., str. 487.
7 H. Durége: Cit. pod 3), str. 210.



krivulje k, na kojoj se nalazi njena realna neizmjerno daleka
to¢ka. Nazovimo ovaj dio krivulje k njenim beskonaéno dugim
dijelom. Na ovom dijelu nalaze se uvijek dvije toCke svake
realne Cetvorke, dok se preostale dvije nalaze na ovalu krivulje.

Na temelju malo prije spomenutog stavka smo vidjeli, da
se iz naSe &etvorke S, S,, S,, S, korespondentnih to¢aka moze
dobiti svih oo! takvih &etvorki N, N,, N,, N, na na$oj krivulji.
Neka je jedna takva Cetvorka nastala pomoéu neke toc¢ke K iz
totaka S, S;, S,, S;. PotraZzimo li sada geometrijsko mjesto
tocaka, iz kojih ¢e se duzine NN,, N,N, vidjeti pod jednakim
kutovima, to ¢e se na toj krivulji sigurno nalaziti to¢ke N, N,,
N,, N; i K, kao i apsolutne to¢ke ravnine. Spojimo li totke
N, Ny, N,, N, u parovima, tada -se i sva tri sjeciSta tih Sest
spojnica nalaze na toj krivulji, jer se spomenute duzZine i iz
tih sjeciSta vide pod jednakim kutovima. Alj ovih deset tofaka
nalazi se i na naSoj krivulji k, dakle je to jedna i ista krivulja,
jer je isklju¢ena i moguénost pramena takvih krivulja, kao
- kada bi ova bila odredena samo sa devet todaka. :

Sto vrijedi za detvorku tocaka S, S,, S,, Sy vrijedi prema
tome i za svaku drugu realnu ¢etvorku korespondentnih totaka
na krivulji k. MoZemo dakle za nasu krivulju k napisati ovaj
stavak:

Spojimo li parove tolaka neke éetvorke korespondentnih
tofaka ma strofoidali u dvije duZine, tada se ove dufine vide
pod jednakim kutovima iz svake tocke ove krivulje.

Ovaj stavak zapravo je ve¢ poznat u drugom obliku nekim
starijim autorima (na pr. H. Schréteru), ali izveden i izreden
na ovaj natin vodi nas on direktno do novog, dosada é&ini se
nezapaZzenog stavka. Buduéi da naSe duZine mogu biti i tako
postavljene, da se jedna nalazi u ovalu, a druga u beskonaéno
dugom dijelu, a te se vide pod jednakim kutovima iz svake
toCke beskonatno dugog dijela, dakle i iz one to¢ke G, u kojoj
se sastaju tangente te krivulje u to¢kama éetvorke, izlazi odavle
eto i na§ nagovijeSteni stavak, koji je zapravo veé sadrian u
gornjem stavku:

Oba dijela dvodijelne strofoidale vide se iz svake tocke
njena beskonaéno dugog dijela pod jednekim kutovima.

2. Odaberemo li pramen kruznica (S; S,) u toé. 1. tako,
da ove dvije tocke padnu skupa, t. j. sve kruZnice ovog pramena
imaju zajedni¢ku tangentu i diraliste, tada owvakav pramen
kruZnica i pramen pravaca (S), projektivno pridruzeni na opi-
sani nacin, daju kosu strofoidu®. Ako se totka S nalazi na

8 H. Wieleitner: Spezielle ebenen Kurven, (Sam. Schub. LVI), str. 38.
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spomenutoj zajednickoj tangenti, onda je nastala strofoida
uspravna. Vidimo dakle, da su strofoide samo specijalni slu-
cajevi strofoidale. Od Getiri tangente ove krivulje, povudene iz
neke totke na toj krivulji, padaju dvije skupa, t. j. kod stro-
foida prelaze u spojnicu s dvostrukom totkom, jer dvostruka
tocka je ono mjesto, koje dijeli oval od beskoriaéno dugog dijela
ove krivulje, ‘

Na temelju dosadadnjih nasih izvoda i zakljudaka kod stro-
foidale moZemo prema tome i za kosu i za uspravnu strofoidu
napisati ovaj stavak:

‘Spojnica svake tocke uspravne ili kose strofoide s njenom
dvostrukom tockom raspolavlja kut tangenata ove strofoide
- povucenih ovom tockom. )

Odavle direktno izlazi i poznata ¢injenica, da su tangente
strofoida u dvostrukoj toéki medusobno okomite.

Definiramo li strofoidalu kao geometrijsko mjesto totaka,
iz kojih se dvije zadane duZine vide pod jednakim kutovima,
tada ¢e ova krivulja prije¢i u strofoidu, ako zadane duzine
imaju jednu zajedni¢ku krajnju totku. Strofoidu moZemo pre-
ma tome definirati i ovako:

Strofoida je geometrijsko mjesto tofaka, iz kojih se dvije
iste stranice mekog zadanog trokuta vide uvijek pod jednakim
kutovima. =

Parovi konjugiranih to¢aka na nekoj krivulji 3. reda roda
nultoga su diralifta tangenata ove krivulje povudenih iz totaka
te krivulje. Ovi parovi analogni su ¢etvorkama korespondentnih
totaka na krivuljama 3. reda roda prvoga. Primijenimo 1i nasa
dosadasnja razmatranja na strofoidali u tod. 1. na obi¢ne stro-
foide, u vezi s parovima njenih konjugiranih totaka, tada za
ove mozemo izreéi i ovaj stavak:

Spojimo li bilo koji par konjugiranih toaka strofoide s bilo
kojom mjenom to¢kom, tada spojnica ove tocke s dvostrukom
tockom te strofoide raspolavlja uvijek nastali kut.

1z ovoga stavka izlazi poznata &njenica, da tangente ovih
krivulja u dvostrukoj to¢ki raspolavljaju oba kuta, $to ga Cine
spojnice svakog para konjugiranih totaka s dvostrukom tockom.
Ove su medu sobom okomite tangente dvostruke zrake involu-
tornog pramena zraka, $to ga ¢ine spojnice dvostruke totke s
parovima konjugiranih toéaka.

O strofoidama postoji obilna literatura, narotito starijeg
datuma, pa su opisana svojstva tih krivulja bila po svoj prilici
poznata nekim autorima. No njihov je put do otkriéa bio vie-
rojatno razliCit od naSega, a za nas su izvedena svojstva od
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osobitog znadenja upravo zato, §to smo ih na tim krivuljama
. izveli kao na specijalnom slutaju strofoidale. Da je strofoidala
zapravo posve opéena strofoida, nasao je ve¢ M. Lagrange.

3. Rezultate nasih razmatranja na strofoidama i strofoida-
lama u to¢. 1. i 2. prenest éemo sada i na neke prostorne kri-
vulje 4. reda. Na ravnini nase krivulje k postavimo kuglinu
plohu tako, da ona stoji upravo na tocki S nade slike. Dijame-
tralno iznad totke S postavijenu to¢ku O na toj kugli uzmimo
kao srediSte stereografske projekcije ove kugle na ravninu kri-
vulje k. Projiciramro li krivulju k iz to¢ke O na ovu kuglu, tada
¢e nastala krivulja na kugli biti prostorna krivulja 4. reda (ci-
kli¢éna krivulja). Realna neizmjerno daleka totka krivulje k
projicira se u toéku O. Moze se vrlo jednostavno pokazati, da
ova krivulja moZe nastati i kao potpuni prodor s jednoplo$nim
hiperboloidom, koji je nastao kao proizvod dvaju projektivnih
svezaka mavnina, kojima su osi spojnica SO i spojnica slika
todaka S;, S, na kugli. Kruznice pramena (S; S,) moZemo sma-
trati stereografskim slikama presje¢nih kruZnica kugle s ravni-
nama ovoga drugog sveska, dok su pravel totke S stereografske
slike presje¢enih kruZnica kugle s ravninama sveska osi SO.

Poznato je, da se ciklitna krivulja 4. reda na kugli prop-
cira sbeneografskl u cirkularnu krivulju 3. reda onda, ako Je
centar projiciranja na toj ciklitnoj krivulji. Uzmimo na nasoj
kuglinoj plohi neku drugu cikliénu krivulju 4. reda, koja pro-
lazi to¢kom O, ali ne i dijametrainom totkom S. Njena stereo-
-grafska projekecije na ravninu krivulje k bit ¢e opet neka cir-
kularna krivulja 3. reda k;. Promjer OS nase kugle ima smjer
kun]uglran (okoummt) smjeru ravnine nasih slika s obzirom na
nafu kuglu, dakle imaginarni par tangencijalnih ravnina kugle,
postavljen promjerom OS, dira tu kuglu u apsolutmm tockama
te ravnine. Tim apsoﬂutmm tockama, prolaze i naSe cirkularne
krivulje k i k,, dakle ée izotropne presjetnice naSe ravnine
slike s parom spomenutih unagmanuh tangencijalnih ravnina
kugle morati biti tangente krivulja k i k, u apsolutnim totka-
ma, t. j. stereografska slika tocke S je ceot\ﬂerostrulu fokus kri-
vulje k. Odavle izlazi, da se dijametralna tofka centra proji-
ciranjsa O projicira stereografski uvijek u ¢etverostruki fokus
projicirane cirkularne krivulje 3. reda. Taj fokus bit ¢e na
krivulji k,, odnosno k, samo onda, ako cikli¢na krivulja 4. reda
na kuglinoj plohi prolazi i dn;,ametraxlnom totkom centra O (u .
nasem sludaju totkom S). Vidimo dakle, da ¢ée se neka pro-
storna krivulja 4. reda na kugli mo¢i stereografski projicirati
samo onda u strofoidalu ili strofoidu (ako ima dvostruku todku),
ako srediStem projiciranja na toj kugli i krivulji prolazi jedna
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takva njena bisekanta, koja prolazi i sredistem kugle. Ovakve
bisekante mogu postojati samo dvije®, dakle na svakoj prostor-
noj krivulji 4. reda na nekoj kugli postoje najvise dva para
to¢aka, iz kojih se ta krivulja moZe stereografski projicirati u
strofoidalu ili strofoidu, ako ta ciklitna krivulja ima dvostruku
tocku.

Svaka bisekanta ove prostorne krivulje na kugli, koja pro-
lazi totkom O, daje na naSoj strofoidali k jednu tot¢ku, a tan-
gencijalne ravnine te prostorne krivulje, poloZene ovom bise- .
kantom, sijeku ravninu krivulje k u njenim tangentama. Bu-
duéi da stereografska projekecija preslikava konformno, bit ée
jednaki kutovi, u kejima tangencijalne ravnine prostorne kri-
vulje, poloZzene jednom bisekantom tocke O, sijeku tangencijal-
nu ravninu kugle i ravninu krivulje k u njenim probodistima.
Kako se oba dijela strofoidale vide pod jednakim kutovima
iz svake totke samo njezina beskonatno dugog dijela, a centar
O se strereografski projicira u neizmjerno daleku to¢ku, mo-
Zemo na temelju nasih razmatranja na strofoidali, kao i na
prostornoj krivulji 4. reda na kugli, za te posljednje napisati
ovaj stavak:

Na prostornoj krivulji 4. reda na nekoj kugli, koja se sa-
stoji iz dva dijela, mogu postojati najvide dva para ovakvih
toéaka: Parovi tangencijalnih ravnina na oba dijela ovakve
krivulje, poloZenih bilo kojom bisekantom, koja prolazi jednom
od spomenute Cetiri toCke i sijee isti dio krivulje, sijeku obje
tangencijalne ravnine kugle u probodistima tih bisekanata u
praveima, koji su krakovi jednakih kutova.

Iz dosadasnjih razmatranja ofito izlazi, da ove totke u
- parovima leZe na promjerima kugle.

Ako prostorna krivulja 4. reda na kugli ima dvostruku
tocku, njena ¢e stereografska projekecija iz spomenutih totaka
biti strofoida. Na temelju onoga, $to smo naprijed kazali za
strofoide, moZemo izreé¢i jo§ i ovaj stavak:

Na prostornoj krivulji 4. reda na nekoj kugli, koja ima
dvostruku to¢ku, mogu postojati najvise dva para ovakvih to-
¢aka: Tangencijalne ravnine poloZene na tu krivulju bilo kojom
bisekantom ovakve tocke, koja sijee tu krivulju na istom di-
jelu (oba dijela rastavlja dvostruka toéka), sijeku tangencijalne
ravnine kugle u probodistima te bisekante u pravcima, koji su
krakovi jednakih kutova, koje uvijek raspolavljaju presjeénice
tih ravnina s ravninom te bisekante i dvostruke tocke.

{Primljeno na sjednici Odjela za maotematicke, fizidke
i tehnicke nauke dne 18. V. 1948.)

* Th. Reye: Die Geometrie der Lage, Abt. IIL, str. 34.
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Virim Nide

SUR LA STROPHOIDALE ET LA COURBE
GAUCHE CYCLIQUE DU 4 ORDRE

La courbe circulaire connue du 3° ordre et du genre 1 qui a son
foyer quadruple sur soi-méme, a été découverte par K. van ReEs comme
courbe focale d’un systéme particulier de coniques, tandis que plus tard
M. LAGRANGE la traitait comme strophoide généralisée, en l'appelant
strophoidale. Bien des auteurs, les anciens plutbt, se sont occupés des
intéressantes propriétés de cette courbe qui se distingue visiblement
des autres courbes circulaires du 3¢ ordre. Cependant, cette courbe
jouit encore d’autres propriétés, inapercues de ces auteurs, a ce qu'il
parait, au moins sous la forme déduite dans ce travail. On verra
qu'on obtient, par des moyens simples, ces nouvelles propriétés de
‘celles qui sont connues.

Soient S, S1 et Sz trois points choisis arbitrairement, S étant le centre
d’un faisceau de droites, tandis que S1 et Sz déterminent un faisceau de
cercles. Si 'on adjoint a chaque cercle la droite passant par son centre,
on obtient comme produits de ces faisceaux projectifs une strophoidale
ayant le point § comme foyer quadruple. Si les points S1 et Sz sont
confondus, la strophoidale dégénére en une strophoide. Les tangentes
¢, t1 et £2 menées par les points S, S1 et Sz passent par le point principal
G de la courbe, de sorte que ces trois points S, S1 et Sz avec le point
a linfini Ss forment le quadruple connu de points correspondants
adjoint au point tangentiel G. QOutre cela on démontre dans ce travail
Pégalité des angles formés par les tangentes ¢ et t1 et par la tangente
22 et Pasymptote .

D’aprés K. van Rees et J. StemNer on définit cette strophoidale
comme lieu géométrique des points ayant le méme angle parallactique
par rapport a deux vecteurs donnés.

En tenant compte, de plus, du fait que les droites de jonction d’un
point quelconque d’une courbe du 3¢ ordre avec les points correspondants
d’'un quadruple donnent comme points d’intersection avec la courbe

Le titre original de ce travail: O strofoidali i prostornoj krivulji 4. reda na kugli.
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un nouveau quadruple et que la courbe contient les points d’intersections
des paires de droites de jonction des points, pris deux a deux d'un
quadruple, on a pu obtenir les propositions suivantes:

a) Les deux segments de jonction des deux paires de points d'un
quadruple de points correspondants, ces paires se trouvant sur les deux
branches de la courbe, se présentent sous le méme angle parallactique
par rapport & un point quelconque du lacet de la strophoidale. .

b) Les deux branches de la strophoidale (oval et lacet) se présentent
sous le méme angle parallactique par rapport a un point quelconqu
du lacet de cette courbe. :

A vrai dire, la proposition b) est déja contenue dans la proposition
a). Si, peut-étre, la proposition a) se trouve sous une forme différente
chez des auteurs plus anciens, la proposition b) nous parait nouvelle.

En appliquant ces considérations & la strophoide ordinaire, oblique
ou droite, on parvient aux propositions suivantes, connues en partie:

¢) La strophoide est le lieu géométrique des points par rapport aux-
quels deux cbtés d’un triangle apparaissent sous le méme angle pa-
rallactique.

d) La droite de jonction d’un point arbitraire de la strophoide et
du point double de la courbe est la bissectrice de I'angle formé par
les drojtes joignant ce point arbitraire et deux points conjugués de la
strophoide.

En transmettant ces résultats par projection stéréographique aux
courbes cycliques du 4¢ ordre sur une sphére on a obtenue les pro-
positions suivantes:

€) Sur une courbe cyclique du 4¢ ordre, située sur une sphere et com-
posée de deux branches, il ne peut y avoir plus de quatre points, de
sorte que les paires de plans tangentiels des deux branches de la courbe,
menés par une bissécante quelconque contenant un des quatre points
susdits,et coupant la méme branche de la courbe, coupent les deux plans
tangentiels de la sphére menés par les points d’intersection de la
bissecante et la courbe en deux droites chacun, ces deux paires de droites
formant des angles égaux.

Pour la strophoide on a encore déduit la proposition:

f) Sur une courbe gauche cyclique du 4¢ ordre avec point double il
ne peut y avoir plus de quatre points de sorte que les plans tangentiels
de cette courbe, menés par une bissécante quelconque contenant un tel
point et coupant la méme partie de la courbe par rapport au point
double, coupent les plans tangentiels de la sphére menés par les points.
d’intersection de la bissécante et la courbe en deux droites chacun,
ces deux paires de droites formant des angles égaux. Dans ce cas la
droite d’intersection du plan tangentiel de la sphére et du plan mené
par la bissécante et le point double est toujours la bissectrice d’'un
tel angle. '
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