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O PLUCKEROVU I NEKIM DRUGIM KONOIDIMA
3. I 4. REDA

Uvod Pliickerov konoid bngumo je najjednostavnija, alt
i najzanimlji pravéasta ploha 3. reda. Taj konoid javlja se
vrlo Eesto u prostornoj geometriji, a najpoznatiji je kao geome-
rijsko mjesto okomica spustenih iz totaka kosog presjeka ne-
kog uspravnog kruznog valjka na jednu njegovu izvodnicu.
Postanak njegov definiran je medutim jo§ na nekoliko raznih
natina.! Radi toga istraZivan i istraZen je on temeljito tako, da
mu danas poznajemo veliki broj zanimljivin osobina. Ima ipak
jo§ takvih njegovih osobina, koje nisu nigdje direktno zabilje-
zene, iako bi se spomoéu poznatih dale indirektno naéi. Ali kako
se one dadu odrediti i dirckino spomoéu vrlo jednostavnih sred-
stava, saop¢it ¢emo th u ovoj radnji. Radi se o takvim svojstvi-
ma toga konoida, koja su u vezi s ¢etverostrukim fokusima cir-
kularnih projekcija ravninskih presjeka toga konoida na njegove
direkcione ravnine. NaSa razmatranja pxﬂnijet éemo i na neke
konoide 3. 1 4. reda, koji imaju svoistva analogna Pliickerovu
1. Neka su Plickerov konoid i neki pravac p zadani tako,
da taj pravac bude mimosmjeran i okomit na dvostruki pravac
toga konoida. Izvodnice i, i, koje prolaze konatnim probodi-
3tima toga pravea s konoidom, sx]eku se na dvostrukom praveu
konoida, recimo u tacki V, a leze 7a19dn0 tim praveem u di-
rekeionoj ravnini o. Pravac p neka sijete te izvodnice u totkama
Svaka ravnina pravea p sije¢e na$ konoid u nekoj krivulji
reda roda nultoga, a sve te krivulje prolaze totkama J,, J..
Tangente ovih krivulja u tim to¢kama bit ¢e presjetnice ravnina
tih krivulia s tangenciialnim ravninama konoida u totkama
Jy. J., dakle ée se sjeéi na presjednici s tih tangencijalnih rav-
nina, koja prolazi tockom
Uzmimo sada, da se pravac p nalazi u neizmjerno dalekoj
ravnini. U toj ravnini nalazi se takoder par imaginarnih, i to
izotropnih jzvodnica nadega konoida? Pravac p neka sijeds te

B, Miiller-T. Krames: Vorlesungen iber darstellende Geometrie
Leipzig 1991, B 1L, str. 20421,
. Miiller-J. Krames: Cit. pod 1), str. 204
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1zvodnice u paru neizmjerno dalekih konjugirano imaginarnih
totaka Jq, J,. Totka V je u tom slu¢aju neizmjerno daleka totka
dvostrukog pravea konoida. Ravnine pravea p dat ¢e u kona-
Cnosti svezak usporednih ravnina, koje konoid sijeku u krivu-
ljama 3. reda roda nultoga. Parovi imaginarnih tangenata ovih
presjeénih krivulja u njthovim imaginarnim neizmjerno dalekim
totkama Jy, J,, sjeéi ¢e se u realnim toékama. Ova realna sje-
cidta leze na praveu s, usporednom s dvostrukim praveem ko-
noida, jer on prolazi neizmjerno dalekom toc¢kom V toga dvo-
strukog pravca.

Projiciramo 1i sve ovo u smjeru dvostrukog pravea na
jednu direkcionu ravninu foga konoida, projicirat ¢c se imagi-
narne to¢ke J,, J, u apsolutne totke ove ravnine projckeija, a
pravac s u jednu njenu tocku. Budu¢i da se parovi tangenata
presjeénih krivulja u totkama J,, J, sijeku na pravecu s, svi ée
se {i parovi projicirati u jedan zajednicki par tangenata pro-
jiciranih presjetnih krivulja s ravninama neizmjerno dalekog
pravea p. Ovaj ¢e par tangenata dirati sve te projekcije pre-
sjeénih krivulja u apsolutnim totkama ravnine projekcija, koje
su im svima zajednicke. Sve su te projekcije dakle unikurzalne
cirkularne krivulje. Probodiste pravea s s ravninom prejekeija
bit ée zajednicki Cetverostruki fokus ¢itavog nastalog pramena
unikurzalnih cirkularnih krivulja 3. reda roda nultoga u rav-
nini projekcija. Sije¢emo li dakle Pliickerov konoid sveskom
paralelnih ravnina i presjetne krivulje projiciramo u smjeru
dvostrukog pravea na jednu direkcionu ravninu, imat ée cirku-
larne krivulje 3. reda roda nultoga tako nastalog pramena u toj
ravnini zajednicki Cetverostruki fokus.®

Jedna cirkularna krivulja ovog pramena raspada se u kru-
Znjcu i pravac, jer je jedna izvodnica konoida usporedna s tim
ravninama presjeka. Sredidte ove kruZnice bit ¢e taj Eetvero-
struki fokus. Ova ¢injenica omoguéuje nam uostalom vrlo jed-
nostavnu konstrukeiju toga Cetverostrukog fokusa.

I1. Vratimo se sada na pravac p u ravnini g realnih izvod-
nica i,, i,. Negdje na tom pravcu odaberimo po volji togku S,
koja neka bude vrh pramena pravaca P u ravnini . Zrake
©vog pramena sijeku izvodnice i, i, u perspektivnim nizovima,
a poznato je, da su tofke izvodnica vitopere praviaste plohe
projektivno pridruzene tangencijalnim ravninama plohe u tim
totkama, t. j. ravninama sveska, kojemu je os ta izvodnica*
Vrtimo 1i prema tome pravac p u ravnini ¢ oko totke S, bit ée

* Vidi radnju: Cotverostruki fokus unikurzalnih cn-kulamm kri-
vulja 3. reda i neki osobiti pramenovi {ih krivulja. Rad, knj. 2
* E. Miiller-J. Krames: Cit. pod 1), str. 68.
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svakom tom praveu pridruzen neki pravac s (vidi sprijeda), a
svi ¢e ti pravei s €initi izvodnice nekog stosca 2. reda s vrhom
V, na kojemu ¢ée se nalaziti dvostruki pravac konoida kao i
‘zvodnice iy, i,. Svi pravei s nastaju naime kao proizvod dvaju
projektivnih svezaka ravnina, &ije se osi iy, i, sijeku u tocki V.

Prenesimo sada ta nasa razmatranja na onaj slucaj, kada
se pravac p nalazi u neizmjerno dalekoj ravnini para izotropnih
izvodnica konoida. Totkom S, odnosno pramenom pravaca p
u neizmjernosti, dano je u konadnosti o' svezaka paralelnih
ravnina, koje su paralelnc s jednim konatnim pravcem nosi-
ocem neizmjerno daleke toéke S. Presjecne krivulje konoida
s ravninama svakog ovog sveska, projicirane u smjeru dvostru-
kog pravea (t. j. iz neizmjerno daleke to¢ke V) na jednu direk-
cionu ravniny, imat ¢e, kao $to smo vidjeli, zajednicki etvero-
struki fokus. Svi takvi fokusi svih oo' svezaka paralelnih
ravnina lezat ¢e na nekoj kruznici, koja prolazi projekeijom
dvostrukog pravea. U proflom odjeljku spomenuti stofac 2.
reda pretvorio se naime ovdje u uspravan kruzni valjak radi
neizmjerno dalckog para izotropnih izvodnica i,, i, i neizmjerno
dalekog vrha V na dvostrukom praveu konoida.

Poznato je, da se tetverostruki fokus unikurzalnih cirku-
larnih krivulja 3. reda moze odrediti ovako:® dvostruka tocka
spoji se s tangencijalnim totkama neizmjerno daleke totke (te
su spojnice medu sobom okomite) i istom se toékom povuée
okomica na asimptotu. Prebacimo li ovu okomicu oko jedne
spomenute spojnice simefriéno na suprotnu stranu i na taj
pravac prenesemo od dvostruke iotke pola udaljenosti tange-
nata krivulje usporednih s asimptotom na stranu vitice krivulje,
dobit ¢emo njezin tetverostruki fokus.

Imamo i sada neki pravac r, koji probada torzalne ravnine
naseg konoida u totkama R,, R,, a projekcije su mu u smjeru
dvostrukog pravea d na naprued S t ¢
R', R, (vidi sliku), vid:
cEWcroshukug fokusa, da ¢e promjer kruznice svih spomenutih
Getverostrukih fokusa biti jednak polovini udaljenosti izmedu
totaka Ry, R’,. Pravci t',, t', neka su projekcije torzalnih pra-
vaca konoida. Uzmeme li praveem r takvu ravninu, kojoj ée
tragovi u torzalnim ravninama konoida biti okomiti na pro-
]ekcl]l toga pravea 7, imat ¢e projekcija presjegne krivulje ove
ravnine svoj Cetverostruki fokus najudaljeniji od projekcije
dvostrukog pravea odnosno dvostruke tocke te krivulje, jer je
u tom sluéaju najdiri horizontalni razmak spomenutih tragova

7 Vid: radnju cit. vod 3).
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ravnine, koja prolazi praveem 7, a jednak je duljini R', R’,.
Spojnica je dakle, dvostruke tocke s ovim &etverostrukim foku-
som promjer trazene kruznice. Na temelju spomenute konstruk-
cije cetverostrukih fokusa, kao i poznatog pravilnog poretka
izvodnica na Pliickerovu konoidu, izlazi, da ¢e se promjer, a
prema tome i srediSte te kruznice, nalaziti na projekeiji one

izvodnice konoida, koja se u dvostrukom praveu sastaje s onom
izvodnicom kojoj ¢e projekcija biti paralelna s duzinom R’, R’,.
Vidimo dakle, da za Pliickerov konoid mozemo izreéi jo§ ovakav
stavak:

Projiciramo li uspuredno s dvostrukim pravcem na jednu
direkcionu ravninu presjecne krivulje Plickerova konoida
§ ravninama usporednim s nekim pravcem r, leZat ée cetve-
rostruki fokusi nastalih oc® unikurzalnih cirkularnih krivulja
3. reda u toj ravnini na jednoj krufnici, koja prolazi projek-
cijom dvostrukog pravea toga konoida. Polumjer te kruZnice
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jednak je Ceturtini udaljenosti projekeija obadvaju probodista
toga pravea s torzalnim ravvinama, a sredidte se nalazi na
projekeiji one izvodnice, koja dvostruki pmvac “sijece u isto]
t kao i ona izvodnica, kojoj je projekeija usporedna s pro-
jekcijom spomenutog pravea.

Ako je « prikloni kut pravea r prema ravnini projekeija, 2
« dul]ma razmaka izmedu torzalnih ravnina konoida, promjer
je kruznice d = }a cotga, jer jo 2d— R, R’y = a cotg «.

U okviru spomenute konstrukeije Lel\'crost\ukog fokusa,
kao i poznatih osobina Pliickerova konoida, moze se vrlo lako
zapaziti &injenica, da je spomenuta kruinica svih &etverostru-
kih fokusa projekcija one presjeéne elipse konoida, kojoj rav-
nina prolazl izvodnicom okomitom na praveu 7, a tangens
njenog kuta nagiba prema ravnini projekcija dvostruko je veéi
od tangensa kuta pnk]nna pravea 7 prema istoj raynini. Ovo
izlazi odatle, §o je promjer spomenute krufnice jednak polovici
duljine R, R',

TIT. Zadamo li ¢etverostruki fokus u ravnini projekeija una-
prijed, tada je na temelju spomenule konstrukeije takva fokusa
lako odrediti smjedtaj ravnina, kod kojih éc projekeija njihovih
presjetnih krivulja u smjeru dvostrukog pravea imati zajed-
nicki upravo taj tetverostruki fokus.
unaprijed Gitavu nagu kruZnicu éetverostrukih
fokusa, tada ¢emo smjer pravea r, s kojim su usporedne rav-
nine onih krivulja, Kojih cirkularne projekeije imaju svoje
cetverostruke fokuse upravo na toj kruZnici, odrediti
natin: spoiit éemo sjecidta torzalnih pravaca s ra
elipse na konoidu, koja se projicira u zadanu kruznicu. Toj
spojnici smanjit éemo prikloni kut prema direkcionim ravni-
nama tako, da joj tangens priklona bude polovina tangensa
njenog vlastitog priklona, Tako dobiveni pravac, iz prikionice
ravnine one elipse, daje trazeni smjer.

1V. Uzmimo na nckom kosom kruznom valjku po vuI}) neki
ravninski presjek (elipsu) kao ravnalicu, a jednu izvodnicu
toga valjka kao dvostruki pravac nekog konoida. Ravnine Jed-
nog sveska paraleinih ravnina kruZnih presjeka toga
ncka su ravnine parova izvodnica toga konoida, koje se sijeku
(dirckcione ravnine). Taj konoid bit ¢e 3. reda s takvim parom
imaginarnih neizmjerno dalekih izvodnica, koje prolaze sjeci-
ima neizmjerno dalekog jednostrukog pravea toga konoida
s ﬂ}'h(ﬂllf'l(”ﬂ cunjos, (nicom ' Projekeije svih ravninskih pre-

¥ O\(‘ imaginarne nelzmjerno daleke
jer ne diraju apsolutnu Cunjosjednicu kuo kod Pl

e nisu ‘zolr ()pm pravei,
erova Kono:
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sjeka ovakvog konoida, u smjeru dvostrukog pravea na j
direkcionu ravninu, bit ¢e unikurzalne cirkularne krivulje 3.
reda kao kod Piickerova konoida, jer sve prolaze apsolutnim
totkama ravnine projekcija. Ovakve projekeije svih ¢unjosje-
¢nica foga konoida bit ¢e prema tome i ovdje kruznice. Iz istih
razloga kao kod Pliickerova konoida (toé. 1) imat ée i ovdje
opisane projekeije paralelmh ravninskih prss;eka jednitki
cetverostruki fokus. U ravnini projekcija imat ¢emo prema
tome posve istu sliku kao kod Pliickerova konoida, t. j. projici-
ramo li na opisani naé&in sve ravninske presjeke paralelne s ne-
kim praveem 7, lezat e Celverostruki fokusi tih projekcija na
jednoj kruznici, kojoj éemo promjer odrediti analogno kao kod
Pliickerova konoida. Prostorna razmatranja u vezi s ovom
kruznicom bila bi kod ovog konoida identiéna s razmatranjima
kod Pliickerova konoida

Probodimo sada praveem r forzalne ravnine toga konoida,
a duljinu omedenu tim probodi§tima projicirajmo u smjeru
dvostrukog pravea na jednu ovu torzalnu ravninu, koja neka
bude ravnina projekeija. Udaljenost od te projekeije onog pro-
bodista, koje smo projiciraii ozna¢imo s a, a kutove, sto ih pra-
vac r i dvostruki pravac konoida &ine s tom projekcijom ozna-
&mo s « i . Malo prije spomenuta projekcija duljine, omedene
probodi§tima pravea r s torzalnim ravninama, bit ée jednaka
a (colgn—cotg f). Znamo jod od Pliickerova konoida, a na
temelju poznate konstrukcije Cetverostrukog fokusa kod umi-
kurzalnih cirkularnih krivulja 3. reda, da je opisana projekcija
te duljine jednaka dvostrukom promjeru nade kruznice éetvero-
strukih fokusa. Taj je promjer prema tome kod ovakvog ko-
noida jednak 4e(cotg@— cotgfl). Kod Pliickerova konoida je
kut - 90 dakle cotg fi =0, odnosno d = }« cotg «, kao §to
smo to tamo i spomenuli.

Uzmimo opet neki kosi ravninski presjek uspravnog il
kosog kruznog valjka kao ravnalicu konoida, kojemu je konaéni
dvostruki pravac usporedan s osi toga valjka, a ravnine su mu
kruznih presjeka (kod kosoga valjka jedan svezak takovih rav-
nina) direkcione ravnine. Dobiveni konoid bit ¢e 4. reda, kojemu
u prvom slucaju neizmjerno daleke izvodnice ¢ine par izotrop-
nih pravaca, dok u drugom slué¢aju par neizmjerno dalekih ima-
ginarnih izvodnica samo prolazi sjeciStima neizmjerno dalekog
dvostrukog pravca toga konoida s apsolutnom éunjosjecnicom,
tako da je te izvodnice ne doti¢u. Projekcije ravninskih pre-
sjeka tih konoida u smjeru konacnog dvostrukog pravca na
direkcione ravnine bit ée i tu cirkularne krivulje, jer ¢e i ovdje
sve prolaziti apsolutnim totkama ravnine projekcija. Takve
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projekcije presjeka s ravninama jednog sveska pdrdluln‘h rav-
nina bit ¢e i ovdje konfokalne na isti nacin i iz istih razloga
kao kod takvih konoida 3. reda, Uzmemo 1i konaéno i ovdje
sveske paralelnih ravnina paralelno s nekim praveem r, bit ée
i tu na temelju razmatranja u to¢ki II. ove radnje éetverostruki
fokusi presjeka toga konoida s tim ravninama, projiciranih u
smjeru dvostrukog pravea na neku direkcionu ravninu, na ne-
koj kruznici. Ova kruznica prolazi sjeciStem konadnog dvostru-
kog pravca s tom ravninom projekcija. Polumjer, kao i smjestaj
te kruznice u ravnini projekcija, ovisi o obliku ovakvih konoida,
a kcnsrrukhvnn moZe se ona odrediti spomoéu poznate kon-
& strukog fokusa kod unikurzalnih cirkularnih
reda s jednom neizmjerno dalekom dvostrukom

Skupimo 1 sve ono, $to smo nasli zajednicko na svim do
sada razmatranim konoidima, moZemo to izreéi ovim stavkom

Svaki uspravan ili kosi konoid 3. ili 4. reda s neizmjerno
daelekim imaginarnim parom izvodnica, koje prolaze sjeciitima
apsolutne Eunjosjecnice s jednostrukim odnosno dvostrukim
neizmjerno dalekim praveem toga konoida, odlikuje se ovakvim
svajstvom: ravninski presjeci takvih lkonoida, projicirani u
smjeru dvostrukog pravea na jednu direkcionu ravninu, daju
cirkularne krivulje. Uzmemo li sve ravninske presjeke tih ko-
noida usporedne s nekim pravcem (njih oo), éetve ruki fo-
Teusi projehu]u svih tih presjeka, projiciranih na spomenuti
naéin, lezati ée ma jednoj kruznici.

V. Svaka presje¢na krivulja Pliickerova konoida, projic:
rana u smjeru dvostrukog pravea na jednu direkcionu ravninu,
ima svoj Cetverostruki fokus. Ovaj je fokus projekecija neke
to¢ke u ravnini toga presjeka. Pogledat temo sada, gdje se u
prostoru nalaze ovakve totke svih ravnina nekog pravea r. Iz
prvog stavka u tocki L. izlazi, da je geometrijsko mjesto ovakvih
totaka na uspravnom kruinom valjku. Buduéi da ovo geome-
trijsko mjesto mozemo smatrati proizvodom triju projektivnih
svezaka ravnina (vidi tocku IL), ono je prostorna krivulja 3.
reda na uspravnom kruznom valjku, dakle prostorna kubna
kruznica.

Potpuno isto vrijedi i za uspravan konoid 4. reda s izotrop-
nim neizmjerno dalekxm parom izvodnica. Kada bismo mjesto
uspravnog konoida 3. ili 4. reda imali kosi takav konoid, kojega
imaginarni neizmjerno daleki par izvodnica prolazi sjecistima

7 Vidi radnju: O cirkularnim krivuljama 4. Yeds roda nultoga s ne-
izmjerno dalekom dvostrukom totkom. Rad, knj.



apsolutne ¢unjosjeénice s neizmjerno dalekom ravnalicom tog
konoida, dobili bismo analognim putem prostornu kubnu elipst

Znamo, da u svakom svesku paralelnih presjeka Pliicke
Tova konoida ima po jedna elipsa, jer po jedna ravnina svako
takvog sveska prolazi jednom izvodnicom toga konoida. Spc
menute projekcije presjecnih krivulja toga konoida, s ravnine
ma takvog sveska, imaju, kao 3to znamo, zajednicki Cetverc
struki fokus. Buduéi da se ovdje radi o paralelnom projiciranj
taj je Cetverostruki fokus projekcija srediSta one jedine elips
u svesku takvih paralelnih presjeka. Odavle, kao i iz naSe
prvog stavka, izlazi jo§ i ovaj stavak

Sredista elipsa Plickerova konoide, kojih su ravaine uspc
redne s nekim pravcem, leZe ne jednoj krusnici u ravnini okc
mitog para izvadnica toge konvida.

Polumjer i srediSte te kruznice izvedeni su u tocki IL ov
radnje uz pretpostavku, da ]e ravnina oknmnng para izvodnic
ravnina pm]el\m)a U ravnini okomﬂ.og para izvodnica lezi 1
kruznica zato, jer su u toj ravnini srediSta svih Cunjosjeénic
toga konoida.

To vrijedi analogno i za kosi konoid 3. reda, kojemu ne
mijerno daleki par imaginarnih izvodnica prolazi sjecidtim
apsolutne Cunjosiecnice s njegovom neizmjerno dalckom ras
nalicom,

(Primijeno na siednici Odjela za mutematicke, fizie
i tehnicke nouke dne 22. VI 1948.)
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