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Dr. Vilim Nile, Zagreb

O HIPEROSKULACIONIM KRUZNIM VALJCIMA
' JEDNE KRUZNICE

U vod: Svaku elipsu hiperoskulira u svakom njenom tje- .
menu jedna hiperoskulaciona kruZnica. Uzmemo li takvu elipsu
kao bazu uspravnog valjka, tad uspravni kruzni valjci, kojima
su te hiperoskulacione kruZmice baze, postaju hiperoskulacioni
kruZni valjci tog elipti¢nog valjka duZ njegovih tjemenih izvod-
nica. , '

Odaberemo li na nekoj prostornoj krivulji po volji neku
toéku P, tad ova krivulja ima u toj tofki ne samo svoju osku-
lacionu kruZnicu, nego i oo! svojih oskulacionih zavojnica. Osi
ovih zavojnica €ine Pliickerov konoid, kojéga je dvostruki
pravac identi¢an s glavndm normalom te prostorne krivulje u
totki P1). Kuspidalne totke ovog konoida su totke P i srediste
O oskulacione kruZznice.

Povucimo sada oskulacionom kruZnicom oo! valjaka tako,
da im izvodnice budu paralelne s izvodnicama spomenutog ko-
noida. Svakoj izvodnici tog konoida pridruZen je na taj nacin
jedan valjak, a ta izvodnica konoida bit ¢e os hiperoskulacionog
kruZnog valjka tog njoj pridruZenog valjka duZz one tjemene
izvodnice, koja prolazi totkom P, Odnosno, bit ée to hiperosku-
lacioni kruZni valjak te oskulacione kruZnice u toj tolki.

Napustimo sada prostornu krivulju i uzmimo ovu oskula-
cionu kruZnicu posve samostalno. Povu¢emo li njome analogno
kao gore, ali sada svih oo? moguéih valjaka, tada svaki taj
valjak (elipti¢ni) ima &etiri tjemene izvodnice, a duz svake te
jzvodnice jedan hiperoskulacioni kruZni valjak. U ovoj radnji
istra¥it éemo geometrijsko mjesto osi svih ovih hiperoskulacio-

1) @&. Scheffers: Anwendung der Differential und Integral Rechnung
auf Geometrie (1923), Bd. 1., str. 258.
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nih kruZnih valjaka. U na$im razmatranjima zabavit ¢emo se
najprije osima $irih hiperoskulacionih valjaka, t. j. onih, koji
neki eliptian valjak hiperoskuliraju na vanjskoj strani, a onda
osima onih uZzih.

1. Odaberimo neku kruinicu ¢ tako, da se ona na ravninu
slike projicira u duZinu AB, a sredi3te O te kruznice neka bude
projekcija okomitog promjera o te kruZnice na ravninu slike.
Totke A, B, O neka se nalaze u ravnini slike (vidi sliku). Po-
vucimo sada kruZnicom c sve one valjke, kojima su izvodnice
okomite na promjeru o, a svaki taj valjak presijecimo onom
ravninom tog 'promjera, koja je na tom valjku okomita. Neka
je praveem p, kao tragom u ravnini slike, zadana takva rav-
nina ¢. Smjer spojnica BC || AD daje nam smjer izvodnica pri-
druZenog valjka toj ravnini ¢, a duZina CD je projekcija njenog
presjeka s tim okomitim-valjkom. Buduéi da je promjer AB
u ravnini slike, to je duZina CD odmah i mala os te presjene
elipse, dok joj je velika os promjer o (1L AB). Ozna¢imo li malu
0s s CD = 2b, a veliku os s AB = 2a, tad znademo da je polu-

mjer r zakrivljenosti u tjemenima C,D ove presje¢ne elipse
2
jednak r= %. Oznac¢imo li nadalje s a kut 5to ga ravnina e

¢ini s ravninom kruZnice ¢, tad se iz naSe slike vidi, da je

a -
b—a cos a, odnosno r = , ili a =171 cos a.
Cos &

Povuéemo 1i u totki A okomicu na AB, -pa je u totki E
presije¢emo praveem p, tad na temelju izvedenog proizlazi, da
je OE = r. Pomaknemo li prema tome duzinu OE na pravcu p
tako, da tocka O dode u tocku C, tad ¢e tocka E pasti u totku
F, koja ¢e biti hiperoskulaciono srediSte presje¢ne elipse CD
u tjemenu C. Tocka G bit ée isto takvo srediste te elipse u
tjemenu D. Zavrtimo li ravninu ¢ oko promjera o, tad ¢e sve,
tim ravninama na isti naéin pridruZene to¢ke C, leZzati na kru-
Znici opisanoj oko promjera OB u ravnini slike. Buduéi da ¢e
na svakoj tako nastaloj zraci p totke O biti uvijek OC = EF,
to se sve tocke F kod takve rotacije nalaze na Dioklovoj
cisoidi2). '

2) H. Wieleitner: Spezielle ebene Kurven (1908), str. 41,, 42,
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Odaberemo li pravac OA kao ordinatu x, a okomicu s kao
ordinatu 7, tad éemo jednadzbe geometrijskog mjesta tocaka
F i G dobiti ovako:

2
2 — 2 — 2 .
(FO)! =a® + y* = (OE —EF) = (cost_z acosq) =
1
S RS B 2
—a (cosa 2+cos )
Buduéi da je
_ Y . 1 _ ¥ : 2., x?
‘tga—x,tOJe cosza_ac2+1'1cosa_y2 5 -

Uvrstimo li gore ove vrijednosti dobit éemo:
lay? 4 = («* + ) {af—z @@ +y)} =0 il
eyt @+y) =0 i ey —z @+ =0.

Ove dvije poznate jednadzbe daju nam geometrijsko mjesto
svih todaka F i G, a to su, kao $to znademo, Dioklove cisoide.
One se sastaju u &iljku O simetri¢no obzirom na vertikalu s
(ordinata y).

Okomice postavljene u totkama F i G na pripadajuce
ravnine bit ée osi hiperoskulacionih kruznih valjaka, duz izvod-
nica koje prolage &irim tjemenima C,D presje¢nih elipsi onih
valjaka kruZnice ¢, kojih su izvodnice okomite na pridruZenoj
ravnini ¢. Poznato je, da Dioklova cisoida mozZe biti izvedena
i kao noiSna krivulja parabole, uzevsi tjeme te parabole kao
pol. Odavle izlazi, da ée sve spomenute okomice u totkama F
omatati parabolu I, kojoj je pravac AB os, tocka O tjeme, a
totka B fokus. Analogno ée okomice u totkama G omatati si-
metriénu parabolu 1, obzirom na vertikalu s.

Zavrtimo li sada promjer o i sve ravnine njegova sveska
oko sredifta O, odnosno vertikale s, tad ¢e okomice na sve
tako dobivene ravnine dati svih c0? moguéih smjerova, a na taj
smo nadin obuhvatili i svih moguéih oo? valjaka kruZnice c.
U svakoj ravnini vertikale s deSavat ée se isto Sto i u ravnini
slike, jer ¢ée totke A, B putovati po kruZnici ¢, a kruZnice
totaka C, D ¢&initi ée jedan torus ili anuloid. Iza rotacije za
180° prelaze tocke F u totke G, a parabola 1 u parabolu 1;.

Imajuéi u vidu, da se u svakoj ravnini vertikale s deSava
isto $to i u ravnini slike, to iz nadih razmatranja- u ravnini
slike direktno proizlazi ovaj stavak:

6



" O hiperoskulacionim kruinim valjcima 5

Geometrijsko mjesto osi kruZnih hiperoskulacionih valjaka
svih onih valjaka, koji prolaze nekom krufnicom c, Cini oo?
"ovakvih'pmv_aca: U sredistu O kruZnice ¢ postavimo okomicu
s na njenu ravninu i tom okomicom postavimo jednu ravninu.
U toj ravnini neka se nalazi parabola, kojoj je fokus u sjecistu
te ravnine s krufnicom c, a tjeme u sredisftu O. Rotacijom ove
parabole oko njene tjemene tangente s nastaje rotaciona ploha
4. reda, kojoj na kruznici c lefe fokusi njenih paraboliénih me-
ridijanskih presjeka. Sve tangente ove plohe, koje sijeku njenu
" o0s 8, fine gore spomenuto geometrijsko mjesto hiperoskulacio-
nih osi. -

Svi evi kruzni hiperoskulacioni valjci hiperoskuliraju na-
ravski i kruZnicu c. Buduéi da ovakvih valjaka, dakle i njihovih
osi ima oo?, to one ¢ine jédnu kongruenciju. Pravac § je singu-
larna zraka te kongruencije®). Svakom totkom prostora prolazi .
jedna meridijanska ravnina te rotacione plohe 4. reda, koja
ju sijede u dvije parabole. Tom totkom prolaze dakle ¢cetiri
tangente toga- meridijana, a prema tome je naSa kongruencija
4. reda. U nekim totkama prostora bit ée dvije takve zrake
naSe kongruencije konjugirano kompleksne, jer ta tofka moZe
biti i unutar jedne ili druge svoje meridijanske parabole.

2. Rotacijom nasih Diocklovih cisoida oko osi s nastala je
rotaciona ploha, koja je noZi¥na ploha naSe kongruencije za
srediSte O kruznice ¢ kao pol. 1z nasih se razmatranja vidi, da
je ova ploha i geometrijsko mjesto srediSta zakrivljenosti u
§irokim tjemenima okomitih projekcija kruznice ¢ na sve rav-
nine njenog sredi§ta O. Osim ove plohe vrijedno je spomenuti
one noziine plohe naSe kengruencije, kojih se pol P nalazi na
singularnoj zraci s. Takve su plohe opet rotacione, a meridijan
u ravnini slike (u isti mah i kontura njene projekcije na rav-
ninu slike) ¢ine im noZidne krivulje parabola 1.i l,. Rotacijom
tih noZi¥nih krivulja oko osi s dobivamo takve plohe 6. reda
s detverostrukom toékom u polu P i s dvostrukom tofkom u
neizmjernosti na singularnoj zraci s. U polu P takve plohe
diraju same sebe, jer su tangente noZiSnih krivulja parabola
1il, u polu P okomite na osi s.

Poznato je, da su noZiSne krivulje parabole cirkularne
krivulje. Obje noZi¥ne krivulje parabola 1 i 1, za pol P prolaze

3) Th. Reye: Die Geometrie der Lage, Bd. II., str. 122
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prema tome apsolutnim totkama svoje ravnine. Jer obje ove
cisoide zajedno &ine meridijan naSe rotacione plohe, tfo taj
meridijan prolazi dva puta apsolutnim tockama svoje.ravnine.\
Buduéi da su svi meridijani jednaki proizlazi odavle, da naSa
noZiSna ploha pola P prolazi dva puta apsolutnom cunjosjec-
nicom, t. j. ona je ciklida 6. reda. Spomenuli-smo, da ovakva
ploha ima na svojoj osi s u neizmjernosti dvostruku togku. Jer
'je ona i rotaciona, to direktno odavle izlazi, da.ona u neizmjer-
nosti ima i par izotropnih pravaca. Dalje odavle izlazi, da su
svi ravninski presjeci ovakvih ploha bicirkularne krivulje 6.
reda. Neizmjerno daleki izotropni pravei tih ploha daju nam
medutim i ovo: Projiciramo li bicirkularne ravninske presjeke
ovakvih ploha u smjeru osi s na ravninu okomitu na toj osi,
bit ée te projekcije cirkularne krivulje.

3. Promotrimo sada, kako izgleda geometrijsko mjesto osi
uzih hiperoskulaecionih kruznih valjaka svih valjaka kruZnice
¢? Pod uzim hiperoskulacionim kru?nim valjcima razumijeva-
mo one, koji eliptiéne valjke kruznice c hiperoskuliraju iznutra.

U kruZnici ¢ odaberimo promjer AB koji je u ravnini slike,
a tim promjerom postavimo svezak ravnina ¢. Projiciramo li
kruZnicu ¢ okomito na svaku ovu ravninu o, tad ée sve dobi-
vene elipse u tim ravninama imati zajednitku veliku os AB,
a prema tome i tjemena A, B. Sredista zakrivljenosti ovih elipsi
u tjemenima A, B nalazit ée se prema tome na promjeru AB.
Taj promjer sjeéi ¢e dakle osi uzih hiperoskulacionih kruznih
valjaka kruZnice ¢, kojih su izvodnice okomite na promjeru
AB. Uzmemo li kruZnicu ¢ kao oskulacionu kruznicu neke pro-
storne krivulje u togki A ili B, tad ée se osi naSih uZzih hiper-
oskulacionih kruZnih valjaka, okomitih na promjeru AB, po-
dudarati s osima oskulacionih zavojnica te prostorne krivulje
u to¢kama A, odnosno B, kao $to je to spomenuto u uvodu ove
radnje. Sve takve osi ¢ine za tjeme B jedan Pliickerov konoid,
Tangente kruZnice ¢ u totkama A, odnosno B, su jedan torzalan
pravac, a vertikala s je drugi zajednicki torzalan pravac tih
konoida, Totka O im je zajedni¢ka kuspidalna totka. Sto vri-
jedi za promjer AB, vrijedi-i za sve ostale promjere kruZnice
¢, a time smo obuhvatili i svih co? smjerova u prostoru. Geo-
metrijsko mjesto osi uzih kruznih hiperoskulacionih valjaka
svih valjaka kruZnice ¢ nastaje prema tome ovako: Jedan polu-
mjer kruZnice c, recimo OA, neka je dvostruki pravac Pliicke-
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rova konoida, kojemu su totke O, A kuspidalne tocke, a verti—¥
kala s i tangenta kruZnic® ¢ u to¢ki A torzalni praveci. Zaroti-
ramo li ovaj konoid oko vertikale s, tad izvodnice svih tako
dobivenih konoida &ine spomenuto geometrijsko mjesto.

Svaki par izvodnica prvotnog konoida, koje se sijeku na .
dvostrukom praveu AB, opisuje kod ‘spomenute rotacije oba
sistema izvodnica . jednog rotacionog hiperboloida. Torzalnim
praveem kuspidalne tolke B postavimo jednu ravninu (okomitu
na ravninu slike). Ova ravnina sijeée taj konoid u elipsi, kojoj
je projekcija duzina BQ. Znademo, da se u smjeru AB ta elipsa
projicira na torzalnu ravninu u kruZnicu, kojoj je promjer
0Q. Uzmimo na naSem konoidu onaj par izvodnica, koje se
sijeku u totki K na praveu AB. Rotacioni hiperboloid ovog
para izvodnica imat ée u totki K tjeme konturne meridijanske
hiperbole (u ravnini slike), a jedna asimptota te hiperbole bit
¢e pravac OL, jer je taj pravac projekcija jedne izvodnice
konoida u to¢ki K zarotirane za 90°. Radi sli¢nosti i okomitosti
trokuta OQL i BOC sjeéi ée uvijek okomica duzine OB, postav-
ljena u to¢ki K, pravac (asimptotu) OL u noZstu C okomice
spudtene na taj pravac iz toéke B. To¢ka B je prema tome sre-
diste zakrivljenosti u tjemenu K konturne hiperbole naSeg
spomenutog hiperboloida, a koja je u ravnini slike kao meri-
dijanskoj ravnini. Naga razmatranja u svezi s totkom K vrijede
i za svaku drugu to¢ku duZine OB, kao i za svaki drugi polu-
mjer kruZnice c. Dakle nala razmatranja izvedena pomocu
ravnine slike kao meridijanske ravnine moZemo prenijeti na
svaku drugu meridijansku ravninu.

Pustimo 1 neku kuglu da svojim sredistem putuje po nekoj
kruZnici e, tad sve te kugle omataju plohu 4. reda koja se
zove torus ili anuloid. Ovu kruZnicu ¢ zvat éemo kruznom osi
tog torusa. Svaki rotacioni jednoplo3ni hiperboloid ima duz
svoje grlene kruZnice jedan hiperoskulacioni koaksijalni torus,
t. j. takav, kod kojeg sve &etiri prodorne kruZnice s takvim
hiperboloidom (kao degenerirana prostorna krivulja 8. reda)
padaju skupa. ,

Iz ovih, kao i onih gornjih razlaganja proizlazi ovaj stavak:

Osi uZih hiperoskulacionih krufnih valjaka svih valjaka
neke krusnice c ine kongruenciju, koja se sastoji iz oba siste-
ma izvodnica jednog pramena takvih rotacionih koaksijalnih

9



8 ‘ Dr. Vilim Nite, Zagreb,

hiperboloida, kojima je kruZnica c zajednitka kruZna os njiho-
vih hiperoskulacionih torusa duZ njihovih grlenih kruZnica
(kruZnih strikcionih linija).

Svakom totkom prostora prolazi jedna meridijanska rav-
nina, koja na$ koaksijalni pramen rotacionih hiperboloida sijecte
~u pramenu koaksijalnih hiperbola sa zajedni¢kim srediStem
zakrivljenosti. Svakom totkom prostora prolazi samo jedna
takva meridijanska hiperbola, jer u naSem je koaksijainom
pramenu hiperbola nemoguée povuéi jednom totkom dvije
njegove hiperbole zato, jer svaka hiperbola tog pramena, koja
ima 3to duZzu realnu os, ima tim manji kut izmedu asimptote
i te realne osi. Svakom tolkom prostora prolazi dakle samo
jedan .hiperboloid tog rotacionog pramena, dakle i samo dvije
zrake nafe kongruencije. Ova je kongruencija prema tome
drugoga reda. .

NoZiSna ploha ove kongruencije, obzirom na to¢ku O kao
pol, je krug kruZnice ¢. Odaberemo li pol @ negdje na osi s
(vidi sliku), tad je noZi¥na ploha rotaciona ploha s {jemenom
Q, a grani¢ni rub joj &ni kruZnica c. NoZiSna krivulja pola @
na Pliickerovu konoidu, kojemu su kuspidalne to¢ke O, B, je
elipsa, koja se na ravninu slike projicira u duZinu BQ (malo
prije odabrani presjek). Nada noZina ploha pola @ nastaje
prema tome rotacijom ove elipse oko osi s, jer naSu kongruen-
ciju &ne izvodnice svih Pliickerovih konoida, koje dobivamo
Totacijom spomenutog konoida oko osi s. '

10
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RESUME
Sur les cylindres de rotation hyperosculateurs d’un cercle

“Par Dr.Vilim Nice

-~

Tout cylindre elliptique posséde quatre cylindres de ro-.
tation hyperosculateurs touchant ce cylindre le long de ses
génératrices de sommet. Il y a oc? de cylindres elliptiques
passant par un cercle ¢ et a chacun d’eux appartiennent quatre
cylindres de rotation hyperosculateurs. Dans ce travail on exa-
mine le lieu géométrique des axes de ces oo? cylindres hyper-
osculateurs. On traite d’abord les axes des cylindres circonscrits
et ensuite ceux.des cylindres inscrits. Chacun de ces deux
ensembles d’axes forme une congruence de rotation.

Projetons le cercle ¢ orthogonalement sur un plan passant
par un de ses diamétres o. La projection est une ellipse dont
le grand axe est.2a=o, tandis que le petit axe est 2b=2a
cos a, ou a est l'angle entre le plan du cercle ¢ et le plan o
‘mené par le diamétre o. Le rayon de courbure aux sommets
du petit axe de cette ellipse est r= a®/b=a%/a cos a=1a/cos a
et il s’ensuit * cos a=a. Les centres de courbures respectifs
se trouvent dans le plan de symétrie du diametre o, quel que
soit le plan ¢ mené par o sur lequel nous projetons le cercle.
On déduit de la relation a =rcosa 'qur_e tous ces centres de
courbures aux sommets des petits axes décrivent deux cissoides
de Dioclés symétriques lorsque le plan de projection ¢ tourne
autour du diamétre o. La pointe de ces courbes se trouve
au centre O du cercle ¢ et les courbes sont syméiriques par
rapport a la normale s du plan du cercle ¢ menée par son
centre. On sait que la cissoide de Dioclés peut étre considérée
comme courbe pédale d’'une parabole, le sommet de cette pa-
rabole étant le pdle. .

Les normales du plan ¢ passant par les centres de cour-
bure susdits sont les axes de cylindres de rotation hyperoscu-
lateurs du cylindre des rayons projetant le cercle ¢ et envelop-
pent deux paraboles se touchant au sommet commun O. Leurs
foyers se trouvent sur le cercle c¢. On déduit de ces résultats:

11
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Le lieu géométriqué des axes de cylindres de rotation hy-
perosculateurs de tous les cylindres du cercle c forment une
congruence de droites qui peut étre obtenue comme il suit:
‘Menons un plan par la normale s du plan du cercle ¢ dans
son centre O. Si la parabole dans ce plan dont le sommet est
O et dont le foyer se trouve sur le cercle c tourne autour de
sa tangente s en O, on obtient une surface de rotation du 4°
ordre. Toutes les tangentes de cette su'rface coupant son axe s
forment la congruence cherchée.

Cette congruence est du 4° ordre et I'axe s en est le rayon
singulier. '

Dans ce travail on traite aussi les surfaces pédales de cette
congruence, Si l'on prend le centre du cercle O comme péle,
la surface pédale par rapport a ce pdle est identique avec le
lieu géométrique des centres de courbure dans tous les plans
¢ de tous les diameétres o. Si le pble P se trouve sur le rayon
singulier s, la surface pédale par rapport a ce pdle est une
cyclide du 6° ordre dont P est un point quadruple. Elle posséde
une p_airé de droites isotropes a l'infini. ’

On a démontré la proposition suivante concernant les axes
"des cylindres de rotation hyperosculateurs inscrits aux cylin-
dres du cercle c.

La congruence des axes des cylmdres de rotation hyper-
osculateurs inscrits- d tous les cylindres d’un cercle c est
formée des génératrices du faisceau d’hyperboloides de rotation
coaxiaux dont le cercle c est axe commun de leurs tores
hyperosculateurs touchant ces hyperboloides le long de leurs
cercles de striction. Cette ¢congruence est du 2° ordre.



