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0. CIRKULARNIM KRIVULJAMA 4. REDA
RODA NULTOGA S NEIZMJERNO DALEKOM
'DVOSTRUKOM TOCKOM

Uvod. Razlika izmedu cirkularnih i obi¥nih necirkularnih
krivulja bilo kojega reda oStro se zapaZa u obliku njihovih jed-
nadzbi, jer se u jednadzbi cirkularnih krivulja javlja poznati
njen tipi¢ni dio (x*+y?). Po vanjskom (grafi¢kom) obliku razli-
kuju se nacrtane ovakove krivulje mnogo manje. Oé&ita se raz-
lika vidi samo kod krivulja 2. reda, dok se veé¢ kod krivulja 3.
reda to ne moZe tako lako raspoznati. Za cirkularne krivulje
3. reda roda nultoga, kao i neke 4. reda roda nultoga') pokazano
je, kojim uvjetima mora zadovoljavati njihov vanjski oblik, da
one budu cirkularne. Kod unikurzalnih cirkularnih kI‘lVU.]Ja 4.
reda bile su razmatrane samo one, koje imaju sve tri dvostruke
to¢ke u konaénosti. U ovoj radnji promatrat éemo cgkularne
unikurzalne krivulje 4. reda, ko;e imaju jednu neizmjerno da-
leku dvostruku totku. PotraZit éemo’ uvjete, kojima mora zado-
voljavati vanjski oblik ovakvih krivulja, da one budu cirku-
larne, a na¢i ¢emo i jednostavan konstruktivni postupak za
odredivanje Cetverostrukog fokusa ovakvih krivulja.

1. Neka je kruznica ! projekcija uspravnog kruznog valjka,
a totka D, projekcija nekog pravca o usporednog s tim valjkom.
Zamislimo taj valjak presje¢en ravninom u nekoj elipsi 1, koja
se takoder projicira u kruZnicu . Okomice spustene iz svake
totke ove presjetne elipse na pravac o su izvodnice nekog us-
pravnog konoida 4. reda, ¢ije neizmjerno daleke izvodnice &ine
par minimalnih pravaca. Tangente r,, r; kruZnice ! neka su
projekcije tragova 7,7, presjetne ravnine onog valjka u torzal-
nim ravninama naSeg konoida, a prema tome su pravc1 1, t,
projekcije torzalnih prayaca (v1d1 sliku). Pravac i || r,, 7, je pro-
jekcija 'dvostruke izvodnice ovog konoida.

' 1) Vidi moje radnje a) i b): a) Vanjska ozhaka unikurzalnih cirku-
larnih krivulja 3. reda (Nast. Vi, knj. L) i b) Krivulje i plohe 3. i 4.
reda nastale pomo¢u kvadratne inverzije (iza3lo ranije u Radu).



Uzmimo sada neku ravninu po volji, kojoj su tragovi u tor-
zalnim ravninama konoida pravci d_l, J Presjeénica s ravnina
(d1 dz) (f, 7)) sije¢e dvostruku izvodnicu i u dvostrukoj toéki
D, presje¢ne krivulje k ovog konoida s ravninom (d, d,). To&ka
D,, t. j. probodiSte pravea o i ravnine (d, dy), bit ée druga
dvostruka to¢ka krivulje E, dok je treca takva tocka neiz-
mjerno daleko u smjeru tragova d,, d,. Ostale totke pre-
sjetne krivulje dobit éemo ovako: presijecimo na$ konoid
jednom direkcionom ravninom; pravci @, b neka su presjecnice
te ravnine s ravninama (7, 7») i (d, d,); izvodnice, ¢&ije su pro—\
jekcije pravei 4; Dy, 4, D,, a nalaze se u toj ravnini, sijeku
presjetnicu b u totkama B,, B,, koje su totke probodista tih
izvodnica s ravninom (d; d,), dakle tolke nale presje¢ne kri-
vulje k. Analognim putem moZemo dobiti sve ostale totke kri-
vulje k kao i njene asimptote a,, @,. Iz same konstrukcije evi-
dentno je, da su tragovi d,, d, tangente krivulje k, povuCene na
nju iz dvostruke neizmjerno daleke to¢ke. Projekcija k krivulje
E bit ée cirkularna krivulja, jer smo je dobili projekcijom iz
neizmjerno daleke totke dvostrukog praveca, kojom prolazi par

minimalnih izvodnica, na jednu direkecionu ravninu.

v 2. Uzmimo svezak ravnina usporednih s ravninom (d, dy)
naSeg presjeka k. U svakoj toj ravnini nalazi s¢ neka presjetna
krivulja k, naSeg konoida, a projekcije k; svih tih krivulja €init
¢e pramen cirkularnih krivulja 4. reda. One krivulje ovog pra-
mena, koje su projekcije presjeka onih ravnina, $to prolaze
jednom izvodnicom naSeg konoida, bit ¢e 3. reda. Budu¢i da na
takovom konoidu postoje dvije izvodnice, koje su usporedne
s ravninom (a_ 52), to ¢e se dvije krivulje u nafem pramenu k,
raspasti u ovakovu unikurzalnu cirkularnu kr1vu1]u 3. reda i
projekciju jedne izvodnice.

Sve presjetne krivulje kl. u svesku usporednih ravnina si-
jeku neizmjerno daleke minimalne izvodnice naSeg konoida u
iste dvije tolke, koje se iz neizmjerno daleke tocke dvostrukog
pravca o projiciraju na naSu ravninu projekcija u njene apso-
lutne totke. Odavle slijedi, da ¢e sve krivulje k; naSega pra-
mena, kao projekcije. krivulja k; imati zajednicki éetverostruki
fokus F, jer se one dodiruju u apsolutnim tockama. .
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Kako u pramenu krivulja k; postoje i dvije krivulje 3. reda,
znat ¢éemo odrediti njihov zajednitki Setverostruki fokus, jer je
to za ovakove krivulje 3. reda ve¢ poznato®). Krivulje k; naega
pramena imaju tangente d,, d, kao i asimptote a,, a, konstantno
jednako medusobno razmaknute, jer su ti pravci presjelnice
ravnina krivulja k, s torzanim ravninama i direkcionim ravni-
nama poloZenim onim izvodnicama, koje su usporedne s ravni-
nom ((Y1 cfe).y Cirkularna krivulja k; pramenha raspast ¢e se u

i

pravac i krivulju 3. reda onda, ako asimptota a,, odnosno a,, ide
totkom D,. Dvostruka totka D, past ¢e u tom sluéaju u tocku
D,, odnosno ‘D,, na spojnici D, 'D,, a to su u tom slucaju dvo-
struke toCke onih raspadnutih krivulja 3. reda u pramenu k;
(vidi sliku). ‘
Cetverostruki fokus neke unikurzalne cirkularne krivulje
3. reda dobivamo tako, da dVostruku todku spojimo, s tangenci—
jalnim. totkama njene realne neizmjerno daleke totke (te spoj-
nice moraju biti okomite kod cirkularnih krivulja), te njom

?) Vidi radnju c¢): Cetverostruki foKus unikurzalnih ecirkularnih .
krivulja 3. reda i neki osobiti pramenovi tih krivulja.
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povudemo i okomicu na asimptotu. Prekloplmo li ovu okomicu
oko jedme ili druge spomenute spojnice simetri¢no na drugu
stranu, pa na ovu prenesemo, od dvostruke tolke, polovicu uda-
IJenosti izmedu tangenata te krivulje usporednih s asimptotom,
na strani vitice, tada je dobivena totka cetverostrukl fokus te
krivulje®).

Na na$oj unikurzalnoj cirkularnoj kr1vu1]1 3. reda k; unu-
tar pramena, kojoj je dvostruka to¢ka D;, dobit ¢emo tangﬂn—
cijalne totke Ty%, T, njene neizmjerno daleke realne totke tako,
da diralista T,, T, krivulje k pomaknemo po pravcu t,, odnosno
t,, u okomitom smjeru na pravce d,, d;, a,, a, za udalJenost
totke D; od a51mptote a,. T. j. treba naéiniti T, T, = P, D,, od-
nosno T T, =P, D, ako su totke P,, P2 sgec1sta pravaca

=T, Dl, t, = Ty D; s asimptotom a,.

Spojnice D, T,' i D, T,! stoje okomito jedna na drugoj,
odnosno bit ée uvijek tada medusobno okomite, ako je krivulja
k cirkularna, jer je u tom sluc¢aju i naSa reducirana unikurzalna .
krivulja 3. reda cirkularna. Na temelju malo prije opisanog po-
stupka za konstrukciju Cetverostrukog fokusa unikurzalnih cir-
‘kularnih krivulja 3. reda, znat éemo sada konstruira®i i &etvero-
struki fokus F naSe krivulje k. Asimptota a, one reducirane
krivulje 3. reda u pramenu k; usporedna je naravski s pravcima
ay, @y, dy, ds.

Uzmemo li u pram nu k; mjesto reducirane krivulje 3. reda '
s dvostrukom tofkom i)g onu s dvostrukom toCkom D,, dobit
éemo istim konstruktivnim putem isti &etverostruki fokus F, jer
to uostalom, kao $to znademo iz prostornog razmatranja, tako
i mora biti.

Na temelju ove posljednje &injenice moZe se konstruktivni
postupak za odredenje- Cetverostrukog fokusa naSe unikurzalne
cirkularne kerUlJe k 4. reda veoma pojednostavniti, a citav
postupak izraziti slijedeéim stavkom:

Cetverostruki fokus F neke unikurzalne cirkularne krwul;e
4. reda s neizmjerno dalekom dvostrukom tockom dobit éemo
tako, da spojnicom D, D, konaénih dvostrukih toéeka D,, D,
presijeemo njene asimptote u tockama S, S, i na tu spojnicu
prenesemo duZine S; D,, S, D, od totke D, u istom smjeru do
to¢aka D,, odnosno D4 C‘etverostrukz fokus F krivulje k bit ée
ona tofka na strani njene vitice, koja je od toéaka D,, D, uda-
" ljena za polovzcu udaljenosti izmedu tangenata k'rwulye -k uspo—
- rednih s njenim asimptoiama. :

3) Vidi radnju o).



Toéke D,, D, dobit éemo i tako, da od to¢ke D, nanesemo
duzine S; D, i S, D, u istom smjeru. ,

3. Kada bismo sa svakom pojedinom totkom krivulje k
uéinili isto kao s totkama T,, T, t. j. potrazili njima pridruzene
na isti na¢in kao $to smo nasli tocke T,L,T,%, tada bi sve te tocke
satinjavale projekciju one krivulje u pramenu k; koja se je
raspala u krivulju 3. reda i pravac. Odavle vidimo, da krivulja
k moZe nastati kao cisoida ove cirkularne krivulje 3. reda i
pravca a, za totku D, kao pol. Ova unikurzalna cirkularna kri-
vulja 3. reda moZe opet nastati kao cisoida njene asimptote a,
i kruznice ¢, koja prolazi njenom dvostrikom totkom D, a sre-

diste joj je u zajedni®kom &Getverostrukom fokusu F*). Tocke

T, T, su tangencijalne to¢ke neizmjerno daleke .toéke ove kri-
vulje, a na kruznici ¢ pridruZene su im totke T,T, T,”, u kojima
su tangentne kruZnice c¢ usporedne opet s pravcima d;, d,
4y Gy G5 o ‘ :
Uéinimo li sada s to€kama T, T, istu dvostruku translaciju
(T,, T, — T,%, T,} — 7,1, T,”) kao do sada, samo mjesto asim-
ptote a, uzmemo asimptotu a, krivulje k, tada su dobivene to¢ke
T4, T,! tangencijalne totke neizmjerno daleke totke one druge’ .
krivulje 3. reda, koja je nastala raspadanjem u pramenu k;.
Dvostruka todka ove krivulje je, kao $to znademo,  to¢ka D,.
Krivulja k moZe se prema tome smatrati cisoidom i ove cirku-
larne krivulje te pravca a, za pol D;. I ova krivulja 3. reda
moZe se smatrati cisoidom, kao i ona malo prije, i to opet kruz-
nice ¢ i svoje asimptote a, tako, da je totkama T,?!, T,! te kri-
vulje pridruZen na kruZniei c isti par totaka T,™, T,Y, jer su
samo u tim to8kama kruZnice ¢ njene tsngente usporedne s
pravcima dy, d,, @, @y, Gg i Gy ’
Kada bismo na3 problem shvatili samo posve planimetrijski
pa pretpostaviti' da u-pramenu k; totka D, ostane &vrsta, dok -
totka D, putuje po spojnici D, D,, tada se vrlo lako moZemo uvje-
riti, da ¢e one dvije krivulje u tom pramenu, koje se raspadaju
u krivulju 3. reda i pravac, imati iste dvostruke toctke D; D,
kao i isti Getverostruki fokus F. U ovakvom slucaju samo bi
pravci ty, t, i totke T,%, T,! promijenili mjesta, dok bi spojnice
D, T, D, T,}, D, T,*i D, T,%, kao i totke T;™, T, ostale iste.
Prostorno gledajuéi, morali bismo tada naf$u krivulju k
shvatiti kao projekciju presjeka nekog drugog uspravnog ko-
noida, &iji se dvostruki pravac projicira u totku D,, dok bi totka
D, bila projekcija probedista dvostruke izvodnice toga konoida

%) Vidi radnju c.
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s ravninom presjeka. Usporedne ravnine s ravninom krivulje
k sjekle bi ovaj novi konoid u krivuljama, kojih ¢e okomite
projekcije dati pramen unikurzalnih cirkularnih krivulja k,,
u kojima ¢ée se nove dvije krivulje raspasti u krivulju 3. reda
i pravac. )

Na temelju svega ovoga moZemo za unikurzalne cirkularne
krivulje 4. reda s jednom neizmjerno dalekom to¢kom napisati
slijedeti stavak: '

Imamo Ui neku unikurzalnu krivulju 4. reda k s jednom
neizmjerno dalekom dvostrukom tockom, tada se moZe konsta-
tirati, da li je ona cirkularna, na slijedeéi naéin: Jednu konaénu
dvostruku toéku, recimo D,, spojimo s drugom takovom tolkom
D, i s dirnim toékama T,, T, tangenata usporednih s asimpto--
tama te krivulje, pa tim spojnicama presijecimo jednu asim-
ptotu, recimo a,. Prenesemo li na tim spojnicama duZine izmedu-
asimptote i toéke D,, od totaka D,, T,, T, u istom smjeru, dobit
éemo na njima tocke D,, Tt T,l. Uzmemo li mjesto asimptote
. a, asimptotu a,, dobit ¢emo na istim spojnicama istim postup-
kom toéke D,, T,!, T,.. Spojnice D, T,I, D, T,* neka se sijeku
u to¢ki T,™, a spojnice Dy T,Y, D, T, u tocki T,™: Krivulja k bit
¢e cirkularna onda, ako je

D3 T1"_J_D3H Tzll 1 D4T1H..LD4 Tzll’ a TIII T2II_-La1’ o-

Duzina T,® T, bit ée osim toga jednaka razmaku tange-
nata krivulje k usporednih s asimptotama, dok je poloviste te .
duZine, kao &to ve¢ znademo, Cetverostruki fokus krivulje k.

4. Uzmimo neku unikurzalnu cirkularnu krivulju 4. reda s
jednom neizmjerno dalekom dvostrikom tockom kao bazu
uspravnog valjka 4. reda i u jednoj njenoj konaénoj dvostrukoj
todki postavimo okomicu o paralelno s izvodnicama toga valjka.
Presije¢emo li taj valjak ravninom usporednom s asimptotama
njegove cirkularne baze i u svakoj tocki te presjetne krivulje
postavimo okomicu na pravac o, tada sve te okomice satinjavaju
uspravan konoid 4. reda. Neizmjerno daleki par izvodnica ovog
konoida je par izotropnih pravaca, jer te izvodnice prolaze ne-
izmjerno dalekim konjugirano kompleksnim parom tolaka cir-
kularne baze nadega valjka 4. reda, t. j. apsolutnim totkama.
Vidimo dakle, da svaku unikurzalnu cirkularnu krivulju 4. re-
- da, koja- ima jednu neizmjerno daleku dvostruku toéku, mo-
Yemo smatrati projekcijom jednog presjeka dvaju uspravnih
konoida, okomitom na direkcionu ravninu tih konoida. Na te-
melju ovoga, kao i svega naprijed izvedenoga, moZemo napisati
jo§ i slijedeéi stavak:
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Svaka unikurzalna cirkularna krivulja 4. reda s jednom,
neizmjerno dalekom dvostrukom to¢kom moZe se dobiti kao ci-
soida svojih asimptota kao ravnalica i odgovarajuée dvostruke
- tofke kao pola, te Cetiriju unikurzalnih . cirkularnih krivulja 3.
reda, od kogzh po dvije prolaze jednom dvostrukom toékom, a
- sve skupa imaju zajednicki Cetverostruki fokus sa zadanom kri-
vuljom 4. reda.

Pomoéu nasih razmatran]a i izvoda mozZe se vrlo lako kon-
- struktivno odrediti afina transformacija, primjenom koje mo-
Zemo svaku elipsoidnu unikurzalnu kfivulju.4. reda s jednom
neizmjerno dalekom dvostrukom totkom prevesti u cirkularnu
takvu krivulju i obrnuto.. Evidentno je takoder, da se svaka
elipsoidna (ona koja ima ‘par 1magmarn1h toaka u neizmjer-
nosti) unikurzalna kI‘lVU.].]a 4. reda s'‘neizmjerno dalekom dvo-
strukom toGkom moZe smatrati ciscidom svojih asimptota'i &e-
tiriju elipsoidnih unikurzalnih krivulja 3. reda, od kojih po
dvije prolaze jednom kona®nom. dvostrukom tofkomg zadane
krivulje, a sve Cetiri diraju tu zadanu krivulju u nelszerno'
daleklm imaginarnim tofkama. )



