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* 0 IMAGINARNIM ELEMENTIMA U GEOMETRIJI
~ Yoo
Govoriti 0 imaginarnim elementima u geometriji uopée

znalilo bi zahvatiti u ogroman dio &itave geometrije. Radi
ograniCenog vremena i prostora obuhvatit -¢emo ovdje samo
izvjestan dio naslovom oznatene grade, §to i jest zapravo .nasa
namjera. Govorit ¢éemo o konjugirano kompleksnim tockama,
pravcima, ravninama i imaginarnim ¢unjosjecima, i to samo u
projektivnoj geometriji. Dakle u geometriji u kojoj ne postoje
nikakovi metriéki odnosil. Osvrnut ¢emo se na te elemente -
narodito W vezi s nekim krivuljama te praviastim i opéim
plohama, &iji su oni i sastavni dijelovi.

Imaginarni brojevi javljaju se nesvijesno veé kod starih
Indijaca, pri pokuSavanju vadenja drugog korijena iz nega-
tivnih brojeva. Kasnije su se time bavili mnogi, kao na pr.
Cardano (1560). Izraze realno i imaginarno uvodi tek René
Descartes (1596—1650), a u njegovom djelu ,Géométrie” prvi
puta se geometrija sastaje s pojmom imaginarno.’ Imaginarni -
geometrijski elementi postoje od sada u geometriji, ali su oni
vezani uz koordinatni sustav analititke geometrije, koji je
uveo Descartes. Imaginarne tofke javljaju se u koordinatnoj
ravnini kao one totke, kojima su koordinate kompleksni bro-'
jevi. Ako nam na pr. poznate jednadzbe x* -+ y*=1 i
Yy = ax + b predoduju kruZznicu ¢ i pravac p kao na sl br. 1.

1



194 Dr. Vilim Nice,

onda ¢e vrijednosti za x i y, koje zadovoljavaju ove obje jedna-
dzbe, biti neki konjugirano kompleksni brojevi, koje smatramo
koordinatama imaginarnih sjeci$ta ovog pravca i ove krunice.
Par konjugirano kompleksnih.tofaka dobili smo prema tome
ovdje kao imaginarna sjeci$ta praveca i kruznice,

Zamislimo 1i takav par tofaka spojen s nekom realnom
totkom, tada dobivamo par konjugirano kompleksnih pravaca,
a nekim realnim pravcem i tim totkama postavljene ravnine
daju par konjugirano kompleksnih ravnina. Posve analogno
dobivamo analitickim putem 1 imaginarne Cunjosjeke. Presi-
jecimo na pr. kuglu a* + 4* + 2° = +* ravninom z = d, ako je
[d{>7. Tu ée biti i d°> 7%, dakle je 7*—d! = -—n, gdje n
nek1 racionalan broj. JednadZba preSJeka kugle s tom ravni-
nom glasi * + y* = —n, dakle je polumjer te kruznice }/u,
t. J. imaginaran. Kada bismo stavili d = r dobili bi jednadzbu
presjeka x*+ y* =0, ili (x +iy) (x—iy) =0, a to je par
tako zvanih minimalnih ili 1zotropmh pravaca, ko;e ¢emo ka-
snije jo§ dosta spominjati. (i3

U izgradnji projektivne geometrlje koja se je ]ace pocela
razvijati nakon objelodanjenja djela »Lecons de géometrie -
descriptive« od Gasparda Monge-a 1795. god., osjefala se ne-
prestano i sve jaCe.potreba uvodenja imaginarnosti u tu geo-
metriju. No bez koordinatnog sustava i imaginarnih koordinata
nikako se nije dalo uhvatiti imaginarne geometrijske elemente
a takovih koordinata u projektivnoj geometriji nema. Sam
Jakov Steiner, koga se opéenito smatra ocem projektivne geo-
metrije, kao Sto se Gasparda Monge-a smatra ocem deskrip-
tivne geometrije, nazivao je imaginarne geometrijske elemente
sablastima (Gespenste), jer ih nikako nije mogao dohvatiti
sredstvima projektivne geometrije. Tek von Staudt uspio je
definirati imaginarne geometrijske elemente pomoéu postojeéih
realnih geometrijskih tvorevina tako, da su oni potpuno jedna-
kopravni s realnim elementima (Be1trage zur Geometrie der
Lage, god. 1856-—60). '

KonJugzrano kompleksne geometrijske elemente prve
vrste, a to su tocke, pravci i ravnine, deflmra von Staudt kao
_dvostruke tocke t. zv. elipticko 1nvolutornog niza todaka,
odnosno dvostruke pravee: i ravnine elipti¢ko involutornog
pramena pravaca i ravnina. Uvodenjem dvoestrukog smisla
¥ ~tanja involutorno pridruZenih tocaka _bravaca 1 ravnina u
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tim involutornim nizovima i pramenovima, uspjelo 'je von
Staudtu i odijeliti konjugirano kompleksne elemente jedan od
drugoga. ; :

Pogledajmo sada, kako je von Staudt definirao te konju-'
girano kompleksne elemente prve vrste. Uzmimo dva pro-
jektivna niza todaka i poloZimo ih jedan na drugoga. Mi to
tada zovemo dva kolokalna niza. Znademo, da su.dva proje-
ktivna niza ona, kod kojih Cetiri totke jednoga niza i Zetiri pri-
druZene totke drugoga niza imaju isti dvoomjer. Projektivnim
niZovima zovemo ih zato, jer ih moZemo dobiti jedan iz dru-
goga projiciranjem iz neke totke na temelju ¢&injenice, koju .
je na$ao jo§ griki uéenjak Papus u 4. st. pr. Kr. u Aleksandriji,
a koja glasi: Dvomjer &etiriju zraka nekog pramena jednak je
dvoomjeru Cetiriju sjeciSta tih zraka s bilo kojim pravcem.
Pretpostavimo sada, da se u ta dva kolokalna niza nalaze ta-
kova dva para totaka A, B i A, Bs, kod kojih ée tocki A jedno-
ga niza biti pridruZena totka A: u suprotnom nizu bez obzira
da li ta totka A pripada prvom ili drugom nizu. Dakle ¢e i
tocki A: biti pridruzena tocka A bez obzira, da li ova pripada
drugom ili prvom nizu. Analogno neka vrijedi za par B, Bi.

Ovakova dva kolokalna projektivna niza zovu se involutoran
niz, ili kratko involucija. O¢ito je, da su dva obi¢na projektivna
niza zadana s tri para pridruZenih tofaka. Involucija je odre-
dena s dva takova para, jer je time veé ispunjen gornji uvjet.
Na pr. ABA: A AiBi A (A = znak projektivnosti). Putujemo
li jednom totkom po takovom involutornom nizu, putovati ée
istovremeno i njoj pridruZena totka u tom nizu. Ta dva puto-
vanja mogu biti istosmjerna, a mogu biti i raznosmjerna. Ako
su ta dva putovanja raznosmjerna, tada ¢e se parovi pridru-
yenih totaka dva puta sresti, t. j. ovakova e involucija imati
dva dvostruka elementa. Tri ili viSe takovih dvostrukih ele-
menata ne moZe ta involucija imati, jer su u takovom slucaju
dva kolokalna projektivna niza identi¢na. Ovakova involucija
s dvije dvostruke ‘totke zove se hiperbolna. Bilo. koje dvije
realne totke odreduju na njihovoj spojnici_neku-hiperbolnu -
involuciju, kojoj su one dvostruke totke. Pretpostavimo li '
szlda, da su spomenuta dva putovanja istosmjerna, onda ta dva
involutorno pridruZena niza ne¢e imati realnih dvostrukih
todaka, ali s ovakova dva involutorno pridruZena niza definirao

"
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je von Staudt par imaginarnih to¢aka. Ovakova involucija zove
se elipticka. NaSe gore spomenuto putovanje jedne totke i njoj
pridruZene to¢ke u eliptickoj involuciji moZemo vrSiti u dva
smjera, t. j. postoje dva smisla obilazenja. Svakim ovim -smi-
slom obilaZenja definirana je po jedna 1magmarna tocka u
konjugirano kompleksnom paru. .

Da nam bude jasnija ovakova definicija’ kbrihjii-gii'ano
kompleksnog para totaka, usporedimo je s malo prije anali-
ticki definiranim konjugirano kompleksnim parom toéaka, od-
stranivsi koordinatni sustav. Uzmimo opet kruZnicu ¢ i pravac
», Koji ju ne sijeée realno. (SL br. 2.) Polara neke totke A na -
pravceu p, obzirom na kruZnicu e, sijete taj pravac_u nekoj
toCkl A, a polara ove totke sijete pravac p opet u tocki A.
Tocke A, A, nazivamo parom konjugiranih polova. Svaka tocka
na pravcu p ima na taj nacin pridruZen involutorno svoj konju-
‘g—ﬁ*ani pol, a svi ti parovi ine upravo onu elipticku involuciju,
‘kojom je definiran na$ konjugirano kompleksan par sjeciita
pravca p i kruZnice c.,

Kada bi pravac p sjekao kruZnicu ¢ u dvije realne tocke,
dobili bi na tom pravcu posve analogno hiperbolnu involuciju,
k-ojom su deélinirana realna sjecisita kao dvosiruke totke te
1nv01uc1]e 4 : ‘

Neizmjerno daleki pravac ravnine kruzmce ¢ sijede ju u
paru imaginarnih to¢aka, koje nazivamo apsolutnim toékama
te ravnine. Spojnice bilo koje realne to¢ke u toj ravnini s tim
apsolutnim totkama daju par ve¢ spomenutih izotropnih pra-
vaca. U ovakovom paru izotropnih pravaca sije¢e kuglu svaka
njena tangencijalna ravnina. Neizmjerno daleka ravnina pro-
stora sijeCe analogno svaku kuglu u imaginarnoj kruznici, koju
zZovemo lem Cunjosjekom. Svaka ravnina prostora sijece

apsoiutm ¢unjosjek u svom paru lutnih to¢ axa.

Spojimo 1i totke niza elipti¢ke involucije na nekom praveu
s nekom totkom, ili s nekim pravcem, dobit ¢emo elipticko
involutaran pramen pravaca, odnosno ravnina, kojima je de-
finiran konjugirano kompleksan par pravaca, odnosno ravnina.
Parovi pridruZenih zraka u eliptitko involutornom pramenu
zraka, kojim je definiran par izotropnih pravaca, medusobno
su okomite zrake, jer su to zapravo parovi konjugiranih pro-
mjera neke kruZnice. Imamo li naime neki ¢unjosjek i neki
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pravac, onda pol toga pravca spojen sa sjeci'étima njegovim
na ¢unjosjeku daje tangente toga ¢unjosjeka u tim sjecistima.
Ove su tangente dvostruke zrake involutornog pramena, koji
je nastao spajanjem toga pola s totkama opisane involucije na
tom praveu. (Sl br. 3.) Ako pravac sijefe Gunjosjek imagi-
narno, onda je njegov pol realno sjeciSte imaginarnih tange-
nata toga ¢unjosjeka u njegovim imaginarnim sjecistima s tim
pravcem. (SL br. 4.) Ako je pravac neizmjerno dalek, onda je
njegov pol srediSte, a involuciju imaginarnog para tangenata
iz te totke &ine parovi konjugiranih promjera toga unjosjeka.
Ako je taj Cunjosjek kruZnica, onda su takovi parovi, kao §to
znademo, medusobno okomiti promjeri. OvdJe takoder vidimo,
da Je srediste kruzmcevs;emste njenih 1mag1naln1h tangenata N

. ‘u apsolutnim toékama,ﬂKod krivulja viSega reda kgje_prolazé

apsolutnim totkama, t. j. kod tako zvanih cirkularnih krivulja,
zovu se takove fotke Cetverostruki fokusl

LR ——

Povuéemo li tangente iz apsolutnih tocaka na bilo kakovu
krivulju, onda se njihova. sjecista zovu obitni fokusi te kri-
vulje. Elipsa ima na pr. par realnih i par imaginarnih fokusa.
. Odredimo li polarujednog realnog fokusa (ravnalicu) te parove
konJuglramh “polova na toj polari spojimo s tim fokusom, dobit
¢emo involutoran pramen zraka, kojemu dvostruke zrake &ine -
par izotropnih tangenata te elipse povuéenih iz toga fokusa.
Parg¢i pridruZenih zraka su u toj involuciji medusobno oko-

miti. Spomenut éemo jo3, da par realnih fokusa elipSe mozZemo

: 7hvatiti kao sjecidta njene velike osi kruZnicom, koja je opi-
¢ /s

ana oko jednog njenog tjemena na maloj osi, a kojoj je polu-
mjer jednak njenoj velikoj poluosi. Par imaginarnih fokusa
te elipse dobivamo posve analogno kao imaginarna sjecista
njene male osi s kruZnicom opisanom oko jednog tjemena na

% dz;dzii{oj osi, a kojoj je polumjer jednak malej poluosi te elipse.

)
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Napustimo sada naSa razmatranja imaginarnih elemenata,

pa ih dalje promatrajmo u vezi s nekim geometrijskim tvore--

vinama, ili kao sastavne dijelove tih {vorevina. Zabavit éemo

se najprije pravéastim glohama 3. 14, reda,

Imamo li u prostoru neki &unjosjek ¢ i dva pravca a i b
postavljene tako, da jedan (a) sijeée Cunjosjek c, a drugi (b)

ga ne sijece, onda §v1 pravci prostora, koji sijeku pravce a, b,

i ¢unjosjek ¢, sacinjavaju neku pravéastu plohu 3. reda. Pravac
a joj je dvostruk, a pravac b jednostruki pravac. Ako pravac a
kao i pravac b, ne sijefe ¢unjosjek ¢, onda je takova ploha 4.
reda. Ako pravac b, koji ne sijeée Cunjosjek ¢, probada ravninu
¢unjosjeka ¢ iznutra (sl. br. 5), onda su sve izvodnice takove

plohe 3. reda realne, jer pravcem b ne moZemo postaviti

ravnine, koja ne bi sjekla ¢unjosjek c. Ako pravac b (okomit

na ravninu slike) probada tu ravninu izvan éunjosjeka ¢ (sl.

br. 6), onda u ravninama jednog dijela pramena ravnina pravca

b postoje parovi imaginarnih izvodnica, jer te ravnine imagi- -

narno sijeku c¢cunjosjek c¢. Graniéne ravnine toga pramena .

izmedu ravnina s realnim i imaginarnim izvodnicama zovu se
torzalne ravnine, Par realnih izvodnica u toj ravnini pada
skupa, a zove se taj pravac, kao 5to znademo, torzalan pravac.

Torzalni pravei t,, ¢, sijeku dvostruki pravac a u kispidalnim -

to¢kama Kj, K. ; A
Kod ovakovih ploha 4. reda su oba pravea dvostruka i na

svakom od njih mogu postojati analogne dvije kuspidalne totke

s pripadna dva torzalna pravca.

Kako u literaturi nije posvectena osoblta paznja ovom ima-
ginarnom sastavnom dijelu ovakovih pravéastih ploha, zaokupio

je on moj interes. Najvise me je interesiralo postoje 1i i kada

na izoliranom dijelu dvostrukog pravca totke, kojima 'p?olazi

par izotropnih izvodnica ove plohe? Analogno kao na ne-
pravéastim plohama 2. reda nazvane su ove tofke KkruZnim

tockama. Kao §to je poznato, postoje na pr. na troosnom!ehpso— )

ﬁ cetiri totke, u kojima tangencijalna ravnina sijec¢e taj

/ ehpsmd u paru izotropnih pravaca. Pomifemo li naime tu

ravninu paralelno na stranu elipsocida, sje¢i ée svaka takova
ravnina u novom polozaju taJ elipsoid u kruzn1c1 Na kugli su
sve totke kruzne.

(6)
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Bitna oznaka ovakovih kruZnih todaka na pravéastim plo- .
hama 3. reda je ta, da se svih oo? &unjosjeka ovakove plohe%t ) ‘
projicira iz te to¢ke u kruZnice, na ravnine paralelne s ravni-
nom izotropnih izvodnica te kruzne totke. Dakle posvema ana-
logno kao kod nepravéastih ploha 2. reda, ili kod stereografske
projekcije kugle. IstraZivanjem problema kruznih to¢aka doSlo
se je do ovih rezultata: -

a) AKru%ne totke mogu postojati samo na onim pravéastim '
plohama 3. reda s realnim torzalnim pravcima, kod kojih je’
najkraéa udaljenost jednostrukog i dvostrukog pravca manja od
polovine udaljenosti dvostrukih tocaka involucije na jedno-
strukom praveu, u kojoj taj pravac sijeku parovi realnih
izvodnica te plohe. ' ' '

b) NuZdan i dovoljan uvjet za kruinu toc¢ku. na konoidu
3. reda je taj, da su mu torzalni pravei realni i jedan na
drugom okomiti. - A ‘

- Konoid 3. reda je tal{:ova praviasta ploha, kojoj je jedno-
struki pravac u neizmjer\{}osti.‘Najpoznatiji i najinteresantniji
konoid 3. reda je Pliickerov konoid. Presijetemo li uspravan

© kruZni valjak ravninom i u svakoj toki toga presjeka posta-

 vimo okomicu na jednu odredenu izvodnicu toga valjka, onda

’} je ta izvodnica dvostruki pravac Pliickerovog konoida, kojemu

! su ove okomice izvodnice. Kod ovog konoida veé¢ je davno

i poznata ¢injenica, da mu se svi éﬁnjosjeci projiciraju paralelno
s dvostrukim pravcem u kruZnice, i to na ravnine paralelne .

" s ravninama parova izvodnica ovoga konoida. NaSa kruzna

totka nalazi se dakle u neizmjerno dalekoj totki njegovog dvo-

strukog pravca. /‘}-"U""’Q’ ¥ '

Govoreéi o Pliickerovom konoidu donijet éemo jo§ neke
rezultate, koji se ti¢u toga konoida, a u vezi su s imaginarnim
geometrijskim elementima. Sijefemo li taj konoid paralelnim —-(0?2
ravninama, pa te presjeke projiciramo u smjeru dvostrukog LAt

" pravca na neku direkcionu ravninu, dobit éemo na toj ravnini J
ool cirkularnih krivulja 3. reda roda nultoga, koje sve zajedno %,
imaju isti Cetverostruki fokus. Sije¢emo li takav konoid ravni- M
nama paralelnim s nekim pravcem, pa te presjeke projiciramo
kao i malo prije na jednu direkcionu ravninu, leZat e ool
dobivenih &etverostrukih fokusa tih cirkularnih krivulja na

K/jédnoj kruZnici. Polumjer i srediSte te kruZnice lako se mogu

A3
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odrediti. Analogna razmatranja mogﬁ se' izvrditi i na svim -
sli¢nim konoidima s Pliickerovim, ali sve to bit ¢e potanje obje- .
lodanjeno, kada za to dode vrijeme. "Problem krunih tocaka
na p1avcast1m plohama 4. reda mnogo je teZi i opSirniji od,

onoga na takovim plolﬁma 3. reda. Na takovim ma_ne
mogu se sigurno opéeno nalaziti viSe od ¢&efiri kruzne tocke.
a omi & imaju avostruki pravac, ne mogu se na jednom

takovom praveu nalaziti sigurno viSe od dvije kruZne tocke.
Kod nekih specijalnih ovakovih ploha postoji zanimiva pove-
zanost kruZnih presjeka s kruZnim totkama. U glavnome je
kod tih ploha u tom smislu otvoreno jo3 Siroko polje rada.
'-T_'/ U vezi s kruznim totkama na praviastim plohama 3. i 4.
~ reda zanimivo je spomenuti i slijedece: U nekoj  linearnoj
hiperbolnoj kongruenciji ima co® pravéastih ploha 3. reda i oo?
pravéastih ploha 4. reda. Medu ovima ima oo ploha 3. reda
i 006 ploha 4. reda na kojima se nalaze kruZne totke. Medu
ovakovim plohama 4. reda ima ih 005 takovih, kod kojih ¢ée se
njihovi dunjosjeci projicirati iz kruZne totke na odgovarajuéu
ravninu u pramen koncentri¢nih kruZnica. U parabolnoj line-’
arnoj kongruenciji vrijedi za plohe 4. reda isto kao u hiper-
bolnoj, dok u kongruenciji bisekanata kubnog ¢unjosjeka ima
( oo pravéastih ploha 4. reda, od kojih oot posjeduju kruzne

tocke.
- —Govoreéi o pravcastlm plohama u vezi s nnagmarmm ele-
mentima, moramo spomenuti i takove pravéaste plohe se

sastoje iz samih imaginarnih elemenata i to ba§ izotropnih
pravaca. Uzmemo 1i dva mimosmjerna pravca i neki &unjosjek -
u prostoru tako, da se medusobno ne sijeku, tada znademo, da
svi pravei prostora, koji ta tri elementa sijeku, d&ine neku -
pravéastu plohu 4. reda. Ako pravci ostanu realni, a umjesto
obi¢nog uzmemo apsolutni ¢unjosjek, onda smo dob1h pravéastu
plohu 4. reda s dva dvostruka realna pravea, kOJOJ su sve

‘ izvodnice parovi izotropnih pravaca. Uzmemo li nadalje jedan
kubni  &unjosjek i apsolutni &Eunjosjek, tada svi imaginarni °
pravci prostora, koji sijeku ova dva ¢unjosjeka, ¢ine neku plohu
8. reda, kojoj je taj kubni Sunjosjek &etverostruka krivulja, a
svakom njegovom toékom prolaze dva para njenih izotropnih
izvodnica. : .

pomenuli smo u pocetku cnkularne kmvul]e Ovakove
kI‘lVU.l]e 3. reda roda nultoga i neke 7, reda roda nultoga mogu

®
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se konstruktivno dobiti pomoéu t. zv. pesveopéene kvadraine
Anverzije jedne kruZnice na nekoj drugoj kruZnici. Zadajmo po
kainice c i k, a na posljednjoj i neku to¢ku P,
Svaka zraka totke P sijefe kruZnicu ¢ u nekom realnom ili
imaginarnom paru toéaka A, B, a kruznicu k u drugoj togki K.
Potrazimo li sada na svim tim zrakama one totke X, koje su
konjugirano pridruzeni polovi totaka K, {ako je A, B realno
onda je (ABKX) = -— 1), onda sve te tocke léZe na nekoj cirku-
larnoj krivulji 3. reda roda nultoga. Oznalimo li srediSta
kruZnica ¢, k s Oy, O,, a totkama O;, Oz, P povuéemo kruZnicu,
tada je zanimivo kod tih krivulja, da ée ona tolka F na toj
kruZnici, za koju vrijedi (O, P O: F) = —1, biti tetverostruki
fokus te krivulje. Sl, br; 7 a). . .

. Ne leZi 1i totka P na kruZnici k, onda ée svaka njena zraka
sjeéi tu kruZnicu u dvije totke Kj, K., a njima pridruzene
to¢ke X,, X, na gore spomenuti nalin saéinjavat ¢e neku cirku-
" larnu krivulju 4. redo roda nultoga. Za &etverostruki fokus
ovakovih krivulja vrijedi takoder gornji harmonijski dvoomjer.
Sl br. 7b).- L ;

~ Neka svojstva ovakovih krivulja mogu se vrlo lako dobiti .
pomoéu prostornih razmatranja na pravéastim plohama, ako te
krivulje smatramo projekcijama ravninskih presjeka tih ploha
‘iz kruZzne totke na odredenu ravninu. Pomocu takovih razma-
tranja moZe se &etverostruki fokus. unikurzalnih = cirkularnih
krivulja 3. reda dobiti i ovako: DiraliSta paralelnih tengenata
_s asimptotom te krivulje spojimo s njenom dvostrukom totkom
(kod cirkularnih krivulja su to okomiti pravci), a iz te. tocke
postavimo okomicu na asimptomu. Preklopimo. li ovu okomicu
oko one jedne spojnice na suprotnu stranu i na taj pravac na-
nesemo od dvostruke totke polovicu udaljenosti izmedu tange-
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nata te krivulje paralelnih s asiptomom, dobivamo <etvero-
struki fokus te krivulje. SL br. 8. Prenesti treba spomenutu
duzinu uvijek na stranu vitice te krivulje. Kod ovog posljed-
njeg rezultata malo je neobi¢no, da je on posve metricke na-

~ ravi, ali ovi metri¢ki odnosi dobiveni su iz prostornih odnosa
na pravéastim plohama 3. reda. Posvema analogno moZemo
dobiti i &etverostruki fokus unikurzalnih cirkularnih krivulja
4. reda, dobivenih na spomenuti nacin.

Kod ovakovog razmatranja unikurzalnih cirkularnih kri-
vulja 3. reda zapaZena je kod njih jedna osobita kruznica, kojoj
je srediSte u Cetverostrukom fokusu, a prolazi dvostrukom
totkom te krivulje. Svaka unikurzalna cirkularna krivulja 3.
reda moZe se smatrati cisoidom ove kruZnice i svoje asimptote.

" QOdavle direktno slijedi, da su uvijek dvostruka totka, Cetvero- -
~ struki fokus i sjecifte krivulje s asimptotom, vrhovi pravo-
~ kutnog trokuta, kojemu je u dvostrukoj totki pravi kut, a
kateta do Cetverostrukog fokusa jednaka polovici udaljenostl
izmedu tangenata paralelnih s asimptotom. . -

Analogno kao §to cirkularne krivulje prolaze apsolutnim
tockama svoje ravnine, mogu i neke opce nepraviaste plohe
prolaziti apsolutnim ¢&unjosjekom. Razlika izmedu ovih i
obi¢nih nepravéastih ploha je u glavnom takova, kao 3to je na

. pr. razlika izmedu troosnog elipsoida i kugle kod ploha dru-
P goga reda. Provedemo li analogno posveopéenu prostornu kva-
dratnu inverziju, kao 3to smo ju malo prije opisali u ravnini,
i to tako da mjesto kruZnica ¢ i k uzmemo kugle C i K, a
centar inverzije P uzmemo negdje na kugli K ili izvan nje,
tada éemo u prvom slucaju dobiti opéu plohu 3. reda s jednom
dvostrukom totkom, a u drugom sluaju opéu plohu 4. reda
s jednom dvostrukom ‘togkom i jednom dvostrukom kruZnicom,
koje prolaze apsolutnim ¢&unjosjekom. Svi presjeci ovakovih
ploha su cirkularne krivulje 3., odnosno 4. reda. Treba ovdje
spomenuti, da Cetverostruki fokusi svih presjeka s nekim pra= Y‘m
menom paralelnih ravnina leZe na nekom pravem{ ¢
mit na smjeru tih ravnina. Smjerova ravnina ima co? dakle je
uz svaku ovakovu plohu 3. ili 4. reda vezana jedna kongruen-
cija ovakovih pravaca. ,

Nalazi li se totka P na spojnici sredidta kugala Ci K, tada
ée tom nafom posveopéenom inverzijom izvedena ploha biti ro-
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taciona. Spomenuta kongruencija pravaca prelazi ovdje u snop -
pravaca, ¢iji se vrh nalazi na osi plohe i to u etverostrukom
fokusu svih meridijanskih presjeka. Na temelju malo prije
spomenutoga izlazi, da svi ravninski presjeci ove totke imaju
u njoj svoj Cetverostruki fokus. Sve ravnine dvostruke tocke
sijeku takove plohe u unikurzalnim cirkularnim krivuljama.
Cetverostruki fokusi ovih oo? krivulja nalaze se kod ovakovih
rotacionih ploha na nekoj kugli, koja ima sredidte na osi, a
prolazi dvostrukom to¢kom i spomenutim vrhom. Postavimo
li dvostrukom tolkom obi¢ne nerotacione ovakove plohe
svih oo2 ravnina, tada &etverostruki fokusi ovakovih unikur- -
zalnih presjetnih krivulja leZe na nekoj plohi 5. reda. Ova
ploha ima uz ostala zanimiva svojstva jednu hiperbolnu i jednu
elipti¢ku biplanarnu totku. To su takove dvostruke totke, kod
kojih se njihov tangencijalni stoZac 2. reda raspada u par real-
nih, odnosno imaginarnih ravnina. ' :

Vidjeli smo kod rotacionih ploha 3. i 4. reda ko;e prolaze
- apsolutnim ¢unjosjekom, da Cetverostruke fokuse presjeka ova-
kovih ploha moZemo zapravo dobiti kao okomite projekcije
jzvjesne tofke osi na te ravnine. Ova je to¢ka na osi, kao 5to
veé znademo, Cetverostruki fokus svih meridijanskih presjeka
te plohe. Ovaj zajednicki &etverostruki fokus, odnosno vrh po-
zhatog snopa pravaca, moZe biti i u tjemenu na samoj toj plohi.
Sve ravnine ove tocke sjeéi ¢e prema tome ovakovu plohu 3.
reda u Lagrangeovim strofoidalama. ’

Medu opéim plohama 3. reda koje prolaze apsolutnim
&unjosjekom ima medutim i takovih ploha, koje ovakovu totku
imaju na svojoj povrsini, ma da nisu rotacione. Zamislimo si
u prostoru tri totke P, A i B, od kojih totke A, B mogu biti
ili realne, ili imaginarne, a mogu pasti i skupa. Postavimo sada
totkama A, B svih c¢? kugala. Totku P spojmo sa sredidtem
svake te kugle i tom spojnicom probodimo tu kuglu. Sva ova-
kova probodista leZe na nekoj opcoj plohi 3. reda, koja prolazi
apsolutnim ¢unjosjekom. Ta ée ploha biti dvodjelna, jedno-
djelna ili ée imati dvostruku totku prema tome, jesu li' tocke
A, B realne, imaginarne ili padaju skupa. Radi analogije sa
strofoidalama nazvane su ovakove plohe strofoidalnim To-
hama 3. reda. Toéka P na ovakovim plohama je vrh imagi-
narnog stosca 2. reda, koji tu plohu tangira duz apsolutnog
¢unjosjeka. Svi ravninski presjeci kroz ovu totku su Lagran-
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geove strofoidale, jer im je totka P.&etverostruki fokus. Uspo-
redimo li ovakovu plohu s kuglom, tada totka P odgovara
srediStu te kugle, jer je i to srediSte vrh imaginarnog tan-
gencijalnog stosca kugle duz apsolutnog éunjosjeka. Ova
istaknuta &injenica tolke P daje ovoj plohi i daljnje bitne
oznake kugle. Na pr. &etverostruki fokus svakog ravninskog
presjeka ove plohe je okomita projekcija totke P na ravninu
toga presjeka. Odavle direkino izlazi analogija s kuglom za sve
ravninske presjeke kroz jednu totku i kroz neki pravac. Uz
tocku P imaju ovakove plohe daljnjih Sest kruinih toaka,
medu kojima se nalaze i totke A, B. Vrlo lako se moZe naéi
broj i geometrijsko mjesto ravnina, koje ovakove plohe sijeku
u strofmdalama, a prolaze jednim pravcem ili jednom po volji
uzetom tolkom.

Medu opéim plohama 3. i 4, reda, koje prolaze apsolutnim
¢unjosjekom, postoje medutim i takove, kojima se vrh ovako-
vog -imaginarnog tangencijalnog stoSca duZ apsolutnog ¢unjo-
sjeka nalazi izvan njihove povrsine: Njih se moZe dobiti ciso-
idalnim putem iz neke kugle i ravnine analogno kao cisoidu
iz kruZnice i pravca. SrediSte te kugle bit ée vrh toga imagi-
narnog sto¥ca. Te su plohe 3. ili 4. reda prema tome, da li se
to¢ka P nalazi ili ne nalazi na kugli. Daljnjim razmatranjem

ovih ploha ne moZemo se ovdje baviti, a niti je to potrebno,
~jer ée o njima b1t1 govora pobliZe u drugo vr13eme i na drugom
mjestu. - :
ZavrSavajuéi moram napomenu’u da odab1ruc1 gradivo za -
ovaj kolokvij, nisam se mogao odhrvati Zelji da ne iskoristim
priliku, pa da se bar donekle otputim u golemo i neizmjerno
bogato carstvo matematski definiranih ploha i krivulja, kod
kojih ba¥ njihovi imaginarni sastavni dijelovi odluéuju o bo-
gatstvu i raznolikosti oblika njihovih realnih dijelova. Sjetimo
se samo kuspidalnih toaka i torzalnih pravaca kao prelaznih
mijesta pravéastih ploha s njihovog realnog dijela na imagi-
narni, ili kruZnih totaka opéih ploha kao prelazna mjesta s
realnih cikli¢kih presjeka na imaginarne takove presjeke i t. d.
" Imajuéi ovo u vidu smatrao sam i zgodnim i potrebnim, da se
otputim uprave u ovo podrudje geometrije u vezi s imaginar-
nim elementima, donesavii usput i neke s time povezane
rezultate, povadene iz nekih objelodanjenih radova, kao i iz
nekih neobjelodanjenih, koji ée izaéi kada to bude mogucée.
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