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's pomoéu kvadratne mverZue

Napisao
Prof. Dr, Vilim Nide
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Primljeno u sjednici ma:tem}atiéko;prirodoslo%Inbg razreda 26, sielnja 1944.

L Krivulje 3. i 4. reda roda nultoga.

. Uvod. Ravnitne krivulje 3. i 4. reda roda nultoga iztraene
su do danas najtemeljitije. No medu njihovim brojnim svojstvima
._moie se jo¥ uviek naéi po koja man]e poznata ili takova, koja se
.moZe ;ednostavmje izvesti. Mi éemo te krivulje izvesti pomodéu
tako zvane kvadratne inverzije, te éemo pomotu ove izvesti na
‘nj&ma neka mjihova svojstva, od kojih ée se neka modi upotrebiti
i za konstruktivne svrhe. Ovakav nadin 1zvo&m;a posluZit ée nam
vrlo zgodno kod a.nalognog izvodenja 1 1ztra21vanjz nekih obéih
ploba 3. i 4. reda, §to ée biti sadrza; drugog i tredeg dxcla ove

radnje.
o 1. Neka su P, P, i P, po volji uzete tri to&ke u ravnini, a tofke
~P,,\P; neka se nalaze na nekoj Cunjosjednici.c tako, da spojnica p
tih totaka bude polara pola P s obzirom na tu &unjosjeénicu, Oda-

-+ berimo po volji totku 4 i spojimo s tolkom P, Totku, kon;ugwanu
to¥ki A na toj spojnici, s obzirom na &njosjetnicu ‘oznadit femo

e Ac: Kdnjngmme totke A, A kvadratno su stodne!. Uzmemo L

" mijesto’ tolke A neki lik k, tada je njemu na isti nadin pridruZen
" neki lik ki, a-za'ta dva lika kazemo da se nalaze u ovakvoj srod-
nosti. Totka P‘uviek je realna, dok ‘totke P,, P, mogu biti realne
ili- konjugirano imaginarne, a mogu pasti i skupa u totku P. Todke
P,, P, odredene su u svakom slulaju kao dvostruke totke involu-

t J. Thomae: Untersuchungen  iiber zwel-zwemdeuuge Verwandschaften.
und ¢inige Erzeugnisse derselben. Abhandl. der mat. phys. Classe der Kon.
Sichs. Gesel. der Wissenschaften, Bd. XXI, str, 440, Ova se srodnost zove
kvadratna inverzija, a odkrio ju je wveé Beua.vitis 1838. god.
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cije konjugiranih tolaka na polari p. Drugim rietima, tofka P moze
biti izvan, unutar ili na &unjosjeénici ¢, Nalazi ki se totka P u sre-
diftu &unjosjetnice ¢, koja je kru¥nica, tada ovakva srodnost pre-
lazi u obidnu inverziju, a tofke P;, P, nalaze se u absolutnim toé-
kama ravnine, Vidimo dakle, da je ovakva srodnost zapravo po-
sveobéena inverzija, t. j. srodnost nastala kvadratnom substitucijorn,
ako se Yelimo izraziti analiti&ki, Svaka ée dakle krivulja n-toga reda
priedi u takvoj srodnosti u krivulju 2n-toga reda’,

Buduéi da su tofka P i pravac p pol i polara &unjosjetnice c,
sliedi, da je svakoj todki pravca p pridrulena tolka P, a svakoj
tolki pravaca PP, i PP, vofke P; i P,. '

2. Imamo li u ravmini pravac s, koji. Eun;osleémou ¢ sxeée u-
dvie realne ili imaginarne tofke M, N, tada je tom pravcu pridru-

~ ¥ena na opisani main neka unjosjednica s%, koja je odredena toc-

kama P, P,, P,, M i N. Totke P, P,, P, pridru¥ene su pres;eémm'

“totkama pravea s s pravcima p, PP, i PP, Jasno je, da vnedx 1

obratno,. t. j. takvo; dunjosjecnici ¢ pridruZen je pravac S, koji
prolazi totkama M i N.2 |
Uzmimo mijesto pravca s neku &unjosjedniou k koja prolazi.

~ tolkama Py, P,, a &Ginjosjetnicu ¢ siede u totkama M i N. U naloj

srodnosn bit ée pridruZena toj Elm;osjeénici opet neka Emjos}en‘.‘nica
3 koja opet proiam todkama P,, P,, M i N* Tolkama P, i Py,
M i N odreden je dakle u nafoj srodnosti mvolunoran pramen

: Eumos;ec‘.mca -Ako su &unjosjelnice c i k kruzmce onda je i ¢unjo-

sjednica ki kru¥nica, jer su imaginarne totke M 17N absolutne todke.

3. Povucimo &unjosjelnicu k tako, da prolazi totkom P, a
Sunjosjednicy ¢ siede u tofkama M, N, U i V. Cunjosjetnici k& pri-
drufena krivulja k? mora radi kvadratne srodnosti biti dervrtoga
reda. Kazali smo, da je to&ki P u nafoj srodnosti pridruZen cio

_pravac p =P, P, , jer svaka toka na tom praveu &ni s tofkom P

par konjugiranih tofaka s obzirom na &unjosjefnicu ¢. Neka pra-
vac p siede dunjosjednicu & u realnom ili imaginarnom paru tofaka
T, T,. Totkama T,, T, krivulje k pridrufena je dakle samo
tocka P na krivulji k2, 2 to znadi da je ta totka P dvostruka totka
krivulje B?. Spojnice todaka T, T, s tofkom P daje tangente eri-

2 Sal.mon-Fdeer-DmgeIdey Analynsche Geometrie der Kegelschmtte
Th. II. str. 360.

3 J. Thomae: Op. cit,, str. 441.

4 J. Thomae: Op. cit., Str. 442.—444.
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vulje k2 u toj tolki, Svaka zraka tofke P sicle samo jo¥ u jednoj
todki dunjosjelnicu k, dakle se na svakoj toj zraki nalazi samo po
jedna tolka krivulje ki. Dakle krivulja k: mo¥e biti samo 3. reda
roda nultoga. Krivulja 4. reda razpala se je ovdje u krivulju. 3. reda
roda nultoga i pravac p, koji je pridruZen tocki P na tunjosjednici .
Red ove krivulje mo¥e se dokazati ovako: Svaka Eunjosjednica to:

&ka P, P,, P, sicle dunjosjelnicu k u daljnje tri tolke, dakle ée i

njoj srodan pravac sjeéi krivulju k. u tri todke. Prema tome je

krivulja k¢ tredega reda. Vilo jednostavno mogla bi se ova krivulja

prikazati i kao proizved dvaju jedno-dvoznatnih pramenova pra-

vaca. -
~ Ako su totke T'y, T, na pravcu p imaginarne, krivulja k. ima
izoliranu dvostruku tofku, Ako te totke padnu skupa, t. j. pravac p

dira &unjosjednicu k, ima krivulja kY Siljak. Uzme i sé totka P na -
tunjosjednici ¢, imat ée krivulja k? u toj tolki opet dvostruku tocku,

u kojoj ée ona dirati krivulje k i c. .
Krivulja B mora prolaziti totkama M, N, U, V, P, P, i Py,

a todka P joj je dvostruka-tolka, Pomoéu ovih sedam tolaka ta je

krivulja odredena te bi se mogla_i pomoéu tih tofaka konstruirati®.

4. Ako Sunjosjelnica k ne prolazi totkama P, Py, P,, bit &

njoj pridruZena krivulja K} letvrtoga reda, opet roda nuftoga. Cunjo-

sjednica k neka siele ¢unjosjednicu ¢ opet u totkama M, N, viv, -

_a polaru p u todkama Ty, T,. Tolkama T, T, unjosjetnice k pri-
‘druZena je na krivulji Kt todka P, dakle je ta tofka dvostruka na

krivulji k%, a spojnice PT, i PT, su tangente krivulje u t0j tocki. o

Spojnice PP, i PP, sicku svaku unjosjelniow B u dvie totke, a

je dakle 4. reda roda nultoga. Tangente povulene iz totke P na.-
¢njosjednicu kb ostaju tangente i za krivulju k:. Jednostrukim tod-

\

kama M, N, U, V, dvostrukim to&kama P, Py, P, i s detiri tangente

krivulje k%u toki P dano je 14 elemenata krivulje K, koiin:l_?.d.ié'.

ona odredena.

Red krivulje k¢ dokazat éemo isto tako kao kod IknvuIya

3. reda: Svaka &unjosjetnica todaka P, Py, P, siefe &unjosietnicu k
u detiri totke, a prema tome je ona &Wrwga reda. Moglo bi se

& E. Weyr: Theor. der mehird. ge‘dm: Elemeﬁta;rg; wind alg. Curven und

Flichen als'deren Erzeugnisse, IL. Theil,’ str. 106.

"2 prema tome su i totke Py i P, dvostruke na krivulji kf . Kriyulja le: :



156 . - Prof. Dr. Vilim Nile: ) i AR

ovdje vrlo jednostavno pokazati, kako ova krivulja mo¥e postati
i kao proizvod dvaju projektivnih pramenova unjosjednica®.

5. Vidjeli smo, da su tolke P, P,, P, krivulje k¢ dvostruke. Od
todaka P, P, P, to¥ka je P uvick realna, dok tofke £; i P, mogu
biti i kon;uglrano 1mag1narne Svaka od toéaka ‘P, P,, P, moze biti
izolirana, a kada ée to biti, ovisi o medusobnom. polofaju totke P

i dunjosjednica ¢ i k. Jasno je, da ¢e tolke P, i P, biti uviek ima- -

ginarne, kada se tocka P nalazi unutar éunjosjeén’ice ¢. Mogu i sve
tri dvostruke tofke krivulje k¢ pasti nu funjosjednici ¢ skupa. U
_ tom slufaju dira krivulja k¢ sama sebe u toj tofki. °

' 6. Sjecifta M, N, U i V &unjosjeénica ¢ i k£ mogu biti realne ili
imaginarne (u konjugiranim parovima). Ako su ¢unjosjetnice ¢ i k
kruZnice, tada je jedan od parova MN i UV par absolutnih tofaka
ravanine, dakle ;e krivulja k¢ u tom sludaju cirkularna,

Kod mvernje, kao osobitog slufaja nale srodnosti, svaka je
krivulja k% ® cirkularna, odnosno b1c1rkularna jer su toéke P, P,
absolutne totke ravnine.

7. Cunjosjednica k neka bude kruZnica, koja ne prolazi totkama

P, P, i P,, a krivulja ¢ neka bude takoder kru¥nica. Krivulja ks

- bit ée cirkularna krivulja 4. reda roda nultoga, jér prolazi zajed-
aitkim tockama kruZnica k i c. Jer je krivulja ¢ kruZnica, bit ée
PP, = PP,. Buduéi da svaku krivulju 4. reda roda nultoga mo¥emo
uzeti, kao da je nastala pomoéu nale kvadratne srodnosti, sliedi,
da je. PP, = PP, nufdan uvjet kod nafe kvadratne inverzije, da
ravni¢na krivulja'4. reda roda nultoga bude cirkularna. Ovo medu-
tim nije i dovoljan uvijet. Kru¥nica ¢ neka siee krivulju & i kru¥-
nicu k£ u totkama M, N, a pravac p=P, P, u tofkama T, i T,.
Spojnice PT, i sz su tangente krivulje k% u dvostrukoj totki P.
Za ovakove krivulje moZemo prema tome izreéi ovaj stavak:
Akosu vrhovi P, P,,'P, istokraénoga trokuta
(PP,=PP,) dvostruke tolke neke krivulje ki 4.
reda roda nultoga, apravei PP, i PP, dirajukruz-
nicu c utolkama P, Py, bit e ta krivulja ki cir-
kularna samo onda, ako se realna sjecifta M, N

. - 4 . . . » ; . 4
krivulja ¢, k¢ 1 sjecif$ta tangenata - krivulje ko

utolki P saspojnicom Py P;nalaze na krufnici,

~ ® Berzolari je pokazao, da se krivulje 4. reda mogu na oo® nalina pri-

kazati kao proizvod dvaju pro]eiktlvmh pramenova tunjosjednica.
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'koja dira tangente krivulje ki, povulenec tod
kom P s diraliftima izvan te tolke.
Tolke P,, P,, tangente krivulje k¢ u totki P, kao i tangente,
povulene tom tolkom na krivulju k*, mogu biti i imaginarne.
8. Po volji uzetoj totki H na lunjosjetnici k£ neka je pridrufena
totka H. na krivulji k¢. Potra¥it éemo tangentu t krivulie kf u
totki H.. Tangenta t ima dvie zajednitke tolke s krivuljom k¢ u
totki H.. Ta je tangenta prema tome pridruZena onoj éunjosjed-
nici e, koja prolazi totkama P, P,, P,, a dira &unjosjeénicu k u
tocki H. Nademo li dakle nekoj tofki ¢unjosjetnice e pridruZzenu
totku, dat ée nam njena spojnica s tockom Hi tangentu t krivulje
k¢ u toj toki. Najbrie éemo to izvesti tako, da na krivulji e oda-
beremo tolku P, jet je njoj pridruZena toka na pravcu p. Nademo
li dakle tangentu éunjosjcénice e u totki P i njome presielemo pra-
vac p u to¢ki L, tada je spojnica L H: =t tangenta knvulje ke u
tOékl H Ce
Cunjosjetnica e odredena je totkama P, P,. P,, H i tangentom
Gunjosjetnice k u totki H
‘ 9. U realnim totkama M, N, U i1V, u ko;uma se sieku &unjo-
sjelnice ¢ i k, mogu se tangente krivulje k! konstruirati samb po-
moéu harmonijskog dvoomjera. Neka je pravac m spojnica tofaka
M i P. Tangente krivulja ¢, ki k¢ u totki M ozhadimo s 4,, a1 a,.
Iz definicije nafe kvadratne srodnosti sliedi harmonijski dvoomjer
© pravaca (ma,;a,az)=—1. Pomolu toga dvoomjera lako je od-
rediti tangentu a,. | C .
‘Asimptotu, t. j. tangentu krivulje k u neizmjerno dalekoj
tolki, odredujemo posvema analogno kao u konaénoj, ako na &unjo-
. sJeEmcx le odredlmo totku, kojoj pridruzena na krlvulp K odlazi u
) Enost, Kod cirkularne knvulye ke 3. reda dobije se ta tolka |
tako, da se snednh;em O krudnice ¢ i toékom P opife kruZnica sa
srediftem u polom&u du¥inu OP, Pa s¢ njome presmée kruznica k
u drugoj todki D. Toékx D pndruiena toéka D: na krivulji &2 na-
lazi se u bezkonaénosn, jet je polara toéke D s obzirom na kru¥nicu ¢
- uzporedna sa spojnicom PD. Ako knvul;a k. nije-cirkularna, onda
- se totkama O, P mora povuéi &unjosjetnica homotetidna s funjo-
sjefnicom c i sredi¥tem u polovi¥tu dufine-OP. Dalje vriedi posvema

;.. analogno kao kod cirkularnih krivulja, samo mjesto jedne realne
" totke D mogu biti tr1
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Kod krivulja ke &etvrioga reda vriedi pasvema analogno kao
kod onih treega reda, samo se ovdje povelava broj neizmjerno

dalekih todaka kod cirkularnih krivulja na dva, a kod obi¢nih na

detiri. Sve ove totke mogu biti u parovima konjugirano imaginarne.

ro. Svakom praveu tocke P, pridruZen je neki pravac tolke Py,

a oba se ta pravca sicku na &unjosjetnici ¢, Svaka zraka totke P
siee ta dva pravca u pridruZzenim todkama. Neka spojnica PP,
siete unjosjelnicu k povulenu totkom P u tolki K, a spojnica
todaka K, P, &unjosjetnicu ¢ u todki C;. Spojnici P, C pridru¥ena
je u naoj srodnosti spojnica P; Cy, a todkj K; na P, C, pridruZena
je toéka P, na P, C,, a ta je tocka Pl,%priidruiena ved tolki P
¢unjosjednice k, dakle se na pravcu C, P, nalaze u totki P, dvie
totke krivulje £, Pravac P, C, je prema tome tangenta krivulje k¢
u to¢ki P,. Posvema analogno vriedi i za totku P,.

" 11. Kako bismo mogli odrediti oskulacionu kruZnicu krivulje k.
u nekoj mjenoy totki H. ? Tolkama P,, P, povukli- bi neku &unjo-
sjelnicu e tako, da ona &unjosjelnicu k oskulira u totki H. Cunjo-
_ Sjednici e pridrufena lunjosjelnica e. oskulirat ée krivuliu k. u
tolki H., a oskulaciona kruznica krivulje e. u to¢ki H. bit ée u
isti mah oskulaciona i za krivulju k.. Konstruktivni postupci za
odredenje te kruZnice poznati su’, ako ih nadopunimo nalima, koj
prmzlaze iz nale’ srodnosti.

12. Neka krivulja k prolam totkom P, To&kama P, P, P, po-
vucimo ¢unjosjenicu 7, koja krivulju B oskulira u totki P, Pri-
druZen pravac 7. dirat ée krivulju k. u infleksionoj totki, jer ima
s mjom tri neizmjerno blize todke zajednitke. Tangenta krivulje k
u tocki P zajednitka je i &unjosjednici 7, dakle je presjek te tangente
s pravcem p=P, P, infleksiona totka krivulje k..

13. Namjesto nase kvadratne srodnosti uzmimo obiénu inver-
ziju. Pravac p odlazi u bezkonaénost, a totke P, i P, u absolutne
totke ravnine. Ako lunjosjeénica k me prolazi totkom P, tada su
- todke PI,P uviek dvostruke todke knvul;e k% - Sliedi dakle po-
znata {injenica, da svaka unjosjelnica inverzijom prelazi u bicir-
kularnu krivulju 4. reda, ako ne prolazi centrom inverzije®. Uzmimo
u mekoj tocki H éunjosjeéxﬁoe k oskulacionu kruZnicu e. Inverzijom
prelazi kruZnica e opet u krupicu e., a ova &e irhat u totki H.

7 W. Fiedler: Die darst, Geometrie, Bd. I, str. 219.—222.

. 8 G. Loria: Spezielle alg. und transc, ebenen Kurven. Theorie und Ge-
schichte. Bd. I, str. 118.
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opet tri zajednidke tolke s krivuljom k¢ . Posvema analogno vriedi
i za hiperoskulacione kru¥nice u tjemenima unjosjelnice k. Prema
tome smo izveli poznati stavak: Inverzijom &unjosjelnice kb prelaze
oskulacione i hiperoskulacione kruZnice funjosjecnice k& u isto ta-
kove kru¥nice nastale bicirkularne krivulje ke .

14. Povucimo iz totke P, tangentu #; na kruZnicu k. Ovoj
tangenti odgovarat ée U naloj srodnosti neki pravac f), koiji pro-
lazi totkom Py, 2 kru¥nicu c siete u istoj totki kao i tangenta t}.
Oznadimo li diralifte tangente £} ha kru¥nici k s T, onda ¢e u
pridru¥enoj totki T%, dirati pravac ¢, krivulju k.. Povucimo tod-
kom P; jo¥ jednu tangentu ¢} na kruZnici k, a ona neka siele tan-
gentu £) u totki F. Pravac £, bit e opet tangenta krivulje k. u
tolki T1 , a siebi e pravac £}, u tolki Fc, koja je pridruZena tocki
F. Ako su tolke Pi, P; imaginarne, bit e imaginarni i parovi
tangenta iz tih todaka na krivulje k i k., ali sjecidta tih tangenata
bit ée realna. ‘ ’

Namjesto kruZnice k£ uzmimo po volji neku &unjosjetnicu k,
koja mo¥e, ali ne mora prolaziti tofkom P, a ova neka bude u
sredi¥tu - kru¥nice ¢. Imamo dakle inverziju, a krivulja k. bit (e
cirkularna 3. reda ili bicirkularna 4. reda. Tangente, povulene iz
‘absolutnih tofaka na unjosjeénicu k sicku se u njenim fokusima -
F, i F,. Ovi fokusi prelaze inverzijom u totke Fic i Fic, a prema
onome, to smo malo prije zakljudili, u tim se totkama sicku tan-
gente, povulene iz absolutnih todaka-na krivulju k., dakle su i to
- fokusi. Izveli smo prema tome i ovaj poznati stavak: Inverzijom
prelaze fokusi dunjosjelnice £ u obidne fokuse nastale cirkularne
krivulje 3. reda ili bicirkularne krivulje 4. reda k..

Sest tangenata krivulje 4. reda roda nultoga u njihovim dvo-
strukim totkama umataju neku dunjosjeénicu’. Odavle direktno
sliedi, da ova lunjosjeénica kod bicirkularne krivulje 4. reda ima
fokuse u &etverostrukim fokusima te krivulje..

15. Promotrimo jo¥ slufaj, kada se Cunjosjelnica ¢ razpadne
u dva realna ili imaginarna pravea ¢; i ¢,. Ta dva pravca neka se
sicku u tolki P.. Svaka krivulja ki treéega reda prolazit ée tom
totkom P., a dirat ée u toj totki pravac p = b, koji je pridruen
pravcu b == PP, u involuciji pravaca totke P., kojoj su pravci
¢; i ¢, dvostruki. Dokazati se to moZe ovakor Spojimo li po volji

~® Salmon-Fiedler: Analytishe Geometrie der hoheren ebenen Kurven,
Str. 340.
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uzetu todku H Cunjosjelnice & s tolkom P. (b= HP.), onda ée
pridru¥ena tolka H. na krivulji k., spojena s tolkom P., dati pra-
vac hc, koji s pravcima ¢; i ¢, i pravcem b stoji u harmonijskom
dvoomjeru (c; ¢s b he) = — 1. Uzmemo li tolku H na pravcu b,
tada totka H. padne u totku P, a totke H. i P. se u tom slu-
&aju nalaze u pravcu p, dakle taj pravac dira krivulju k; u tocki
P.. Ako su pravci ¢i i1 ¢, imaginarni, daje nam pridruZene tolke
H i H. njihov eliptitno involutoran pramen. Sjecifta pravca p s &u-
njosjetnicom k spojena s tockom P, daju tangente krivulje k¢ u toj
totki. Ako totku P. uzmemo na pravcu ¢ ili ¢, tadd je svakom
pravcu pndruzcn neki pra’Vac, a prema tome 1 svako; cunjos;ecmm
pridruZzena je i neka Cunjosjednica.

Kod knvulja k¢ Eetvrroga reda prolazit ée ove tolkom P, dva
puta, ali ée svaki puta dirati pravac p, dakle ée takove krivulje
dirati same sebe u tocki P.. Vidimo prema tome, da u ovakovom
slutaju padaju nae pn]asn]e totke P: i P; kod krivulja kf i B u
jednu tolku, a njihova spojnica prelazi u tangentu tih krivulja.

IL. Plohe 3. reda s jednom, dvie, tri i &etiri dvostruke totke.

Uvod. U prvom dielu ove radnje promatrali smo ravniéne
krivulje 3. i 4. reda nastale pomotu posveobéene kvadratne inver-
zije u ravnini. U ovom dielu prodirit éemo ovu kvadratnu inverziju
u prostor, t. j. mjesto Cunjosjeénice ¢ uzeti ¢emo plohu ¥ 2. reda,
a tolka P bit ée po volji odabrana to¢ka u prostoru. Tolkama
P,, P, odgovarat ée ovdje éunjosjednica IT, duz koje plohu & dira
sto¥ac vrha P. Ova dunjosjelnica moZe biti realna ili imaginarna,
a mo¥e se stegnuti i u totku P, kada ovu uzmemo na plohi Z.
Pravcu. p odgovarat ée ravnina 7 Cunjosjetnice I7.

Odaberimo po- volji u prostoru tolku K, pa ju spojimo s
totkom P. Ovoj tolki K bit ée u ovakovoj prostornoj kvadratnoj
srodnosti pridru¥ena konjugirana totka K, na zraki K P, s obzirom
na plohu &. Nekoj ravnini @ u prostoru bit e pridruZena na taj
nadin neka ploha !Df;, 2. reda, koja prolazi totkom P, Cunjosjeéni-
com IT i onom &unjosjetnicom - u kojoj ravnina @ siele plohu &.
Ovo sliedi iz natih izvoda u tod. 2. dio I., jer svaka ravnina tolke
P siele ravninu @ u pravcu, a plohu & u realnoj ili imaginarnoj
Cunjosjednici, dakle e sjedi 1 plohu !D u ncko; tunjosjednici, koja
ide poznatxm todkama P,, P; na cunms;ecmcn 11, kao i totkom P
Plohi Qj,p pr;druzena je dakako opet ravnina @.
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U ovom ée nas dielu zanimati samo plohe -@fp 3. reda, t. j.
one, koje nastaju, kada mjesto ravnine @ uzmemo- neku plohu @
2. reda i to tako, da prolazi totkom P. (Vidi tod. 3. dio L.). Plohe
T i @ mogu biti i stokci 2. reda, a mogu se razpasti i u dvie
realne ili imaginarne ravnine. Uzimajuéi razne variante ovakovih
ploha u obzir, dobiti éemo pomoéu na¥e prostorne kvadratne
srodnosti ploke 3. reda s jednim, dvie, trii Cetiri dvostruke (évorne)
totke. Na takvim plohama potraZit éemo torzalne ravnine i pravce,
kao i vrste i broj njithovih pravaca. Medu ovakovim plohama za-
nimat ée nas osobito takve, koje prolaze absolutnom kruznicom.

1. Tolki P pridruZena je litava ravnina IT i obratno. Uzmemo
li, da se tolka K ili ravnina @ nalaze u nekom prostoru X, onda
se oni preslikaju u totku K i plohu @ nekog drugog  prostora
X, . Prostori X i X, sxcku se u plohi llf t. j. tolke ploke & ostaju,
kod preslikavanja prostora X u prostor X, invariantne. Pridrufene
tolke prostora X i X, ¢ine na svakoj zraki tolke P hiperbolicku,

elipti¢ku .ili paraboliku involuciju. Granicu izmedu zraka s hipcr-.

bolitkim i ehpuéklm involucijama &ine zrake stozca (P II), a invo-
lucije na ovim zrakama su parabolicke. Toékama stozca (P II) u
prostoru X pridruZena je tunjosieénica I u' prostoru X, i obratno.

Uzmemo li mjesto ravnine @ neku plohu @ 2. reda, koja-

prolazi. tunjosjeénicom JI, tada ona siede plobu & u jo¥ jednoj
unjosjednici II;. Toj plohi pridruZena je u prostoru X, neka ploha
Qig opet 2. reda, koja takoder prolazi &unjosielnicama IT i IZ,.
Ovo sliedi iz tod. 2. dio L

Spomenut ¢emo ovdje jo¥ poznatu karaktensuku inverzije
kugline plohe, da svaka kuglina ploha inverzijom prelazi opet u
kuglinu plohu. Totka P je kod inverzije sredilte kugle &, a ¢unjo-
sjecnica II je absolutna kruZnica prostora. Ako je ploha @ ‘kugla,
mora i ploha (15 biti kugla, jer obJe prolaze absolutnom kru¥ni-
com, a drugoga su reda.

Uzmimo nadalje, da se je ploha ¥ razpala u dvie realne ili
imaginarné ravnine §;, & s presjenicom py . Ravnine & i & su
dvostruke ravnine involutornog pramena ravnina pravca p, . Ravnina
@ neka siele ravnine §ri & u pravcima sy i s, koji se sieku na

- praveu pyu tolki V. Pravcl st i 5 ostaju u prostorima X i X,
~ invariantni, a svakom pravcu ravnine @, koji prolazi tolkom V,

odgovarat ¢e na plohi @;, opet neki pravac, koji ide totkom V.

Uzmimo tolkom V po volji pravac ¢ u ravnini @. PoloZimo Ii -

<
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pravcem py i tim pravcem' ravninu, onda se pridruZeni pravac ty
nalazi u ravnini (py ty) pravca py, koja je navedenoj pridruZena
u involuciji ravnina §:1 §;, a dobije se kao presjeCnica ravnina (Pt)
i (py ty)- Pramen ravnina (Pt;) projektivan je s prameriom ravnina

(pv, t), a koaksialni pramenovi (p #;) i (p t¢) su involutorno pridru-

Zeni, dakle su projektivni i pramenov1 (Pt;) i (py t¢) Osi tih pra-
" menova sieku se u tolki V, dakle je njihov proizvod stozac dru-
goga reda. Vidimo dakle: Ako se ploha & razpadne u dvie
realne ili imaginarne ravnine, tada je ravnini @ pro-
stora X pridruZzen u prostoru Xystozac drugoga reda.
Tolka P nalazi se na tom stoZcu, jer njome prolazi o$ jednog
pramena. Ovaj stofac prolazi pravcem py , jer je on os pramena
(pw t,,,) Presjetnici ravnina (Pp,, ) i @ bit ée opet pridruZen na
'StoZcu pravac py,, dakle ravnini (Pp¥) pridruZena ravnina 7 u
involuciji ravniné’é'r, &,, dirat e taj-stoZac duZ pravca py, .

Ako totku P uzmemo u realnoj ravnini & ili &, onda ¢e
svakoj ravnini @ prostora biti pridruZena ravnina @y, koja prolazi
presjeénicom z ravnine @ s ravninom &, odnosno §r, a s tim
ravninama i s ravninom (zP) &ini harmonijski dvomjer

{§2a (zP), o, Q¢} = — I.

- 2. Neka ploha @ :. reda prolazi totkom P. Plohi @ pridru-
Yena ploha @ 11’ u prostoru X, morala bi obleno biti 4. reda.
Tolki P u prostoru X pndruzena je &itava ravnina © prostora X,

" a jer se totka P nalazi-na plohi @, razpada se izvedena ploha !15¢
u ravninu 7 i neku obéu plohu 3. reda. Ova ¢e ploha imati u
tolki P dvostruku totku. Da je ova ploha gD treega reda s dvo-
strukom totkom P, mogli bismo lako zakljuélu na temelju nasih
izvoda u tod. 3, dio I, ako ih prenesemo na sve ravnine tocke P.
Naime, svakom pravcu prostora X, pridruZena je neka unjosjeénica
u prostoru X, koja plohu @ siefe u tocki P i jo§ tri tocke. Ovim
trim todkama pridruZene tolke na pravcu jesu njegova probodiita
s plohom @:,, , dakle je ona 3. reda,

Pokazat éemo sada, da se ploha _@ip'moie prikazati 1 kao pro-
izvod pramena ravnina i pramena ploha 2. reda. Ravnina z neka
siete plohu @ u Cunjosje¢nici Ik, a ta lunjosjelnica neka siete du-
njosjeénicu JT u totkama Py, Py, Py i P,. Jedan ili oba para th
tocaka mogu biti i imaginarni. Todka P,, Ps, Py i P, nalaze se na
plohama @ i &, dakle se nalaze ina plolu @4, Spojnice totke P
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s tockama P,, P;, Py i P, oznalimo s a,, a3, 45 i 4, a tangencialnu
ravninu plohe @ u tolki P s @. To¢kom P, tangencialnom ravni-
nom @ i unjosjeénicom IT neka je odreden pramen 6 ploha 2.

reda u prostoru X, U prostoru X, pndruzen je tom pramenu e
pramen ravnina 8, , koje prolaze presjednicom b, ravnina 7 i . Plohe
pramena @ sicku plohu @ u prostornim krivuljama 4. reda prve
vrste. Ove krivulje imaju u tolki P dvostruku totku, jer plohe
pramena & diraju plohu @ u totki P. Spo;mcc tolaka tih krivulja
s tockom P daju pramen = stofaca 2. redal, jer se totke Py, Py, Py
i Py nalaze na svim tim prostornim krivuljama 4. reda. Preslikamo
li taj pramen iz prostora X u prostor Xy, dobit éemo isti taj
pramen & = J,, jer je svaka zraka tocke P u prostorima X i X,

sama sebi pndruzena Pramenovi @ i 6, projektivni su, jer svaka
- zraka tocke P probada ta dva pramena u 1nvolutornom nizu, Plohu
® moZemo smatrati proizvodom pramenova®i S =23, , a prema

tome je i ploha @ prmzvod pramenova 6,1 3; = 3. Ploha @ ,,,,
je dakle tredega reda, jer je to zapravo jedan osobit slu¢aj drugog
Steinerova naina izvadanja obéenih ploha 3. reda® Steiner naime
izvodi obéenu plohu 3. reda pomoéu projektivnog pramena ravni-
na i pramena ploha 2. reda. Na§ pramen ploha 2. reda prefao je
u pramen stoZaca, a rezultat je obéena ploha 3. reda s dvostrukom
totkom. Ova je ploha do sada istrafivana samo kao pro1zvod triju
kolinearnih snopova®, Prikazali smo time ovdje jedno izvodenje
osobite plohe 3. reda s jednom dvostrukem tolkom, koje se do-
nekle razlikuje od izvodenja obéih ploha 3. rcda na pr. J. Majcenat,
H. Grassmanna® i J. Steinera®.

3. PotraZimo sada poznatih 27 pravaca obéenih ploha 3. reda
na na§o; plohi @ . Kazali smo, da se cun]os;ccmce IT i II; ploha
10 ravmm 7 siecku u tolkama P,, P, P, i P,. Polo%imo
totkom P i recimo tofkama P, i P, ravninu 8. Ova ravnina siele
plohu & u lunjosjetnici ¢, a plohu @ u cun;os;céma k, koja pro-
- lazi totkama P, Py i P,. Jer pravci a, == PP; i ag= P P, diraju
Lunjosje¥nicu ¢ u totkamu Pl P;, bit. &e lunjosjetnici k pridrufen

[ [

R

1 Th. Reye: Die Geometrie der La.ge, Bd. III, str. 35.

2 Th., Reye: Op. Clt str. §6.—57.

3 Th. Reye: Op. cit. str. 216.

* J. Majcen: Eine neue Erzeugung fiir versch. typ. Formen ‘der Flich.
. 3. Ord. ]ahresb d. deut. Math. Verein XIV 1905.*

5 H. Grassmann: Crelle Journ. 1855, Bd. 49. str, 62. i Th, Reye: Op. cit.
Str. 74.

¢ Th. Reye: Op. cit. str. 94.—98,
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Yna plohi djfp neki pravac ky, (tol. 2, dio I). Ravnina § siee prema
tome plohu @fp u pravcu ky, i jo¥ nekoj Cunjosjelnici. No ta bi
¢unjosjeénica morala imati u tolki P dvostruku tocku, a prolazi
totkom Pr i Py, dakle se ona razpada u pravce ar, 4, koji su
prema tome takoder praVCl. plohc. Involucija pndruzemh tolaka
prostora X i X, je na tim pravcima paraboli¢ka, t.j. tolkama P;
i P, na plohi @ pridru¥ene su sve totke pravaca ar i 4, na plohi
dj,p . Posvema analogno vriedi i za pravce @s = P P; i ¢, =P P,,
dakle su pravci a:, as, ax i a, pravci plohe @8 To&ki P na ploh!

- @ pridru¥en je na plohi @ » opet neki pravac, 110 onaj, u kojemu
tangencialna ravmna a plohc @ u tolki P siele ravninu 7. Cunjo-
siednica plohe @ ,,, u ravnini @ razpada se posvema analogno kao
i ona malo prije u dva pravca, koji prolaze totkom P i sjeciStima
presietnice (@ X %) s tunjosjetnicom IIi. Ova dva pravca oznadimo

'S @, as. Ta su dva pravca uistinu realne ili imaginarne izvodnice
plohe @ u tolki P. Vidimo dakle, da dvostrukom totkom plohe
@fp prolazi 6 pravaca te plohe’. PoloZimo li kroz svaka dva pravca
ravninu @, tada znademo, da se u svakoj takovoj ravnini nalazi
jo§ jedan. To je na pr. u ravnini ar 4 = § pravac ky,, a v ravnini

*

@ presjetnica (¢ X 7). Takvih ravnina ima (g) = 14, dakle se u

njima nalazi daljnjih 1§ pravaca plohe. Na na§o; plohi @ ,p ima pre-
‘ma tome najviSe 21 pravac. Ali jer se pravci 4, dg, dg, 44, 45 1 s
sicku u totki P, moramo — uzporedivii ovu plohu s obéom plo-
hom 3. reda — pravce 4, @, @3, 4y, 45 1 45 rafunati dvostruko®,
t. j. oni su dvoznalni, tako da je opet udovoljeno broju 27. U
svezi s 27 pravaca nada je ploha veé temeljito iztraZena, tako da
tu nemamo $to. vife redi.

Spomenut ¢emo ovdje jo§ samo moguénost broja realnih pra-
. 3 B
vaca na raznim plohama @, s dvostrukom tokom P. Kada moZe

na plohi @fp postojati svih 21 realnih pravaca? Svi pravci plohe @ip '
bit ée realni onda, kada su realni pravci ax, @y, as, ay, 45 1 a5 totke
P. Pravci a5 i a5 realni su onda, kada je ploha @ praviasta, a
pravci ar, 4y, a3 1 a4, onda, kada se Sunjosjednice IT i II sieku u
detiri realne totke. Nudan i dovoljan uvjet za 21 realan pravac
na ploh1 ¢ jest dakle sliededi:

7 Th. Reye: Op. cit. str, 219.
8 Th: Reye: Op. cit. str. 89, i 217.
# Th, Reye: Op. cit. str. 218.—227.
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Ploha (15:,, imat ¢e 21 realan pravac onda, ako je ploha @
pmvcasta, a ravnina T siefe presjenu krwul]u ploba @ ;i T 4
Cetiri realne tolke.

Ako ploha @ nije praviasta, mo¥e na plohi @,P bitt pajvide 11
realnih pravaca, od kojih 4 moraju prolaziti totkom P, a jedan se
nalazi u ravnini 7. Ostalih 6 nalazi se u tri ravnine onog pravca
ravnine 7. Na takovim plohama nema dakle Cremoninih parova
trostrana, kao ni Steinerovih triedaral®,

Ako tolkom P prolaze samo 2 realna praves, t. jo 2 para
konjugirano kompleksnih, onda na takovoj plohi mo¥e biti najvile
s realnih pravaca. Sva tri pravca, koji ne prolaze totkom P, nalaze
se u jednoj ravnini, a salinjavaju jedini trostran te plohe.

Prolaze li volkom P tri para konjugirano 1magmarmh pravaca
plohe @:p , tada na njoj postoje samo 3 realna pravca. Ova tri
pravca sainjavaju opet jedini trostran te plohe.

" Na temelju ovih natih razmatranja mo¥emo izreéi ovaj stavak:

Na obéenoj plobi 3. reda s jednom obilnom dvostrukom
tockom nalaze se uviek barem 3'realna pmvca

4. Hoce li dvostruka tolka P plohe dj,p biti izolirana 111 ne
zavisi o tome, da li je cun;os;eémca II; imaginarna ili realna, t. j.
sieCe li ravnina 7 plohu @ imaginarno ili realno. Todku P mo¥emo
uzeti izvan ili unutar plohe ¥. Uzmimo sada tolku P na plohi &,
t. j. Cunjosjetnica II se stegne u tofku P, u ‘kojoj ravnina 7 dira
plohu &. Svaka ravnina totke P sjeéi ée ovakvu plohu !D:P u kri-
vulji, koja ée u dvostrukoj totki P dirati presjeCne krivulje 2. reda
ploha & i @ (tod. 3, dio I.) Odavle sliedi, da e samo tangencialne
ravnine ploha & i @ dirati plohu @,;, u dvostrukoj tocki P, a pre-
ma tome je ta tolka blplanarna dvostruka totka', jer se njen
tangencialni sto¥ac 2. reda razpao u dvie ravnine.

Govoreéi o plohama 3. reda s biplanarnim tolkama spomenut
éemo i druge sludajeve, kada dvostruka tolka P mo¥e postati
-b1planarna. ‘Tangencialni sto¥ac plohe % u tocki P zavisi o &injo-
s;ecmc1 II,. Ako se (‘,un]OSJecmca II, razpadne u dva realna ili
' 1mag1narna pravca, t. j. ravnina 7 je tangencialna ravnina plohe &,
.tada i dvostruka to¢ka P postaje hlperbohclu ili elipti¢ki biplanarna,
jer se je tangencxalm stozac plohe @ ,;, u tolki P razpao u dvie
realne ili imaginarne ravnine. Ako je ploba @ sto¥ac ili valiak 2

1 Th. Reye: Op. cit. str. 218—219
-1t Felix Klein: Uber Flichen dritter Ordnung. Math. Anrm.len, Bd. 6.

"§ 3. (!873)
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reda, postoji na pridruZenoj plosi !D:p moguénost 1 paraboli¢ke bi-
planarne toéke.

5. Na¥ nalin izvodenja osobite plohe 3. reda s dvostrukom
totkom omoguéuje nam i rjefavanje nekih konstruktivnih zadaéa
na takovim plohama Na pr. treba u tocki Ky odrediti tangencialnu

ravninu plohe !D . Tolki K,, pridruZena je na plohi @ tocka K.
Tangencialnu ravmnu plohe @ u toj tolki oznadimo s h. Polozimo

sada neku plohu 2. 'reda Y, tako da bude odredena totkom K,

tangencialnom ravninom h, unjosietnicom II i totkom P. Toj
plohi bit ée pridruiena u prostoru X, tangencialna ravnina plohe
(15 u tocki K,p , jer ploha Y ide %unjosjeénicom IT i totkom P,
a dlra plohu @ u totki K. Valja ptema tome naéi barem jedan
pravac te tangencialne ravnine ¢, da ona bude odredena, jer tolku
Ky, znademo. Tolki' P na plohi ¥ bit ée pridruen u prostoru Ky
neki pravac [ u ravnini 7, a dobit éemo ga kao presjecnicu te rav-
nine s tangencialnom ravninom plohe ¥ u totki P. Pravcem /i
tolkom K, odredena je tangencialna ravnina plohe @fp u tolki
Ky . Cio problem sastoji se dakle u tome, da u tolki P polo¥imo
tangencialnu ravainu plohe Y i da ju presjeemo ravninom <.

Kad bismo imali obrnutu zadalu, t. j. zadana je tangencialna
ravnina ¢ pa treba odrediti diralidte K, riedili bismo ju na ovaj
natin: Presje¢nicom [ ravnina 7 i ¢t i totkom P polozili bi ravninu.
Ovoj ravnini odredili bismo konjugirani diametar s obzirom na
stozac (P II). Gdje taj dlametar probada ravninu ¢ nalazi se dira-
11§t‘€ K,p

Tangenc1alne ravnine plohe !Zj u tockama presjeéne krivulie
ploha @ i ¥ dadu se odrediti pomocu harmonijskog dvoomjera, i
to analogno kao tangenta krivulje k. u njenoj totki M u tocki 9,
dio 1. Oznadimo. li tangencialne ravnine ploha @ i & u njihovoj
zajedni¢koj totki M s @, @, a ravninu poloZenu tockom P i tan-
gentom presjelne krivulje @ X & u tolki M sa m, tada nam opet
harmonijski dvoomjer (m @; @, @5) = — 1 daje tangencialnu rav-
ninu @ plohe pr u totki M. Sve tangencialne ravnine dvostruke
to¢ke P omataju stoZac 2. reda, kojemu je baza ¢unjosjenica I7; u
ravnini 7 na plohi @. To sliedi odatle, $to je tolkama éunjosjednice
I} na plohi @ pridruZena totka P plohe @

PoloZimo tolkom P i srediftem plohe & plohu 2. reda £,
koja ima sredifte u polovici te dufine, a homoteti¢na je s plohom

. Plohi £ u naloj srodnosti srodna ploha je neizmjerno daleka

sl 2
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ravnina, jer je spojnica svake tofke ove plohe s totkom P uzpo-
redna s polarnom ravninom te tolke s obzirom na plohu .
Tolkama presjeéne krivulie 2 X @ pridrufene totke na plohi @,
nalaze se preme tome takoder u bezkonatnosti. Presjeéna krivulja
ploha 2 i @ je letvrtoga reda, a spojena s totkom P daje direk-
cioni sto¥ac neizmjerno daleke krivulje plohe @:,, | _

6. Na obéenoj plohi 3. reda ima oo* tunjosjednica, koje se na-
laze u ravninama pramenova realnih pravaca te plohe. Neizmjerno
daleka krivulja obéenite plohe 3. reda sie¢e absolutnu kruznicu u
Yest todaka. Spojimo li po dvie takove tocke, dobit demo tri realna
neizmjerno daleka pravca. Ova tri pravca odreduju u konadnosti
tri pramena uzporednih ravnina, a presjeci plohe tim ravninama
prolazit ée pripadnim absolutnim totkama. Vidimo dakle da: Svaka
. obéa ploha 3. reda ima na sebi oo* cirkularnih ravniénih krivulja
3. reda, koje se nalaze u najvise tri pramena uzporednih ravnina.

Svaka spojnica po dviju od gornja tri para tofaka ' absolutne
krudnice siele neizmjerno daleku krivulju plohe u jo jednoj realnoj
" todki. Uzmimo, da jedna takova spojnica parova tolaka absolutne
krufnice i neizmjerno daleke krivulje plohe prolazi upravo neiz-
mjerno dalekom totkom nekog pravca te plohe. U pramenu ravnina
ovakove neizmjerno daleke spojnice nalazi se jedna ravnina, koja
prolazi praveem plohe. Jer ta ravnina prolazi praveem i absolutnim
totkama, nalazi se u njoj kruZnica plohe. Ovakove moguénosti
postoje tri, pa prema tome vidimo da: Na obloj plohi 3. reda ne
mogu se nalaziti viSe od tri kru¥nice®, ako ih nema .neizmjerno
mnogo. ' ’

Kod na%ih osobitih ploha 3. reda s jednom dvostrukom todkom
razpada se takova kruznica u par minimalnih pravaca, ako njena
ravnina prolazi dvostrukom totkom P. .

Vidjet éemo odmah, da medu plohama 3. reda s jednom dvo-
strukom totkom ima i takovih, na kojima ima neiZmjerno mnogo
kruZnica. '

7. Kod izvodenja nale plohe Qfl, ‘uzmimo, da su plohe @i &
kugle. Ove dvie kuglenc plohe sieku se u konaénoj realnoj ili ima-
ginarnoj kruZnici i u absolutnoj kru¥nici prostora. Izvedena ploha @fp
* prolazi uviek presjetnom krivuljom ploha @ i ¥, dakle iz kugala

@ i U izvedena ploha @:P prolazi absolutnom kruZnicom (uzpo-

12 Jzporedj Miiller-Krames: Vorles. tib. darst. Geometrie, Bd. IIL str. 188.
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redi s tod. 6 i 7, dio I). Oznalimo ovakove plohe s Z? . Ravnina
absolutne kru¥nice je ne1zm1erno daleka ravnina prostora, a u toj
ravnini nalazi se prema tome i jedan pravac b, plohe @:. Drvie
se -Cunjosjetnice obée plohe 3. reda sieku u dvie, ]eanJ ili nijednoj
tolki prema tome, da li se pravci plohe u ravninama tih' &unjo-
s;ecmca sieku, ne sieku ili pada;u skupa®s. Absolutnu kru¥nicu sjeéi
ée prema tome one tunjosjeénice plohe @% dva puta, koje se nalaze
u ravninama onih pravaca plohe, koji sieku njen neizmjerno daleki
pravac b,. Buduéi da nafa ploha @®ima neizmjerno daleki pravac,
to na njoj ima co! unjosjednica, koph su ravnine uzporedne. Oni
pravci plohe @, koji se nalaze u nekoj ravnini tih uzporednih
ravnina, sieku neizmjerno daleki pravac b, dakle su cunjosjeénice
plohe @ u tim ravninana krufnice; jer sicku absolutnu kruZnicu.
Ako postoii jedan takav pravac, onda postoji sigurno jo§ jedan, jer
oba s neizmjérno dalekim b, salinjavaju poznati trostran. Kohko
ima takovih realnih pravaca?

“Znademo, da dvostrukom tolkom plohe 3. reda prolazn uviek
© 6 njenih pravaca ar, g, Ag, 4, A5 1 a, koji mogu biti u parovima
i konjugirano imaginarni (toé. 2). Pravce ar, 4y, a3 1 a4, daju nam
‘spojnice s;ec1§ta ¢unjosjednica I i II, s dvostrukom tockom P, dok
su pravci dy i as izvodnice plohe @ u tolki P. Plohe @ i @ su.
sada kugle, dakle su Cun]OS]CCmCC IT i IT; kru¥nice. Odavle sliedi,
da su parovi pravaca ai, s i 4, 4 minimalni pravc1 plohe o8 , dok
pravci, ag, @, mogu biti realni ili imaginarni. Prema napried u tol.
3 izvedenom postoje na plohama @8 uviek tri realna pravca, koji
dine ;ednu trostran te plohe. Na! neizmjerno daleki pravac be

uviek je realan, dakle mora biti jedna stranica toga trostrana. Po-
lo¥imo realnim pravcima a;, a, plohe @3 ravninu ¢. Ta ravnina
siete kugle @ i & u krufnicama k i c, koje se sieku u totkama
'Py i P,. Kru¥nica k prolazi tolkom P, jer tom totkom prolazi i
kugla . Spojnica tolaka Py, P, je polara pola P s obzirom na
_krunicu ¢. Preslikamo li kru¥nicu k uz pomo¢ totke P i kruZnice
-¢, dobit éemo neizmijerno daleki pravac ravnine @, a to je upravo
na$ pravac b,. Dakle jc ravninom pravaca as, 4, odreden neiz-
mjcrno daleki pravac b, plohe @2. Tom ravninom odreden je i
" smjer uzporednih ravnina, u kopma se nalaze ¢unjosjecnice plohe 9%,
koje nisu kru¥nice. Pravce plohe @2 u ravninama parova minimal-
nih pravaca a1, @y 1 a5, a3 oznatimo s by i by (b = by). Jer

13 Th. Reye: Op. cit. str., 92.
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pravcx bis 1 by sxeku pravac b,,, ‘a sieku se 1 medu sobom!*, to
je njlhova ravnina. uzporcdna s ravninom pravaca a;, 4,. Ako su
pravci a4y, 4, realni, tada se i u ravninama njihova pramena nalaze
kru¥nice plohe 8, jer i oni sieku pravac b,. KruZnica ravnine ¢
(23, a,) pramena pravca 4; razpada se u pravac a4, i bo, 2 ona
pravca a, u pravce 43 i b,. PoloZimo li srediftima kugala @i &,
te tolkom P‘ravninu, tada je ploha @2 simetriéna s obzirom na tu
ravninu. Iz ove simetrije i &injenice, da su plohe @ i & kugle,
mo¥e se lako zakljuditi, da se trostran big, bse, boo stegnuo u jednu
neizmjerno daleku totku, t. j. big | bise

Na temel]u ovih razmatranja mogh bismo sada izreéi nekoliko
stavaka o na$im plohama ®3, ali pnje nego to udinimo, pogledat
éemo jo¥ jedan sludaj, kada nadim nadinom izvodenja moZemo doéi
do plohe 3. reda s dvostrukom totkom, koja prolazi absolutnom
kruznicom:. o

Absolutna kru¥nica je presjek svake kugle s neizmjerno dale-
kom ravninom, dakle presjek s polarnom ravninom njena sredita.
Uzmimo kod na$ih osobitih ploha 3. reda, da je ploha & opet
kugla, a totka P neka je u njenu sreditu. Imamo dakle inverziju
na kugli. Absolutna kru¥nica postaje nafa poznata &unjosjeénica 11,
a njome prélazi svaka ploha izvedena inverzijom plohe @ 2. reda,
koja prola21 srediStem P. Jasno Je, da ovakovoj plohi &? postoji
opet nelzmjerno daleki pravac, a da ona prolaz1 absolutnom kru-
Ynicom, sliedi iz profirenja u prostor inverzije lunjosjelnice u cir-
kularnu krivulju 3. reda, ako je centar inverzije na toj Cunjosjecnici’®,

Pogleda]mo, da li se ovako inverzijom dobivena ploha @} 3
rcda razlizuje i koliko od napried izvedene plohe @7 . Kod plohc
®? uzeli smo, da su obje plohe @ i & kugle u po volji uzetom
medusobnom polozalu, a toéku P po volii na plohi @. U drugom
pak sludaju samo je ploha & kugla, a toéka P u njenu srediftu.
" Nije teZko spoznati, da se samo na ova dva nalina mogu izvesti
takove plohe @!i @} nalim postupkom
Vidjeli smo kod ploha @}, da dvostrukom totkom P moZe
prolaziti samo jedan par realnih pravaca plohe, koji takoder moZe
biti imaginaran, dok su ostala dva para parovi minimalnih pravaca.
Jer se kod inverzije dvostruka totka P nalazi u srediftu kugle &,
to i svaka ploha @ mora prolaziti tom totkom. Neizmjerno daleka

14 Th. Reye: Op. cit. str. 218.
15 ‘To je izveo jo¥-G. P. Dandelin. (Bruxelles Nouv. Mem., 4, p. I, 1827.)
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ravnina 7 siee plohu @ u nekoj ¢unjosjetnici, koja s absolutnom
kru¥nicom ima dva para zajedni¢kih todaka. Spojnice ovih tolaka
s dvostrukom tolkom P daju dva para minimalnih- pravaca plohe
®}. Ravnine tih parova minimalnih pravaca jesu ravnine kruZnih
presjeka plohe @ kroz tolku P, a ovi kruZni presjeci daju na plohi
®@; pravce bys, bi. Ovi se pravei sieku, jer se sicku i kruZnice, iz
‘kojih su nastali. U tangencialnoj ravnini plohe @ u tolki P nalaze
se dvie njene realne ili imaginarne izvodnice, kojih toCke inverzijom
preslikane ostaju opet na tim pravcima. Ove su izvodnice dakle
pravci plohe @), Vidimo dakle, da ploha @} ima u dvostrukoj toki
isto kao i ploha @ dva para minimalnih pravaca @ 4, i 4 s, 2
treéi par a; a, moe biti realan ili imaginaran. Tangencialna rav-
nina ¢ plohe @ u totki P, t. j. ravnina pravaca 4, 4,, neka sieCe
kuglu & u kru¥nici ¢. Totki P plohe @ pri-dru%en je inverzijom
na kruZnicu ¢ nmzmjcmo daleki pravac b, ravnine ¢, a to je treci
pravac plohe @} u ravnini o. Ploha @} ima prema tome u rav-
nini realnih ili imaginarnih pravaca a4;, @, svoj neizmjerno daleki
pravac b, kao i ploha @:. Ravnina gore spomenutih pravaca
biss bse uzporedna je s ravninom pravaca a4y, @, jer su pravci by,
bge nastali iz kruZnica inverzijom na kugli &, koje kruZnice pro-
laze centrom inverzije, a pravci a4, 4, nalaze se u ravnini tangenata
ovih kru¥nica u tom centru. Dakle opet kao kod ploha @%.Dvo-
struka tolka P plohe @} bit e izolirana, ako je neizmjerno daleka
tunjosietnica plohe @ imaginarna, a spojnice tolaka ove Cunjo-
sjeénice, ako je realna, s dvostrukom totkom P daju tangente
plohe @} u tO] tolki i salinjavaju stoZac 2. reda. Vidimo dakle,
da su plohe @} i @} istovrstne, a za svaku plohu @) mo¥emo u
ostalom uzeti, da je nastala i kao ploha @ Treba samo krufni-
com II polozm kuglu, koja ima sredifte u totki P. Inverzijom
plohe @} s obzirom na ovu kuglu bit e joj pridruZena neka ploha.
@ 2. reda, koja prolazi tolkom P. Iz ove plohe @ 2. reda mozZe-
mo uzeti, kao da je nastala 1nverzuom na istoj kugli nafa ploha
@ — @}. Ne vriedi medutim i obrnuto. Za svaku plohu @ nemo-
¥emo uzeti, da moZe nastati- i kao ploha @ . Razlika izmedu ovih
ploha ]CSt 1pak tolika, ¥to se plohe O} Javljaju kao osobit slucaj
ploha @, ]er su simetri¢ne, dok plohe @? to ne moraju b1t1. Dakle
tolku, kojom prolaze navedeni pravc:1. Na temelju svih ovih
na¥ih razmatranja mo¥emo sada izreéi za nade plohe @} sliedeée
stavke: :
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a) Ploha @} 3. reda, koja prolazi absolutnom
kru?nicom, mo¥e imasi samo 3 ili 5 realnih pra-
vaca, od kojih je jedan uviek u bezkonalnosti
U posljednjem sludaju dva prolaze uv1ek dvo-
strukom toékom.

b) Naplohi @!s 3 realnapravca postojeuviek
2 pravca, u kojih ravninama-se nalaze kruZnice
te plohe. ' . & ' | _

¢) Na plohi @' s 5 realnih pravaca postoje

"‘uviek 4 praveca, u kojih ravninama se nalaze

kruZnice plohe KruZnice dvaju pramenova
prolaze dvostrukom todlkom. _ '
d) Nu%dan i dovoljan uvijet, da neka ploha

‘3. reda s dvostrukom toékom prolazi absolut-
‘nom kru¥nicom, jest taj, da se medu funjosjed-

nicama plohe u ravninama pramena jednog
pravca te plohe nalaze barem dvie kruZnice.
. 3 .

¢) Akosena plohi @inalaze 4 pravca, u kojih
ravninama se nalaze kruZnice plohe, tada se po

‘dvie osi tih pramenovasieku (dvie prolaze dvo-

strukom todkom), a ravnine su im uzporedne.
Sve ravnine, uzporedne s ove dvie, sieku plohu
@? u ¢unjosjelnicama, koje nisu kruZnice.

f) Za plohu @ postoji samo jedan pramen uz-

porednih ravnina, koje tu plohu sieku u dunjo- -

sy e . . v .
sjecnicama, kO]'C nisu kruznlce

Hiperbolidki parabolmd siede neizmjerno daleku ravninu u dva
pravea. Uzmemo li, da je ploha @ hiperboli¢ki parabolmd tada ée
pravci by i bss priedi u izvodnice ay, 4, ploha @ i @} u dvostru-
koj tolki P, jer se svi kruZni presjeci plohe @ razpadaju u jednu
konalnu i jednu neizmjerno daleku izvodnicu te plohe. Ravnine tih
kru¥nih presjeka 'su direkcione ravnine izvodnica od oba. sisterna
na toj plohi. Na ovakvoj osobitoj plohi @} nalaze se kru¥nice
samo u ravninama dvaju realnih pravaca as, @ (b, by), koji idu
dvostrukom totkom P. U ravnini ovih' pfavaca nalazi se i tredi
pravac ove plohe, a t3j je neizmjerno daleko.

Svaka ravnina prostora siete absolutnu kru¥nicu u dvie tolke,
. . . . . 8 =
dakle svi ravni¢ni presjeci plohe @; prolaze absolutnim tolkama
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svoje ravnine. Odavle sliedi, da su sve ravniéne krivulje 3. redana
plohama @} cirkularne. :

Na temelju izvoda u tod. 6 i upravo spomenutoga moZemo
izreéi jo§ 1 sliedeéi stavak:

Postoje li na obéenoj plohi 3. reda s jednom
dvostrukom tolkom &etiri ravniéne cirkularne
krivulje 3. reda tako, da ravnine ni kojih dviju
izmedu njih nisu uzporedne, tada ta ploha pro-
lazi absolutnom kruZnicom.

Spomenut éemo jo¥ neka svojstva ploha @7}, koja sliede iz svoj-
stava cirkularnih krivulja 3., reda. Svaka kuglina ploha prolazi
absolutnom kru¥nicom. Sielemo li neku plohu @} 3 reda, koja
prolazi-absolutnom kruZnicom, kuglom, tada se presieCna krivulja
te plohe s tom kuglom razpada u absolutnu kruZnicu i jednu pro-
stornu krivulju 4. reda. Ovo je samo proSirenje poznate linjenice,
da svaka kruZnica siede cirkularnu krivulju 3. reda najvide u 4
realne tocke.

Ako kugla prolan jednom krufnicom plohe &, tada ona tu plo— '

“hu siede u ovoj i,jo¥ jednoj kru¥nici, jer na kugli nema drugih
¢unjosjeénica osim kruZnica. Vidimo dakle, da kugle pramena ku-
gala svake kru¥nice plohe @ sicku tu plohu opet u kru¥nicama.

Svake dvie krufnice na kugli sicku se u dvie realne ili ima-
ginarne totke. Sve kruinice plohe @} unekom pramenu kugalasieku
dakle temeljnu krufnicu toga pramena dva puta. Odavle-sliedi, da
se kru¥nice plohe @! u tom pramenu kugala nalaze ravnine onog
pravca plohe @}, koji siele pravac temeljne kru¥nice toga pramena
"kugala na plohi @! 1, Odavle dircktno sliedi, da svaka ploha @%
moze nastati kao proizvod pramena kugala i s njim projektivnog
pramena ravnina. To je specialni slufaj drugog Steinerova naéma
izvodenja obéenih ploha 3. reda'.

8. Moze se desiti kod ploha ®@;, da sva tri pravca by, bg,
b, padnu u jedan neizmjerno daleki pravac. KruZnice Il i II; u
ravnini 7 diraju se tada u absolutnim tolkama, t. j. postaju kon-
centri¢ne, a svi pravci takve plohe u dvostrukoj. totki stefu se u
jedan par minimalnih pravaca. Ravninom ovog para pravaca odre-
den je onaj neizmjerno daleki trozhaéni'® pravac. Na takovoj plohi
postoje Cunjosjeénice samo u jednom pramenu uzporednih ravnina,

.18 Th. Reye: Op. cit. str. g2.

17 Th. Reye: Op. cit. str. §56.—s7.
18 Ne trostruki, nego troznaéni.
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a te su kruZnice. Oznadimo ovakovu plohu s &3, a.ona je rota-
ciona. Neizmjerno daleka ravnina tangira tu plohu duZ njena neiz-
. mjerno dalekog pravca, a taj je pravac infleksioni pravac te plohe.
Na tom se pravcu nalaze infleksione totke svih ravnitnih krivulja
3. reda na plohi @;. Infleksiona tangenta svake presjeéne krivulje
‘3. reda na ovoj plohi jest ncizmjerno daleki pravac njezine ravnine,
a sve su te krivulje simetriéne s obzirom na jednu os, dakle:

Svaka ravnina dvostruke toéke s1ece plohu
® u Sluseovoj konhoidi®.

9. Svaka ploha &; ima svoj neizmjerno daleki pravac. Opifemo
li oko polovidta duZine PS, gdie je 'S sredidta kugle ¥ kuglinu
plohu, koja ide tim tot¢kama, onda ta kugla siefe kuglu @ u nekoj
~ kru¥nici & koja ide tolkom P. Tolkama kruZnice ¢ na kugli @
Jpndruzcnc su totke neizmjerno dalekog pravca plohe @%. Odavle
- sliedi, da ée asimptote svih ravniénih krivulja plohe biti uzporedne
s ravninom kruZnice &. Ravnina kruZnice & identidna je s ravninom
para 4s, 4, realnih ili imagiharnih pravaca plohe u dvostruko; .
tocki P.

Svaka po volji uzeta ravnina prostora X, siete plohu &: u cir-
kularnoj krivulji 3. reda roda prvoga. Toj ravnini pridruzena je u
prostoru X neka ploha z. reda I', koja prolazi totkom P i kru-
¥nicom II. Ploha I' siete kuglu @ u nekoj prostornoj krivulji 4.
reda prve vrste (Darbouxovu ciklika), a na toj se krivulji nalazi i
‘totka P. Presje¢nu cirkularnu krivulju 3. reda roda prvoga plohe
@: mo¥emo dakle smatrati perspektivnom slikom nale prostorne
krivalje 4. reda na kugli @ iz totke P, a time smo dobili poznati
- stavak, koji glasi: A '
Svaka cirkularna krivulja 3. reda roda pr-
'voga je perspektivna slika prostorne krivaulje
4 teda prve vrste na neko; kugli iz neke tolke
te krivalje. ,

. 1o. Do sada smo. promatrall samo takove slucajeve ploha @q,,
" koje su nastale, ako su ploha @ i ploha. T bile obi¢ne plohe 2

reda. Uzmimo sada plohu & kao sto¥ac ili valjak 2. reda. Izvedena
- ploha (D,p dobit ée jo¥ jednu dvostruku totku P!, .koja odgovara
- vrhu stoca. Valjak moZemo uzeti kao stofac s neizmjerno dalekim
- vrhom. Pravci 45 i @, takove plohe padaju skupa i uviek su realni
- dakle ploha ima torzalan pravac. Torzalna rawnina je tangencialna

18 Gl Loria:r Spe@iglle alg. und tmns‘. ebene Kurven, Bd. 1. str. 74.
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ravnina stoZca @ u dvostrukoj tolki P. U toj se ravnini nalazi jo
jedan pravac plohe @3;,7, za koji znademo, da je presjelnica te
ravnine s ravninom <. Izvodnicama stoZca @ odgovaraju na plohi
(Dfp Cunjosjetnice, koje se nalaze u ravninama torzalnog pravca,
odnosno spojnice dvostrukih todaka PP!..Za ostale ¢unjosjednice
na takovim plohama vriede posvema na$i prijaénji izvodi.

Ako se vrh stozca @ uzme u ravnini 7, tada ova ravnina siede
taj stozac u dvie realne ili imaginarne izvodnice, koje mogu pasti
i skupa. Odavle sliedi, da totka P mo¥e kod ovakovih ploha @i’p
biti hiperboli¢ki, elipti¢ki ili parabolidki biplanarna.

~ Izvedemo li plohu @2,, = @} inverzijom sto¥ca ili valika na
kugli, tada znademo, da ta ploha prolazi absolutnom kru¥nicom.
Ako je ploha & stoZac, tada se u kru¥nim presjecima totke P toga
stozca nalaze daljnja dva pravca, dakle ée na toj plohi biti kruZnice
u tri pramena ravnina s konaénom osi. KruZnice jednog pramena
pridruZene su izvodnicama stoZca @, a os toga pramena je torzalni
pravac plohe. Poznato je, da svaka kruZnica inverzijom na kugli
prelazi opet u kruZnicu?, dakle e krufnice ostalih dvaju prame-
nova biti pridruzene kruZnim presjecima sto¥ca @. Pramenovima
ravnina ovih kruZnica u prostoru Xy odgovaraju u prostoru’ X
pramenovi kugala kruZnih presjeka stofca @ u wolki P. Osi ovih
dvaju pramenova su pravci pridrufeni krufnicama sto¥ca @, koje
prolaze tolkom P,

Ako bismo mjesto sto¥ca @ uzeli valjak, ploha @] izmienila
bi se utoliko, $to = obje dvostruke totke padaju skupa, t. j. ploha
@} dira u todki P sama sebe. Uzmemo li uzpravan kruZni valjak
kao plohu @, tada oba krufna presicka padaju skupa, dakle i
daljnja dva pravca na plohi padaju skupa. Ovakova ploha ima dakle
dva torzalna pravca, koji su jedan na drugom okomiti, a padaju
im skupa i obje dvostruke totke. Krufnice ove plohe nalaze se u
ravininama pramenova torzalnih pravaca. Pramen kugala kru¥nice
valika @ u totki P siele taj valjak u dalinjim kru¥nicama, koje su
sve okomite na izvodnicama toga valjka. Ovaj pramen kugala pre-
lazi inverzijom u pramen ravnina, koje plohu @ sicku u jednom si-
stemu kruZnica, a os toga pramena je jedan torzalan pravac. Veli-
dina kuta inverzijom na kugli ostaje nepromienjena?, dakle svaka
kruZnica pramena ravnina jednog torzalnog pravca (prvog sistema)

0 G. Peschka: Darstellende und projektive Geometrie, Bd, III. str. 238.
# G, Peschka: Op. cit. str. 234.
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siee okomito svaku krufnicu pramena ravnina drugog torzalnog
pravca (drugog sistema) i obratno. | ' ,

Postanak ove posljednje plohe mo¥emo zamisliti i kao geo-
metrijsko mjesto ovakovih krunica: Neka su pravei t; 1 £, mimo-
~ smjerni i okomiti, a totke T, i T'y neka su noZifta njihove osi. Po-
vutemo li u ravninama pramena pravea t; kruZnice, koje pravac ¢,
diraju u todki Ty, a sieku pravac #;, tada sve takove kruZnice leZe
na gore izvedenoj plohi @’

11. Osobita vrst ploha (Z_if,, dobije se takoder, ako se ploha v
razpadne u par realnih #li imaginarnih ravnina E,, &. Te ravnine
neka se sieku opet u pravcu py; one su dvostruke ravnine invo-
lucije pramena ravnina tog pravca. Cunjosje¢nica IT plohe & steZe
se ovdje u pravac py, 2 ravnina T pridruZena je u spomenutoj
involuciji ravnini pravca p, i totke P. Na temelju izvoda u tocki
15, dio L sliedi, da ée ovako izvedena ploha qﬁfp dirati ravninu 7
du? pravca py , dakle je taj pravac za tu plohu torzalan. Bududi
da se je Sunjosjeénica II stegnula u pravac, to su i po dvie njene
zajednitke totke s unjosjetnicom Il; pale zajedno 1 to u probo-
difta P, P! pravca p,, s plohom @. Spojnice tih todaka s totkom
P su prema tome sada letveroznalni pravci takove plohe, jer su
veé prije bili dvoznaéni. Vidjet éemo kasnije, da je i pravac py
Yetveroznalan, pa ée se na ovoj plohi nalaziti 3 jednostruka &etve- -
roznana pravca.

Tangencialnoj ravnini plohe @ u ﬁprobodiétu P! pravca py
s tom plohom pridrufen je u prostoru X, neki stoZac 2. reda
s yrhom P! (tod. 1.). Tangencialne ravnine ovakove plohe 11')3,, u
tolkama P, P! omataju dakle sto¥ac 2. reda, a taj stoZac tangira
i ravnina 7 (to&. I). Ravnine pravca p,, sieku plohu @:!’ u Cunjo-
sjednicama, a sve te unjosjetnice prolaze tockama PL PM, Tocke
P1, P mogu biti i imaginarne, a mogu pasti i skupa. Buduéi da
tangencialne ravnine plohe umataju u tofkama PI, PU stofac 2.
reda, to su i te tofke ‘dvostruke. Ovakova ploha dif,, ima prema
" tome 3 dvostruke totke. . S

Utvrdili smo malo prije, da nafa ploha ima 2 &tveroznalna
~ pravca, Promotrimo sada pravac py,a potraZimo i ostale pravee
ove plohe (Dfp, s 3 dvostruke tolke. Oznadimo spojnice tolaka PP* i
PPU s n, i n,, a izvodnice plohe @, odnosno pravce plohe (Di,, u
tolki P, s 4y, @;. Neka je ploha @ pravéasta. Izvodnicama plohe @
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u todki P! odgovarat ¢e na plohi (Dfp pravci by, by, koji prolaze
istom todkom, a izvodnicama tolke PT pravei ¢y, €5, koji prolaze
ovom todkom. Buduéi da su volke PL, PT dvostruke, to su one
posve ekvivalentne s tofkom P, a prema tome je i pravac Py
Yetveroznadan kao i pravci ny, n,. Pravei by, b, i ¢y, ¢y su dvo-
znaéni, jer prolaze dvostrukim todkama PT, P¥, Uzmemo li, da su
pravci @, by, ¢, nastali iz izvodnica jednog sistema plohe @, a
pravel 4y, by, ¢, iz izvodnica drugog sistema, tad svaki od prva
tri pravca siede svaki od druga tri. U ravnini svakih dvaju pra-
vaca nalazi se i treéi. Pravci ny, 7, i py nalaze se pojedince u rav-
ninama svih takovih parova osim u 4; 45, by by i €3¢, 2 O znadi,
da na natoj plohi imamo samo 3 jednoznaéna’pravcai to u ravninama
(4, a,), (by by) i (cqc,). Svih pravaca na nafoj plohi ima dakle 12.
To su: Pop, By, My G153, by, b, €4, €, (4122), (b, 5:) 1 (¢1¢3). Prva
" tri su detveroznadna (3-4=12), drugih 3est je dvoznadnih (6.2=12),
a zadnja tri su jednoznaéna (3-1=3). Dakle (124124 3=27) za-
dovoljeno je opet broju 27. Ako pravlasta ili nepravlasta ploha @
dira ravninu 7, bit ée dvostruka tofka P hiperbolitki ili elipticki
biplanarna. Medu plohama ove vrste ne postoje plohe o} i 0.
12. Uzmimo, da se je ploha & opet razpala u par realnih ili
imaginarnih ravnina &, §. a ploha @ neka bude stozac ili valjak
2. reda s vthom V. Nastala ploha @’; imat ée Cetiri dvostruke tolke,
a to su totka P, vrhu V stoca @ pridruZena tocka P™ i probo-
difta P, P" pravca p, sa stozcem Q. Na temelju izvoda u tol.
15, dio L znademo, da je pravac py, =P I PO torzalan pravac na-
stale plohe CD:D. Pravac PP takoder je torzalan, jer tangencialna
ravnina sto¥ca @ du¥ te izvodnice ostaje tangencialna ravnina i
plohe @fp. Znademo iz profle totke, da su pravci PPI, PPU na
plohi LDfI,. Tzvodnice VP!, VP! stotca @ leZe u jednoj ravnici prav-
ca py, dakle e i njima pridruZeni element na plohi (Dfl, lezati ta-
koder u nckoj ravnini pravca py. Odavle direktno sliedi, da su
izvodnicama VP!, VP! stozca O pridruZeni na plohi (Dfp pravci
PW PL PILPI ¢ j. spojnice P PI, PW PU su takoder pravei
plohe (Dfp s &etiri dvostruke tocke.’ ‘
Tangencialnim. ravninama stofca @ u tolkama PP, PHI bit ce
pridrufeni na na¥ nalin neki stofci 2. reda s vrhovima u istim
‘totkama (tod. 1), koji ée plohu @2, dirati du¥ pravaca P P! i
PUL PU kao i du¥ pravaca PP, PPU. Odavle sliedi, da ée plo-
ha @} imati du? pravaca P™ P1, PV PU | du¥ pravaca PPY, PPT
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samo jednu tangencialnu ravninu, a prema tomec su i ti pravci tor-
zalni pravci plohe @fp. Vidimo dakle, da ploha (D:,, s 4 dvostruke
tolke ima 6 torzalnih ravnina. Znademo veé iz prodle tolke, da
je pravac py &etveroznalan. Pravei PP, PPU, p1! P1, PULPY
PP gy takoder letveroznalni, jer se u svakom ovom pravcu kriju
dva pravca, koja su pala skupa, a svi prolaze dvostrukim tofkama.
U torzalnim ravninama pravaca PT PI, P P nalazi se po jedan
jednoznaéni pravac, koji siele i pravac PPM, odnosno PPI a
‘sto takav mora biti i u torzalnim ravninama pravaca py i PR,

Odavle bismo mogli zakljuditi, kao da ploha @fp ove vrste ima 28
pravaca. To medutim ne stoji, jer sietemo li tangencialnom ravni-
nom sto¥ca @ du¥ izvodnice PV = PPM_ 4 toje torzalna ravnina
plohe (Di’p du¥ pravca PPW, ravninu 7, a ta je torzalna ravnina

plohe @fp du¥ pravca py, tada jeta presjenica jednoznalni pravac

plohe @3’,, jer su sve toCke tog pravca pridruene tolki P stoZca
@. Dakle i obje zadnje torzalne ravnine sadr¥avaju jedan isti jedno-
znaéni pravac plohe @fl, . Plohe @2], s 4 dvostruke toCke ne mogu
prolaziti absolutnom kruZnicom.

III. Plohe 4. reda s dvostrukom tunjosjetnicom
te s dvostrukim i trostrukim tofkama.

Uvod. U tretem dielu ove radnje nastavit éemo nada iztraZi-
vanja ploha, koje dobivamo pomoéu Mébiusove kvadratne srodno-
sti ili kvadratne inverzije, samo ¢emo uzeti, da ploha @ ne prolazi
totkom P. Ove ée plohe biti 4. reda s jednom, dvie, tri ili Cetiri
dvostruke ili trostruke tolke 1 s jednom dvostrukom. ¢unjosjedni-
com, koja se moZe razpasti u dva pravca, a 1 ti mogu pasti skupa.
Razlike izmedu ovakovih ploha @:‘p po broju vilestrukih toaka 1
'razpadnutom obliku dvostruke funjosjelnice nastaju prema oblicima
ploha ¥ i @. Uglavnom moYemo razlikovati ovakovih Sest vrsta.

I. Jedna dvostruka totka i nedegenerirana dvostruka _&unjo-
sieénica. (& i @ su obitne plohe 2. reda).. _
I Dvie dvostruke tolke i nedegenerirana dvostruka cunjo-
sietnica. (¥ je obilna ploha 2. reda, @ je sto¥ac ili valjak 2. reda).

I Tri videstruke todke i dvostruki i dvostruko torzalan pra-
vac, koji spaja dvie od njih. (¥ su 2 realne ili imaginarne ravnine,
a @ je obilna ploha 2. reda).
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IV. Cetiri videstruke totke i dvostruki i dvostruko torzalan
pravac, koji spaja dvic od njih. (& su 2 realne ili imaginarne rav-
nine, 2 @ je sto¥ac ili valjak 2. reda). I

V. Dvie dvostruke tofke i dva dvostruka pravca, koji se u
jednoj sieku. (¥ je stofac ili valjak 2. reda, a @ je obiéna ploha
2. reda). T3

V1. Tri dvostruke totke i dva dvostruka pravca, koji se u
jednoj siecku. (¥ je stofac ili valjak 2. reda, a @ isto tako).:'uﬂ_:

- Nafa razmatranja podet ¢emo na plohama t_D,*p s jednom dvo-
strukom tofkom i nedegeneriranom dvostrukom realnom ili imagi-
narnom &unjosjeénicom, a mnoga ée se ova razmatranja modi pre-
nieti i na ostale vrste. '

r. Uzmimo kao u IL diely, da su plohe @ i & po volji uzete
plohe 2. reda, samo neka ploha @ ne prolazi totkom F. Tolka P,
ravnina 7 i njene presjelne krivulje IT i IZ, s plohama ¥'i @ ostaju
kao u IL dielu. Cunjosjednici Il = @ X # pridruZena je opet samo
totka P, dakle e i na izvedenoj plohi CD:D totka P biti dvostruka.
Sve zrake totke P, koje diraju plohu & (stofac PII), probadaju
plohu @ u dvie wocke. U svakoj tocki &unjosjeénice I dakle su po
dvie tocke plohe @:b, a prema some je Cunjosjetnica II dvostruka
za tu plohu. Cunjosjelnica T mo¥e biti djelomi¢no ili podpuno
izolirana, 2 mo¥e biti i imaginarna. Toka P je uviek realna, ali ée
i ona biti izolirana, ako je Cunjosjelnica ITx imaginarna. Ako se
tunjosjetnica IT; razpadne u dva realna ili imaginarna pravca, koji
mogu pasti i skupa, t. j. ako ravnina 7 dira plohu @, imat Ce
ploha @:c, u totki P hiperbolitky, eliptitku ili parabolitku bipla-
narnu totku, prema tome, da li je ploha @ pravcasta, nepraviasta
ili sto¥ac odnosno valjak. Dvostruka Yunjosjetnica II bit ée pod-
puno izolirana, ako sto¥ac (PI) ne siete plohu @ realno, a djelo-
mice izolirana, ako ju samo zadire. U sluéaju podpunoga prodora
bit ée ta unjosjednica realna i ne izolirana. Ako je totka P na
plohi &, tada {e ploha @:,, dirati sama sebe u toj tolki. S obzirom
na dvostruku totku P i dvostruku Cunjosjetnicu I mogli bismo
plohe @fp razvrstati u sliedeéih 10 vrsta:

a) Totka P i Cunjosjetnica II su realne, a nisu izolirane.

b) Totka P nije izolirana, a Zunjosjeénica I je djelomitno
izolirana (ima realne kuspidalne tocke). 4

¢) Todka P nije izolirana, a Cunjosjeénica II je podpuno izo-
lirana.
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d) Tolka P nije izolirana, a unjosjenica I7 je imaginarna.

¢) Totka P je izolirana, 2 éunjosjeénica II nije izolirana.

f) Todka P je izolirana, a &unjosjetnica I je djelomiéno izo-
lirana.

g) Totka P i Cunjosjecnica II su izolirane.

h) Tolka P je izolirana, a Cunjosjecnica I jc imaginarna.

i) Ploha (D:}, dotide sama sebe u tocki P realno.

j) Ploha QD:}, dotile sama sebe u totki P imaginarno.

Vrstama d) 1 h) mogli bismo dati i podvrste, ako cunjosjed-
nica II ode u bezkonanost, osobito ako postane absoluthom kruZ-
nicom. Ovaj posljednji sludaj nastaje inverzijom na kugli. U prva
etiri sludaja mo¥e u tolki P nastati biplanarna toéka. U zadnjem
i predzadnjem slufaju moZe u tolki P takoder nastati biplanarna
todka, ali skrivena, kod koje se par realnih ili imaginarnih tangen-
cialnih ravnina plohe @:}, u dvostrukoj tocki P stisnuo. u ravninu *.

Na temelju nafih dosadanjih izvoda u L i I dielu ove radnje
znademo, da ée ove plohe biti &etvrtoga reda. Mi 10 medutim
mo¥emo i ovdje vrlo jednostavno dokazati. Ploha @:p bit ¢e ono-
likog reda, u koliko ju tofaka probada svaki pravac prostora. Uz-
mimo neki pravac u prostoru X, , 2 njime i totkom P polozimo
ravninu. U prostoru X odgovarat ée tom praveu neka ¢unjosjecnica
(tod. 1, dio I), koja plohu @ probada u 4 volke. Dakle i njoj pri-
druZeni pravac probada plohu (D:p u euni tocke. Sliedi prema to-
me, da je ploha @:0 detvrtoga reda.
_ Plohu @} moZemo uzeti, da je nastala i kao proizvod dvaju
projektivnih pramenova ploha 2. 1 3. reda 1 to ovako: Uzmimo
totkom P po volji ravninu 0, a u totki P neka ju diraju sve plohe
2. reda pramena 7y, koje prolaze &unjosieénicom II; na plohi @.
Sve plohe pramena ¥ sicku plohu @ u jo¥ jednoj Cunjosielnici, a
ravnine svih tih ¢unjosiednica sieku se u jednom pravcu ravnine o,
dakle ¢&ine neki pramen ravnina 6. Ovo posljednje moZemo doka-
zati tako, da pramen y sieemo s dvie ravnine totke P. Promotri-
mo li presjene pramenove &unjosjecnica’, vidjet femo, da sliedi
navedeno. o

Obdenito pramen ravnina i s njim projektivan pramen ploha
2. reda daju plohu 3. reda (Steiner). No jer se ova dva nada pra-
" mena nalaze u reduciranom poloZaju, t. j. os pramena ravnina je u

L Izporedi: H. Durége: Die ebenen Curven dritter Ordnung, str. 7§.
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zajednilko; tangencialnoj ravnini pramena ¥ ploha 2. reda, proizvod
se razpada u plohu @ drugoga reda i ravninu 0.

Pramenu y pridrufen je u prostoru X, pramen ¥ specialnih
ploha 3. reda sa zajedni¢kom dvostrukom totkom, a pramenu ¢
pridrufen je pramen d,, ploha 2. reda. Proizvod pramenova yy 1
by je ploha @:},. o

2. Tangencialnu ravninu plohe (D:,. u nekoj njezinoj tocki, kao
i direkcioni sto¥ac njezine neizmjerno daleke krivulje, moZemo
odrediti posvema jednako kao na ploht (D:,, treéega reda. (Vidi tol.
5, dio II).

3. Vidjeli smo kod ploha @fp 3. reda, da broj pravaca dvostruke
toéke P daju u prvom redu presjelne totke &unjosjednica i Il u
ravnini 7. Zajedni¢ke tolke Cunjosjeénica I i II; oznadimo opet
s B,, B,, B, 1 B,. Spojnice tih tofaka b, = PB,, b, = PB,, by == FPB;
ib,=PB, s tolkom P pravci su plohc-difp, jer su totkama B,, B,
B, i B, na plohi @ pridru¥eni &itavi pravci by, by, b, 1 b, na plohi
@:p. Sliedi prema tome sliedede:

Na obéoj plohi 4. reda s jednom dvostrukom
tolkom i dvostrukom funjosjeénicom mogu biti
najvide éetiri pravea, kojiprolaze njenom dvo-
strukom tolkom,

Ovi pravci mogu biti u parovima imaginarni, jer takove mogu
biti ; totke B,, B,, B, i B,.

Uzmimo, da su sva ova letiri pravea realna. U ravninama
pramena svakoga toga pravca nalaze se krivulje 3. reda roda nul-
toga. Tri ravnine svakog ovikva pramena prolaze ostalim pravcima
dvostruke to&ke, dakle se takova presjeéna krivulja razpada u éunjo-
sjednicu i dva praveca. Jer dvostrukom totkom prolaze 4 pravea,
postoji 6 takovih ravnina, pa shiedi:

Na obéojplohi 4 reda s jednom dvostrukom
tolkom i dvostrukom éunjosjeénicom postoji
najvide $est &unjosjeénica, kojih ravnine idu
dvostrukom tolkom, a unjimase nalaze jo¥dva
pravca plohe, koji se sicku u toj dvostrukoj
todki. '

-

~ Ako su jedan ili oba para pravaca dvostruke todke imaginarni,
tada postoje samo dvie takove ¢unjosjednice. '
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Na plohii (D:P ima jo¥ dunjosjelnica, ali se u njihovoj ravnini
nalazi ili jo¥ jedna &unjosjelmica ik dva pravca, koji se ne sicku
u dvostrukj todki P. Potra¥imo te ostale &unjosjednice i pravce.

Odaberimo par realnih ili imaginarnih pravaca by, by plohe Dy
u dvostrukoj totki P. Dvostrukom &unjosieénicom Ifi tim prav-
cima b,, b; dan je pramen ploha 2. reda. Svaka ploha ovog pra-
mena siele plohu @ u pravcima b, &, i dvostrukoj Eunjosjelnici
II, Presjedna krivulja je medutim osmoga reda, dakle od svake
presieéne krivulje ostaje jo¥ jedna &unjosjednica. Takav pramen (b,
by, II) ploha 2. reda daje dakle na plohi !D:t, sistem od ! ¢unjo-
sje¢nica. U pramenu (&, b, II) ploha 2. reda nalazi se samo jedan
sto¥ac, a taj daje drugi par pravaca b, b, dvostruke tocke P. Siece-
mo li ravninom pravaca b,, b, ravninu 7, onda tom presjeénicom
sip prolaze sve ravnine prostora X, koje su pridruZene plohama
pramena (b, &;, II) u prostoru X, . Cunjosjetnice plohe CD:,, onog .
 sistema, $to ih daje pramen ploha 2. reda (&, &, II), pridruZene
su dakle unjosjeénicama plohe @, koje se nalaze u pramenu ravnina
presjeénice sy Takvih pramenova s funjosjetnicama plohe @ ima
najvife Yest, a osi su im pravci sip = (¢ X by by}, 515 = (X b, bs),
S = (# X b b)), s9s= (2 X by bs)s s =0 X by b)), 1 855, =
(X by b,). U ravnini svake ovakove &unjosjeénice plohe di':;‘,‘ na-
lazi se jo¥ jedna &unjosjelnica, 2 obje se sieku na dvostrukoj ¢unjo-
sje¢nici 11, . : !

" Uzmimo jednu ovakovu &unjosjednicu cy, na plohi (Df;, s jo§ jed-
nom <&unjosjednicom c;, u njenoj ravnini. Cunjosjeénicom c na plohi
@, koja je pridrufena Eunjosjelnici ¢y, te Cunjosjednicom II i tol-
kom: P polo¥imo plohu W 2. reda. Ovo je mogude, jer se lunjo-
sje¢nice ¢ 1 IT sieku u dvie totke. Ova ploha W siefe plohu ¢ u
jo¥ jednoj &unjosjednici ¢, a ovoj je na plohi (D:& pridruZena &unjo-
sjednica c;;: . Ravnina dunjosjednica ¢, i c:;. plohe @;, prolazi -pre-
sjeénicom tangencialne ravnine plohe W u totki P § ravninom 7.
Cunjosjelnica ¢: ne mote prolaziti totkama B:; B, jer je sastavni
dio prodorne krivulje (¢, ) ploha @, W, na kojoj se presjeénoj
krivulji nalaze i tolke By, B,. Prema tome ona mora prolaziti tod- .
kama B;, B,. Odavle nadalje sliedi, da &unjosjelnicama plohe @ u -
ravninama pramenova pravaca iz, S pridrufene Cunjosjetnice na
plohi @:t, le¥e u jednom sistemu ravnina tako, da se u svakoj rav-
nini nalazi jedna dunjosjednica plohe (D:}, pridruZena &unjosjednict



e ' Prof. Dr. Vilim Nike: (30)

plohe @ u jednoj ravnini pravca si; i jedna éunjosjednica plohe @;,
pridruZena &unjosjednici plohe @ u jednoj ravnini pravca s,. Posve-
ma analogno vriédi i za &unjosjeénice u ravninama spojnica $g, S
1 S0 S23, pa smo tako dobili sliedeée:

Nasvakojplohi @fp s jednom dvostrukom toé-
kom i dvestrukom dunjosjeénicom postoje naj
vife tri sistema po oo ravmina, u kojima se na-
laze podvie funjosjeénicete plohe, a da te rav-
nine ne prolaze dvostrukom toékom,.

Neka je ploha @ pravéasta, a pravci by, by, by i b, neka su
realni. Realnim to¢kama B,, B,, By i B, na dvostrukoj Cunjosjednict
II prolaze po dvie izvodnice plohe @, a tim izvodnicdma bit &e
pridruZeni na plohi (D:}, opet pravci, koji prolaze probodiftima tih
izvodnica s plohom & i sieku dvostruku éunjosjeénicu (vidi totku
10, dio I). Vidimo dakle, da ploha @y mo¥e imati daljnjih osam
pravaca. Cetiri od ovih mogu se pojaviti kao presjetna krivulja
ploha ¥ i @, ako je i ploha & pravéasta. Buduéi da ploha @ ne
prolazi to¢kom P, to na plohi Q):D ne moze bia vife od do sada
navedenih pravaca, jer bi svaki drugi pravac te plohe u prostoru X,
prefao u prostoru X u pravac ili &unjosjeénicu, koji ne bi bio na
plohi @. Sliedi prema tome ovaj stavak:

Na obéoj plohi 4. reda s dvostrukom toékom
i dvostrukom €unjosjednicom mo¥e se nalaziti
najvife 12 pravaca. Cetiri od tih prolaze dvo-
strukom tofkom 1 sieku dvostruku ¢unjosjed-
nicu (binarndi pravci), a ostalih osam u parovi-
ma sieku dvostruku éunjosjeénicu IL

Na temelju ovog stavka moZemo odmah profiriti i napried
izvedeni stavak o dunjosjednicama plohe (D:b, kojih ravaine idu dvo-
strukom totkom P, a koji glasi: )

Osim $est ravnina dvostruke totke P, u ko-
jima senalazi po jedna &unjosjeénicaipar pra-
vaca te plohe, koji se siekuu dvostrukoj toéki,
prolazi tom totkom daljnjih osam ravnina, u
kojimd se nalazi dunjosjednicai dva pravca te

; 2 R, Sturm: Ueber die Flichen mit einer endlichen Zahl von {einfachen)
Geraden, vorzugsweise die der vierten und fiinften Ordnung, Math. Annalen,
sv, IV, str, 268, .

l
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plohe, ali dvostrukom tolkom prolazi samo je-
dan od tih pravaca i dunjosjednica.

Svaka izvodnica plohe @ u todki B, siele po jednu od onih
u totkama B,, By i B,, dakle ée i toj izvodnici pridrufen pravac
na plohi dif;, sjeéi tri ostala pravca te plohe, koji ne prolaze dvo-
strukom totkom P. Svaki pravac izvan dvostruke tolke siele jed-
noga dvostruke totke P, pa za nale plohe (D;:, vriedi prema tome i
ovaj stavak:

Svaki pravac plohc@fp, koji ne prolazi dvo-
strukom tolkom siede daljnja ¢etiri pravca te
plohe, od kojih jedan uviek prolazi dvostru-
kom to¢kom. A svaki pravac dvostruke to¢ke P
plohe@:,, siecde osim preostala tri pravca dvo-
struke todke jod dvaizvan dvostruke tolke.

Obéeno kod ploha 4. reda s dvostrukom é¢injosjeénicom siede
svaki njezin pravac pet ostalih, No jer se na¥i pravci dvostruke
- totke broje dvostruko, to je opet tome zahtjevu udovoljeno, a time |
se 1 nadi izvodi posvema poklapaju s izvodima R. Sturma.?

Na temelju dosadanjih razmatranja moZemo o krivuljama 3.
reda roda nultoga na plohama @f,,, izreéi slieded stavak:

Na obéenoj plohi 4. reda s dvostrukom to&
kom i dvostrukom &unjosjednicom ima najvife
Iz pramenova ravnina, u kojima se nalaze kri-
vulje 3. reda rodanultoga te plohe. U osam pra-
menova postoje po4rtavnine au detiripramena
popetravaina, u kojima se ta krivuljarazpada
u lunjosjeénicuipravac. Posljednja ¢etiri pra-
mena dana su pravcima dvostruke todke P.

Uzmimo, da ravnina dviju izvodnica i1, i, razlidith sistema
plohe @, koje prolaze toékama B,, B,, sadrfava dvostruku todku
P. U toj ravnini bic ée na plohi @} osim pravaca by, b, jo¥ i prav-
ciz':;,, ifp, koji takoder prolaze tolkama B;, B,. Totkom B; pro-
laze pravci &, i:.,, a toc¢kom B; pravci by, :;,, Vidimo dakle:

Cetiri pravca plohe (D:}, mogu se nalaziti u
jednojravaini, ali utom sludajuuviek dva pro-
laze dvostrukom todkom.

@ R, Sturm: Op. cit. str. 264. i 268.
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SjeciStu izvodnica 1, i, odgovarat Ce totka I, na plohi d}:,,. Uz
mimo sada, da je toéka 7 upravo u totki B,. Drugim riedima to
znaci, da sc tangencialne ravnine ploha @i & utodki B, = I sieku
u pravcu b;. Izvodnicama i, iy totke B, = I odgovarat ée na -
plohi &}, pravci iy, iy, koji ée se sjeéi u tolki Iy na dvostrukoj
cunjosjeénici /1. U pramenu ravnina pravea b, na ovakovoj plohi
(D:‘p nalazit ée se krivulja 3. reda roda nultoga, koja ¢e pravac &,
dirati u totki B,. U ravnini izvodnica i, i, toga pramena razpada
se ta krivulja 3. reda u pravce i:,, i:l, 1 pravac by, aodavle sliedi,

- da je pravac b, zapravo torzalan pravac plohe 7, .

Za plohe 4. reda s dvostrukim pravcem dokazano je, da na
njima ima 16 jednostavnih pravacat, a obéeno za plohe m-toga
reda, koje imaju m-2 struki pravac, izveo je broj 4 jednostavnih
pravaca R. Sturm i to: 4 = ém — 8% U istoj radnji pokazao je R.
Sturm da na plohi 4. reda sa 6-strukom linjjom {6 = 1, 2) ima
A=180(3 — 8) jednostavnih pravaca, a2 za oba sluésja je opet
4 = 16. Nale plohe @y, s dvostrukom totkom i dvostrukom &u-
njosjeénicom imaju 12 jednostavnih pravaca, od kojih su &etiri
dvoznaéna (binarni pravci).

Vidjeli smo do sada, da na nafoj plohi (D,‘l, moze bid 6 dunjo-
sjednica, kojih ravnine prolaze dvostrukom todkom, a u njihovim
se ravninama nalazi par pravaca te plohe, koji se sieku u dvostru-
koj todki. Ovi pravei siecku dvostruku funjosietnicu I u istim .
to¢kama, u kojima i &unjosjenica njthove ravnine, jer tu moraju
biti dvostruke tolke. Nadalje ih ima 12, u kojih ravninama se ta-
koder nalaze po dva pravca, a njihova ravnina ne prolazi dvostru-
Jom tolkom. To su ravnine onih parova pravaca, koji su pridru-
Zeni parovima izvodnica plohe @ u to&kama B, B,, B; i B,, koje
se sieku izvan tih tolaka. Osim_ ovih ¢unjosjednica ima ih jo¥ 8, u
kojih se ravninama nalaze dva pravca, a njihova ravnina prolazi
dvostrukom totkom, ali tom totkom prolazi samo jedan pravac i
ta Cunjosjednica. Te su Cunjosjednice u zajedni¢kim ravninama pra-
menova pravaca by, by, by i b, i onih izvan dvostruke totke P,
Uzmemo li ravninu dvostruke ¢unjosjetnice 17 kao ravninu, u kojoj
se nalazi samo jedna Eunjosjednica, tada za nafe plohe !Dfp moZemo
izrefi i ovaj zanimivi stavak:

. L. Mijcen: Die Fliche vierter Ordnung mit einer Doppelgeraden . t. c.
Sitzungsb. der k. Ak. der Wiss. in Wien, Bd. CXXI, Abt. IT a,
~ 5 R, Sturm: Op. cit. str. 250, :
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Za obéenu plohu 4. reda s dvostrukom tod-
kom i dvostrukom Sunjosjednicom postoji naj-
vide 27 ravnina u prostoru, u kojima ée se nala-
ziti samo jedna dunjosjednica te plohe; druga
se unjosjefnica razpada ili u par pravaca, ili
se poklapa s prvom -(-dnvostruka dunjosjednica)

Vidjet éemo odmah da na nalim plohama CDw moZe biti osim
navedenih jof i drugih c‘.unjos;eémca, ali u njihovim ravninama se
nalazi jof jedna lunjosjednica. Takva tri sistema smo izveli veé
napried, a sada éemo odkriti jo¥ jedan, kojega e ravnine umatati
stozac 2. reda s vrhom u dvostrukoj totki plohe. '

Ploha @ neka bude opet pravéasta. Sve tangencialne ravnine
ove plohe, koje prolaze dvostrukom tolkom P umataju sto¥ac 2.
reda, a u svakoj se to] ravnini nalaze dvie njezine izvodnice. Ove
ravnine, odnosno Citavi stoZac ostaje tangencialan i za plohu @111’ a

izvodnice plohe @ prelaze u &unjosjeénice plohe th,. Obje &unjo-
sjelnice u jednoj ravnini sicku se u dvostrukoj tolki P i na dvo-
strukoj Cunjosjeénici 71, Dakle sve ovakove éunjosjednice prolaze
dvostrukom totkom P. Ovakove <{unjosjetnice na plohi @:‘p ¢ine
opet dva sistema. Svaki sistem izvodnica plohe @ daje sistem &u-
njosjeénica plohe @fp. Odavle direktno sliedi, da svaka ¢unjosjenica
jednog sistema siele svaku Cunjosjelnicu drugog sistema u jednoj
tocki i obratno, i to izvan dvostruke totke i dvostruke ' &unjo-
sjeénice. Nadal;e svakom totkom takove plohe @ » prolaze po dvie
njezine ¢unjosjecnice, koje sieku dvostruku cun;os;éi‘mcu i prolaze
dvostrukom totkom. Cunjosjeénice jednog ovakovog sistema sieku
svake dvie funjosjeCnice drugog sistema u dva projektivna niza.

Nafe plohe @':p mogli bismo prema tome razdieliti u dva
razreda. One, koje su nastale iz pravéastih ploha @, 1 one, koje su
nastale iz nepravéasth. Nazovimo one prve koni¢nim plohama. Iz
nalih prija¥njih razmatranja vidimo, da samo na koni¢noj plohi (D:p
moZe postojati svih 12 realnih pravaca. Uobée pravci plohe @w, koji
ne prolaze dvostrukom tofkom, mogu se nalaziti samo na koni¢nim
plohama @zp- Na plohama, koje nisu koniéne, mogu postojati naj-
vie 4 realna pravea, a ti prolaze dvostrukom totkom. U svezi s tim
postoji na njima i samo 6 &unjosjednica, u kojih se ravninama druga’
¢unjosjednica razpada u pravce. To su ravnine parova pravaca dvo-
struke tocke.
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Osim toga jasno je, da samo na koniénim plohama moze to¢ka
P postati hiperboli¢ki biplanarna.

Ravnine parova CunjosjeCnica, koji prolaze dvostrukom totkom,
umataju stoZzac (PP) 2. reda. Svaku tangentu plohe @fpudvostru-
koj tocki P tangiraju dvie ¢unjosjednice plohe (Dfp. Ove su dvie &u-
- njosjeCnice pridruZene onim izvodnicama plohe @, koje prolaze
probodiftem spomenute tangente s ravninom 7., Uzmemo li sada
tolku P na plohi &, t. j. ploha (D:i, sama sebe dira u toj tolki,
tada e svaki pravac tolke P u ravnini 7 dirati u toj toctki dva
para Cunjosietnica koni¢ne plohe @fp, jer tim pravcem moZemo
poloZiti dvie tangencialne ravnine na poznati stofac, a u svakoj se
nalaze dvie ¢unjosjednice, koje moraju tangirati ravninu 7 kao splo-
$teni tangencialni stofac dvostruke totke P. Ako jod uzmemo, da
i pravfasta ploha @ dira ravninu 7, t. j. u tolki P dobivamo
skrivenu hiperbolitku biplanarnu to¢ku, tada svaki navedeni pravac
u ravnini ¥ dira samo jedan par Sunjosjednica koniéne plohe u todki
P, jer stozac 2. reda, $to ga umataju ravnine ovakovih parova &u-
njosjecnica, dira ravninu 7. '

4. Neizmjerno daleka krivulja plohe @), siede absolutnu kru-
Znicu u Cetiri para konj. imaginarnih tofaka, a svaki od tih parova
daje realnu spojnicu. Svaka od ovih daje u konalnosti pramen pa-
ralelnih ravnina. Te ravnine sieku plohu @fp u krivuljama, koje pro-
laze pripadnim absolutnim todkama, prema tome za obéu plohu 4.
reda ne mogu postojati vife od &etiri pramena paralelnih ravnina,
koje tu plohu sicku u cirkularnim krivuljama 4. reda. Kod natih
ploha (D:. bit ¢e te cirkularne krivulje 4.reda roda prvoga. Buduéi

da su kod nalih ploha (D:p samo one ravnitne krivulje 4.reda roda
nultoga, kojih ravnine prolaze dvostrukom tolkom P, sliedi:

Na plohama @fp s dvostrukom tolkom i dvo-
strukom dunjosjeénicom ne mogu se nalaziti
vife od Cetiri cirkularne krivulje 4. reda roda
nultoga.

Svaka spojnica para absolutnih todaka siele neizmjerno daleku
krivulju plohe 4. reda u dalinje dvie realne ili imaginarne todke.
Ako se prema tome u nekoj ravnini ovakovog pramena nalazi
obi¢na funjosjetnica, tada se u njoj nalazi jo¥ i jedna kru¥nica ili
par minimalnih pravaca. Prolazi li kojom: od posljednjih todaka
pravac plohe @:p, tada ova neizmjerno daleka spojnica daje u pra-
menu ravaina toga pravca plohe !Dfl, onu ravninu, koja plohu @fp
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siete u cirkularnoj krivulji 3. reda roda nultoga. Navedene spojnice
absolutnih tofaka sieku neizmjerno daleku krivulju plohe CDfp osim.
u osam absolutnih tofaka jo§ u drugih osam tolaka, dakle:

Na plohi @i, s jednom dvostrukom tolkom i
dvostrukom &unjosjeénicom ne moze biti vife
od osam ravniénih cirkularnih krivulja 3. reda,
ako ih nema neizmjerno mnogo.

Postoje naime plohe 4. reda s dvostrukom totkom i dvo-
strukom dunjosjednicom s neizmjerno mnogo cirkularnih krivulja
3. reda. : Rk

Svaki pravac plohe (Dw siee njezinu dvostruku cun;os;ec‘fmcu
II, dakle i svaka ravnina svakog tog pravca siele tu lunjosjeCnicu
"u jof jednoj tolki. Odavle sliedi: '

Na plohama 4. reda s dvostrukom tolkom i
dvostrukom ¢unjosjednicom nema ravnidmnih
krivulja 3. reda roda prvoga.

8§ 5. Kod izvodenja natih ploha uzmimo kao u II. dieli, da su
plohe @ i & kugle. Znademo, da svaka ploha @}, i @, prolezi
presietnom krivuljom ploha @ i &, jer tofke te krivulje ostaju kod
prelaza iz prostora X u X,, invariantne. Kugle @ i ¥ prodiru se
u nekoj konaénoj kruZnici i absolutnoj kruZnici, a prema tome ¢ée
ovom prolaziti i izvedena ploha @:], = @;. Buduéi da su dunjo-
sjeénice IT i IT, u ravnini 7 kruZnice, sicku se one u dvie konatne
realne ili imaginarne toéke i u absolutnim tokama ravnine z. Na
plohama @ mogu dakle biti najvide dva realna pravca, dok je drugi
par pravaca par minimalnih pravaca. Ravnina ovih posijcdnjlh pa-
ralelna je s ravninom 7 dvostruke &unjosjetnice /7. Svi ravni pre-
sjeci plohe @¢ su cirkularni. Ravni¢nih krivulja 3. reda roda nultoga
ima na plohi @ ili neizmjerno mnogo, u dva pramena ravnina, ili
niti jedna. Na plohi @: nalazi se jedan par realnih ili imaginarnih i
1edan par minimalnih pravaca, u kojih se ravninama nalazi jo$ jedna
&unjosjeénica. Odavle sliedi:

Naplohama @* nalazesesamo dvie kruZnice,
ukojihseravninamanalaziparrealnihiliima-
ginarnih pravaca te plohe, koji prolaze njenom
dvostrukom todlkom.

Ravnine ovih dviju kruZnica sieku ravninu = u pravcima s i
$my 0d kojih je s, neizmjerno daleki pravac ravnine 7. KruZnice
kugle @ koje se nalaze u ravninama pramenova pravaca $; 1 S,
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daju na plohi ¥ dva sistema pridrufenih dunjosjednica. KruZnice
pramena s, na kugli @ dat éena plohi @} sistem obinih &unjo-
sjeénica, jer one ne sicku absolutnu kru¥nicu. Ravnine tih &unjo-
sje¢nica umataju neki valjak, kojega ée izvodnice biti okomite na
simetralnu ravninu plohe @%. Simetralna ravnina ove plohe odre-
dena je dvostrukom totkom P i sreditima kugala @ i &. Kru¥nice
kugle @ u ravninama pramena pravca s sieku absolutnu kruZnicu
u dvie tolke, koje ostaju invariantne za prldruzenc tunjosjednice
na plohi @ Cunjosjeénice ovog sistema bit (e dakle kruZnice, a

ravnine su im paralelne s ravninama pripadnih kru¥nica na kugli
®. Dakle su opet okomite na simetralnu ravninu i umataju neki
valjak. U ravnini svake &unjosje¢nice od oba sistema nalazi se jo¥
jedna Cunjosjeénica. Uzmimo, da krufnici ¢ kugle @ u jednoj rav-
nini pramena sy odgovara kruznica ¢, na plohi @ Ravnina unjo-
sjecnice ¢y, u prostoru X, pridruZena je u prostoru X plohi 2. reda
odredenoj totkom P i kruZnicama ¢ i [I. Ova ploha siele ktiglu
@ u jo¥ jednoj kruZnici ¢, jer je kruZnica c veé jedan dio presietne
krivulje. Ova druga kru¥nica ¢, pripada drugom sistemu krufnih
presjeka te plohe, a u tom je i kruZnica II, dakle je ona paralelna
s kruznicom II. Vidimo dakle, da krufnica ¢, pripada u krudnice
pramena ravnina pravca o, a njoj pridruZena dunjosjednica c:i, na
plohi @ bit ée u ravnini kru¥nice ¢y . Sliedi dakle, da se po jedna
unjosjecnica iz svakog sistema funjosjednica plohe @* nalazi u istoj
ravnini, t. . nema dva sistema ravnina nego samo jedan. Buduéi
da plohe @ ne mogu biti koniéne, to za njih prema tome vriedi
ovaj stavak: _

Na plohama @f postoji samo jedan sistem
ravnina parova €unjosjeénica, Ove ravnine ne
prolaze dvostrukom todkom, a2 u svakoj se na-
lazi jedna obiéna ¢unjosjeénica i jedna kru¥-
nica.

Po volji uzeta ravnina prostora X, prefazi u prostoru X u
plohu 2. reda, koja ide todkom P i Eun;os;ecmcom IT u ravnini =.
Presje¢na krivulja ove plohe s kuglom @, projicirana iz totke P na
tu ravninu, daje presjelnu krivulju te ravnine s plohom @% Akota
ploha 2. reda dira kuglu @ u jednoj -tolki, imat ée ta krivulja
jednu dvostruku todku. Izveli smo dakle poznatu &njenicu, da rav-
ni¢na cirkularna krivulja 4. reda nastaje centralnom projekcijom
prostorne. krivulje 4. reda prve vrste na kugli, iz neke po volji
uzete tolke. ;
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Dvostruka totka P plohe @: mo¥e ali i ne mora biti izoli-
rana, 2 mo¥e u njoj ploha i sama sebe dirati., Ako kugla @ dira
ravninu 't dvostruke funjosiednice IT, imat &ée ploha @F elipudki
biplanarnu tolku P. :

6. Cunjosjcc‘,nica IT na plohi & je dvostruka ¢unjosjetnica plo-
he &% Kod inverzije s obzirom na kuglinu plohu & prelaz.1 ta
Yunjosjednica u absolutnu kru¥nicu, dakle svaka ploha @y, nastala
inverzijom plohe 2. reda, prolazi dva puta absolutnom kruZnicom.
- Oznadimo’ ovakve plohe s @3, Odavle direktno sliedi, da su svi
ravniéni presjeci tih ploha bicirkularne krivulie 4. reda. Na plo-
hama @} nema prema tome niti jedne ravniéne krivulje 3. reda,
t. j. niti jednog realnog pravca.

Svaka ravnina prelazi inverzijom na kugli opet u kuglu, koja
prolazi centrom inverzije. Presielna krivulia ove kugle s plohom @
projicirana iz tolke P na tu ravninu daje presjeénu krivulju ove

_ravnine s plohom @ Sliedi dakle poznata (injenica, da se svaki
ravniéan presjek plohe @, koji ne ide dvostrukom tolkom, ]avlja
kao centralna projekcija prostorne krivulje 4. reda prve vrste na
kugli, iz jedne totke (P) na toj kugli. Spojnica centra inverzije sa
srediftem kugle okomita je kod inverzije na onu ravninu, iz koje
je ta kugla inverzijom nastala. Vidimo dakle, da je ta centralna
projekcija zapravo stereografska projekcijz, koja projiciranjem Ppro-
storne krivulje 4. reda prve vrste s plohe svoje kugle daje bicirku-
larnu krivulju 4. reda.®

_ Ploha @3 mo¥e biti konilna, jer ploha @ mozZe bit pravcasta.
Inverzijom prelazi svaka izvodnica plohe @ u kruZnicu, koja pro-
lazi centrom inverzije, t.j. dvostrukom totkom plohe @5 . Polozi-
mo dvostrukom totkom P obje ravnine kruznih presjeka p}ohc @.
Ove kru¥nice inverzijom prelaze opet u kruZnice, 2 sicku absolutnu
krudnicu u dvie toke. Spojnice ovih totaka s dvostrukom tockom
daju pravce plohe @3;. Za plohe @3 sliedi dakle sliededi stavak:

Na svakoj plohi @ postoje dva para mini-
malnih pravaca, koji se sieku u dvostrukoj toé-
ki, a u &1jim ravninama se nalaze kruZnice,

Ove ée krufnice biti imaginarne, ako su unagmarm presjeck
plobe @ s ravninama tih kruZnica.

8 G. Loria: Spez. alg. und transz. Kurven. Theorie und Geschichte, Bd. I,

str. 117—118.
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Ravnine kruznih pres;cka plohe @ u centru inverzije P s:eku
nelzm]erno daleku ravninu dvostruke absolutne kru¥nice u prava-
ma 5:° i s8°. U ravninama pramenova ovih dvaju pravaca nalaze se
kru¥ni presjeci plohe a inverzijom s obzirom na kuglu & prie(':i ée
te krufnice u krufne presjcke plohe @ jer kruZnica inverzijom
na kugli opet prelazi u krufnicu. Polo¥imo jednim krufnim pre-
sickom plohe @ i centrom inverzije P neku kuglinu plohu. Ova
kugla prodire plohu @ u jo¥ jednoj kruZnici drugog sistema njenih
kruZnih presieka. Ova kugla inverzijom prelazi u ravninu, a oba
krufna presicka plohe @ prelaze u krufne presicke plohe @3, Dakle
po jedan kruZni presjek plohe @ iz svakog sisterna daje na plohi @4
par kruZnica, koje se nalaze u jednoj ravnini. Sliedi dakle:

Za svaku plohu @} postoji jedan sistem rav-
nina, koje tu plohu sieku uw po dvie kruzZnice, 2
ne prolaze dvostrukom tolkom,

Ako je ploha &3 koniéna; postoji na njoj jo¥ jedan takav sistem,
ali sve kruZnice tog sistema prolaze dvostrukom totkom. Ove su
kru¥nice nastale iz izvodnica plohe @, pa su na temelju prl]a.snjlh
razmatranja poznate sve osebine tih kruZnica i njihovih ravnina
(tol. 3.).°

Koniénu plohu @%; .mogli bismo na temelju nalih dosadanjih
razmatranja izvesti i na sliededi nadin: Uzme se stozac 2, reda
s vchom P i u prostoru po volji ravnina s dvie kru¥nice ¢ 1 6.
Svaka tangencialna ravnina stoZca siele kruZnice ¢;, ¢, u totkama
Uy, ViU, V. (Ove totke mogu biti 1 imaginarne). Povuéemo li
to¢kama U, U,, P i V,,V,, P kruznice, tada sve takove kruZnice
leze na nckoj plohi @3,

; Bududi da plohe @3 mogu biti i koni¢ne i nekoniéne, to one

mogu imati u to¢ki P ili hiperbolitku ili elipti¢ku biplanarnu tocku.
" Vrsta ove totke ovisi o tome, da li je ploha @ hiperbolicki ili
eliptiéni paraboleid.

Uzmemo li, da je ploha @ stoZac ili valjak 2. reda, tada pri-
druZena ploha @:}, ima dvie dvostruke tolke P, P? kao i analogna
ploha @fp 3. reda. Dvostruka tolka P! pridrufena je vrhu stoZca
@. Svaka ravnina ovih dviju dvostrukih todaka siefe plohu @ u
dvie unjosjednice, koje su pridruZene paru izvodnica stozca @ u
toj ravnini, 2 sicku se u tim dvostrukim tolkama i na dvostrukoj
lunjosjednici. Prema tome, da li se tolka P nalazi unutar ili izvan
sto¥ca, odnosno valjka @, imat e ploha (Dfp dvie imaginarne ili
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realne torzalne ravnine s jednom torzalnom ¢unjosjednicom u sva-
koj, a obje prolaze i drugom dvostrukom totkom. Svaka ovakva
¢unjosjeénica ima dvie realne ili imaginarne kuspidalne tolke na
dvostrukoj tunjosicénici I, Cunjosieénice IT i IT; u ravnini ¢ sicku
se u &etiri totke, kojima prolaze pravc plohe @:P dvostruke toé-
ke P. Svakom ovom tolkom prolazi i po jedna izvodnica stoZca
@. Svakoj ovoj izvodnici bit ée na plohi @), pridrufen neki pra-
vac, koji prolazi dvostrukom totkom P?, jer je ona pridruZena
vrhu stofca @, Odavle se odmah vidi, da na ovakovim plohama
ima najvi¥e 8 realnih dvoznalnih pravaca, t. j. u svemu 16. Cetiri
ili svih osam mogu biti imaginarni, ali uviek prolazi isti broj real-
nih svakom dvostrukom tockom.

Analogno kao kod ploha s jednom dvostrukom tolkom (tod.
1) mogli bismo i ovdje izvesti razne variante s obzirom na izo-
liranost to¢ke P, podpunu ili djelomi¢nu izoliranost dvostruke &u-
njosje¢nice, kao i dvostrukog dodira plohe @:,, u tolki P. Ako sto-
zac ili valjak @ dira ravninu 7, dobit ée nastala ploha ¢ u tocki
P biplararnu todku, ali parabolidku, t. j. obje ravnine razpadnutog
tangencialnog stoZca u dvostrukoj totki P pale su skupa.

Uzmemo i plohu & kao kuglu, a to¢ku P u njenu sredidtu,
tada dobijemo poznatu plohu @, ali s dvie dvostruke totke U
pramenu ravnina tih dviju todaka nalazi se jedan sistem kruZnica
te plohe, a po dvie u istoj ravnini sicku se u dvostrukim tockama.
Ako je stoZac @ uzpravan 1 kruZni, tada svaka njegova izvodnica
siefe svaku njegovu krufnicu pod pravim kutem. Inverzijom na
kuglu ne micrlja se velitina kuta®, dakle ée na plohi (s, izvedenoj
iz tog stoZca, sjeéi svaka njezina kruZnica jednog sistema okomu:o'
svaku kruZnicu drugog sistema.

Neka je ploha @ uzpravan kruZni valjak. Obje dvostruke tocke
kod ovakove plohe @5 padaju skupa, a i oba sistema kruinih
presicka nalaze se u dva pramena ravnina. Ovakova ploha ima dvie
izrazite kruZnice. Te dvie kru¥nice su torzalne, jer duz njih njihova
ravnina dira plohu. One takoder dicle hiperbolitke totke plohe &g
od elipti¢kih. Te dvie torzalne kruZnice mogu bit i imaginarne,
Os pramena ravnina, u kojima se nalaze kruZnice, ito prolaze tod-
kom P, je pravac totke P paralelan s osi vallka @. Os pramena
ravnina drugog sistema kruZnica dobit éemo ovako: Tolkom P

7 Izporedi: R. Sturm: Op. cit. t. 26 b, str. 268.
8 G. Peschka: Op. cit. str, 234.
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_ poloz:mo okomitu ravninu na valjak @, a probodiste osi tog Valjka
$ tom ravninom oznaimo s o. Opifemo li oko ove to¢ke Ou toj
ravnini kruZnicu ¢, kO]a prolazi totkom P, tada je 1nverz:110m do-
biveni pravac ¢y tra¥ena os pramena. To sliedi odatle, Sto je pramen
kugala kruznice ¢ u prostoru X pridruZen u prostoru X"P pramenu
ravnina s traenom osi. Postanak ovakove plohe @‘ﬂ. moze usliediti
i ovako: U prostoru je dana po volji kruZnica & 1 neki pravac ¢,
" koji je okomit na ravnini ove kruinice, Pravac t probada ravninu
E u todki T. Sielemo li ravninama pravca ¢ kruZnicu £ u totkama
Ky, Ks, a2 u tim ravninama povuc‘icmo dvie kruZnice tako, da one
prolaze tofkom Kj, odnosno K, i diraju pravac t u tolki T, tada
sve takve krufnice ¢ine nadu osobitu plohu @5, Ako je centar inver-
zije P na osi valjka @, tada je ploha @3 anuloid, kojemu se je gr-
lena kru¥nica stegnula u totku. Svaka kruZnica jednog sistema siede
opet okomito svaku krufnicu drugog sistema i obratno, a u po-
sljednjem slu¢aju (kod anuloida) su im ¥tovide i ravnine okomite,

'Kad bisme plohu @ uzeli kao hiperbolitki ili paraboli¢ki valjak,
tada bi iz njih nastala ploha @ imala hiperbolitku odnosno para-
~ boli¢ku biplanarnu tocku.

8. Uzmemo 1, da se je ploha & razPala u par realnih ili ima-
ginarnih ravnina, kao u to. 11, dio II, tada nam svaka obitna
ploha @ da]e plohu @, 1L vrste. Ravnine razpadnute plohe & ozna-
dimo kao i prije s &, &, a njihovu presjeénicu s p, . Ravnina ©
pridruZena je -u involuciji ravnina &, § opet ravnini (Ppy). Svaka
ravnina dvostruke tolke P siele plohu @ u Cunjosjecnici &, a rav-
nine &, & wu pravcima, koji se sicku u probodiftu P, pravca p,, s
tom ravninom. Cunjosjeénici k bit ée u toj ravnini pridruZena neka
krivulja 4. reda, koja u.tolki Py, dira presjenicu ravnine 7 i samu
sebe (tol. 5, dio I). Odavle sliedi, da &itava ploha @;} dira duZ pravca
py ravninu 7 i sama sebe, dakle je pravac p, dvostruki torzalan
pravac, a ravnina 7 dvostruka torzalna ravnina takove plohe @:1,.
Pravac p,, moZe biti djelomice i podpuno izoliran. Taj je pravac
Za piohu cD i dvostruk, a na njemu postoje uviek dvie realne ili
imaginarne kruspxdalnc todke. Ove totke su probodiita pravca py s
tangencialnim stoZcem plohe @ ,p iz dvostruke totke P. U probo-
diftima P’ i P" pravca py, s plohom @ nalaze se opet viSestruke
tolke plohe @3,. Jedno krilo plohe u tim tolkama dira ravninu 7,
dok drugo krilo umata dvostruku totku. Ove dvie vifestruke tocke
mogu biti i imaginarne, 2 mogu pasti i skupa. Svaka ravnina prav-
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ca p, siete plohu @y u tunjosjelnici, a sve te Eunjosietnice pro-
laze’ tolkama P!, P1, Tangcntc tth Eunj'osje&nica u tim tokama
su izvodnice tangcncminog stoZca 3.reda plohe @.q,, a zajednitka iz-
vodnice tih stofaca je pravac p,,

Buduéi da su tocke P/, P” dvostrukc 1 obiéne totke na pIoI'u
(D dakle trostruke, to ée svaka ravnina tih todaka sjeéi plohu @w
u knvulu 4. reda, kojoj je ta tolka trostruka. Pravcima P P i
P P! polotene ravnine sje&i ée plohu @§ u krivuljama 3. reda,
koje ée u tocfkama P!, '1'!"” imati dvoestruki tolku. |

Ako j je ploha @ pravéam bit. ée ploha @}, konilna, t. j. bit
¢e na njoj oot Eunjos;eﬁmca, koje prolaze dvostrukom totkom P,
diraju du? pravea p,, ravninu 7, a ravnine im umataju stoZac 2.
reda. Po dvie &unjosjednice se opet nalaze u svakoj ravnini, jer su
u njoj i po dvie izvodnice plohe @. Ako je ploha Q)fl, koniéna, po-

- . stoji na njoj i moguénost maksimalnog broja realnih pravaca. Iz-

vodnicama plohe @ u tofkama P! i P pridruZena su &etiri prav-
~ ca plohe (D:i,, koji opet prolaze tim tolkama. Spojnice PP’ i PPl
su jednostruki ali letveroznalni pravei, jer su se u njih stegnula
po dva pravca dvostruke totke prijadnjih ploha, koji su ve¢ bili
dvoznaéni. Pravei plohe u totkama P!, P, koji su pridruZeni
izvodnicama plohe @, takoder su dvoznalni, dakle je udovoljeno
Sturmovu stavku®, t. j. nafa ploha ima uz dvostruki pravac p,, dalj-
njth 16 pravaca.

Ako ovakova ploha (D,p nije koniéna, mogu na njoj biti samo

tri realna pravca, od kojih je jedan dvostruk i dvostruko torzalan.
' Dvostruka todka P moZe biti hiperbolidki ili elipti¢ki bipla-
narna.. Ovakova ploha G.‘*fp ne moze se ubrojiti medu plohe 4. reda
s tr1 dvostruke to&ke, koje spominje R. Sturm??, jer su sve tri spoj-
nice tth tofaka pravci plohe, a jedan $to vife i dvostruk.

‘9. Neka ploha & ostane kao razpadnuti par realnih ili imagi-
narnibh ravona &, &, a plohu @ uzmimo kao stoZac ili valjak 2.
reda. PridruZena ploha (D imat ée tri dosadanje dvostruke, odnos-
no trostruke tofke P, P" P i jo¥ jednu &etvrru P koja je
pridruena vrhu stofca @, a koja ée biti dvostruka tolka ove plohe.
Trostruke totke P’ i P iste su kao kod ploha u tod. 8, dok su
dvostruke totke P, P™ jednake onima u tod. 7. Dvostrukim toé-
kama P, P prolaze ovdje kao kod ploha @fp IL. vrste dvie realne

% R. Sturm: Op. cit. str. 263.
30 R. Sturm: Op. cit. str. 269,
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ili imaginarne torzalne ravnine s torzalnim &unjosjenicama, kojih
su realne ili imaginarne kuspidalne todke na dvostrukom praveu py,
koji je i torzalan. Osim dvostrukog pravca Py = Pf PI mogu se

na ovakvoj plohi (Du, nalaziti realni pravei P PI P PT i jo¢ po
Jedan pravac u ravninama P PI PII P P PII 4 kejima se na-
fazi i jedna &unjosjednica, ko;a pro[azn ovim to¢kama. Zadnja. dva
pravca su spojnice PT PHI PU pIL Cetiri moguéa pravca ovakove
plohe ¢&ine dakle vitoperi detverokut (P PI, PI P pil PH PII Py
kojega diagonala P P = p,, je dvostruki pravac plohe @

10. Uzmemo li sada, da ploha & bude stoZac ili valjak 2. reda,
a ploha @ po volji uzeta pravlasta ili nepravéasta ploha 2. reda,
dobit ée pridruZzena ploha @i, dva dvostruka pravca, koji ée se
sjeéi u totki P!, koja je vrh stozca @.-Ova su dva dvostruka
pravca razpadnuta Cunjosjednica M. U vrhu P! dirati ée ploha CD:'L,
sama sebe kao i ravninu dvostrukih pravaca. Ako je ploha @ prav-
lasta, bit ée ploha Qi:i, koniéria, dakle ée imati poznat sistem rav-
nina s po dvie Clunjosjelnice. Na ovakvim plohama (Dfp postoji
moguénost hiperbolitke ili eliptitke biplanarne tocke u tocki P.

Ako oba dvostruka pravca probadaju realno plohu @, tadana
plohi @:l, postoji 12 realnih pravaca. Cetiri i to dvoznalna, spajaju
dvostruku totku P s probodiftima dvostrukih pravaca s plohom
@, a osam jednoznalnih pridruZeno je izvodnicama plohe @ u na-
vedenim probodiftima. I na ovakvoj plohi nalazimo prema tome
najvise 16 realnih pravaca.

11. Neka je konaéno i ploha @ i ploha @' stoZac ili valjak 2.
reda. Dvostruka unjosjeénica I razpada se i ovdje u dva dvo-
struka pravca, koji se sicku u dvostrukoj tocki P! plohe @.ﬁ,. Ova
je tolka identi¢na s vrhom sto¥fca & i jednaka onoj u toé. ro.
Ovakve plohe @}, imaju jo¥ jednu dvostruku tolku P¥, koja je
pridruzena vrhu stoZca @. Tangencialne ravnine totke P na stoZac -
& bit ée torzalne ravnine plohe Q):p, a dodirnim izvodnicama bit ée
na plohi @}, pridru¥ene torzalne funjosjednice. Dvostrukim tolka-
ma P, P¥ plohe (D:p mogu prolaziti najvife po 4 realna dvoznaéna
pravca. Svaki pravac totke P siede jedan pravac tolke PY, Kuspi-
dalne tolke su &etiri, i to ili sve etiri realne ili sve detiri imagi-
narne. To zavisi 0 tome, da li je par torzalnih ravnina kroz totku
P realan ili imaginaran. To¢ka P na ovakovim plohama bit ¢ée
paraboli¢ki biplanarna, ako ravnina ¢ dvostrukih pravaca dira sto-
Zac Q.



