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Zadamo 11 kakovugod éunjospémcu ci neku tocku O pa iz
te totke povladimo okomice na tangente ove funjosjetnice, tada ée
sva. no¥ifta tih okomica lefati na mekoj bicirkularnoj krivulji k
4. reda ili cirkularnoj krivulji 3. reda (é-para;bola),‘ koje u toki O
imaju dvostruku todku.

Bicirkularne krivulje 4. reda mogu se uzeti kao anvelope kruZz-
nica, koje prolaze dvostrukom todkom, a sredifta su im na mekoj -
Ganjosjednici 5.? Za unikurzalne cirkularne krivulje 3. reda vriedi
to isto, samo je funjosjednica s parabola.® |

U ovoj éemo radnji iztrafiti medusobni odnos Cunjosjednica ¢
i 5, a paralelnim i centralnim projiciranjem preniet éemo nafa raz-
matranja na sve krivulje roda nultoga 4. i 3. reda. Za njih éemo
naéi dvie zajednitke definicije, kojih ée medusobna povezanost
omoguéiti vrlo jednostavno rjefavanje nekih konstruktivnih zadaéa
na takovim krivuljama. :

Na gore spomenutoj no¥i¥moj krivulji k& odaberimo jedno no-
Yi$te N, a pripadno dirali$te na &unjosjetnici ¢ oznafimo s D. (Vidi
sliku). Nanesemo li dufinu ON na isti pravac do tofke M tako,
da bude ON = NM, i to na svakoj zraci, koja ide totkom O, tada
ée sve totke M lefati na nekoj novoj bicirkularnoj, odnosno cirku-

1 Dr, H. Wieleitner: Spezielle ebene Kurven, str. 4. i 3
‘ 2 Michael W.: Die Konstraktion des singuliren Punktes der bizirkularen
Quartik und der durch ihn gehenden Tangentialkreise. Arch. Elektrotech 30,
199-206 (1936.).
! . Loria: Speznel!e algebraische und transzendente ebene Kurven, L
str. 36. .
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larnoj, krivulji k, istoga reda, s istom dvostrukom todkom i istim
tangentama u Ovoj te istim »neizmjerno dalekim todkama. Tangente
krivulja k ik, u'totkama N i M bit ée uzporedne, jer krivulje k i
k, moZemo smatrati ortogonalnim pro;ekcxyama paralelnih presjeka
stozca 4. Odnosno 3. reda..

Opidimo oko todke D s polumjcrom DO kruzmcu m. Zraku
ON siete ova kru¥nica u toki M, jer je DN L ON. Buduéi da je
krivulja k, bicirkularna, to ju 'kruzruca m moZe sjeéi samo u 4 re-
alne totke. Ona prolazi todkom O, dakle ostaju jo¥ samo dvie todke.
Jedna ova todka je M, a mi éemo pokazati, da’ se u mjoj nalazi i
druga todka, t. j. tangenta kruZnice m u totki M bit- 6e i tangenta
krivulje &,.

Odabenmo na’eunj()sjccnici ¢ novu toku D, a njoj pripadne
totke na krivuljama k ik neka su V, i M;. Opifemo li kruZnice m;
oko svake toke D; lunjosjetnice ¢, a kroz tolku O, tada ée sve te’
kru¥nice omatati neku krivulju (anvelopu), koju éemo sada pobliZe
promotriti, Iztra%it éemo najprije, gdje se nalazi diralifte kruZnice
m s tom a-nvelopom odnosno u kojoj to&ki sxeée ovu‘kruimcu m .
njoj neizmjerno bliza kruZnica.

Oko totke D; a kroz toéku O opisanu kruzmcu ozna@imo s my,
a ona neka siefe kruznicu m u todki K, Spo;mca DD: bit e sime-
trala zajedni®ke tetive OK krulnica m i my. Pustimo li sada, da
sredifte D, putuje po &unjosjeénici ¢ u totku D, putdvat e i tetiva
OK u tebivru OM, odnosno totka K u totku M po-kru?énici m. Dode
Ii kru¥nica m, neizmjerno blizu krunici m, odnosno dode li sre-
dite D, bezkona¢no blizu srediftu D po &unjosjetnici ¢, primit e
u graniénom polo¥aju pravac DD, smjer tangente DN, Tetiva OK
prieéi e u tetivu OM, odnosno tolka ée K prieéi u tofku M. Kruz-
nica m siele se dakle sa svojom neizmjerno blizom kru¥nicom u
totki M, pa je ta totka na anvelopi svih kru¥nica m;, a tangenta
kruZnice m u tolki M je tangenta i ove anvelope. Totka M nalazi
se medutim i na nafoj krivulji k,, a $to vriedi za tocku M, vriedi
i za sve ostale totke krivulje k,. Vidimo dakle, da je krivulja &,
identiéna s anvelopom kruZnica m; a prema tome kruZnica m tan-
gira krivulju ®, u tofki M. Tangenta krivulje k, u totki M oko-
mita je prema tome na spojnici DM. Znademo, da je tangenta kri-
vulje & u totki N uzporedna s tangentom krivulje k; u tocki M,
dakle je tangenta krivulje k& u totki N okomita na spojnici DM, a
time smo izveli vrlo jednostavnu konstrukcxju ta.ngente u nekoj
totki nozi$tne krivulje. :
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Cunjosjeénicu ¢ i totku O uzeli smo posvema po volji kod
nasih razmatranja. Uzmemo li sada krivulje ¢ i kb, kao baze sto-
Zaca, kojima je zajednitki vrh na okomici dignutoj u to¢ki O na .
ravninu tih krivulja, pa te stofce presiedemo paralelno s ravninom
baza u polovici visine u krivuljama s i k 1 okomito projiciramo na
ravninu baza, tada na temelju dosadanjih zdkljudaka sliedi za kri-
vulje & i s sliedeéi stavak:

Nozidtne krivulje svake dunjosjeénice ¢ s ob-
“zirom na svaki pol O jesu anvelope kru¥nica,
kojeprolaze polom O, a sredifta suimna dunjo
sjednici s, koju ¢ine polovidta spojnica to¢ke O
s tolkama ¢unjosjelnice ¢ '

Tangencialna kruZnica krivulje B u todki N ima sredite u
poloviétu S spojnice OD.
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Bicirkularne krivulje 4. reda moZemo uzeti i kao anvelope
kruZnica, koje neku kruZnicu sicku okomito, a sredifta im se na-
laze na nekoj &unjosjednici.* Reducira li se ona kruZnica, koju sve
kruZnice siecku okomito na tolku, tada dobivamo nafu gore spo-
menutu definiciju noziftnih krivulja lunjosjeénice.

Postavimo li totku O u fokus &unjosjednice ¢, prieéi ée krl-
vulja & u kru¥nicu nad velikom osi &unjosjetnice ¢ kao promjerom,
a krivulja k; u krufnicu svih suprotifta fokusa O. Obrnemo li u
ovom sluéaju nadu definiciju noZi¥tnih krivulja, dobit éemo sliedeéu
* poznatu definiciju ¢unjosjednice ¢: Cunjosjednica ¢ jest geometrijsko
mjesto sredista kruzmca koje prolaze totkom O, a tangiraju kruz-
nicu k. , ‘

Pusnmo li, da se to&ka N putujuéi po krivulji & neogranileno
pribliZava dvostrukoj to¢ki O, tada ée sredifte § putovati po &unjo-
sjenici s prema diraliftu tangente &unjosjeénice s, povulene tod-
kom O.- Padne li totka N u totku O, imat ée pripadna kruZnica
s krivaljom & u todki O tri totke zajednitke, dakle ée ju oskulirati.
Sliedi dakle: .

Sredifta oskulacionih kru¥nica u dvostru-
‘koj totki O no%id$tne krivulje ¢unjosjeénice ¢
nalaze se u polovi¥tima duZina omedenih toé-
kom O i dxrallhlma tangenata ¢unjosjeénice ¢
koje prolaze tom todkom.

Uzmemo li, da je funjosjetnica ¢ parabola, tada je:no¥i¥tna
krivulja # unikurzalna cirkularna krivulja 3. reda. Sva nafa do-
sadanja razmatranja vriede prema. tome i za ovakove krivulje
3. reda, samo je u tom sludaju i krivulja s prabola. Osi parabola
$ 1 ¢ su uzporedne, dakle obje okomite na asimptotu noZitne kri-
vulje. Smjer osi parabole daje nam njenu neizmjerno daleku tocku,
a smjer asimptote krivulje k daje njenu neizmjerno daleku realnu
totku, koja je noZidte neizmjerno daleke tangente parabole c. Ta su
dva smjera okomita, dakle konjugirana, s obzirom na absolutne tolke
krivulje na neizmjerno dalekom pravcu.

Bacimo li pogled ma na$u sliku, vidjet éemo, da su isto tako
konjugirani smjerovi, s obzirom na absolutne todke, tangenta kri-
vulje k u tolki N i sp01mca SN, te spmmce ON i DN. Smjeru ON
konjugiran je smjer i tangenti D,N. ier je D.N.| DN. Produ-

2 G, Loria: Qp. cit. str. 119.

& Miiller — Kruppa Lehrbuch der darstellenden Geometrle (1936 ), str.
105.—107. .



(s) derinos zajednitkim svojstvima ravnih krivulja 3.1 4. reda... 59

%imo li spojnicu NS preko totke S, sve do toéke N na krivulji k,
bit e tangcnta knvul;e k u ovoj tolki uzpotedna s tangentom u
totki N, jer je njen smjer konjugiran smjeru N§;=NS§, opet
s obzirom na absolutne toke.

Svaku eliptidnu krivulju 3. reda roda nultoga moZemo sma-
trati kosom projekcijom neke cirkularne krivulje 3. reda roda nul-
toga a prema tome sliedi, da svaku elipti¢nu krivulju 3. reda roda
nultoga moZemo smatrati anvelopom homoteti¢nih elipsa, koje pro-
laze njenim imaginarnimeneizmjerno dalekim totkama i njenom dvo-
strukom todkom, a sredita im se nalaze na nekoj paraboli. Smijer
- osi ove parabole konjugiran je smjefu asimptote krivulje, s obzirom

na neizmjerno daleke todke krivulje.

Buduéi da je posvema svejedno u prOJekuvnoy geometrlp ra-
dimo i s parom 1magmarmh ili realnih to¥aka, to moZemo ovaj

' zakljuc‘,ak profiriti i na sve ostale unikurzalne krivulje 3. reda.
Mjesto homotetlémh elipsa spominjali bismo tada homotetiéne funjo-
sjeénice,

Prenesemo L .perspektivnim preshkavanjem neizmjerno dalck1
pravac, sa sve tri totke krivulje, koje na njemu leZe, u konadnost,
mo¥emo za unikurzalne krivulje 3. reda izreéi i ovaj stavak:

Odaberemo li po volji dvie todke O,, O, na
unikurzalnoj krivulji k3. reda, pa tim totkama
i dvostrukom todkom konstruiramo funjosjed
nice, koje tu krivulju bk tangiraju, tada polovi

spojnice zadanog para tolaka s obzirom na sve
takove tunjosjednicelezenanekojnovoj dunjo-
s;eénwl 5, koja spojnicu zadanih todaka dirau
konjugiranoj todki njena trefeg sjecifta, s ob21—
rom na prve dvie zadane tolke.

Prenesavdi perspektivnim preslikavanjem neizmjerno daleki pra-
vac u konaénost zajedno s obje realne ili imaginarne totke mo¥emo
za unikurzalne krivulje 3. reda izreéi ovu definiciju:

Zadamo li todku O i éun}oswﬁnlcu ¢csjednom
njemom tangentom t, a na ovoj dvie realne ili
imaginarne tolke njihovom hiperboli¢nom ili
elipti¢nom involucijom, tada sjecifta tangena-
tadunjosjednicec s onim zrakama totke O, koje
s pripadnom tangentom sieku involuciju tan-
gente t u paru konjugiranih todaka, daju uni-
kurzalnu krivulju 3. reda.
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Vratimo se nadoj slici, na kojoj je prikazana bicirkularna kri-
vulja k& kao noZiftna krivulja &unjosjelnice ¢ s obzirom na pol O.
Projiciramo li ovu sliku paralelno na neku ravninu,. dobit éemo kri-
vulju 4. reda roda nultoga s dvie imaginarne neizmjerno daleke
dvostruke tocke. Projiciramo li tu sliku perspektivno, dobit éemo
opet krivulju 4. reda roda nultoga, ali je neizmjerno daleki pravac
zajedno s parom imaginamih dvostrukih todaka dofao u konaénost.
Centralne prcqekcue tangenata knvul]e k u totkama N'i N, sa
spo;mcom NS, kao i spojnicé ND i N.D. sa spojnicom NO, pro-
lazit ée parovima konjugiranih tolaka eliptiéne involucije para
imaginarnih dvostrukih tofaka na pravcu prenesenom u konaénost.
Ovime smo zapravo dobili poznatu konstrukciju krivulja 4. reda
roda nultoga s dvie imaginarne dvostruke tocke.®

Uzmemo li mjesto para imaginarnih dvostrukih tolaka par
realnih dvostrukih todaka (hiperbolidna involucija), konstrukcija
ostaje posvema ista, samo krivulja dobiva tri realne dvostruke
totke mjesto jedne. Na temelju na¥ih prijanjih razmatranja mogli
bismo ovoj konstrukciji dodati sliedeéu definiciju ovakovih krivulja:

Zadamo li neku tolku O, &unjosjednicu s i
pravac p s dvie realne ili imaginarne todlke O,,
O,, tada spojnice ¢, t, tofaka S ¢uanjosjednice s
stodkama O;, O, uzev$i ih kaotangente, a tolke
O, O, kao diralidta, odreduju s toékom O &unjo-
sjeénice, koje omataju krivulju 4 reda roda
nultoga s dvostrukim toékama O, O,, O,.

Uzporedimo li sva nafa razmatranja kod unikurzalnih krivulja
3. reda s onima kod krivulja 4. reda roda nultoga, tada moZemo
za obje ove vrste izredi sliedeée zajednitke definicijer

1. Zadamo li todku O, ¢éunjosjeénicucipra-
vac psdvie realneiliimaginarne toéke O,, O,
koje su dvostruke toke hiperbolid¢ne ili elip-

‘tiéne involucije, a iz neke tolke P pravca 0,0,
vulemo tangente na funjosjelnicu ¢, tada sje-
ci§ta ovih tangenata sa spojnicom todke O i
todke P, konjugirane toéki P u ovoj involuciji,
leze na krivulji 4.ili 3. reda roda nultoga; ovo
posljednje, ako pravac p dira &unjosjednicu ¢

e W. Binder: Theorie der unicursalen Plancurven vierter bis dritter Ord-
nung in synthetischer Behandlung. Str. 214.
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2. Zadamo li toéku O, ¢unjosjelnicu s i par
realnih ili imaginarnih toaka O; 1 Oy pa poje-
dine toflke funjosjednice s spajamo pravcima
t,, t, stotkama O, 1 Oy, tada ¢unjosjeénice odre-
dene tolkama O, O}, O, i tangentama t; i ¢, oma-
tajukrivulju 4. ili 3. redaroda nultoga; ove po-
sljednje, ako spojnica totaka O}, O, dira ¢unjo-
sjednicu 5. "

Ako su krivulje dobivene pod 1. i 2, dakle i
tolke O, O, O,, identi¢ne, tada su ¢unjosjeénice
cisuperspektivnom polofaju. Tolka O je cen-
tar, a pravac p=0,0, os perspektivitetra tako,
da pripadna sjecidta D, S, P svake zrake tolke
Oséunjosjednicamacisipravcempstojeuhar-
monit¢kom dveomjeru (DOSP)= —1.

Buduéi da se tangente funjosjetnica ¢ i s u pridruZenim toé-
kama D i § sicku na pravcu p, to na temelju dosadanjih razma-
tranja mozemo vrlo jednostavno odrediti totke krivulje pod 2., kao
i tangente pod 1. i 2., ako je zadana samo dunjosjeénica ¢ ili samo
Cunjosjeénica s. U podetku izvedena konstrukcija tangente noZiStne
krivulje u tolki N je posve specialan slu¢aj ovakove posveoblene
konstrukcije. : .



