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Primljeno u siednici matematiCko-prirodoslovnoga razreda 10. travnja 1940.

_Uvod. U ovoj radnji promatrat éemo neka svojstva harmo-
nijski pridruenih ploha pravdastim plohama 3. reda, koja se
mogu zgodno primijeniti u konstruktivne svrhe ovih posljednjih.
Na temelju onoga $to se u literaturi spominje o takvim plo-
hama,! mogle bi se izvoditi konstrukcije u glavnom samo na prav-
lastim plohama 3. reda sa realnim torzalnim pravcima, dok
na onima sa imaginarnim torzalnim pravcima ne bi se to.moglo
analognim jednostavnim postupkom. Nepoznata svojstva takvih
harmonijski pridru¥enih ploha izvest éemo bad za pravéaste
plohe 3. reda s imaginarnim torzalnim pravcima. Pri rjefavanju
~konstruktivnih zadaéa na pravlastim plohama 3. reda uz pomoé
ovih svojstava, razlikuju se dosta postupci od dosad uobilajenihy
zbog toga $to u glavnom baziraju samo na konstrukciji harmo-
nijskog dvoomjera. U nadim razmatranjima prijeéi ¢emo i na Cay-
leyeve plohe, a rijefit éemo i neke konstruktivne zadale.

1. Svezak tangencijalnih ravnina neke pravéaste plohe 3.
reda, koje prolaze izvodnicom i, sijele tu plohu u <unjosjeéni-
cama. Polovi ove izvodnice i obzirom na te &unjosjelnice leze na
nekom pravew k, koji sijede jednostruki pravac [ i dvostruki pravac
d plohe. Jednostruki pravac ! kri¥a se s praveem kB u onoj tolei,
koja je harmonitki pridruZena sjecite izvodnice : na torzalnoj

1 L. Cremona: Crelle Jour. 60 (1862) str. 316; Miiller-Krames: Vorles.
tber darst. Geometrie Bd. III str.. 187.
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involuciji toga jednostrukog pravca. Ovom totkom prolazi
izvodnica #;, koja s izvodnicom i sijele dvostruki pravac d
plobe u istoj tofai L. Dvostruki pravac sijee pravac k u todei
P, koja sa kuspidalnim tolkama 7, T, plohe i totkom L na
dvostrukom pravcu d &ini harmonijski dvoomjer (T, T, LP)=—1

Svakoj izvodnici i plohe pridru¥en je na taj nadin neki
pravac k, a svi ti pravci &ne nafoj plohi harmonidki pridruzenu
plohu, koja je opet trelega reda.?

2. Kada su kuspidalne todke i torzalni pravci plohe realni,
mogu se izvodnice takve harmonijski pridrufene plohe zgodno
upotrijebiti u konstruktivne svrhe. Pol V' neke izvodnice z, ob-
zirom na jednu &unjosjetnicu ¢ neke tangencijalne ravnine te izvod-
nice, moze se jednostavno dobiti na taj nadin da potrazimo transver-
zalu s ove izvodnice i torzalnih pravaca t,, t, plohe, koja ide upravo
ovom to¢kom V. Ova je transverzala s polara ¢unjosjeénice ¢ obzirom
na sjecilte izvodnice i sa jednostrukim pravcem [ plohe kao
‘polom. Ovo slijedi odatle, $to torzalne ravnine diraju plohu duz
" torzalnih pravaca, a prolaze jednostrukim pravcem plohe. Evi-
dentno. je, da sve ovakve polare s neke izvodnice i ine hiper-
boloid (kod konoida hiperbolidki paraboloid), kojemu su ta izvod-
nica i, njoj pridruena izvodnica k na harmonijski pridruzenoj
plohi i oba torzalna pravea u jednom sistemu njegovih izvodnica,
‘a jednostruki pravac ! i dvostruki pravac d plohe u drugom
sistemu izvodnica. Ovakav hiperboloid (hiperbolitki paraboloid)
neke pravaste plohe 3. reda prozvat éemo polarni hiperboloid,
Buduéi da se pravai i, B, [ i d nalaze u polarnom kao i u oskula-
cionom hiperboloidu plohe duz izvodnice i, to slijedi da su ta
letiri pravca presjck tih dvaju hiperboloida. Pravac -k pripada
na oskulacionom hiperboloidu u onaj sistem izvodnica, u kom se
nalazi izvodnica #, jer se duZ tog pravca sijeku glavne tangente
- dirali§ta duZ izvodnice i s opisanim polarama pripadnih &unjosjec-

nica ovim dirali§tima. o

Uz pomo¢ izloZenih razmatranja mogu se jednostavno rijesit
neke konstruktivne zadale, kao ¥to ¢e nam to pokazati slijedeci
primjer: ‘

- Na zvodnici i pravéaste plohe 3. reda dano je diralifte
A, treba odrediti dirnu ravninu i glavnu tangentw plohe u toj
todcl,

2 Miiller-Krames: Vorles. iiber darst, Geometrie Bd. III str. 187.
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Izvodnica i neka sijede jednostruki pravac I i dvostruki
pravac d plohe u todkama B i C. Pomofu harmonijskog dvo-
omjera (C ABS)==— 1 odredit éemo toku S, u kojoj izvodnicu
i sijele polara 5, a koju polaru sada lako odredimo kao transverzalu
torzalnih pravaca ¢y, t,. .Neka ona sijele te pravce u tofkama T,
i T,. Harmonijskim dvoomjerom (TyT,SZ)=—1 na polari ¢
dobivamo tofku Z == s)k, koja spojena s dirali{tem A daje glavau
tangentw plohe u to&ci 4. Tangencijalna ravnina u todci 4 od-
redena je veé polarom s i izvodnicom 2. ‘

Kao ¥to smo rijedili ovu zadaéy, mogli bismo ovim postupkom
rijediti i mnogo drugih konstruktivnih zadaéa. Na pr. traZiti tolke
krivulje pravih kontura, rastavnicu svijetla i sjene, strikcione li-
nije i t. d.

3. Postavimo sada slijedeée pitanje: Mogu li se ove kon-
struktivne zadade rjefavati na ovaj ili slian nadin kod drugog tipa
pravéastih ploha 3. reda, t j. onih s imaginarnim torzalnim
pravcima, kao i kod Cayleyevih ploha? Odgovorom na ovo
pitanje zabavit éemo se¢ 'uw nastavku ove radnje.

Va¥nu ulogu kod opisanih konstruktivnih operacija imadu
izvodnice harmoni&ki pridruZene plohe i naprijed u t. 2 spome-
nuti polarni hiperboloid pojedinih izvodnica plohe. Prvo nam
se prema tome namele pitanje: Kako bi na drugom tipu pravéastih
ploha 3. reda odredili nekoj izvodnici te plohe pridruZenu
izvodnicu na harmonijski pridru¥enoj plohi, a iza toga kako
bi odredili poznatu polaru s nekog diralifta ove izvodnice? Kod
prvog tipa ploha sijeku-izvodnice i njima pridruZene izvodnice
na harmonijski pridrufenoj plohi dvostruki pravac u hiperbo-
likom involutornom nizu tolaka, kojemu su kuspidalne todke
plohe dvostruke. Kod ovih ploha moZze se to vrlo jednostavno
dokazati.® Izvesti éemo sada dokaz, koji ée nam to pitanje rijeSiti
i na drugom tipu ploha, t. j. dokazat éemo da je ta involucija
- na dvostrukom pravcu u svakom slu¢aju istovrsna s onom na jedno-
strukom pravecu plohe. \

Ozna&imo totke, u kojima izvodnice ploke i, sijeku dvo-
struki pravac d sa L., a one, u kojima taj pravac sijeku njima pri-
dru¥ene izvodnice k, na harmonijski pridruZenoj plohi sa Pn.
Polo¥imo dvostrukim pravcem d po volji ravninu. Projiciramo li
nafu plohu u smjeru svake njene izvodnice i, na tu ravninu,

s Miiller-Krames: Vorles. iiber darst. Geometrie Bd. III str. 187.
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dobit éemo na toj ravnini Cunjosjetnice c, prividnih kontura, koje
dvostruki pravac sijeku u istg dvije realne ili imaginarne tolke*
(kuspidalne totke). Svaka izvodnica i, projicirat ée se u neku todku
L, na pravcu d, a pridruZeni pravac k, projicira se kao polara
pola L, obzirom na konturnu {unjosjelnicu ¢, izvodnice in. Ta
pravac k, sije¢e dvostruki pravac d u toéci P, . Da je pravac k, polara
pola L, obzirom na &unjosjelnicu c, slijedi iz definicije harmonitki
pridruzenih ploha. Svakoj toéci L, na pravcu d pridrufena je
dakle na tom pravcu po jedna tolka P,, a jer se tolke P, nalaze
na polarama k, polova L., to su po dvije takve pridruZene totke
konjugirani polovi pripadne ‘konturne &unjosjeénice ¢, . Sve kon-
turne Cunjosjecnice ¢, sijeku pravac d u iste dvije realne ili imaginarne
tocke, dakle mo¥emo nizove totaka L, i P, na pravcu d uzeti kao
involuciju konjugiranih polova pravca d obzirom na bilo koju ¢unjo-
sjenicu ¢, prividnih kontura. Vrsta ove involucije ovisi o kuspi-
dalnim tockama, koje su joj dvostruke totke, dakle je ta involucija
na plohama prvog tipa hiperbolitka, a na plohama drugoga
tipa elipticka, t. j. uvijek jednaka onoj na jednostrukom pravcu [
plohe.

4. Vidjeli smo da izvodnice neke pravéaste plohe 3. reda
i njima pridruZene izvodnice na harmonijski pridru¥enoj plohi
sijeku dvostruki pravac u involutornom nizu. Kod ploha prvog
tipa taj je involutoran niz odreden kuspidalnim totkama. Kod
ploha drugoga tipa morat éemo potraZiti dva para pridruZenih
tocaka, da ta (elipti¢ka) involucija bude odredena. Jedan par konju-
giranih tolaka te involucije lako se mo¥e odrediti iz onih eleme-
nata, kojima je zadana ploha, dok se drugi par konjugiranih
tocaka javlja kao specijalna osebina ploha drugoga tipa. Drugi
par konjugiranibh totaka na dvostrukom praveuw d daju nam one
totke P, i P,, koje su pridrufene centralnoj ; beskonaéno dalekoj
tocci (tolka Py) i simetritkim tolkama (tolka P,) involucije na
jednostrukom pravcu | plobe. Dokaz za to (ovaj par Py P,
konjugiranih todaka) izvest éemo indirektnim putem. Pokazat éemo
naime, da izvodnice harmonijski pridru¥ene plohe, pridru¥ene
izvodnicama plohe koje prolaze centralnom (M) i neizmjerno
dalekom totkom involucije na jednostrukom pravcu, sijeku dvo-
struki pravac u onoj todci, kojom prolaze izvodnice plohe sime-
triénih todaka te iste involucije.

2 Miller-Krames: Vorles. iiber darst. Geomet. Bd. III str. 74 i 189.
Rad hrv. akad. 274. 19



Uzmimo da je neka pravlasta ploha 3. reda zadana tlo-
criom 1 nacrtom jednostrukog i dvostrukog pravca [ i d te unjo-
sje¢nicom ¢ u ravnini IT,, a pravac / neka je okomit na II;. Projekcija
d’ dvostrukog pravca d neka dira &unjosjeénicu ¢ = ¢’ u njihovoj
zajednickoj todci Ly =L, (slika 1). Na toj plohi odaberimo onu
izvodnicu i,, koja prolazi centralnom to¢kom M involucije na
jednostrukom praveu . Buduéi da pravac 4’ dira ¢unjosje¢nicu ¢ =,
to se ta tocka M nalazi u probodiStu ravnine éunjosjeénice ¢ sa jedno-
strukim pravcem /, a izvodnica #, u ravnini ¢unjosjeénice c. Ta iz-

vodnica sijeée ¢unjosjednicu ¢ u diralidtu H i todci L, = cXdXi,.
Tangente ¢unjosjecnice ¢ u totkama H i L, sijeku se u todei V,, a
tom totkom i beskonaéno dalekom totkom jednostrukog pravca I
prolazi izvodnica k;, harmonitki pridru¥ene plohe, pridru¥ena
izvodnici #,. Ovaj pravac B, sijele dvostruki pravac d u to&ci P,.
Izvodnice plohe koje prolaze tom totkom P, sijeku &unjosjednicu ¢
u totkama F, i F,, a jednostruki pravac u to¢kama N, i N,. Jer
su totke V1 M konjugirani polovi ¢unjosjednice ¢ shijedi harmonijski
dvoomjer (V; MF, F;) = — 1. Spojimo li ove &tiri todke sa
totkom P,, tada te Cetiri harmonijske zrake sijeku jednostruki
pravac ! u totkama N,, N,, M i beskonaéno dalekoj totci, jer je
ky =PV, || L Na t§me1ju ovog posljednjega slijedi da je
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NyM = MN,, a time je dokazano da su totke N, i N, simetri¢ne
to¢ke involucije na jednostrukom praveu /.

Da vrijedi i obrnuto, t. j. da se izvodnicama P, F, i P, F,
pridruzene izvodnice k& na harmonijski pridru¥enoj plohi nalaze
u ravouni ¢, /, slijedi veé iz involucije nizova L, i P, na dvostru-
kom pravcu. O tome se moZemo uvijeriti i konstruktivnim putem
tako, da u tlocrtu nale slike potrafimo pol D izvodnice P, F, ili
P, F,, obzirom na ¢unjosjeénicu u tangencijalnoj ravnini tolaka F,
ili Fy, pomoéu Pascalova pravca.

Nakon §to smo odredili involuciju nizova L, i P, na dvo-
strukom praveu d, lako nam je svakoj izvodnici i konstruktivno
odrediti pridruZenu izvod-
nicu k na harmonijski pri-
druzenoj plohi. Preostaje
nam jo§ pitanje, moZzemo li
za neko diralifte na izvod-
nici ¢ konstruirati poznatu
polaru s (t. 2). Onu to¢ku
na izvodnici i u kojoj bi
ju sjekla ta polara s znali
bismo odrediti pomoéu
harmonijskog dvoomjera,
ali da odredimo onu todku
u kojoj ta polara sijele
pridruZeni pravac k trebali
bi barem jo$ jedan realan
torzalan pravac, jer bi po-
lara s bila transverzala tog
torzalnog pravca sa izvod-
nicama i, k, koja bi pro-
lazila &vrstom totkom na
izvodnici i. Mjesto ovog
realnog torzalnog  pravca
kojega nema, uzeti éemo
jedan drugi pravac, a do njega éemo doéi vrlo jednostavnim
postupkom. _

s- Zadajmo neku pradastu plohu 3. reda posvema ana-
logno kao u slici 1, samo neka je ploha tipa prvoga, a projekcija
d’ ne mora dirati Cunjosjednicu ¢ =c. Totka L, na dvostrukom
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pravcu d neka je opet ona todka, kojom prolaze izvodnice centralne
totke M i beskonalno daleke tolke I, involucije na jednostrukom
pravcu, Tom tofkom i jednostrukim pravcem [ polozimo ravninu
Z(n,n,) LI, (slika 2). Polarni hiperboloidi (t. 2) svih izvod-
nica plohe sijeku tu ravninu 3 u.pramenu pravaca, &ji je centar
na dvostrukom pravcu. Zrake r; tog pramena A u ravnini &
mogu se vrlo jednostavno odrediti. '

Oznadimo sa r, onu zraku u pramenu 4 koja je pridruzena
nekoj izvodnici ;. Drugim rije¢ima, polarni hiperboloid izvodnice
4 sijee ravninu & u pravcu ry. Ovaj pravac neka sijele jednostruki
pravac [ plohe u to¢ki R,, dok ga izvodnica ¢, sijefe u tolci I,.
Pokazat éemo sada, da na pravcu [ vrijedi:

II.M:-MRl

Ravnina 2 sijele ravnalicu ¢ plohe u totkama O i G.
Izvodnicu #; uzmimo onu u ravnini ¢unjosjeénice ¢, Polara s tocke
I, obzirom na &unjosjeénicu c, a pridruzena diralitu H, probada
ravninu & u tolci Z, za koju vrijedi harmonijski dvoomjer
(OGZL)= — 1. Spojnica tolaka L, i’ Z daje zraku 7, pramena 4.
Spojnice tolaka O,G,Z i I, sa totkom L, sijeku pravac ! u toé-
kama I., M, R, i I,, za koje vrijedi opet harmonijski dvoomjer
ILLRiyMI)=—1. Jer je io(Li1s)||l, nalazi se tolka I,
u beskonadnosti, pa izlazi da je I; M = MR, Iz samih izvoda vidi
se da je posvema svejedno, da li ih vrdimo na plohama tipa prvoga
ili drugoga.

Svakoj izvodnici moZemo dakle vrlo jednostavno naéi pri-
druZen pravac 7 u ravnini 2, koji nam moZe zamijeniti jedan realan
torzalan pravac, jer svaku polaru s mozemo odrediti kao trans-
verzalu pravaca r 1 k te izvodnice 7, kad na njoj znademo pripadno
diralite. Otkrivii pravce ki r pr1m1]en1t ¢emo ih sada kod rjesa- -
vanja jedne konstruktivne zadale.

6. Zadajmo neku pravlaktu plohu 3. reda analogno kao
do sada jednostrukim pravcem (/), dvostrukim praveem (d) i &u-
njosje¢nicom ravnalicom c¢. Citavu konstrukciju izvest éemo u jednoj
normalnoj projekciji, a jednostruki pravac / neka je okomit na
ravnini projekcija. Ploha neka pripada. drugom tipu. U takvom
sluéaju znademo, da jednostruki pravac / probada svaku &unjosjeé-
nicu plohe na unutarnjoj strani, Ravnina ravnalice ¢ neka je uspo-
redna sa ravninom projekcija.
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Odaberimo neku izvodnicu i koja ¢unjosjeénicu ¢ sijede v todci
A, a dvostruki pravac d w toéi I (slika 3). Toj izvodnici potrazit
éemo najprije pridrufene pravce k i r. Spojnica tolaka P =i, X
X d{ie||) i L =131 probada ravninu cunjosjetnice ¢ u toéci Z.
Oznadimo li probodiite izvodnice i, sa ravninom Cunjosjetnice ¢
sa Q, tada nam harmonijski dvoomjer (QGZR) = —r daje totku .
R, u kojoj nam tra¥eni pravac - probada ravninu Cunjosjeénice c.
Totkama R i P odreden je traZeni pravac r.

Involucija na dvostrukom praveu bit ée odredena s tofkama
C=cXd i P i njima pridrufenim to¢kama C, i P,. Treba od-
rediti totke C, i P,. Totku C, dobit éemo kao probodiste dvo-
strukog pravea d sa ravninom jednostrukog pravea li pola izvod-
nice i; u ravnini éunjosjenice ¢ obzirom na tu cunJOSJecmcu Tamo
gdje je ravnina 2 (L II,) dana polarom p pola L, =i, )X obzirom
na tunjosjednicu ¢, a paralelna sa jednostrukim pravcem [, sijeCe pra-
vac d, nalazi se totka P, kojom prolaze izvodnice simetri¢nih todaka
involucije na jednostrukom pravcu l. Parovima to¢ka C,C; 1 P, P,
odredena je involucija na dvostrukom praveu, pa znademo poznatim
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postupkom u toj involuciji odrediti todi I pridruzenu tocku Iy,
kojom prolazi trateni pravac k. Taj pravac probada ravninu
&unjosjeénice ¢ u todei F, koja le¥i na praveu C M te ravnine. Ona
izvodnica plohe, koja se s izvodnicom i kriZa na dvostrukom
pravcu, sijede &njosjenicu ¢ u toéci M. Totkama I; i F odreden je
pravac k

Neka je pravcem ¢ dana neka okomita ravnina na ravninu
crtnje. Na izvodnici i neka se odredi to¢ka D one krivulje prave
konture, koja nastaje okomitom projekcijom naSe plohe na tu
ravninu. Diralifte tangencijalne 'ravnine izvodnice i okomite na
ravninu ¢ dati e nam tra¥enu totku D. Trag « te tangencijalne
ravnine, u ravnini &unjosjetnice ¢, okomit je na pravac t (4 L 1), a
pravce r i k sijede ta ravnina u tofkama E i H. Spojnica tih todaka
sijede izvodnicu i u to&ci U, koja nam uz pomoé harmonijskog dvo-
omjera (U L1 D) = — r daje traZeno dirali$te D. Spojnica totaka
H i D je glavna tangenta plohe u toéi D.

7. Cayleyeve plohe. Nafa razmatranja prodirit éemo i na
ovu vrstu. pm‘avéasmh ploha 3. reda, jer one posjeduju takoder
neka zanimiva svojstva, ko-Ja se mogu zgodno primijeniti u kon-
struktivne svrhe,

Zadajmo neku Cayleyevu plohu u ortogonalnoj projekeiji
dvostrukim pravcem o, ravnalicom ¢ i s tri para pridruZenih to-
¢aka (slika 4). Pravac o ncka bude okomit na tlocrtnu ravninu
(o L IT)), ¢unjosjednica ¢ neka je u tlocrtnoj ravnini IZ,, 2 u njenoj
ravnini je izvodnica ¢ | IT;. To&ci O =X 0 na tunjosjelnici ¢ neka
je na pravcu o pridru¥ena totka K, koja ée biti kuspidalna totka
plohe® Todci O na praveu o pridru¥ena je totka I=12X ¢ na
Gunjosjednici ¢, jer se u ravnini te unjosjeénice nalazi izvodnica i.
Konaéno nekoj todci P na &unjosjeénici ¢ neka pripada neka totka
S na pravcu o. Spojnica s tih dviju tofaka je izvodnica plohe.
Ostale izvodnice plohe znademo naéi pomolu nadopunjivanja
. projektivnih nizova na o i ¢. Torzalna ravnina projicira se na
tlocrtnu ravninu kao tangenta b ¢unjosjednice ¢’ u todci O. U toj
todci tangiraju projekcije svih ¢unjosjednica plohe pravac /', jer sve
¢unjosjeénice plohe diraju njenu torzalnu ravninu na pravcu o.
Tangencijalna ravnina plohe u tolci P sijede plohu u dunjo-
sjednici ¢,, &ja tangenta p u todi P daje glavnu tangentu plohe

5 E. Weyr: Geom. der rium. Erz. ein-zweideut. Geb. insb. der Regelfl.
dritter Ordnung str. rr1.
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u toj tofci, Tolkom P te izvodnicom i polo¥ena ravnina sijede
plohu u ¢unjosjednici ¢, a tangira ju u toei I. Spojnicu todaka P, I
oznatimo sa ¢, a tangentu lunjosjenice ¢ u tocki P sa r. Pridru-
zimo li svakoj todei izvodnice s takve pravce 7, p i g, tada svaka
vrsta takvih pravaca probada torzalnu ravninu opet duf jednog
pravca, a te pravce oznalimo sa 7y, Py i 4;. Ovipraveipro-
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laze kuspidalnom tolkom K, a sa dvostrukim
pravcemo ¢ine harmonijski dvoomjer (r;0p,q4,)=
= — 1. Ispravnost ovih nasih tvrdnja dokazat éemo sada.

Dvostruki pravac o nale plohe spada u onaj sistem iz-
- vodnice oskulacionog hiperboloida neke izvodnice te plohe, u
kom se nalaze glavne tangente plohe du¥ te izvodnice, Torzalna
raVnina plohe sijele prema tome oskulacioni hiperboloid iz-
vodnice s osim pravca o u jof jednoj izvodnici drugog sistema.
Nas pravac p; u torzalnoj ravnini jest ta izvodnica drugog sistema.

e
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Sjetimo se na. ovom mijestu nasih ranijih razmatranja. Zna-
demo da se ‘sve glavne tangente i njima pridruZene polare (t. 2)
neke izvodnice #; na opéoj plohi 3. reda sijeku du? izvodnice &,
na harmonijski pridruZenoj plohi. Jednostruki pravac [ povr-
Sine sijefe pravac k,;, u todki I, =1, X [ a dvostruki pravac d
plohe u toki P, koja sa kuspidalnim tolkama K; K, i totkom
L =1i,Xi,Xd daje harmonijski dvoomjer (K, K, L P)=— 1. Za
nade svrhe moramo jof naglasiti, da ravnina Z, d sijele oskulacioni
hiperboloid izvodnice i; duz pravca k;,. Kod Cayleyeve plohe
padaju jednostruki i dvostruki pravac skupa, a i obje kuspidalne
totke Ky, K, ste¥u se u jednu realnu kuspidalnu totku K.* Invo-
lucija jednostrukog pravca postaje ovdje parabolidka s dvostrukom
totkom K, a isto takva postaje i involucija tolaka L, i P, dvo-
strukog pravca. Svakoj todci dvostrukog pravca o pridrufena je
dakle uvijek to¢ka K, a svakoj tangencijalnoj ravnini dvostrukog
pravca o pridru¥ena je torzalna ravnina. Slijedi prema tome da
svi poznati pravci k moraju prolaziti kuspidalnom to&kom K, i da
se moraju nalaziti u torzalnoj ravnini. Harmonijski pri-
drufena ploha Cayleyevoj plohi ste¥e se dakle
u pramen pravaca u torzalnoj ravnini, s vrhom
u kuspidalnoj to&ci Na¥ pravac p, zraka je tog pramena,
dakle prolazi kuspidalnom totkom K. -

Pravci r i g neke izvodnice &ine takoder hiperboloide. Pravce
7. mozemo uzeti kao presjeénice pridruZenih ravnina dvaju pro-
jektivnih pramenova, &iji su nosioci izvodnice i,s. Niz toéaka P, na
izvodnici s projektivan je sa sveskom njenih tangencijalnih rav-
nina, a2 totke P, s izvodnicom i daju drugi svezak ravnina, koji
je perspektivan s nizom tolaka P,. Ovaj drugi svezak projektivan
je dakle sa sveskom tangencijalnih ravnina izvodnice s.

Sve pravce g mozemo pak uzeti kao spojnice pridruZenih
totaka projektivnih nizova P, i I, na pravcima s i i. Niz I, pro-
jektivan je sa sveskom svojih tangencijalnih ravnina, a niz P, je
s njima perspektivan, dakle su i ta dva niza medusobno projek-
tivna. Da dvostruki pravac o pripada kao izvodnica u oba ova
hiperboloida, vidi se iz njihove definicije. Torzalna ravnina sijede
dakle svaki onaj hiperboloid u jo§ jednoj izvodnici, koje smo iz-
vodnice prozvali r, i q,.

¢ E. Weyr: Geom. der rium. Erz. ein-zweideut. Geb. insbes.” der Regelfl.
dritter Ordnung str. 112,
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Pokazimo jo§ da te izvodnice prolaze kuspidalnom todkom
K. Svakom tockom P na izvodnici s prolaze njoj pridruZeni pravci
r i p. Tocke, u kojima ti pravci probadaju torzalnu ravninu, ozna-
¢imo sa R i M. Na taj nadin pridruzili smo nizu tolaka P, izvod-
nice s nizove R, i M, na pravcima r; 1 p,. Odaberimo u nizu P,
onu to¢ku P, u kojoj izvodnica s sijele dvostruki pravac o. Toj
tofci pridruZeni pravci r® 1 p* padnu u dvostruki pravac o, a prema
tome s¢ moraju poklapati na tom pravcu i pripadne totke R, i
M,. Za totku M, znademo da u tom sluéaju pada u kuspidalnu
tocku K, dakle s¢ u toj toci nalazi‘i tofka R,. Odavle slijedi da
pravac 7, prolazi kuspidalnom totkom K plohe.

Posvéma analogno dokazat éemo to i za pravac g,. Svakom
pravcu g» pridruZimo glavnu tangentu ¢, u todal I, = g X ¢x X i.
Znademo, da sve glavne tangente t, probadaju torzalnu ravninu
duZ nekog pravca, koji prolazi kuspidalnom to¢kom, dok ju pravci
g» probadaju du¥ pravca ¢,. Uzmemo li opet todku P, izvodnice
na dvostrukom pravcu o, tada ée i pripadna totka I, izvodnice
pasti u dvostruki pravac o, a prema tome i pridrueni pravci ¢,
t, padaju u taj pravac. Slijedi dakle, da se moraju poklapati
probodita tih pravaca s torzalnom ravninom, t. j. da pravac ¢,
prolazi kuspidalnom to¢kom K,

w

e M N,

Pokazali smo da pravei ry, p; i g, prolaze kuspidalnom
totkom, a sada éemo jof dokazati, da oni &ine s dvostrukim pravcem
o harmonijski dvoomjer (r;0p,4;) = —1r.

Tangencijalna ravnina plohe u todci P sijete na$u . plohu
u Cunjosjednici ¢y, koju centralno projicirajmo iz kuspidalne
totke K zajedno sa Gitavom plohom u ravninu &unjosjeénice c.
Centralnu projekciju ¢unjosjeénice ¢, oznadimo sa cr. Tolka P sa
pravcima 7, g i 5’ ostaje na miru, jer se nalaze u ravnini ¢unjosjeénice
¢. Pravac p projicira se u pravac pr koji ide probodiftem M,
pravca p; s ravninom d{unjosjelnice c¢. Tangencijalna ravnina

.plohe u toéei P sijede izvodnicu i u tofoi L. Presjednica tangenci-
jalnih ravnina u totkama L i P je tangenta one &unjosjelnice u
tolci L, koja se nalazi u tangencijalnoj ravnini totke P. Ta pre
sje¢nica mora prolaziti probodiftem N izvodnice s s tangencijalnom
ravninom u tofci L. Tocke N i L pridruZene su na isti nadin kao
i toke P i I na pravcu g, dakle spojnica tih tolaka mora sjeéi
pravac ¢,. Centralna projekcija [ te spojnice bit ée tangenta &unjo-
sjeénice cx u todci L, a mora prolaziti totkom G, koja je probodiite



pravca ¢, sa ravninom {unjosjednice ¢. Pravci 4’ 1 pr tangiraju ¢unjo-
sieénicu ¢ u.tolkama O'i P’. Tolka G nalazi se na pravcu /', pa
odavle slijedi, da su pravci i, g dvije konjugirane zrake ¢unjosjeénice
ck. Dalje iz voga slijedi, da pravci r, pi, s’ i g &ne harmonijski
dvoomjer (7 s’ pr q) = — 1, 2 na temelju ovoga slijedi 1 ovaj:

(riopiqg)=—r1.
8. Pomodu gornjih izvoda rijedit éemo ovu konstruktivnu za-

dacu: 'Na zadanoj izvodnici s Cayleyeve plohe treba odrediti
totku strikcione linije.

Neka je ploha zadana samo tlocrtnom projekcijom ana-
logno kao u slici 4, samo neka je todci O = 0)X¢X; pridru¥ena
kuspidalna totka u beskonaénosti (slika §). Poznati pravei ry, ?y
i g bit ée u ovom sludaju paralelni s dvostrukim pravcem o. Iz-
vodnica s sijele pravac o u todci S, koja je od totke O udaljena
za po volji zadanu duZinu d. Neizmjerno dalekoj toéci P, izvod-
nice s pridruzena je totka I, izvodnice i, a spojnica te tolke sa
totkom P==sXc¢ daje trag q, asimptotske ravnine izvodnice s u
ravnini ¢unjosjetnice ¢. Centralna ravnina te izvodnice okomita je
na asimptotsku, a njen trag g. sijele izvodnicu i u toéci I.. Toj
toéci pridruZena totka Z na izvodnici s je centralna tofka te iz-
vodnice, ‘

Sliénim postupkom mogli bismo rijediti sve vaZnije zadade na
Cayleyevim plohama, a da je taj konmstruktivni postupak vrlo
jednostavan, pokazuje nam gornji primjer. '
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7.

Beltrag zur konstruktiven Behandlung der Regel—
flichen dritter Ordnung.

" Auszug aus »Rade, Bd. 274, S. 266.
- Von Vilim Nide.

Mittels der den Regelflachen B Ordnung harmomsch zu-
geordneten Regelfliichen wird auf jenen eine. leichte . Lbsung
der konstruktiven Aufgaben ermoglicht, weil. die Losung fast
nyr-von harmonischem Doppelverhaltms abhingig ist. Mit blS—
her bekannten Mitteln kann aber eine derartige konstruktive .
Behandlung nur auf den Regelf]achen 3. Ordnung mit reellen
Kuspidalpunkten durchgefuhrt werden In dleser Arbeit werden
die Regelflichen 3. Ordnung mit 1magmaren Kuspldalpunkten
und die Cayleyschen Flichen auf die eben genannte Weise be-
trachtet. Auf diesen werden einige bisher nicht bemerkte Eigen-
schaften entwickelt, die die konsttuktive Behandlung in den
meisten Fallen sehr vereinfachen.

Zuerst werden die Regelﬂachen mit reetlen Kuspidalpunkten
betrachtet Die Regelflache 3. Ordnung wird von den Ebenen
des Ebenenbiischels einer ihrer Erzeugenden tangiert und in
Kegelschnitten geschmtten Der Schnittpunkt dieser Erzeugenden
mit der einfachen Leitgeraden der Fldche soll der gemeinsame
Pol aller Schnittkegelschnitte ihres Ebenenbiischels sein. Die
zugeordneten Polaren dieses gemeinsamen Poles bilden -ein
Hyperboloid oder ein hyperbolischeé Paraboloid, das in dieser
Arbeit als Polarhyperboloid bezeichnet wird. Die Erzeugenden
dieser Fldche sind fiir 'die konstruktive Behandlung der Regel-
flachen 3. Ordnung sehr niitzlich verwendbar. Es wird auch
eine konstruktive Aufgabe geldst. )

Dje angefiihrten Betrachtungen werden auf die Regelﬂachen
3::Ordnung mit imaginédren - Kuspidalpunkten iibertragen. . Es
wird bewiesen, dass die Schnittpunktinvolution der Erzeugenden
der Regelfliche und der harmonisch zugeordneten Regelfliche,
auf der gemeinsamen. Doppelgeraden gleichartig mit.der Invo-
lition - der einfachen Leitgeraden der Regelfldche ist. Auf der
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ersten Art*der Regelflichen 3. Ordnung wird die Involution der
Doppelgeraden mit reellen Kuspidalpunkten als Doppelpunkten
bestimmt. Auf der zweiten Art dieser Regelflichen wird ge-
wohnlich nur ein Paar konjugierter Punkte der Involution ‘be-
' kannt. Ein zweites Paar der konjugierten Punkte dieser Dop-
pelgeradeninvolution wird in dieser Arbeit bestimmt. Das zweite
Paar wird gebildet von den Punkten, die den symmetrischen Punk-
ten und dem Zentralpunkt mit dem unendlichen Punkt der Invo-
lution der einfachen Leitgeraden zugeordnet sind. Damit ist auch
die harmonisch zugeordnete Fldche bestimmt. '

Die Doppelgerade soll von der Ebene Y, der einfachen
Leitgeraden und der Erzeugenden des Zentralpunktes M dieser
Leitgeraden in dem Punkte L geschnitten werden. Die oben
erwidhnten’ Polarhyperbolo:de aller Erzeugenden der Regelfliche
werden von der Ebene ¥ in einem Strahlenbiischel des Punktes
L geschnitten. Einer Erzeugenden i, soll der Strahl r, dieses
Strahlenbiischels zugewiesen werden. Die einfache Leitgerade
soll weiter mit den Geraden i, r, die Punkte /, R, gememsam
haben. Es wird bewiesen, dass immer

LM=MR,
ist. :

Auf der harmonisch zugeordneten Fliche sei der Erzeu-
genden i, der Regelfiiche die Erzeugende &, zugeordnet. Mittels
des Geradenpaares r,, &, kann die konstruktive Behandlung der
Regelflichen 3. Ordnung sehr vereinfacht werden. Als Beweis
dafiir wird wieder eine konstruktive Aufgabe gelost.

Cayleysche Fldchen. Die Geraden s, i sollen zwei behe-
bige Erzeugenden einer Cayleyschen Flache sein. Von einer
beliebigen Ebene der Erzeugenden i/ wird die Erzeugende s in
dem Punkte P und die Regelftiche in dem Kegelschnitte ¢ ge-
schnitten. Die Regelfliche wird auch von dieser Ebene in dem
Punkte 7= (c X i) tangiert. Die Haupttangente des Punktes P
soll mit p bezeichnet werden, die Verbindungsgerade der Punkte
P, I mit ¢, und die Tangente des ;Kegelschnittes ¢ in dem Punkte
P mit r. Bewegt sich der Punkt P auf der Erzeugenden s, wird
in der Torsalebene der Regelfliche von den Stiitzpunkten aller
Geraden p; eine Gerade p, gebildet, die den Kuspidalpunkt
durchliuft. Ebenso werden die Geraden g,, r; der Torsalebene
von den Geraden g, rs gebildet, die wieder durch den Kupsidal-



Nife: Beitrag z. konstruktiven Behandlung d. Regelflichen dritter Ordnung. 91

punkt laufen. In dieser Arbeit wird bewiesen, dass die Doppel-
gerade ¢ der Flidche mit den Geraden p,. r,, g, der Torsalebene
das harmonische Doppelverhiltnis bildet:

o (hop ql):_l 3

Die konstruktive Behandlung der Cayleyschen Regelffachen
wird mit diesem Doppelverhiltnis sehr vereinfacht. Eine kon-
struktive Aufgabe wird auch da als Beweis dafiir gelost.



