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O sveznju ploha drugoga reda

Napisao
Vilim Niée- A

Primljeno w sjednici matematitko-prirodoslovnoga razreda 29. listopada 1940.

Diramo li ravninama nekog pramena plohe sveZnja F? ploha
drugoga reda, odredenog s osam asociiranih temeljnih todaka, bit ée
geometrijsko mjesto svih diralifta opéa ploha éetvrioga reda®.
Temeljne asociirane totke ovoga svefnja bit e obidne tolke plohe
4, u koliko os pramena dirnih ravnina ne prolazi kojom od tih
totaka. Sve ovakove plohe 4 prolaze prostornom krivuljom c°
Yestoga reda vrhova svih stofaca sve¥nja F?. Razne varijante ova-

"kovih ploha 4 razmatrali smo na drugom mjestu!. Jednu vaznu
varijantu smo hotimice izostavili, a tom lemo se baviti na ovom
—mjestu. ‘

U ovoj radnji razmotrit éemo potanje takove plohe 4.
koje nastaju onda kada os pramena dirnih ravnina prolazi dvjema.
temeljnim totkama sveinja F?. Uz zanimive singularitete ovakovih
ploha, otkriti éemo pemoéu njih i neka vazna svojstva prostorne
krivulje ¢® povezana uz temeljne tocke sveznja F°.

Temeljne tolke sveznja F? oznadimo s 7, a osovina p pra-
mena dirnih ravnina II; neka prolazi temeljnim tockama T i T..
Ravnine II; pravca p sijeku njenu pripadnu plohu 4 u Zunjosjed-
nicama, koje prolaze tofkama T, i T, jer sve Eunjosjecnice pre-
sje¢nih mreZza ovih ravnina sa sveZnjem F? prolaze tm tokama.
Opéenito je presjek jedne ravnine II sa plohom 4 krivulja treéega
reda roda prvoga, a sadinjavaju ju vrhovi autopolarnih trokuta svih
pramenova Cunjosjeénica unutar presjelne mreZe ove ravnine sa
sveznjem F? (Jacobi). U nafem sludaju raspadaju se te krivulje tre-
lega reda u pravac p i lunjosjeénice. U ravninama pravca p, kroz
preostalih $est temelinih toaka sveznja F?, raspasti Ce se 1 ove
&unjosjeénice u dalinja dva pravca, t. j. spojnice svake ove tocke

1 Vidi moju radnju: Povriine 4 reda kao geom. mjesto diralita pramena
ravnina i sve¥nja povrlina drugoga reda. »Rade, knj. 271.
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s tolkama T, i T, jer gore spomenuta krivulja treega reda vrhova
autopolarnih trokuta pramenova presjeéne mreze u ovim ravninama
dobiva tri dvostruke totke.

Budu&i da je ploha 4 etvrtoga reda, mora pravac p biti
za tu plohu dvostruk, jer ju inale ravnine I7; toga pravca nebi
sjekle u krivulji (degeneriranoj) &etvrtoga reda. Svaki pravac, koji
prolazi tokama T, i T, probada nafu plohu 4 u jo¥ samo
jednoj tolci, dakle su te todke na toj plosi &vorne i to trostruke.

Kazali smo da ravnina II pravca p sijede plohu 4 u tom
praveu i nekoj &unjosjednici. Spojnice svake totke ove Cunjosjetnice
s totkama T, i T, jesu izvodnice neke pravdaste plohe drugoga
reda u svefnju F?, jer ravnina I dira u toj tolci neku plohu
svetnja F* koja prolazi totkama T, i T.. Odavle direktno slijedi,
da su tangente unjosjenica svih ravnina IT; pravea p u totkama T,
i T, takoder izvodnice pravtastih ploha sveZnja F?, i to onih
koje prolaze pravcem p. Sve ovakove praviaste plohe sveZnja F*
.&ne pramen, &ja se temeljna krivulja Eetvrioga reda raspada u
pravac p i neku kubnu &unjosjeénicu, kojoj je taj pravac bisekanta.
Bisekante ove degenerirane temeljne krivulje &etvrtoga reda, koje
prolaze totkama T, i T, jesu izvodnice ploha gore spomenutog
pramena odnosno tangente unjosjenica u ravninama IT; pravca p.
U na¥em sludaju prelaze te bisckante u unisekante kubne Cumjosjec-
nice, dakle sadinjavaju stoSce trebega reda s vrhovima Ty i T Jer
je pravac p bisekanta ove kubne &unjosjelnice, bit ée on zajednicka
dvostruka izvodnica ovih dvaju stoZaca.

U kasnijim razlaganjima vratit éemo se na ovu nadu kubnu
&unjosjednicu. Izvest éemo njen postanak i pokazati vrlo jedno-
stavno, da je pravac p njena biseaknta. )

Iz dosadanjih na$ih razmatranja shijedi:

Spaja li pravac p dvije temeljne tolke
sve¥nja F3, bit e on za pripadnu plohu A4 dvo-
struk, a navedene temeljne tolke trostruke
¢vorne Dirnim sto¥cima trelega redaove plohe
u tim &évornim tolkama 7, i T, jest pravac
p zajednilka dvostruka izvodnica Svakom
ovom &¢vornom tofkom prolazi $est daljnjih
pravaca plohe 4, koji se u parovima sijeku
u preostalih ¥est temeljnih tolaka sveznja F.
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Uzmimo da ravnina II pravea p = T, T, prolazi i temelj-
nom tolkom T, Presjetna krivulja te ravnine s ploham 4
raspada se u dvostruki pravac pipravee t, =T, Tyit, =T, T
Ta ravnina sijele prostornu krivulju ¢® u fest tolaka. Krivulja c*
nalazi se na svakoj plohi 4, dakle i na ovoj naloj, a prema tome
se i ovih $est presjeénih tolaka ravnine II nalazi na pravcima
P, tiits .

Pokazati éemo, da se na svakom ovom pravcu nalaze po dvije
“navedene totke. : _

Spojnicu temeljnih tolaka T, T, oznalimo s pi, a njoj pri-
drufenu plohu s 4,. Pravac t, = T, Ts plohe 4 ne nalazi
se na plohi 4, i zato ju probada u letiri toke. Dva su njegova
probodifta s plohom 4, totke T, i Ty, a preostala dva mogu se
nalaziti na prostornoj krivulji ¢®. Posve analogno mogli bismo do-
kazati i za pravce ¢, i p, kao i za sve ostale spojnice parova te-
meljnih todaka sve¥nja F?, da mogu imati najvide dvije totke za-
jednidke s krivuljom ¢® Vidjeli smo malo prije, da ravnina II
pravaca p, t; i t, sijee krivulju ¢® u Yest tofaka, a sve se te tocke
nalaze na tim pravcima. Buduéi da na svakom ovom pravcu ne
mogu biti vide od dva sjeci¥ta s krivuljom ¢® ne mogu tada biti ni
manje od dva, jer ima svega zajedno tri pravca. Na svakom ovom
pravcu nalaze se prema tome to¢no dva sjecifta.

Sto vrijedi za pravce p, t; i ts, vrijedi i za sve ostale spojnice
parova temeljnih todaka sveznja F?, pa imamo:

Svih dvadeset i osam spojnica parova te-
meljnih todaka sveZnja F* jesu bisekante pro-
storne krivulje ¢® glavnih todaka svih prame-
nova ploha sveznja F2 '

Znademo da ravnine pravca p sijeku nafu plohu 4 u Cunjo-
sjeénicama, koje prolaze njenim ¢vornim tockama T, i T, Ove
ravnine sijeku prostornu krivulju ¢® u &etiri tocke izvan pravca p, .
koje su takoder na presje¢noj Cunjosjeénici jer su na plohi 4.
Mjesto temeljnih totaka 7,, T, mogli. smo uzeti bilo koji par
takovih todaka, pa na temelju toga slijedi:

Svaka ravnina polofena dvjema temelj-
nim tolkama sve¥nja F?, sijele prostornu kri-
vulju ¢® u $est toaka ovako: dvije su uvijek
na spojnici navedenog para temeljnih tofaka,
dok ostale ¢etiri lefe na jednoj éunjosjeénici
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zajedno s parom tih temeljnih tolaka. Sve ova-
kove ¢unjosjénice, odredenih dviju.temeljnih
tolaka sveZnja F?, salinjavaju opéu plohu de-
tvrtoga reda, kojoj su spomenute temeljne
totke trostruke ¢vorne, a spojnica njihova
je dvostruki pravac.

Tocke prostorne krivulje ¢® su vrhovi svih stozaca sveznja F*.
Na$ pravac p sijefe tu krivulju u dvije tocke, recimo S, i S, koje
su vrhovi takoder takovih dvaju stozaca. Kada smo izvodili dirne
sto¥ce plohe 4 u &vornim totkama T, i T,, pokazali smo da su
izvodnice tih stofaca izvodnice onih ploha sveznja F., koje pro-
laze pravcem p. Sve te plohe ¢ine pramen, &ja se temeljna krivulja
raspada u pravac p i neku kubnu &unjosjeénicu. Buduéi da su
spojnice totaka S, i S, s temeljnim totkama sveZnja F? izvodnice
stofaca ovog sveZnja, kojima su vrhovi S; i S, bit le pravac
p = T, T, zajednidka izvodnica tih stoZaca. A odavle slijedi da:
se ti stodci nalaze u gore navedenom pramenu. Prodorna kubna
éunjosjetnica tih sto¥aca bit ée s praveem p temeljna krivulja tog
pramena, a pravac p je bisekanta te kubne Cunjosjecnice.

Tolke u kojima pravac p sijede krivulju ¢® oznadili smo sa
811 8., a tangente ove krivulje u tim totkama oznadit Cemo s
by i b, Pravcem p i tangentom b, krivulje ¢® u todei S, postavimo
ravninu IZ,, Presje¢na lunjosjelnica ove ravnine s plohom 4 raspada
se u ovom sluéaju u dva pravca, jer ta éunjosje¢nica prolazi tockama
T, T,18$, napravcu p. U totku S, pala je naime jedna tolka od
onih ¢&etiri u kojima ravnina I, sijefe krivulju ¢®. Preostale tri pre-
sje¢ne toke ove ravnine s tom krivuljom nalaze se na drugom dijelu
cne degenerirane &unjosjeénice, t. j. na pravcu, dakle na trisekanti
krivulje ¢®. Prvi pravac ove degenerirane ¢unjosjetnice pada u pra-
vac p, jer je odreden tolkama 7, 7: 1 Sy, pa je prema tome pra-
vac p torzalan pravac plohe 4, a ravnina II; torzalna ravnina.
U ovoj ravnini nalazi se jedna trisekanta s, krivulje ¢, koja ¢ée
takoder biti pravac plohe 4.

Potpuno analogno vrijedi i za tofu S.. Na temelju svih ovih
razmatranja dobivamo slijedeéu dopunu ranije navedenoga stavka:

Spaja li pravac p dvije temeljne tocke
sveZnja F?, imati ée pripadna ploha 4 u tom
pravcu ne samo dvostruki pravac, nego i dvo-

struko torzalan pravac, &ije su torzalne rav-
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nine odredene tangentama krivulje ¢® u nje
nim sjeciS§tima s pravcem p. Osim dvanaest
obié¢nih pravaca ove plohe, koji prolaze nje-
nim trostrukim ¢vornim tolkama, postoje na
toj plosi jo¥ dva pravca koji se nalaze u tor-
zalnim ravninama pravca p.

Kumer je izveo za opéu plohu detvrtoga reda s dvo-
strukim pravcem, da moZe imati osim dvostrukog jo¥ 16 pravaca’.
Ovi pravci postoje i na nafoj plohi A. I to: svakom &vornom
totkom prolazi ih fest, po jedan se nalazi u svakoj torzalnoj
ravnini, a dva se nalaze u pravcu p, jer po njima postaje dvostruko
torzalan.

Uzmemo li neku totku V kr1vulJe ¢® kao vrh stozaca u
sveznju F?, pa tom tolkom i jednom trisekantom z poloZimo rav-
ninu, bit ée ta ravnina polarno pridru¥ena spojnici toke V s konju-
girano pridruZenom totkom Z trisekanti z na krivulji %32

Tolku Z pomaknimo sada u totku S, na pravcu p, a njoj
konjugirano pridrufenu trisckanty oznadimo sa z,. Vrh V odabe-
rimo u tolci §; pravca p. Spojnica S, §; = p je izvodnica stodca

sveznja F? kojemu je vrh S, a njoj polarno pridrufena ravnina.

(S:2,) mora taj stoZac dirati du¥ te izvodnice. Drugim rijeima
znali ovo, da trisekanta z,, konjugirano pridrufena totci S, sijete
pravac p. Potpuno analogno sijele taj pravac i trisekanta z, konju-
girano pridruZena tolci S,.

Budu¢i da je ploha trisekanata prostorne krivulje ¢® osmoga
reda’, kojoj je ta krivulja trostruka, mogu sjeéi pravac p, osim
trisckanata tolaka S, i S,, jo¥ samo dvije trisekante  krivulje c®.
Vidjeli smo sprijeda, da se u torzalnim *ravninama I7, i IT, plohe 4
nalazi po jedna trisekanta s, is,. Jer ravnine II, i IT; prolaze prav-
cem p, slijedi da su trisekante s, i s, identiéne s trisekantama z, i z,.

Pomaknemo li vth V' u todku S,, prelazi spojnica VS, u tan-
gentu b, krivulje ¢® u todei §y, a ravnina (Vz,) = (Ss,), prolazit ée
praveem p. Buduéi da je pravac p izvodnica i onog stoica svezn)a
F? kojemu ; je vth todka S, slijedi da se trisekanta z, == 5, ne mo¥e
nalaziti' u ravnini ph, =II,, nego se mora nalaziti u ravnini

2 Kummer: Berl. Monatsb. 1863 str. 324, J. f. Mathemat. 64, 66 1863.
3 Dr. Th. Reye: Die Geometrie der Lage Abt. III, str. 139.
2 Dr. Th. Reye: Op. cit. str. 142.
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phy = II,, Analogno se trisekanta s, mora nalaziti u ravnini
ph, = II,. Vidimo dakle:

Tolkama S, S, spojnicep =T, T, i krlvuljc
¢, konjugirano pridru¥ene trisekante 5, $§ si-
jeku tu spojnicu, a nalaze se u ravninama odre-
denima tom spojnicom i tangentama hy, i b, kri-
vulje ¢® utodkama S, i S, ‘

Mjesto todaka T, i T mo¥emo uzeti ma koji par temeljnih
tofaka svefnja F,, pa na temelju navedenog stavka dobivamo jod
« shijedede: .

Na prostornoj krivulji ¢® postoji 28 pa-
rova tofaka, ¢ije konjugirano pridruZzene tri-
sekante sijeku spojnicu tih parova. Ove se tri-
sekante nalaze u dirnoj ravnini krivulje ¢
i to uvijek u suprotnoj toéci takovog para
Svaka spojnica takovog para toéaka prolazi
jednim parom temeljnih tolaka sveznja F.

Trisekante s, i 5, konjugirano pridruZene tofkama S, i S,
pravca p neka sijeku taj pravac u todkama Z, i Z,. Buduéi da sve
plohe sve¥nja F? prolaze totkama T, i T, a polarne ravnine toaka
Sy i 8,, obzirom na sve te plohe, prolaze trisekantama s, i $s, dobi-'
vamo jo§ 1 ovo:

Probodi$ta spojnica parova temel;nxh to-
taka svefnja F* s plohom trisekanata pro-
storne krivulje ¢%, dobivamo kao detvrte har-
monijske tofke svakog para temeljnih toclaka,
pridruZene obim SJCC1§tha njegove spojnice
s kriveljom %

Ako je povolina bisekanta prostorne krivulje ¢® nad pravac p,
imat ée tom pravcu pripadna ploha 4 dvostruke &vorne tolke
u sjeci$tima pravca p s krivuljom ¢®.° Uzmemo li nadalje da ta
bisekanta p prolazi jo§ i jednom temeljnom totkom Ty svezn]a F?,
morala bi tom pravcu p pripadna ploha 4 imati u toj toécl T, tro-
struku &vornu tolku, jer bi sve ravnine pravca p sjekle tu plohu
A u tom pravcu i krivuljama trefega reda, koje bi u toj tocci
imale dvostruku to¥ku. No to je medutim nemogude, jer sve te
krivulje veé imaju na tom praveu dvije tofke, t. j. sjecilta tog
pravca s krivuljom ¢®. Odavle nu¥no slijedi da svaka bisekanta

6

5 Vidi moju radnju: Op. cit. »Rad«, knj. 271.
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krivulje ¢° koja prolazi jednom temeljnom totkom sveznja F2, -
prolazi jo¥ jednom takovom totkom. A u takovom sludaju dobi-
vamo prije opisanu plohu 4. Na temelju ovih kao i prijadnjih raz-
matranja, slijedi da:

Svakom temeljnom tolkom sveinja F? pro-
lazi najvife sedam bisekanata prostorne kri-
vulje ¢% t. j. svakom preostalom realnom te- -
meljnom todkom po jedna.

Osim ovoga stavka moZemo na temelju gornjih razlaganja
napisati jo§ 1 slijededi: ’

Prostorna krivulja ¢® nema takovih bise-
kanata, koje prolaze samo jednom temeljnom
tolkom sve¥nja F. Svaka bisekanta ove kri-
vulje, koja prolazi jednom temeljnom todkom,
mora prolaziti jo§ jednom takovom tolkom.



