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Uvod.

U ovom radu promatrat ¢emo neka zajedni¢ka svojstva
Cunjosjefnica na pravastim plohama 3. i 4. reda, koja se te-
melje na perspektivnom preslikavanju tih ploha, odnosno nji-
hovih Cunjosje€nica, na ravninu,

Projiciramo li centralno sve kruinice kugle'iz jedne njene
tocke na ravninu paralelnu s tangencijalnom ravninom kugle
u toj toCki, bit ée projekcije ovih kruZnica na toj ravnini opet
kruznice. To nam daje poznata stereografska projekcija. Oda-
berimo po volji neku plohu 2. reda pa projicirajmo analogno
sve Cunjosjefnice ove plohe iz jedne njene tolke na ravniny
paralelnu s tangencijalnom ravninom te tocke. Projekcije ovih
Cunjosjecnica na toj ravnini bit ¢e homoteti¢ne Cunjosjecnice, jer
prolaze istim dvjema beskonaéno dalekim tockama te ravnine!,

U ovoj radnji bavit ¢emo se analognim razmatranjima kod
prav&astih ploha 3.1 4. reda. Projicirat cemo sve Cunjosje€nice
tih ploha iz jedne njihove tofke na ravninu paralelnu s jednom
ili viSe tangencijalnih ravnina te tocke. Pekazat ¢emo, da su
projekcije svih tih CunjosjeCnica opet homoteticne Cunjosjecnice,
ako je centar projiciranja u sjecitu dviju izvodnica, a promotrit
¢emo i poredak tih homoteti¢nih CunosjeCnica u ravnini proji-
ciranja.

1 G. Peschka: Darst. und proj. Geometrie Bd. IIl, str. 785.



I. O izvodnicama.

Znademo, da se ¢unjosjecnice neke plohe 2. reda projiciraju
iz jedne njene tolke kao homoteti¢ne na ravninu paralelnu s
tangencijalnom ravninom plohe u toj tocki, t. j. na onu, koja
je paralelna s parom realnih ili imaginarnih izvodnica plohe u
toj tocki. Da sve projicirane Cunjosje¢nice budu homoteticne,
bitno je, da centrom projiciranja prolazi par realnih ili imagi-
narnih izvodnica, koje mogu pasti i zajedno. No pravcaste
plohe 3. i 4. reda imaju samo jedan sistem izvodnica. Za nasa
razmatranja doéi ¢e prema tome u obzir u glavnom samo one
tocke tih ploha, kojima prolaze po dvije ili viSe izvodnica, t. j.
njihove dvostruke ili trostruke linije. Imajuci to u vidu, pro-
motrit ¢emo sada pravéaste plohe 3. i 4. reda s narocitim
obzirom na njihove dvostruke linije, odnosno parove realnih
ili imaginarnih izvodnica, koje se u tim linijama sijeku. U ovom
radu dolazit ¢e u obzir samo one pravcaste plohe 4. reda, na
kojima se nalaze CunjosjeCnice, a to su IIl, V., VIL, VIIL, IX.
i XI. vrste.*

1. Praviaste plohe 3. reda.

Svaka prav€asta ploha 3. reda osim Cayleyeve nalazi se
u nekoj linearnoj hiperbolnoj kongruenciji, Cije ravnalice ozna-
¢imo sa d i L Pojedinu plohu te kongruencije sacinjava onih
ool zraka, koje sijeku jo$ jednu CunjosjeCnicu ¢, a ta mora s
jednom od tih ravnalica, recimo d, imati jednu zajednicku tocku.?

U svakoj ravnini p pravca [ nalaze se po dvije izvodnice,
koje se sijeku u dvostrukom pravcu d, a sijeku i CunjosjeCnicu
¢. Parovi ovih izvodnica mogu biti realni, mogu biti imaginarni,
a mogu pasti i zajedno. U posljednjem sluCaju imademo tor-
zalne pravce i ravnine sa kuspidalnim totkama na pravcu d.

Parovi ovih izvodnica mogu se uzeti kao dvostruke zrake
hiperboli¢nog, elipticnog ili parabolinog involutornog pra-
mena zraka konjugiranih dijametara stoSca, kojemu je ravnalica
kruznica ¢, a vrh sjeciSte tih parova.

Padnu li pravci d i [ u jedan, t. j. kad navedena linearna
kongruencija postane paraboli¢na, prelazi naSa ploha u Cayle-
yevu plohu 3. reda. Svakom toc¢kom dvostrukog pravca prolazi
po jedna izvodnica, a u njemu se nalazi i jedan torzalni pravac.

2 Miiller-Krames: Vorles. iib. darst. Geometrie, Bd, liI, str. 268.
3 Miiller-Krames: ibid., str. 175.
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Torzalna ravnina dira Cunjosjecnicu ¢, dok je kuspidalna tocka
u sjeciStu dvostrukog pravca d s torzalnom izvodnicom, koja
se s njim poklapa. '

2. Pravcaste plohe 4. reda.

Odaberimo najprije one pravéaste plohe 4. reda, koje se
nalaze u nekoj linearnoj hiperboli¢noj kongruenciji. Svaku plohu
u takvoj kongruenciji sacinjavaju one njezine zrake, koje sijeku
jo$ jednu Cunjosje€nicu c¢. Ova CunjosjeCnica i ravnalice kon-
gruencije ne smiju imati zajedniCkih tocaka.*

Svaka ravnina vrha nekog sto3ca 2. reda sijeCe taj stoZac
u paru njegovih realnih ili imaginarnih izvodnica, a te izvod-
nice mogu se uzeti i kao dvostruke zrake involutornog pramena
konjugiranih dijametara tog stoSca u toj ravnini. (%daberimo
na ravnalici d,, linearne hiperboli¢ne kongruencije neku toCku
V, pa tom totkom i drugom ravnalicom d,, poloZimo ravninu p.
Ova ravnina sijeCe stoZac (c¢V), u dvije njegove izvodnice.
Ovaj par realnih ili imaginarnih zraka su izvodnice pravlaste
plohe 4. reda VII vrste. Ako ravnina p dira stoZac (cV), padaju
obje izvodnice zajedno, involucija konjugiranih dijametara u
ravnini p postaje parabolina, t. j. imademo slucaj torzalnog
pravca i ravnine.

Neki pravac d neka je ravnalica linearne paraboline kon-
gruencije, a Cunjosjecnica ¢ neka je €unjosje¢nica-ravnalica neke
pravCaste plohe 4. reda VIII. vrste u toj kongruenciji.’

Nekoj ravnini p pravca d pridruZzena je na tom pravcu
toCka V. Ravnina p sijee stoZac (cV) u dvije realne ili ima-
ginarne izvodnice, koje su u isti mah izvodnice nase plohe, a
mogu se opet uzeti kao dvostruke zrake involutornog pramena
konjugiranih dijametara stoSca (cV) u ravnini p. Ako ravnina
p dira stoZac (cV), bit ¢e ona kao i ranije torzalna, a par
izvodnica ¢e se stegnuti opet u torzalan pravac.

PravCaste plohe linearne elipti¢ne kongruencije ne dolaze
u obzir kod nasih razmatranja, jer su im dvostruki pravci ima-
ginarni.

Kao dalju vrstu prav¢astih ploha 4. reda uzmimo one plohe
Ill. vrste. Plohe ove vrste nalaze se u kongruenciji bisekanata
kubne €unjosjeénice (1. reda 3. razreda). Svaka ploha ove vrste
odredena je kubnom Cunjosje¢nicom k kao ravnalicom i jo3
nekom Cunjosjeénicom ¢, koja ravnalicu k sijeCe u dvije toCke.®
Odaberimo na ravnalici ¥ neku to¢ku V. Bisekante ravnalice &
u tocki V Cine stozac 2. reda,” a isto takav stozac (cV) ¢&ine
spojnice to¢ke V s toCkama CunjosjeCnice c.

4 Miiller-Krames: ibid., str. 262.

5 Miiller-Krames: ibid., str. 262.

¢ Th. Reye: Geometrie der Lage Bd. I, str. 196.
7 Th. Reye: ibid., str. 161-162.



Dva stoica 2. reda sa zajedni¢kim vrhom prodiru se u
dva para realnih ili imaginarnih izvodnica, a nalaze se uvijek
u barem dvije reaine ravnine. Svaki taj par moZe se uzeti opet
kao dvostruke zrake involutornog pramena konjugiranih dija-
metara obzirom na oba stoSca.

Kod nasih stoZaca sa zajedniCkim vrhom V jedan par
takvih prodornih izvodnica uvijek je realan, radi zajednickih
todaka ravnalice k i Cunjosjelnice ¢, ali to nisu izvodnice
plohe. Drugi par moZe biti realan, imaginaran i moZze pasti
zajedno. Ovaj drugi par su izvodnice plohe odredene ravna-
licom k i Cunjosjeénicom-ravnalicom c.

Posve analogno vrijedi kod pravcastih ploha 4. reda V.
vrste. Takve plohe nalaze se u kongruenciji 1. reda 2. razreda,
tija je ravnalica k CunjosjeCnica i pravac, koji se sijeku u jednoj
tocki (degenerirana kubna CunjosjeCnica). Neka je ploha ove
vrste zadana ravnalicom & i nekom CunjosjeCnicom ¢, koja
¢unjosjeénicu ravnalice sije¢e u dvije tocke. Uzmemo li na
pravcu ravnalice & toCku V, moZemo posve analogno kao malo
prije zakljuiti, da tom toCkom prolazi par realnih ili imagi-
narnih izvodnica plohe, koje se opet mogu stegnuti u torzalan
pravac.

Ako je totka V na Cunjosjetnici ravnalice &, tada ravnina
tocke V i pravca ravnalice sijeCe stoZac (cV) opet u paru
realnih ili imaginarnih izvodnica, ili dira duZ torzalne izvodnice
takve plohe.

Preostale praviaste plohe 4. reda, na kojima su Cunjo-
sjeCnice, jesu one IX. i XI. vrste. Buduci da ovakve plohe imaju
samo trostruki pravac kao viSestruku liniju, to se ne nalaze ni
u jednoj od navedenih kongruencija, a mozemo ih zadati tim
trostrukim pravcem d i dvije Cunjosjecnice ¢, i ¢,, koje s tim
pravcem imaju po jednu tocku zajednicku.®

Neka je na pravcu d opet po volji uzeta tocka V. StoSci
(c,V) i (c,V) prodiru se opet u cetiri izvodnice, a pravac d je
ve¢ takva jedna igvodnica. U svakom slucaju mora dakle biti
jo jedna realna, dok preostale dvije mogu biti realne, iinagi-
narne ili mogu pasti zajedno. Kod pravCastih ploha 4. reda
XI. vrste nalazi se ona uvijek realna izvodnica u pravcu d,
tako da je on u isti mah trostruk i torzalan pravac tih ploha.
Stosci (¢, V) i (¢,V) imadu zajednicku tangencijalnu ravninu duz
pravca d.? Dakle svakom toCkom trostrukog pravca pravcastih
ploha 4. reda 1X. vrste prolaze po tri izvodnice. Jedna od tih
je uvijek realna, dok ostale dvije mogu biti realne, imaginarne
ili mogu pasti zajedno.

Svakom toCkom trostrukog pravca d kod ploha XI. vrste
prolaze samo dvije izvodnice.

Na plohama ostalih vrsta nema Cunjosjecnica, dakle one
ne ulaze u nasa razmatranja.

¢ Miiller-Krames: ibid., str. 258.
¢ Miiller-Krames: ibid., str. 265,
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Il. Projekcije EunjosjeCnica prav{astih ploha 3. i 4. reda

iz jedne tolke njihove plohe.

1. Pravcaste plohe 3. reda.

Na po volji uzetoj pravlastoj plohi 3. reda odaberimo
neku tocku A. Ovom tockom neka prolazi izvodnica i, a njen
par, koji je sijete na dvostrukom pravcu d, oznalimo s i,.
Tangencijalna ravnina g plohe, u tocki A, sijeCe tu plohu u
izvodnici i i jo§ u nekoj Cunjosjeénici ¢. Svakom tofkom C&u-
njosjeénice ¢ prolazi co! CunjosjeCnica plohe, a svaka ta Cunjo-
sjenica sijece takoder izvodnicu 7. Postavimo sada u prostoru
po volji ravninu « usporednu s ravninom p. Na Cunjosjednici ¢
uzmimo neku tofku P, a svih oo! Cunjosje¢nica koje prolaze
tom tofkom, projicirajmo centralno iz tocke A na ravninu a.
ToCka P projicira se u jednu beskonaCno daleku tocku ravnine
a, a totke svih ¢unjosjecnica na izvodnici / u drugu. Svih ovih
ool Cunjosjecnica projicira se dakle na ravninu o u sistem sa
ool sliénih i usporednih hiperbola, jer projekcije tih Cunjosje-
Cnica sijeku beskonalno daleki pravac ravnine o u iste dvije
realne toCke. Odavle takoder slijedi, da sve te hiperbole imadu
paralelne asimptote Sto vrijedi za toCku P, vrijedi i za sve
druge tocke Cunjpsjecnice ¢. Sve Cunjosjednice plohe projiciraju
se iz neke njene toke na ravninu paralelnu s dirnom ravninom
te toke u oo! takvih sistema c. CunjosjeCnica, a CunjosjeCnice
svakog sistema c« homoteti¢ne su, dok Cunjosjelnice svih sis-
tema imadu jednu asimptotu paralelnu s izvodnicom i Da su
sve te Cunjosje¢nice u ravnini o hiperbole, to ve¢ znademo.

Pokazat cemo joS, kako izgleda svaki takav sistem ce
hiperbola u ravnini a. Sredi$te projekcije neke ¢unjosjecnice
plohe na ravnini «, koja prolazi toCkom P, nalazi se u probo-
distu konjugiranog dijametra ravnini Cunjosjecnice ¢ obzirom
na stozac vrha A i te CunjosjeCnice plohe. Takvi konjugirani
dijametri ravnini CunjosjeCnice ¢, obzirom na svih oo! stoZaca
CunjosjeCnica tolke P, nalaze se u jednoj ravnini, jer tangen-
cijalne ravnine tih stoZaca duz njihovih zajedniCkih izvodnica
i 1 (AP) ¢&ine dva projektivna sveska ravnina, a ravnina Cunjo-
sjeCnice ¢ medusobno im je pridruzena. Produkt tih dvaju
svezaka raspada se dakle u tu i jo§ jednu ravninu. Da su dva
navedena sveska projektivna, lako se moZe dokazati pomocu
presje¢ne CunjosjeCnice ravnine izvodnica 7, 7, sa stoScem tan-
genata plohe iz tolke A.

Sredi$ta projekcija Cunjosjecnica plohe u tocki P bit ce
dakle na jednom pravcu. Projekcije tih ¢unjosjecCnica u ravnini
o dirat ¢e takoder onu CunjosjeCnicu, u koju se projicira ploha
iz totke A na tu ravninu, a uz poznate beskonatno daleke
toCke odreden je time svaki takav sistem. Da je tome tako
izlazi odatle, §to svakom toCkom svake izvodnice prolazi po
jedna Cunjosjecnica tocke P, dakle jedna mora prolaziti i onom
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tockom, u ¢ijoj projekciji dira projekcija izvodnice projekciju
plohe. Buduéi da svaki pravac tocke A probada plohu u jo$
dvije tocke, prolazit ¢e svakom tolkom ravnine « izvan Cunjo-
siecnice, u koju se projicira povrSina, po dvije Cunjosjeénice
sistema Ce. .

Neka druga izvodnica [ naSe plohe neka sijeCe dvostruki
pravac d u tocki L. Sve CunjosjeCnice pramena tangencijalnih
ravnina izvodnice ! prolaze to¢kom L, a sijeku dabome i izvod-
nicu i. Postavimo sada u prostoru ravninu § paralelnu s prav-
cima 7, d. Totka L projicirat ¢e se iz tocke A u jednu besko-
natno daleku totku ravnine B, a izvodnica ¢ u drugu takvu
toc¢ku. Cunjosjeénice sveska tangencijalnih ravnina izvodnice /
projicirat ¢e se dakle opet iz tocke A na ravninu § u sistem
homoteti¢nih hiperbola. Sve Cunjosje€nice plohe projicirat Ce se
iz iste tocke na istu ravninu u oo! takvih sistema, a svih oo?®
hiperbola u toj ravnini imat ce jednu asimptotu paralelnu s iz-
vodnicom i. Svaki ovakav sistem sli¢nih i paralelnih Cunjosjed-
nica bit ¢e istovrstan s onim prijasnjim, 3to se moZe i posvema
analogno dokazati.

Postavimo kona¢no u prostoru jo$ neku ravainu ¢ para-
lelnu s bilo kojom ravninom g sveska tangencijalnih ravnina
izvodnice i. Ravnina g sijeCe plohu opet u izvodnici 7 i nekoj
Cunjosjednici ¢, a svakom tokom P; te Cunjosjelnice prolazi
ool Cunjosje€nica plohe. Posve analogno kao i prije izlazi, da ce
se skupine Cunjosje¢nica svake tolke P projicirati na ravninu
1 opet u sistem homoteti¢nih hiperbola. Lako se moZe primije-
titi, da se u ovom slucaju Cunjosjefnice dvaju skupina tolaka
P projiciraju na ravninu ¥ kao homotetiCne. Na temelju nasSih
zaklju¢aka mogli bismo dakle izrei ovaj stavak:

Sve Cunjosje¢nice pravcaste plohe 3. reda mozemo cen-
tralno projicirati iz svake tocke njene plohe na svaku ravninu
prostora usporednu s izvodnicom te tolke u oo! sistema, a svaki
sa oo! homoteti¢nih hiperbola. Hiperbole svih sistema imadu
jednu asimptotu paralelnu s izvodnicom centra projiciranja.

Za toCku A na torzalnom pravcu postoje u prostoru samo
dva sveska paralelnih ravnina, na koje ce se CunjosjeCnice plohe
projicirati kao do sada iz te toCke. Ravnine prvog sveska pa-
ralelne su s torzalnom ravninom to¢ke A, a one drugog sveska
s ravninom dvostrukog pravca d i torzalnog pravca toCke A.
Na svaku ravninu prvog sveska projicirat ce se CunjosjeCnice
plohe iz tocke A u same usporedne parabole, jer se dodiryju
u beskonaéno dalekoj to&ki, a sve su medusobno sli¢ne®. Ci-
tava ploha projicira se iz totke 4 opet u neku CunjosjeCnicu,
a nju tangira u ovom slucaju oo? usporednih parabola, u koje
se projiciraju ¢unjosjecnice plohe. To su sve moguce usporedne
parabole, koje tu ¢unjosjeCnicu tangiraju. CunjosjeCnica, u koju

é" Salmon-Fiedler: Analytische Geometrie der Kegelschniite Bd. I,
str. 418.
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se projicira ploha iz to¢ke A, takoder je parabola, jer pravu
konturu u tom sluéaju Cini jedna €unjosjenica plohe!l.

Na ravninu drugog sveska projiciraju se sve CunjosjeCnice
iz totke 4 opet u ool sistema sa oo! homoteti¢nih hiperbola,
a svih oo? hiperbola imadu jednu zajedni¢ku asimptotu. Ova
asimptota je presjecnica torzalne ravnine totke A s ravninom,
na koju projiciramo. Projekcije ¢unjosjecnica svezaka tangen-
cijalnih ravnina svake izvodnice daju opet po jedan poznati
sistem homoteti¢nih hiperbola.

2. Praviaste plohe 4. reda.

Svaka Cunjosjefnica praviaste plohe 4. reda sijede svaku
izvodnicu te plohe u jednoj tocki, a svakom toCkom prolazi
samo jedna CunjosjeCnica. To ne vrijedi za tocke na dvostrukim
linijama. To izlazi odatle, $to svakom to¢kom plohe prolaze
barem dvije ravnine parova izvodnica, koje se sijeku, ili ravnina
dvostruke izvodnice, odnosno dvostrukog pravca (VIII. vrsta).
Svih ¢unjosjecnica na takvim plohama imade ool Projiciramo
li sve Cunjosjeénice plohe iz jedne tolke neke izvodnice na
neku ravninu prostora paralelnu s tom izvodnicom, imat e
projekcije tih ¢unjosje¢nica jednu realnu toCku u beskonacnosti
zajednicku. Kada beskona€no daleki pravac sijeCe projekciju
svake CunjosjeCnice u jednoj realnoj tocki, mora i druga biti
realna, dakle su projekcije svih ¢unjosjecnica hiperbole, kojima
je jedna asimpiota paralelna s izvodnicom centra projiciranja.

Iz to¢ke na torzalnom pravcu projiciraju se unjosjelnice,
na ravnine paralelne s pripadnom torzalnom ravninom, u sistem
od ool usporednih parabola. Te su parabole usporedne s istog
razloga kao kod pravcastih ploha 3. reda.

IIl. Projekcije ¢unjosjefnica prav&astih ploha 3,i 4. reda
iz totaka dvostruke linije.

1. PravCaste plohe 3. reda.

a) Centar projiciranja na dvostrukom pravcu s realnim izvodnicama.

U proslom smo poglavlju odabirali centar projiciranja u
bilo kojoj to¢ki nasih ploha. U ovom poglavlju odabrat éemo
centar projiciranja na viSestrukoj liniji tih ploha, i to najprije
na pravfastim plohama 3. reda.

Na dvostrukom pravcu d pravcaste plohe 3. reda odabe-
rimo neku to¢ku S tako, da njome prolaze dvije realne izvod-
nice 7, ,. U prostoru pak postavimo neku ravninu a paralelnu
s ravninom izvodnica 7, i,. Svaka cunjosjeCnica plohe sijeCe

11 Miiller-Krames: ibid., str. 189—190.
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izvodnice i, /, u jednoj tocki, dok ih Cunjosjetnice svezaka
njihovih tangencijalnih ravnina sijeku dva puta.

Centralna projekcija izvodnica i, 7, iz tocke S na ravninu
o bit ¢e u beskonacno dalekim probodistima tih izvodnica s tom
ravninom, a tim beskonacno dalekim tofkama ravnine « pro-
lazit ¢e centralne projekcije svih Cunjosje¢nica plohe, jer te
Cunjosjenice sijeku izvodnice #, i,. Projekcije Cunjosjecnica
plohe iz tolke S na ravninu o bit ée dakle homotetiéne hiper-
bole, jer sijeku beskonalno daleki pravac te ravnine u istim
tockama. MoZemo prema tome izreé¢i ovaj stavak:

Centralna projekcija svih Cunjosjeénica pravéaste plohe 3.
reda iz toCke dvostrukog pravca, kojom idu dvije realne izvod-
nice, na ravninu paralelnu s tim izvodnicama, bit ¢e homoteti¢ne
hiperbole, Cije su asimptote usporedne s tim izvodnicama.

Projekcije €unjosje¢nica u tangencijalnim ravninama izvod-
nica f;, i, bit ce presje¢nice tih ravnina s ravninom a, a te su
presjeCnice asimptote svih tih homoteti¢nih hiperbola u ravnini
a. Svakom toCkom izvodnice 7, ili 4, prolazi oco' Cunjosjecnica
plohe, a sve te CunjosjeCnice dodiruju u toj toCki njenu tan-
gencijalnu ravninu. Prema tome centralne projekcije tangenata
svih CunjosjeCnica u tim toCkama, iz totke S na ravninu a, pa-
daju u presjenicu te dirne ravnine s ravninom «. Dakle je ta
presjeCnica asimptota projekcije svih ovih oo! Eunjosje€nica
plohe.

Svih >c? homoteti¢nih hiperbola u ravnini « prolazi pro-
bodistem D dvostrukog pravca d s tom ravninom, jer sve &u-
njosjecnice plohe sijeku njen dvostruki pravac. Onih oo! Eunjo-
sje¢nica, koje se nalaze u svesku tangencijalnih ravnina neke
izvodnice /, sijeku dvostruki pravac ¢ u tocki L =/, X d, a
sve te CunjosjeCnice tangiraju u toj to¢ki ravninu pravca d i
izvodnice 4, koja takoder prolazi totkom L. Tangente svih tih
Cunjosjecnica u toCki L projiciraju se iz totke S na ravninu «
u njenu presjeCnicu s ravninom (d/,), dakle ¢e se tih oco! &u-
njosjecnica izvodnice /; projicirati na ravninu « u pramen ho-
motetiCnih hiperbola. Taj je pramen odreden totkom D, pre-
sje¢nicom ravnine (dl,) kao zajedni¢kom tangentom i poznatim
dviema beskona¢no dalekim to¢kama. Svakoj izvodnici plohe
odgovara jedna takva presje¢nica u tocki D, dakle i jedan takav
pramen hiperbola, a svi takvi pramenovi odredeni su pramenom
pravaca totke D, ‘

Projekcije onih oo! Cunjosje¢nica, koje prolaze jednom
tockom izvodnice 4, ili 4, dat ¢e u ravnini @ pramen homote-
titnih hiperbola s jednom zajedni¢kom asimptotom. Te hiper-
bole prolaze opet tockom D, a zajednitka asimptota paralelna
im je s izvodnicom f;, odnosno i,

Znademo, da sve cunjosjeCnice pravlaste plohe 3. reda
sijeku njen dvostruki pravac. Odaberemo li u prostoru neku
ravninu § paralelnu s ravninom jzvodnice /; i dvostrukog pravca
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d, bit ¢e centralne projekcije svih €unjosjeCnica iz totke § na
tu ravninu opet homoteti¢ne hiperbole, jer prolaze beskonatno
dalekim probodistima pravaca i, i d s ravninom B. Sve te hi-
perbole prolaze i probodiStem /, izvodnice 7, s ravninom B, jer
sve Cunjosjecnice sijeku i tu izvodnicu. CunjosjeCnice sveska
tangencijalnih ravnina neke izvodnice /, projiciraju se iz tolke
S na ravninu B u pramen homoteti¢nih hiperbola s jednom za-
jednikom asimptotom. Ova asimptota je presjeCnica ravnine f3
s ravninom pravaca (/, d), jer se u nju projiciraju tangente svih
¢unjosjecnica izvodnice /; utoCki L =/ X I, X d. Taj pramen
odreden je s tri beskonacno daleke tocCke ravnine B i njenim
probodistem /, s izvodnicom i,. Isto takav pramen dobili bismo,
ako bismo projicirali onih co! ¢unjosjecnica, koje prolaze jednom
to¢kom izvodnice 7.

Postavimo li u prostoru neku ravninu vy paralelnu s rav-
ninom pravaca i,, d, tada za nju vrijedi sve isto kao za ravninu
8. MoZemo prema tome napisati i ovaj stavak:

Za svaku toéku dvostrukog pravca praviaste plohe 3. reda,
kojom prolaze dvije realne izvodnice, postoje u prostoru tri
sveska paralelnih ravnina, na koje ¢e se CunjosjeCnice te plohe
projicirati iz te totke u homoteti¢ne hiperbole.

b) Centar projiciranja u kuspidalnoj tocki.

NaSa pravCasta ploha 3. reda neka ima realne kuspidalne
totke K, K, s torzalnim pravcima #, i ¢, i torzalnim ravninama
t, i ©,. Pomaknimo sada centar projiciranja S u kuspidalnu
to¢ku K;, a ravninu o u prostoru postavimo paralelno s njenom
torzalnom ravninom t,. Projiciramo li sve ¢unjosjeCnice plohe
iz totke § = K, na ravninu «, dobit ¢emo u toj ravnini oo?
usporednih parabola, jer sve Cunjosjenice plohe tangiraju rav-
ninu t, duz torzalnog pravca #,, a sva se ta diraliSta projiciraju
u njegovo beskonatno daleko probodiSte s ravninom a. U toj
tocki tangira beskonacno daleki pravac ravnine o sve te para-
bole u to] ravnini. Sve te homotetine parabole u ravnini «
prolaze opet probodiStem D dvostrukog pravca d s tom ravni-
nom, a Cunjosjenice sveska tangencijalnih ravnina neke izvod-
nice /, projiciraju se opet u pramen paralelnih parabola, koje
u totki D tangiraju presjeCnicu ravnine a s ravninom (dl,).

Time $to smo toCku S pomaknuli u kuspidalnu toCku K,
stegnule su se izvodnice 7 7, u torzalan pravac #, a time su
se stegnuli i poznati svesci B, i y, ravnina u jedan svezak pa-
ralelnih ravnina s ravninom (df,).

Projiciramo 1i opet sve Cunjosjecnice plohe iz toCke K; na
ravninu 3 paralelnu s ravninom (dt,), bit ¢e projekcije tih Cu-
njosje¢nica homoteti¢ne hiperbole, jer te projekcije prolaze re-
alnim beskonaéno dalekim probodiStima pravaca d i f, s rav-
ninom 8. Svih oco? hiperbola u toj ravnini imadu jednu zajednicku
asimptotu, koju daje njena presje¢nica s ravninom rt;, jer sve
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¢unjosjeénice plohe diraju tu ravninu duZ njena torzalnog pravca
t, s kojim je ta asimptota paralelna. Ostale asimptote paralelne
su s dvostrukim pravcem d, a projekcije ¢unjosjenica sveska
tangencijalnih ravnina neke izvodnice /, imat ¢e i drugu asimptotu
zajedni¢ku, koju daje opet presjecnica ravnine 8 s ravninom
(dl,). Projekcije ¢unjosjecnica sveska tangencijalnih ravnina neke
izvodnice daju dakle u ravnini & pramen homotetiCnih i kon-
centri¢nih hiperbola, jer je taj pramen odreden dvjema besko-
na¢no dalekim tockama i njihovim tangentama. U ovakvu slu-
Caju moZemo prema tome izrei ovaj stavak:

Cunjosjecnice praviaste plohe 3. reda moZemo iz njene
kuspidalne totke projicirati na dva sveska usporednih ravnina
kao homoteti¢ne Cunjosje¢nice. Na jedan svezak projiciraju se
te ¢unjosjeénice kao paralelne parabole, dok se na drugi svezak
projiciraju u homoteti¢ne hiperbole s jednom zajedni¢kom asimp-
totom, dakle u oo! pramenova takvih koncentri¢nih hiperbola.

¢) Centar projiciranja na izoliranom dijelu dvostrukog pravca.

Pomaknimo konafno na$ centar projiciranja § iz kuspi-
dalne totke K na izolirani dio dvostrukog pravca. Totkom §
prolazi sada par konjugirano kompleksnih izvodnica u ravnini
jednostrukog pravca plohe i totke S, a one se mogu uzeti kao
dvostruke zrake poznatog eliptiCno-involutornog pramena. Taj
eliptiéno-involutorni pramen oznalimo s A, a u prostoru posta-
vimo opet kao i prije ravninu « paralelno s ravninom imagi-
narnih izvodnica tocke S. Ravnina svake cunjosjeCnice sijece
pramen A u elipti¢no-involutornom mnizu tocaka, a taj e biti niz
konjugiranih polova obzirom na presjecnu ¢unjosjecnicu. Ovakvi
nizovi svih CunjosjeCnica u ravnini pramena A projiciraju se iz
to¢ke S na ravninu « u jedan zajedniCki eliptiCno-involutorni
niz to¢aka beskonacno dalekog pravca te ravnine, t. j. u presjek
pramena A s ravninom «.

Projiciramo 1i sve ¢unjosjeCnice plohe iz toc¢ke S na ravninu
a, imat ¢e sve te projekcije na beskonacno dalekom pravcu istu
involuciju konjugiranih polova, t. . one sijeku taj pravac u iste
dvije imaginarne tocke, a to znaci, da su projekcije svih tih
Cunjosjeénica u ravnini o homoteti¢ne elipse.’® Sve te elipse
prolazit ¢e opet probodis§tem D dvostrukog pravca d s ravninom
o, imade ih oo?, a odredene su totkom D i poznatim imagi-
narnim beskonaCno dalekim toCkama,

CunjosjeCnice sveska tangencijalnih ravnina neke izvodnice
I, projicirat ce se opet u pramen homoteti¢nih elipsa, a taj ce
pramen biti odreden presjecnicom ravnina « i (dl,) kao tan-
gentom i to¢kom D kao diraliStem.

Buduéi da tockom § prolazi par imaginarnih izvodnica,
to su imaginarni i svesci usporednih ravnina 8,1 74, pa mozemo
izredi ovaj stavak:

12 Salmon-Fiedler: ibid., str. 413—414.
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Cunjosje¢nice pravCaste plohe 3. reda moZemo projicirati
iz neke totke dvostrukog pravca na izoliranom dijelu u homo-
tetitne elipse samo na one ravnine prostora, koje su paralelne
s ravninom imaginarnih izvodnica centra projiciranja.

Da su projekcije svih ¢unjosjetnica plohe iz totke S na
ravninu o homoteti¢ne elipse, mozemo pokazati jo§ i na ovaj
nacin: Odaberimo na plosi onaj par izvodnica §, i,, koje dvo-
struki pravac sijeku u tocki /, a ta tocka s tockom S i s kus-
pidalnim to¢kama K,, K, stoji u harmonijskom dvoomjeru
(SIK, K,) = — 1. Torzalne ravnine t, i 7, ravnina e izvodnica
i, i, 1 ravnina n sveska A, odnosno para imaginarnih izvodnica
tocke S, stoje takoder u harmonijskom dvoomjeru (t, 5, ne)=—1,
s jednostrukim pravcem kao osovinom. Svaka CunjosjeCnica
plohe sijeCe izvodnice i, i, kao i torzalne pravce f, i1, recimo
u totkama A, A, i B, B,. Projicirajmo sada iz totke S na
ravninu « izvodnice #, i, u pravce i° i,°% torzalne pravce #, I,
u pravce £ %% a zajedno s njima i toCke A;, A,, B, i By
svake Cunjosjefnice u tofke A%, Ay, B, i B,®. Bududi da se
jednostruki pravac plohe projicira u beskonacno daleki pravac
ravnine «, izlazi iz gornjih harmonijskih dvoomjera, da e spoj-
nice totaka 4, A,* i B, B,* biti par konjugiranih dijametara
projekcije svake Cunjosje¢nice. Tocke A,¢, A,%, B,* i B,* nalaze
se na pravcima %, L% 4,14, koji prolaze totkom D, a stoje
u harmonijskom dvoomjeru (f,* £,* ;* ,*) = — 1, radi poznate
involucije na jednostrukom pravcu plohe'. Ove pravce zajedno
s parovima konjugiranih dijametara A,* A% i B,* B,*, odnosno
&itavim elipsama, preslikajmo afino na neku ravninu B tako, da
kod harmonijskih zraka (f,f £,f 7,f ;,}) = — 1 bude ## | £F i
i# | i,p. U tom sluCaju dijametri AP AP, Bf B,P, osim Sto
ostaju dijametri, postaju jo$§ jednako veliki i medusobno oko-
miti. Dakle sve elipse ravnine preslikale su se afino u ravninu
B kao kruznice, a odavle direktno izlazi da su sve elipse u
ravnini a homotetic¢ne.

d) Cayleyeve plohe.

Obje kuspidalne tocke kao i torzalne ravnine stezu se kod
ovih plocha u jednu, a isto tako i torzalni pravci stezu se u
dvostruki pravac kojim prolazi torzalna ravnina. Svakom tofkom
dvostrukog pravca ovih ploha prolazi dakle torzalan pravac i
jos jedna izvodnica. Za neki centar projiciranja S na dvostru-
kom praveu ovih ploha postoje dva sveska paralelnih ravnina
oy, i Bu na koje Ce se CunjosjeCnice plohe projicirati iz te tocke
kao homoteti¢ne. Buduéi da na dvostrukom pravcu nema izo-
liranih tocaka, mogu projekcije ¢unjosje¢nica na ravninama a, i
8, biti samo hiperbole ili parabole. Sve CunjosjeCnice plohe
tangiraju torzalnu ravninu duZz dvostrukog pravca, dakle ce

5 E, Weyr: Geom. d. rdum. Erzeugnisse ein-zweideutiger Gebilde
insb. d. Regelfidchen dritter Ordnung, str, 20.
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jedan svezak (B8,) tih paralelnih ravnina biti paralelan s torzal-
nom ravninom plohe. Sve Cunjosjelnice plohe projicirat ce se
iz toCke S na neku ravninu $ kao paralelne parabole, jer ce
projekcije svih CunjosjeCnica tangirati beskonac¢no daleki pravac
te ravnine u probodistu dvostrukog pravca s tom ravninom,.
Sve te parabole u ravnini f prolaze probodistem / te ravnine
s izvodnicom i, koja ide tockom S.

Ravnine drugog sveska (a,) paralelne su s dvostrukim
pravcem d plohe i izvodnicom i. Sve CunjosjeCnice plohe sijeku
oba ta pravca, a njihove zajednicke tocke projicirat ce se iz
tocke S na neku ravninu « u beskonalno daleka probodista
tih pravaca s tom ravninom. Projekcije CunjosjeCnica sijeku
dakle beskonafno daleki pravac ravnine a u iste dvije realne
to¢ke, a prema tome su te projekcije homoteti¢ne hiperbole.
Sve hiperbole u ravnini a imat ¢e jednu zajednicku asimptotu,
jer sve CunjosjeCnice plohe tangiraju torzalnu ravninu duz dvo-
strukog pravca. Ova asimptota nastaje kao presjecnica torzalne
ravnine s ravninom «, a paralelna je s dvostrukim pravcem.
Ostale asimptote paralelne su s izvodnicom i/, dakle u ravnini
a imademo oco! pramenova homoteti¢nih i koncentri¢nih hiper-
bola. Ovih co! pramenova moZemo uzeti kao da su nastali iz
jednoga, ako njegovu asimptotu pomiCemo samu u sebi. Svaki
pramen takvih koncentri¢nih hiperbola daje ona skupina od
co! Cunjosjecnica plohe, koje prolaze jednom toCkom izvodnice
i. U ravnini « imademo istu sliku, kao da smo iz kuspidalne
toCke praviaste ploke 3. reda projicirali njene Cunjosjenice u
ravninu paralelnu s dvostrukim i torzalnim pravcem te tocCke.
Za Cayleyeve plohe vrijedi dakle ovo:

Svakoj tolki dvostrukog pravca Cayleyeve plohe pridru-
Zena su dva sveska paralelnih ravnina, na koje ¢e se Cunjo-
sjeCnice ploite projicirati iz tih to¢aka kao homoteti¢ne hiperbole
ili parabole. Hiperbole u ravninama prvog sveska nalaze se u
ool pramenova koncentri¢nih hiperbola s jednom zajedni¢kom
asimptotom, dok parabole u ravninama drugog sveska prolaze
jednom tocCkom.

" Pomaknimo centar projiciranja S u kuspidalnu tocku K.
Izvodnica i povlali se time u dvostruki pravac, a zajedno
s njome povlati se i svezak ravnina a, u svezak B, Dakle za
centar projiciranja u kuspidalnoj toCki postoji samo jedan sve-
zak paralelnih ravnina, na koje ¢e se Cunjosjefnice plohe pro-
jicirati kao homoteti¢ne. Taj svezak identitan je sa sveskom
Bu, dakle su projekcije svih cunjosjec¢nica na tim ravninama
paralelne parabole. Poznato probodiSte / odlazi nam ovdje
takoder u beskonacnost, dakle sve parabole neke ravnine 3
imaju tri tofke zajednic¢ke u svojoj beskonaCno dalekoj tocki,
t. j. one se u toj tocki oskuliraju. cunjosjecnice sveska tan-
gencijalnih ravnina svake izvodnice daju u ravnini § pramen
parabola, koje se hiperoskuliraju. MoZemo dakle napisati:
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Sve Cunjosjecnice Cayleyevih ploha, projicirane iz njihovih
kuspidalnih toCaka na ravninu paralelnu s torzalnom, daju u
toj ravnini ~! pramenova parabola, koje se hiperoskuliraju u
svojoj zajedniCkoj beskonafno dalekoj to¢ki, a sve parabole
oskulraju se u istoj tocki.

2. Praviaste plohe 4. reda.

@) Plohe IllI. vrste.

Svaka pravcasta ploha 4. reda III. vrste nalazi se u kon-
gruenciji bisekanata neke kubne c¢unjosjeCnice k& (I. reda 3.
razreda). Ta kubna cunjosjecnica je dvostruka linija plohe, a
svakom njenom totkom prolazi par realnih ili imaginarnih
izvodnica, ili torzalan pravac. (Vidi naprijed). U ravnini svakog
para izvodnica nalazi se po jedna ¢&unjosjefnica, dakle svih
Cunjosje€nica na plosi imade oo.?

Odaberimo na kubnoj Cunjosje¢nici neke pravéaste plohe 4.
reda III. vrste po volji totku S opet kao centar projiciranja.
Poznatu ravninu o postavimo opet paralelno s ravninom para
izvodnica centra projiciranja. Znademo, da svaki par izvodnica
mozemo uzeti kao dvostruke zrake hiperboli¢nog, eliptitnog
ili paraboli¢nog involutornog pramena konjugiranih dijametara
stoSca kubne ravnalice i stosca jo§ jedne Cunjosje€nice plohe,
kojima je zajedniCki vrh u presjecnoj tocki tog para izvodnica.
Svaka Cunjosje¢nica plohe sijeCe svaku njenu izvodnicu, a svaku
tu CunjosjeCnicu moZemo uzeti kao ravnalicu-Cunjosjecnicu plohe
uz ravnalicu £ Prema tome ravnina svake Cunjosjetnice plohe
sijeCe involutoran pramen izvodnica to¢ke S u involutornom
nizu konjugiranih polova te Cunjosjecnice. Nizovi konjugiranih
polova svih CunjosjeCnica plohe u ravnini izvodnica toCke S
projiciraju se iz te toc¢ke na ravninu « u isti involutoran niz
beskonacno dalekog pravca te ravnine. Buduéi da projekcije
svih Cunjosje€nica plohe iz totke S na ravninu a prolaze dvo-
strukim toCkama tog beskonalno dalekog involutornog niza,
izlazi, da su projekcije tih ¢unjosjetnica homoteti¢ne Cunjosje-
¢nice. Prema tome, da li je ta involucija hiperboli¢na, elipti¢na
ili paraboli¢na, bit ¢e te projekcije homoteti¢ne hiperbole, elipse
ili parabole.

Izvodnice plohe u tocki § jesu dvostruke zrake involu-
tornog pramena konjugiranih dijametara u njihovoj ravnini,
obzirom na stoZzac bisekanata kubne Cunjosje¢nice k¥ u toc¢ki S.
Odavle izlazi, da su projekcije svih Cunjosjecnica u ravnini «
homoteti¢ne s presjekom tog sto$ca i ravnine a.

U ravnini svakog para izvodnica nalazi se po jedna ¢u-
njosje¢nica plohe."* Ako su izvodnice realne, sijeCe ta Cunjo- -
sjeCnica dvostruku kubnu Cunjosje€nicu & u istim totkama kao
i te izvodnice. Ako su pak izvodnice imaginarne, ¢unjosjeénica

4 K. Rohn-E. Papperitz: Lehrb. der darst. Geometrie, Bd. I1I, str. 252.
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qstaje realna, a kubnu ravnalicu sije¢e u imaginarnim totkama.
Cunjosjetnica torzalne ravnine tangira dvostruku kubnu ravna-
licu u njenoj zajednickoj to¢ki s torzalnim pravcem te ravnine,
ali ne u kuspidalnoj tocCki.

Ravnine parova izvodnica, odnosno €unjosjecnica pravcaste
plohe IV. reda Ill. vrste omataju developablu plohu 3. razreda
4, reda (torza), a sve presje¢nice tih ravnina Cine kongruenciju
zraka te torze!®, Ako ta kongruencija ima beskonaCno daleku
zraku (ali ne i ravninu), onda su tom zrakom odredene u ko-
natnosti dvije paralelne ravaine. Dakle dvije totke §, i S,
dvostruke kubne Cunjosjednice k imat ¢e tada zajedniCki svezak
paralelnih ravnina a,. Projiciramo li sve Cunjosjecnice plohe iz
tocke S, na jednu ravninu a, bit ¢e sve te projekcije homote-
titcne, a s njima mora biti homoteticna CunjosjeCnica ravnine
izvodnica tocke S,, jer je ta ravnina paralelna s ravninom o.
Isto vrijedi i za tocku S,, a prema tome vrijedi i ovo:

Oblik &unjosjeCnica pravcaste plohe 4. reda IIL vrste, u
dvije paralelne ravnine parova izvodnica, odreden je na ovaj
naéin: Involutornim pramenom zraka para izvodnica u prvoj
ravnini odreden je oblik &unjosje¢nica u drugoj tako, da su
parovi zraka tog involutornog pramena paralelni s parovima
konjugiranih dijametara ¢unjosje¢nica u drugoj ravnini i obratno.

Na pravcastoj plosi 4. reda Il vrste moZe postojati naj-
vie jedan par takvih paralelnih ravnina. Kazali smo, da u
takovu slu€aju kongruencija torze ravnina parova izvodnica
ima jednu beskona¢nu daleku zraku. Kad bi se u beskonalno
dalekoj ravnini nalazila jo§ jedna zraka te kongruencije, onda
bi ¢itava ta ravnina pripadala u torzu, t. j. ploha bi imala u
njoj jedan par izvodnica i €unjosjeinicu. Zrake kongruencije
torze omatale bi u njoj neku &unjosjenicu, a svakom tom
zrakom prolazi u konacnosti jedna ravnina, jer se u svakoj
zraci kongruencije torze sijeku samo dvije njene ravnine. Dakle
dvije paralelne ravnine parova izvodnica mogu postojati samo
na takvim pravastim plohama 4. reda IIl. vrste, koje u bes-
konadnoj ravnini nemaju CunjosjeCnicu i par izvodnica.

Pogledat ¢emo sada, kako izgleda sistem ¢, homotetitnih
¢unjosjecnica u ravnini e, u koji se projiciraju Cunjosjecnice
nase plohe. Odaberimo na plosi po volji par izvodnica a, b u
ravnini e. Osi kongruencije torze omataju u svakoj njenoj ra-
vnini ¢unjosje¢nicu, jer torza je anvelopa oskulacionih ravnina
neke kubne CunjosjeCnice’®. PresjeCnice /; ravnina cunjosjecnica
plohe omataju dakle u ravnini ¢ neku CunjosjeCnicu ¢. Medu
presjenice /4 idu takoder izvodnice a i b, jer su one pre-
sje¢nice ravnine ¢ s ravninama onih Cunjosjecnica, koji dvo-
struku kubnu Cunjosjelnicu sijeku u istoj tocki, gdje i izvodnice
a i b. Buduéi da svaka cunjosjeCnica plohe sije€e svaku nje-

15 Miiller-Krames: ibid., str. 254.
16 K, Rohn-E. Papperitz: ibid., str. 253.
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govu izvodnicu, izlazi, da Cunjosjenicu plohe sijeku izvodnice
@, b u onim totkama, gdje ih sijeku pravci /. Projiciramo li
sve to iz toCke § na ravninu «, dobit ¢emo u toj ravnini pa-
rabolu ¢* i njene tangente g* i 0%, a presjecnim toCkama svake
tangente parabole c¢® s pravcima a* i b* prolazi projekcija jedne
¢unjosjeénice plohe. Cunjosjenica ¢* je parabola radi toga,
jer CunjosjeCnica ¢ u ravnini & tangira i ravninu izvodnica
tocke S. '

Svaka dunjosjeCnica sistema c, u ravnini « odredena je
do sada poznatim dvjema beskonacno dalekim tockama i dvjema
presjeCnim totkama tangente parabole c¢* s pravcima a® i 6%
Dakle svega sa Cetiri toCke za svaku CunjosjeCnicu. PotraZit
Zemo jo§ sva srediSta tih CunjosjecCnica.

PresjeCemo li ravninu a § ravninom realnih ili imagiranih
tangenata CunjosjeCnica plohe u toCki S, tada se na toj pre-
sjecnici nalaze srediSta svih CunjosjeCnica sistema c,. Dokazat
¢emo to na ovaj nacin: CunjosjeCnice plohe sijeku izvodnice
i), I, to¢ke § u dva projektivna niza'’. Tocke izvodnice pro-
jektivne su s sveskom njenih tangencijalnih ravnina, dakle mo-
zemo izvodnice [, i, uzeti kao nosioce dvaju projektivno pri-
druZenih svezaka ravnina. Jer se izvodnike i, 7, sijeku u tocki
S, morao bi produkt tih dvaju svezaka biti stozac 2. reda. Ali
u ravnini izvodnica i, i, nalazi se i CunjosjeCnica plohe, koja
te izvodnice, osim u preostale dvije njihove zajednitke tocCke
sa kubnom CunjosjeCnicom, sijece joS u dvije tocke. Ovim
posljednjim dvjema toCkama pridruzena je u svesku tangen-
cijalnih ravnina jedne i druge izvodnice ravnina tih izvodnica,
dakle se navedeni stoZac reducira na ovu ravninu i jo§ jednu,
koju ozna¢imo recimo s w. Svaka cCunjosjeCnica plohe sijeCe
ravninu izvodnica i, i, u nekom pravcu /, a taj pravac uzmimo
kao njegovu polaru. Projekcija pola L polare [ iz totke S na
ravninu a bit ée srediste projekcije njihove Cunjosjecnice, jer
se polara [ projicira u beskonatno daleki pravac ravnine a.
Takvi polovi L; svih Cunjosjecnica plohe nalaze se u ravnini o,
dakle ce i srediSta projekcija svih CunjosjeCnica na ravnini o
biti u njenoj presjecnici s ravninom «, t. j. na nekom pravcu.
Presje¢nice pridruZzenih ravnina projektivnih svezaka izvodnica
i, I, u njihovoj zajedni¢koj tocki S bit ce tangente Cunjo-
siecnica, koje prolaze tom toCkom, jer se ravnine tih Cunjo-
sje¢nica nalaze u tim svescima. Tangente CunjosjeCnica plohe
u to¢ki S jesu dakle izvodnice naSeg reduciranog stoSca, t. ].
nalaze se ili u ravnini izvodnica f;, § ili u ravnini . U ravnini
izvodnica ne mogu se nalaziti, jer bi se u tom sluaju nalazilo
u toj ravnini viSe ¢unjosjefnica, prema tome se nalaze u rav-
nini o, a njima je ta ravnina i odredena.

Sistem cunjosje¢nica ¢, odreden je dakle sada posve u
ravnini «, i to dvjema beskonalno dalekim toCkama, parabolom

17 Milller-Krames: ibid., str. 254.
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¢* i njenim tangentama q® i 0* i naSim pravcem s, na kojem
se nalaze srediSta svih projiciranih ¢unjosje¢nica.

Projiciramo Ii iz to¢ke S na ravninu a sve izvodnice plohe,
omatat ce njihove projekcije u toj ravnini neku Cunjosjenicu’®
g. Poznato je, da svakom tolkom svake izvodnice plohe prolazi
jedna njena Cunjosjecnica, dakle ¢e projekcije svih Cunjosjetnica
u ravnini « takoder omatati CunjosjeCnicu g. Zajednicke tocke
N> tih CunjosjeCnica s Cunjosje¢nicom g projekcije su dira-
lista N ravnina tocke S i onih izvodnica n, ¢ija projekcija n«
prolazi tom_zajednickom toCkom N¢, a dira u njoj ¢unjo-
sjeCnicu g. Cunjosjecnica, koja tangira &unjosjetnicu g u tocki
Ne=, projekcija je dakako one Cunjosjenice plohe, koja prolazi
tockom N.

Ako nam je poznata CunjosjeCnica g i pravac s u ravnini a,
tada je uz poznate beskonaéno daleke tolke nas sistem homo-
teticnih Cunjosjec¢nica opet posve odreden. Tolkom G Cunjo-
sieCnice g prolazi jedna Cunjosjetnica sistema ¢., a te dvije
Cunjosjecnice neka imaju zajedniCku tangentu £ Ova tangenta
sijeCe beskonaCno daleki pravac ravnine a u jednoj totki nje-
gova involutornog niza, a na spojnici konjugirane tocke ove
involucije s totkom G nalazi se sredite te nase CunjosjeCnice.
Jer se to srediSte nalazi i na pravcu s, lako se moze odrediti.
Vidimo dakle, da je na$ sistem zaista posve odreden.

Svaki pravac totke S probada plohu u jo¥ dvije realne
ili imaginarne toCke. Pravci s realnim probodistima plohe pro-
badaju ravninu a izvan Cunjosjecnice g, a oni s imaginarnim
iznutra. Odavle slijedi, da svakom tockom ravnine « izvan
CunjosjeCnice g prolaze dvije ¢unjosjecnice sistema ¢, Uspo-
redimo li ovaj sistem s onim kod projiciranja Eunjosjecnica
ploha 3. reda iz jedne njene toCke vidjet ¢emo, da su oni isto-
vrsni, jer su zadani istim elementima. Mozemo dakle napisati
i ovaj_stavak:

Cunjosje¢nice pravCaste plohe 4. reda IIl. vrste, projicirani
iz jedne tocke njene dvostruke linije s realnim izvodnicama,
daju u toj ravnini isto takav sistem sa oo! homoteti¢nih hiper-
bola, kao da smo projicirali Cunjosje¢nice sveska dirnih ravnina
neke izvodnice pravtaste plohe 3. reda iz jedne toCke njene
plohe, i to na neku ravninu paralelnu s izvodnicom te - toéke.

Stozac bisekanata kubne ravnalice & u toéki S sijee rav-
nina o« u Cunjosjecnici r, koja je homoteti¢na s ¢unjosje¢nicama
sistema ¢,. U svaku tolku te CunjosjeCnice r projicira se iz
tocke S po jedna tocka ravmnalice & Sama to¢ka S projicira se
u neku toCku F, a ta nastaje kao probodiste tangente kubne
ravnalice k u tocki § s ravninom a. Polara pola F obzirom na
¢unjosjecnicu g bit ¢e pravac s, na kojemu se nalaze sredista
svih Cunjosjecnica sistema ¢,. To éemo dokazati ovako:

Cunjosje€nice ¢, ¢, tocke S nalaze se u ravninama iz-
vodnica 7, 7,, a svaka ih izvodnica plohe sijeCe. Veé smo malo

18 Miiller-Krames: ibid., str. 254.



19

prije kazali, da su diralista projekcija izvodnica s CunjosjeCnicom
£ projekcije diraliSta onih tangencijalnih ravnina tih izvodnica
na plosi, koje prolaze totkom S. Takva diraliSta bila bi na
Cunjosje¢nici ¢, onda, ako bi tangenta te ¢unjosje¢nice u takvu
diralidtu prolazila tockom S. Osim tocke S nema vide nijedne
takve toCke, a u toj toCki sijeCe Cunjosjecnicu ¢; izvodnica i,.
U ravnini izvodnice J, i tangente CunjosjeCnice ¢; u toCki §
nalazi se i tangenta kubne ravnalice 4 u toj toCki, dakle ce
diraliSte projekcije izvodnice i, s ¢unjosjeCnicom g biti u pro-
bodidtu tangente ¢unjosjecnice ¢; u to¢ki S s ravninom a. Ana-
logno vrijedi i za izvodnicu /;, a time je i naSa tvrdnja dokazana.

Za pravcaste plohe 4. reda ove vrste vrijedi dakle ovaj
stavak:

Cunjosjecnice praviaste plohe 4. reda Ill. vrste, projicirane
iz jedne tolke njihove dvostruke linije na ravninu paralelnu
s ravninom izvodnica te tocke, daju u toj ravnini sistem homo-
teti¢nih ¢unjosjecnica, koje omataju presje¢nu CunjosjeCnicu te
ravnine sa stoScem 2. reda opisanim toj plosi iz centra proji-
ciranja. Sredi$ta svih CunjosjeCnica toga sistema nalaze se u
polari te presjecne Cunjosjecnice uzevsi probodiste njene ravnine
s tangentom dvostruke linije u centru projiciranja kao pol.

b) Developabla ploha 4. reda.

Specijalan polozaj medu pravCastim plohama 4. reda IIL.
vrste ima developabla ploha 4. reda. Izvodnice ove plohe sa-
¢injavaju tangente kubne ravnalice, a mozemo ih uzeti, kao da
s po dvije izvodnice prvasnjih ploha pale u jednu i presle u
tangente ravnalice. DuZ svake izvodnice ove plohe postoji samo
jedna tangencijalna ravnina, dakle je Citava ta ploha sastavljena
od samih torzalnih pravaca, &ije su torzalne ravnine oskulacione
ravnine ravnalice. Kubna ravnalica te plohe je njegova kuspi-
“dalna linija, jer je sastavljena od samih kuspidalnih tolaka.

Uzmemo 1i prema tome centar projiciranja S na ravnalici,
a ravninu « paralelno s njenom oskulacionom ravninom u tocki
S, morat ¢e prema ranijemu projekcije ¢unjosje€nica ove plohe
na tu ravninu biti usporedne parabole. U svakoj oskulacionoj
ravnini kubne ravnalice nalazi se jedna CunjosjeCnica plohe.
Svaka CunjosjeCnica tangira svaku oskulacionu ravninu u nje-
govoj zajednickoj to¢ki s izvodnicama tih ravnina, jer Cunjo-
sjenice svake oskulacione ravnine nastaju kao envelope njenih
presje¢nica sa svim ostalim oskulacionim ravninamal®’. Dakle
svaka CunjosjeCnica plohe tangira oskulacionu ravninu centra
projiciranja § dui tangente ravnalice u toj to¢ki, t. j. duZ njene
izvodnice plohe. Odavle odmah slijedi, da su projekcije Cunjo-
sje¢nica plohe iz tocke S na ravninu « usporedne parabole.

Cunjosjecnice plohe tangiraju izvodnicu svoje ravnine u
njenoj zajednickoj tocki s kubnom ravnalicom. Odavle direktno

19 K, Rohn-E. Papperitz: ibid., str. 253
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izlazi, da paralelne parabole ravnine o omataju presjeCnu Cu-
njosjecnicu te ravnine sa stoScem bisekanata kubne ravnalice
u tocki S. Oznacimo tu Cunjosjecnicu opet s 2. Posve analogno
kao prije prolaze svakom tockom ravnine & izvan Cunjosjecnice
£ po dvije paralelne parabole. CunjosjeCnica g u ravnini a ta-
koder je parabola, paralelna s ostalim parabolama te ravnine,
jer se centar projiciranja S projicira na ravninu o u zajednicku
tangencijalnu beskona&no daleku toCku tih parabola.

c¢) Flohe V. vrste.

Raspadne li se dvostruka linija pravcastih ploha 4. reda
IIL. vrste y CunjosjeCnicu i pravac, tada te plohe prelaze u one
V. vrste. Cunjosjecnice tih ploha nalaze se samo u ravninama
onih parova izvodnica, koje se sijeku u pravcu dvostruke linije.
U ravninama onih parova, koji se sijeku u ¢unjosjeCnici dvo-
struke linije, nalazi se pravac dvostruke linije.

Pogledat ¢emo sada, kako izgleda i Cime je odreden sistem
homoteti¢nih CunjosjeCnica na ravnini «, kad na nju projiciramo
¢unjosjecnice plohe iz pripadnog centra S. Odaberimo centar
projiciranja S na Cunjosje¢nici dvo-truke linije, a tom tolkom
neka prolazi par izvodnica i, i,. Ravnina svake CunjosjeCnice
sijeGe ravninu izvodnica i}, 7, u ‘nekom pravcu, ¢iji pol obzi-
rom na tu Cunjosjecnicu, projiciran jz toCke § na ravninu a,
daje srediste projekcije te CunjosjeCnice. Posve analogno kao
kod ploha IIl. vrste, nalaze se svi takvi polovi u ravnini tan-
genata Cunjosjefnica plohe u toki S. Dakle se i sredi$ta svih
projekcija CunjosjeCnica na ravnini a nalaze na jednom pravcu,
t. j. u presjecnici te ravnine s ravninom «. Oznalimo taj pravac
opet sa s. Projekcije izvodnica plohe iz tocke § na ravninu a
omatat ¢e opet neku CunjosjeCnicu g, a isto ¢e ju tako omatati
projekcije svih Cunjosjecnica na tu ravninu. Projekcija i neke
izvodnice i neka tangira cunjosje¢nicu g u toCki N* Tolkom
N izvodnice i na plohi prolazi jedna njena Cunjosjelnica, Cija
¢e projekcija takoder tangirati g u tocki N*. Ovdje bismo mogli
pokazati isto tako kao kod ploha Ill. vrste, da je pravac s
polara probodista tangente dvostruke Cunjosjecnice u tocki §
obzirom na Cunjosjeénicu g. Dakle CunjosjeCnice naSe plohe
projiciraju se na ravninu a u sistem sa o~o! homoteti¢nih unjo-
sjeCnica, a taj je odreden CunjosjeCnicom g, pravcem s i dviema
beskona¢no dalekim toCkama. Svakom tockom ravnine a, izvan
CunjosjeCnice g, prolaze opet dvije Cunjosjelnice tog sistema.

Taj sistem moZemo odrediti jo§ i na ovaj nacin: Develo-
pabla ploha ravnina parova izvodnica, ili torza te plohe, raspada
se u ovom SluCaju na stozZac ili valjak i jo§ jednu ravninu®,
Iz ovoga odmah slijedi, da ravnine parova izvodica sijeku svaku
takvu ravninu u pramenu pravaca, €iji se vrh nalazi u vrhu

20 Miiller-Krames: ibid., str. 259.
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torze. Odaberimo na plosi neki par izvodnica a, b, pa ga pro-
jicirajmo zajedno s vrhom torze V na ravninu o u pravce a® i
b* i toCku Ve, Svaki pravac m toCke V@ sijeCe pravce a* i b* u
tockama M; i M,, kojima prolazi projekcija jedne Cunjosjecnice
plohe. Pravac m sijeCe beskonalno daleki pravac ravnine a u
jednoj tocki njegove poznate involucije. Spojimo Ii njegovu
konjugiranu toCku u toj involuciji s poloviStem duzine M; M,.
Tada na toj spojnici leZi srediSte Cunjosjecnice, koja prolazi
totkama M, i M,. Dakle sistem tih «! homotetiénih Cunjosje-
¢nica u ravnini o odreden je i pravcima a¢%, 6% s, toCkom Vv
i poznatim beskona&no dalekim tockama.

Iz na$ih razlaganja mogli smo vrlo lako zakljuliti, ako je
centar projiciranja na cunjosje€nici dvostruke linije, onda u
ravnini « vlada analogija s plohama IlIl. vrste.

A sada odaberimo centar projiciranja na pravcu dvostruke
linije. Sve izvodnice plohe projiciraju se iz te toCke na pripa-
dnu ravninu e u pramen pravaca, kojemu je centar probodiste
S* dvostrukog pravca s tom ravininom. Dvije povoljne izvodnice
plohe sijeku njene CunjosjeCnice u projektivnim nizovima, dok
par izvodnica, koje se sijeku, sijeku oni u perspektivaim nizo-
vima. Totke na dvostrukom pravcu daju uvijek par pridruzenih
toCaka. Sve tocke na dvostrukom pravcu padaju projekcijom
iz tocke § na ravninu a u njeno probodiSte s dvostrukim prav-
cem 8¢ t.j. projekcije svih tih projektivnih i perspektivnih ni-
zova na ravninu o postaju perspektivni nizovi. Odavde izlazi,
da ce projekcije Cunjosje¢nica na ravninu a dati perspektivan
pramen homoteti¢nih ¢unjosjeénica, kojemu je centar perspekti-
viteta probodidte S* te ravnine s pravcem dvostruke linije. U
svaku zraku tocke S® projiciraju se dvije izvodnice plohe, a
to znaci, da svakom toCkom te zrake prolaze dvije Cunjosje-
¢nice. Pravcem dvostruke linije prolazi par realnih ili imagi-
narnih torzalnih ravnina, a njih tangiraju sve Cunjosjelnice plohe.
Projekcije ¢unjosjecnica u ravnini 2 moraju dakle tangirati njene
presjeénice s tim torzalnim ravninama. Perspektivan pramen
homoteti¢nih Cunjosjecnica u ravnini o odreden je dakle parom
realnih ili imaginarnih tangenata i parom realnih ili imaginarnih
beskonatno dalekih toCaka te ravnine. Za ovakve plohe moZemo
dakle napisati ovaj stavak:

Projekcije €unjosjeCnica pravctaste plohe 4. reda V. vrste
iz neke toCke pravca dvostruke linije na ravnine paralelne s
ravninom izvodnica te toCke daju perspektivan pramem homo-
teti¢nih CunjosjeCnica. Taj pramen odreden je dvijema besko-
natno dalekim tockama i jednim parom konaclnih tangenata.

Spomenuli smo naprijed, da je torza ravnina parova izvod-
nica ovih ploha stozac ili valjak. Neka je ta torza valjak. Po
dvije ravnine parova izvodnica bit ¢e u tom slucaju paralelne.
Svakom svesku paralelnih ravnina s ravninom para izvodnica
bit ¢e pridruzena prema tome dva centra projiciranja, iz kojih
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¢e se CunjosjeCnice plohe projicirati kao homotetiCne na ravnine
tog pramena. Odavle pak izlazi, da su u paru takvih paralelnih
ravnina odredene unjosjecnice po svojoj formi s involutornim
pramenom zraka u suprotnoj ravnini, kojim pramenom su odre-
dene izvodnice plohe u toj ravnini kao njegovim dvostrukim
zrakama.

Za ove plohe vrijede prema tome ovi stavci:

Involutoran pramen konjugiranih dijametara svake Cunjo-
sjeCnice praviaste plohe 4. reda V. vrste, kojoj ravnine Cunjo-
sjeCnica omataju valjak, paralelan je s involutornim pramenom
zraka, kojim su odredene izvodnice ravnine paralelne s rav-
ninom te €unjosje¢nice. 1z navedenoga zapravo izlazi i slijedeci
stavak:

Projiciramo 1i ¢unjosje¢nice pravCaste plohe 4. reda V. vrste,
kojoj ravnine CunjosjeCnica omataju valjak, iz jedne toCke
pravca dvostruke linije na ravninu paralelnu s izvodnicama te
tocke, dat ¢e projekcije tih Cunjosjeénica u toj ravnini per-
spektivan pramen homoteti¢nih €unjosjecnica s CunjosjeCnicom
plohe u onoj ravnini, koja je paralelna s ravninom izvodnica
centra projiciranja.

d) Plohe VII. vrste.

Pravéaste plohe ove vrste imaju na sebi opet oo! Cunjo-
sjeCnica, ali se one ne nalaze vie u ravninama parova izvod-
nica. Torza ravnina parova izvodnica i Cunjosjelnica raspada
se ovdje u tri sveska ravnina. U ravninama svezaka dvostrukih
pravaca nalaze se parovi izvodnica, dok se y ravninama sveska
dvostruke izvodnice nalaze CunjosjeCnice. CunjosjeCnice ovih
ploha sijeku svaki par izvodnica u perspektivnim nizovima, a
dvije povoljne izvodnice u projektivnim nizovima, i to tako,
da su toCke na dvostrukim pravcima uvijek medusobno pri-
druzene. To izlazi odatle, §to dvostruka izvodnica plohe sijece
oba dvostruka pravca.

Odaberemo li opet neku toCku S na dvostrukom pravcy,
a ravninu « paralelnu s ravninom izvodnica te tolke, bit ce
projekcije Cunjosje&nica plohe iz te toCke na tu ravninu opet
homoteticne CunjosjeCnice. Sve izvodnice plohe projiciraju se
u pramen pravaca, a perspektivni i projektivni nizovi na tim
izvodnicama, $to ih Cine Cunjosje¢nice plohe, projiciraju se u
same perspektivne nizove. Odavle izlazi, da ¢e se Cunjosjecnice
plohe projicirati iz toke S na ravninu a u perspektivan pramen
homoteti¢nih cunjosje¢nica. Dvostrukim pravcem totke S pro-
lazi opet par realnih ili imagiranih torzalnih ravnina. Bududi
da sve Cunjosje¢nice plohe tangiraju te torzalne ravnine, moraju
i projekcije tih Cunjosje€nica u ravnini « tangirati njene pre-
sje€nice s tim torzalnim ravninama. Perspektivan pramen Cunjo-
sje€nica u ravnini a odreden je dakle sa dvije beskonacno
daleke tolke i parom tangenata u konacnosti. Cunjosjetnice
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pramena mogu zapremiti jedan dio ili Citavu ravninu o, a to
zavisi o tome, jesu li te tangente realne ili imaginarne.

Kod ovih ploha, kako vidimo, vlada analogija s onima
V. vrste, ako im Cunjosjecnice projiciramo iz tolke na pravcu
dvostruke linije.

Imade sluéajeva kod ovakvih ploha, gdje pramen homo-
teti¢nih €unjosjecnica u ravnini o moZe prijeci u pramen takvih
koncentri¢nih cunjosjecnica.

e) Plohe VIII. vrste.

Padnu li oba dvostruka pravca kod ploha VIL vrste zajedno,
nastaju plohe VIIL vrste. Plohu ove vrste saCinjavaju zrake
linearne paraboli¢ne kongruencije, koje sijeku jo$ jednu Cu-
njosjeCnicu. Ravnine parova izvodnica Cine svezak ravnina
dvostrukog pravca, a to znali, da ploha sama sebe tangira
duz toga pravca.?! Cunjosjecnice plohe nalaze se u svesku
ravnina dvostruke izvodnice, kao kod ploha VII. vrste.

Odaberimo opet neki centar projiciranja S i postavimo
ravninu o paralelno s parom izvodnica te tolke. Ravnina «
paralelna je u ovom slu¢aju i s dvostrukim pravcem plohe.
Cunjosjecnice plohe sijeku i ovdje svaki par izvodnica u per-
spektivnim nizovima, a dvije povoljne izvodnice u projektivnim
nizovima. Dvostruki pravac sijete svake dvije izvodnice u
pridruZenim tockama, jer ga sijete dvostruka izvodnica plohe.
Projekcije tih nizova iz tocke S na ravninu « bit ce opet
perspektivni nizovi, dakle ¢e i projekcije Cunjosjecnica dati
perspektivan pramen homoteti¢nih ¢unjosjecnica. No centar per-
spektiviteta nalazi se u ovom slu¢aju u beskonalnosti, jer je
dvostruki pravac paralelan s ravninom a. Sredista tih Cunjosjec-
nica nalaze se na jednom pravcu, a to bismo mogli zakljuciti
veé¢ prema onome kod ploha VIL vrste. Za jednu i drugu vrstu
zakljucit ¢emo to vrlo jednostavno ovako: Cunjosjecnice plohe
sijeku izvodnice toSke S u perspektivnim nizovima, jer im je
zajednitka totka na dvostrukom pravcu medusobno pridruZena.
SrediSte projekcije neke ¢unjosje¢nice u ravnini « bit ¢e pro-
jekcija onog pola te cunjosje¢nice, kojemu je polara presjecnica
ravnine te cunjosjeCnice s ravninom izvolnica centra projici-
ranja S. Svi ti polovi nalaze se u jednoj ravnini, jer pridruzimo
i totkama onih perspektivnih nizova njihove tangencijalne
ravnine, dobit ¢emo dva projektivna sveska ravnina, kojima je
ravnina izvodnica totke S medusobno pridruiena. Produkt tih
dvaju svezaka bit ¢e dakle ravnina tih izvodnica i joS jedna
ravnina, a u toj drugoj nalaze se gore spomenuti polovi. Na
presjenici te ravnine s ravninom « bit ¢e dakle sredista.

Ako se centar projiciranja nalazi na izoliranom dijelu
dvostrukog pravca, mora ploha imati par realnih torzainih

2t Miiller-Krames: ibid., str. 262,
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ravnina, a one sijeku ravninu « u dva paralelna pravca. Per-
spektivan pramen homoteti¢nih elipsi, u koje se projiciraju
¢unjosjelnice plohe iz toCke S, moraju se nalaziti unutar tih
pravaca, dakle su sve te elipse jo$ i jednako velike. Ako totkom
S prolazi realan par izvodnica, bit ¢e ta dva paralelna pravca u
ravnini o« imaginarna, a ¢unjosje¢nice e biti paralelne i jednake
hiperbole. Da su i te hiperbole jednake, moZemo ovako dokazati:
Uzmimo kod Cunjosjetnica naeg pramena u ravnini a one
dijametre, koji se nalaze u pravcu svih sredista tih Cunjosjeénica.
Konjugirani dijametri ovim dijametrima moraju biti paralelni,
jer su sve CunjosjeCnice pramena homoteti¢ne. Involucije konju-
giranih polova na svim tim paralelnim dijametrima nalaze se
na jednom involutornom pramenu zraka, a vrh toga pramena
je u perspektivnom centru pramena CunjosjeCnica. Jer je taj
centar u beskonacnosti, bit ¢e zrake tog involutornog pramena
paralelne, a to se moZe desiti samo kod homoteti¢nih i jed-
nakih CunjosjeCnica. Jasno je, da je taj pramen u prvom slucaju
hiperbolan, a u drugom elipti¢an. Mogli bismo dakle za ovakve
plohe napisati ovaj stavak:

CunjosjeCnice pravcaste plohe 4. reda VIIL vrste, proji-
cirane iz jedne toCke dvostrukog pravca na ravninu paralelnu
s ravninom izvodnica te tocke, daju u njoj pramen paralelnih
i jednakih Cunjosjecnica, €ija su sredi§ta na jednom pravcu.

Kad bismo centar projiciranja odabrali u kuspidalnoj tocki,
dobili bismo u ravnini o pramen paralelnih i jednakih parabola,
koje tangiraju presjecnicu druge torzalne ravnine s ravninom a.

f) Plohe IX. vrste.

Pustimo li kod pravCastih ploha 4. reda VIII. vrste, da
jedna izvodnica ode u dvostruki pravac, tada on postaje trostruk,
a takva ploha ide u IX. vrstu. Ova ploha ne tangira dakako
vide sama sebe duZ dvostrukog pravca. U tom pravcu nalazi
se sada obiCna izvodnica plohe zajedno sa svojim sveskom
tangencijalnih ravnina, dakle taj dvostruki pravac sijeku i sve
CunjosjeCnice plohe, jer one sijeku svaku izvodnicu. Uzmimo
na trostrukom pravcu d opet povoljan centar projiciranja S.
Tom tockom prolazi uvijek jedna realra izvodnica 7 i1 par
realnih ili imaginarnih izvodnica i, 7,. Ravninu o postavimo u
prostoru paralelno s ravninom izvodnica i,/ Jer Cunjosjeénice
plohe sijeku izvodnice i,i,, bit ¢e projekcije svih Cunjosjecnica
plohe iz tocke S na ravninu o opet homoteti¢ne Gunjosjecnice.
Osim izvodnica i/, sijeku CunjosjeCnice plohe njen trostruki
pravac i izvodnicu /, dakle ce projekcije CunjosjeCnica na
ravnini o dati pramen homoteti¢nih ¢uojosje¢nica, koje prolaze
probodistima ravnine a s pravcem d i izvodnicom /.

Ako su sve tri izvodnice toCke § realne, bit ce &unjo-
sjeCnice u ravnini « hiperbole. No u tom sluaju postoji u
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prostoru joS pet svezaka paralelnih ravnina, osim ravnina para-
lelnih s ravninom a, na koje Ce se CunjosjeCnice plohe proji-
cirati iz te toCke u svezak homoteti¢nih hiperbola. Ravnine tih
Sest svezaka paralelne su s ravninama (di), (di), (di,), (i),
(i) i (iji,). Ako je par izvodnica i, i/, imaginaran, postoje u
prostoru za toCku S samo dva sveska paralelnih ravnina. To
su svesci paralelni s ravninama (i,i,) i (di). Na ravnine prvog
sveska projicirat ¢e se CunjosjeCnice plohe u pramen homo-
teti¢nih elipsi, a na ravnine drugog sveska u pramen isto takvih
hiperbola. Pramenovi ¢unjosjeCnica u svim tim ravninama odre-
deni su uvijek sa Cetiri toCke, dvije u beskonatnosti, a dvije
u konacnosti.

Ako totkom § prolazi torzalan pravac ¢, tada za tu tocku
postoje Cetiri takva sveska ravnina. Ti su svesci paralelni s rav-
ninama (dt), (di), (it) i s torzalnom ravninom. Na ravnine
prvog i treeg sveska projiciraju se CunjosjeCnice u pramen
homoteti¢nih hiperbola s jednom zajedniCkom asimptotom, a koje
prolaze uz to jednom tockom. Na ravnine drugog sveska proji-
ciraju se opet u pramen homotetiCnih hiperbola, ali sve te
hiperbole imadu zajedniCku tangentu i diraliSte. Na ravnine
Cetvrtog sveska projiciraju se Cunjosjenice plohe u pramen
paralelnih parabola, koje prolaze dvjema uvijek realnim tockama.

Ravnine parova izvodnica, odnosno Cunjosje¢nica, omataju
kod ovih ploha opet torzu 3. razreda, dakle mogu postojati
i na takvim plohama paralelne ravnine dvaju Cunjosje€nica. Za
njih, kao i za centre projiciranja njihovih ravnina, mogli bismo
ovdje izre¢i analogne stavke, kao Sto su kod ploha IIl. vrste.

g) Plohe XI. vrste.

Nalazi li se u trostrukom pravcu plohe torzalan pravac
mjesto obi¢ne izvodnice, tada imademo plohu XI. vrste.??
‘Torzalnu ravninu toga torzalnog pravca dodiruju éunjosjenice
plohe duZ trostrukog pravca. Nekom toCkom § na trostrukom
pravcu prolazi par realnih ili imaginarnih izvodnica, a njih opet
moZemo uzeti kao par dvostrukih zraka involutornog pramena.
Projekcije Cunjosjecnica iz tofke S na ravninu a, paralelnu
s ravninom izvodnica te tolke, bit ¢e dakle opet homoteti¢ne
CunjosjeCnice. Projekcije tih CunjosjeCnica u ravnini o dat de
pramen cunjosjecCnica, koje tangiraju presjeCnicu torzalne s tom
ravninom u njenu probodi$tu s trostrukim pravcem. Pramen
homoteti¢nih Cunjosje€nica u ravnini o odreden je dakle dvjema
beskonalno dalekim tockama i jednom konalnom tangentom
i diralistem. .

Ako su izvodnice totke § realne, postoje za tu tolku
Cetiri sveska paralelnih ravnina, na koje ce se CunjosjeCnice
plohe projicirati u pramen homoteti¢nih CunjosjeCnica. Na tri

22 Miiller-Krames: ibid., str. 265.
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sveska projicirat ¢e se u hiperbole, koje u dva pramena imadu
zajednicku asimptotu, dok se na Cetvrti svezak projiciraju u
parabole. Ako je to¢ka S kuspidalna, postoje za nju tri sveska
ravnina. Na dva sveska projicirat Ce CunjosjeCnice plohe u
paralelne parabole, koje se dodiruju i u kona¢noj jednoj tocki,
dok se na tre¢i svezak projiciraju u pramen hiperbola sa
zajedniCkim asimptotama. Prolazi 1i kona¢no totkom § par
imaginarnih izvodnica, imat ¢e ona dva takva sveska paralelnih
ravnina. Na prvi svezak projicirat ¢e se cunjosjeCnice plohe
u pramen elipsa, a na ravnine drugog sveska u pramen para-
leinih parabola.

Torza ravnina parova izvodnica, odnosno c¢unjosjeénica,
raspada se kod ovih ploha u stoZac ili valjak i svezak ravnina.
One plohe, kojima je torza valjak, imadu po dvije ravnine
¢unjosjeCnica paralelne, pa bismo za takve plohe mogli ovdje
doslovce napisati stavke kao kod ploha V. vrste.

IV. Centar projiciranja u beskonaé&nosti.

U pro$iom poglavlju odabirali smo centar projiciranja S
po volji na dvostrukom pravcu ili liniji naSih ploha, ali nikada
u beskonacénosti. U ovom éemo poglaviju razmotriti slucaj, kada
centar projiciranja otide u beskonacnost, t. j. centralna projek-
cija prelazi u paralelnu. Sve ravnine «, na Koje smo projicirali
¢unjosjecnice kod pravcastih ploha 3. reda, paralelne su s
jednostrukim pravcem tih ploha. Za beskonacno daleki centar
projiciranja na dvostrukom pravcu bile bi sve pripadne ravnine
o paralelne sa smjerom projiciranja, t. j. sve te ravnine prolazile
bi ba$§ tim centrom projiciranja. Iznimku Cine pravcaste plohe
3. reda s beskonalno dalekim jednostrukim pravcem, a to su
konoidi 3. reda. U beskonaéno dalekoj ravnini imadu ti konoidi
par izvodnica, dakle ¢e beskonatno dalekom centru projiciranja
na dvostrukom pravcu biti pridruZena na poznati nacin svaka
ravnina prostora, jer je svaka ravnina prostora paralelna s
beskona¢no dalekom ravninom.

Prav&aste plohe 4. reda mogu takoder imati u beskonacnosti
par imaginarnih kao i realnih izvodnica, pa moZemo redi:

Cunjosjecnice pravcastih ploha 3.1 4. reda mogu se proji-
cirati samo onda kao homoteti¢ne iz beskonacno daleke toCke
njihove dvostruke linije, ako tom tockom prolaze dvije besko-
nacno daleke izvodnice. U ovakvu sluaju projiciraju se Cunjo-
sjecnice ploha tako na svaku ravninu prostora.

Projekcije CunjosjeCnica tih ploha na svaku ravninu pro-
stora bit ¢e opet hiperbole, elipse ili parabole prema tome, da
li beskonafno dalekim centrom projiciranja prolaze realne ili
imaginarne izvodnice, ili torzalna izvodnica.



27

Neka beskonalno dalekim centrom projiciranja prolazi par
imaginarnih izvodnica. Projekcije CunjosjeCnica praviaste plohe
3. ili 4. reda na svaku ravninu prostora bit ¢e homoteti¢ne
elipse. Zadamo 1i sebi neku elipsu, onda sigurno postoji u
prostoru svezak paralelnih ravnina, na koje c¢e se Cunjosjecnice
te plohe projicirati u sli¢ne elipse sa zadanom. To izlazi odatle,
3to svaki eliptitni valjak mozZemo presjeéi u elipsi, koja je
slitna s nekom zadanom elipsom. Posve analogno vrijedi za
hiperbolu ili parabolu, ako su u beskonafno dalekoj ravnini
dvije realne izvodnice, ili torzalan pravac s torzalnom ravninom.
Mjesto elipse mozemo u prvom slu€aju uzeti kruznicu, a svaki
elipticni valjak moZemo sjeéi u dva sistema kruZnica, pa mo-
7emo napisati i ovaj stavak:

Za svaku praviastu plohu 3. i 4. reda, koja u beskonatno
dalekoj ravnini imade dvije imaginarne izvodnice, postoje u
prostoru dva sveska paralelnih ravnina, na koje ¢e se njihove
CunjosjeCnice projicirati iz beskonaéno daleke toCke dvostruke
linije u kruznice.

Posve jednak stavak mogli bismo napisati za istostrane
hiperbole, ako te plohe imadu u beskonatno dalekoj ravnini
dvije realne izvodnice.

Kod nekih ploha mogu se ta dva sveska stegnufi u jedan.
Na pr. kod Pliickerova konoida, ili konoida normala duz kosog
presjeka uspravnog kruZnog valjka.

Kod pravéastih ploha 3. reda vrijede ti stavci samo za
konoide, dok kod onih 4. reda mogu vrijediti i za druge osim
konoida, jer se i na njima mogu nalaziti dvije beskonacno
daleke izvodnice. Pogledajmo ukratko jo$ one pravCaste plohe
4. reda, za koje vrijede navedeni stavci. Kod ploha IlL. vrste
mora u torzu ravnina parova izvodnica pripadati i beskonacno
daleka ravnina. U toj ravnini nalazi se jedna CunjosjeCnica
plohe, a ostale ravnine torze sijeku je u pravcima, koji omataju
neku c¢unjosjeCnicu. Na temelju toga mozemo za te plohe na-
pisati_ovo: '

Cunjosjeénice pravlaste plohe 4. reda IIl. vrste projicirat
¢e se iz beskonacno daleke tofke kubne ravnalice na svaku
ravninu prostora u homoteti¢ne ¢unjosjeénice samo onda, ako
je direkcioni stoZac izvodnica i direkcioni stozac ravnina parova
izvodnica te plohe drugoga reda.

Kod ploha V. vrste mora torza ravnina CunjosjeCnica biti
paraboli¢ni valjak, a jer ¢e u tom slucaju te plohe imati i
jednu beskonaéno daleku Cunjosje€nicu, bit ¢e direkcioni stoZac
izvodnica tih ploha opet drugoga reda.

Medu plohama VIIL vrste konoidi su 4. reda oni, na koje
moZemo primijeniti navedene stavke.

Ploha VIII. vrste ti se stavci ne tiu, jer te plohe ne
mogu imati par izvodnica u beskonacnosti.
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Za plohe IX. vrste vrijedi isto, $to i za plohe III. vrste,
a za one XI. vrste isto, §to i za V. vrste, jer te plohe imadu
istovrsne torze ravnina parova izvodnica i ¢unjosjecnica. Plohe
XI. vrste moZemo uopce smatrati specijalnim slu¢ajem ploha V.
vrste?s,

V. KruZne tolke.

Znademo, da svakom tolkom dvostruke ravne ili krive
ravnalice nasih ploha 3. i 4. reda, na njenom izoliranom dijelu,
prolazi par imaginarnih izvodnica. Imade medjutim i takvih to-
¢aka, kod kojih se taj par njihovih imaginarnih izvodnica po-
dudara s parom izotropnih pravaca, dakle su fe toCke kruzne.

Projekcije svih unjosjecnica tih ploha iz takvih tolaka,
na odgovarajuce ravnine, bit ¢e kruZnice.

Potanja razmatranja o takvim kruZnim tockama objelodanit
¢emo u drugoj prilici i na drugom mjestu.

23 Miiller-Krames: ibid., str. 260.



