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akademije znanosti i wmjetnosti 20. prosinca 1939.

Tri povrdine drugoga reda imadu osam zajednickih asociiranih
toéaka. Kroz tih osam temeljnih totaka prolazi c? povriina drugoga
reda, a sve te povrdine &ne ,svefanj” F? povrina drugoga reda.’

Ma koja ravnina II sijede povriine takvoga sveznja u oo? Cunjo-
; = v v - abalin e
sjeka, koji éine mrezu ¢unjosjeka. Neki ¢unjosjeci v toj mrezi raspast
e se u par realnih ili imaginarnih pravaca, a ti ¢e se nalaziti na
onim $i Znja, koj ina II dodiryje. O dirali$

povriinama sveznja, koje ravnina odiruje. Ova su diralifta
ravnine II prema tome vrhovi autopolarnih trokuta (glavne tocke)
svih pramenova &unjosjeka u toj mrezi ravnine 1, a geometrijsko
mjesto tih diralita, odnosno glavnih todaka, jest krivulja treega

reda (Jacobi).?

Dokaz za red i rod ove krivulje moZe se projektivnogeo-
metrijskim putem izvesti ovako: Polovi ravnine %, s obzirom na
sve povriine svernja F2, leZe na oploj povriini trecega reda.® Ravnina
IT sijele tu povrdinu u krivulji treega reda. Tolke te krivulje su
polovi ravnine IT s obzirom na one povrdine svenja F%, koje ta
ravnina dodiruje. Dakle je navedena krivulja reda trefega ito roda
prvoga, jer opéa povriina trefega reda nema dvostrukog pravca niti
dvostruke krivulje. '

S tri lunjosjeka a, b, ¢, koji prolaze jednom totkom §, odre-
dena je mre¥a Cunjosieka, &ji svi lunjosjeci prolaze tom tolkom.

t Dr. Th. Reye: Die Geometrie der Lage. Abt. III, str. 136.
2 G. Salmon: Analytische Geomet. d. Kegelschnitte, Bd. II, str. 274.
8 Dr. Th, Reye: Op. cit., str. 137.
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Cunjosjeci pramena (b, ¢) sijeku Cunjosiek @ u jo§ tri tocke, koje
su uz tolku § temeljne za nove pramenove ¢unjosjeka u toj mrezi.
Izmedu ovih oo! pramenova unjosieka postoji jedan, Ciji ée Cunjo-
sjeci dirati tangentu éunjosjeka a u tocki §. U tolku S spadaju prema
tome dvije glavne tolke toga pramena, a odavde izlazi, da ée krivulja
glavnih tolaka svih pramenova Cunjosjeka u nafoj mreZi imati u
to¢ki § dvostruku tocku.

Neka ravnina I7 prolazi jednom temeljnom totkom sveznja F2.
Prema gornjemu izvodu imat e krivulja glavnih tolaka svih pra-
menova lunjosjeka presje¢ne mreZe u toj temeljnoj tolki dvostruku
todku, jer svi Canjosjeci ove mreze prolaze tom tockom. Ta je kri-
vulja prema tome roda nultoga.

Prolazi [t ravnina I[ dvjema temeljnim tolkama sveznja F2,
bit ée obje te totke dvostruke za spomenutu krivulju trecega reda,
dakle se ona raspada u Cunjosiek i pravac.

Analogno se ta krivulja raspada u tri pravca, ako ravnina I
prolazi kroz tri temeljne tocke sveznja.

Nekim pravcem p neka je odreden pramen ravnina f7;. Istrazit
lemo sada geometrijsko mijesto diralita svih ravnina II; pravca p
s povrfinama sveznja F2.

Polarne ravnine neke totke P, s obzirom na sve povrsine
svefnja F?, prolaze nckom tofkom P,. Spojnice ovakovih parova
tolaka jesu izvodnice pravéastih povrina sveZnia F?, a Cine kubni
kompleks pravaca. Svim tolkama nekoga pravca pridruzene su na
taj nadin tolke nekog kubnog lunjosieka, a svim tolkama neke
ravnine totke opée povriine trefega reda.t Sve takove povriine
(njih %) prolaze prostornom krivuljom c® Sestoga reda, koja je
geometrijsko miesto glavnih todaka svih pramenova povriina drugoga
reda unutar sveznja F2*

Totkama nafega pravca p neka su pridruZene na gornji nacin
totke nekog kubnog tunjosjeka k°.-Svakoj ravnini pravca p pri-
dru¥ena je na gornji nadin jedna povrdina trelega reda, koja prolazi
krivuljama ¢® i k® Pramen ravnina II; pridruzen je prema tome
ednoznatno i projektivno pramenu povriina treéega reda @°, jer te
pramenove mozemo uzeti da se nalaze u dva razna kubno srodna
totkovna prostora E, i Es, tako da je svakom pravcu i ravnini

4 Dr. Th. Reye: Op. cit., str. 137, 138 1 140.
5 Dr. Juraj Majcen: Jedno projektivno izvodenje oplene povriine Cetvr-
toga reda. »Rad«, knjiga 195.
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prostora E| projektivno pridruzen kubni ¢unjosjek i kubna povriina
prostora E2.* Produkt tih dvaju pramenova @3 i II; bit ¢e trazena
povrsina 4 etvrtoga reda.

Majcen je doveo u projektivau jedno-dvoznalnu pridruze-
nost povriine drugoga reda nekoga sveZnja, s pravcima linearne
kongruencije.® Produkt tih dviju geometriyskih tvorevina bila je opéa
povrdina Cetvrroga reda.

Sve konjugirane polare pravca p, s obzirom na povriine sveznja
F?, &ne kongruenciju (k% prvoga reda trelega razreda, jer su to
bisekante kubnoga dunjosicka k%8 Svakom zrakom kongruencie
odredena je samo jedna povrfina sveznja F?, a probodiSta tih zraka
s pridruzenim povriinama jesu diraliSta ravnina If; pravca p s tim
povrsinama. Svakom pramenu sveznja F? konjugirano je pridruzen
na taj nadin sistem izvodnica neke pravaste povrfine unutar nase
kongruencije (£%),” dakle se i nafa kongruencija bisekanata krivulje
k® nalazi u jednoznalnoj projektivnoj pridruzenosti sa sveznjem F?
povr§ina drugoga reda, a njihov produkt bit ce geometrijsko mjesto
diralita ravnina II; pravca p s povriinama sveznja F2. Dakle ono,
$to trazimo. ‘

Spomenuli smo malo prije, da je produkt linearne kongruencije
pravaca s pridruzenim sveznjem povriina drugoga reda opéa povr-
$ina Cetvrtoga reda. Navedena je kongruencija bila prvoga reda kao
i nafa kongruencija (k%), dakle je produkt kongruencije (k*) 1 sveznja
F? takoder opéa povriina letvrtoga reda.

Dokazati se to uostalom moZe i na ovaj nadin: Svaka zraka
kongruencije (k®) sijele tu povrdinu u etiri totke. Dvije su tocke
na kubnom dunjosjeku &3, a dvije su u probodi$tima tth zraka s pri-
drufenim povrfinama sveznja F%. Uzmemo li neki pravac s, tada
svakom njegovom telkom prolazi jedna zraka kongruencije (k?), a
toj zraci je pridruZena jedna povr$ina sveznja F?, kao i par tan-
gentnih ravnina te povrsine, koje prolaze pravcem p. Svaku takovu
povriinu probada pravac s u dvije tocke, a pripadne dvije tangentne
ravnine pravca p u jos dvije tolke. Padne li probod1ste pravca s
s pripadnom povr$inom i ravninom zajedno, bit ée ta tocka dira-
lifte te ravnine s tom povriinom. Dobili smo dakle na pravcu s
dva kolokalna dvo-dvozna¢no pridruzena niza, &je su dvostruke
tolke na na$oj povréini 4. Buduéi da dva kolokalna dvo-dvoznacno

¢ Dr. Th. Reye: Op. cit, str. 135.
7 Dr. Th. Reye: Op. cit., str. 48.
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pridruzena niza toaka imaju Cetiri dvostruke tocke,® sijede svaki
pravac s na$u povrfinu 4 u detiri totke, a2 prema tome je ona
letvrtoga reda.

Postavimo li pravac s tako, da prolazi jednom temeljnom
tokom sveznja F2 tada se poznati dvo-dvoznalni nizovi na tom
pravcu reduciraju na jedno-dvoznatno pridruZene, jer sve povrdine
sveznja F?® prolaze tom tolkom. Dva kolokalna jedno-dvoznalno
pridruZena niza imaju tri dvostruke tolke,® dakle takav pravac s
ima sa povriinom 4 osim navedene temeljne tolke jo§ tri tolke
zajednitke. Odavde izlazi, da su temeljne tolke sveZnja F? obi¢ne
todke povrdine 4, a to se posve slaze sa zakljuécima Majcenovima
kod njegova projektivnog izvodenja ople povriine Cletvrtoga reda.

Na temelju dosada$njih razmatranja mozemo napisati ovaj
stavak :

Geometrijsko mjesto diraliSta ravnina nekoga pravca p s povr-
Sinama sveznja F* povrSina drugoga reda, jest nepravéasta povriina
A Cetvrtoga reda. Pravac p je na toj pourSini, a temeljne tocke
svesnja F? jesu obifne tolke te povriine. Prostorna krivulja c*
glavnib tolaka svib pramenova povrSina sveinja F*® nalazi se
takoder na toj povrSini.

Postojala je tvrdnja u projektivnoj geometriji, da na opcoj
povrsini Cetvrtoga reda mora biti visestrukih elemenata (Sturm),
ako na njoj postoji pravac. Tu je tvrdnju oborio dr. Juraj Majcen.!®
Nasa je povrina 4 vrlo jednostavan i markantan primjer, koji nave-
denu tvrdnju takoder obara, jer sve ravnine II; pravca p sijeku
povrinu 4 u krivuljama treceg reda, roda prvog, osim onih, koje
prolaze temeljnim totkama sveZnja F2, aite su obi¢ne totke povr-
$ine 4. U tim tolkama diraju navedene ravnine pravca p ovu
povrsinu.

Ovdie valja naglasiti, da se pravac p nalazi u najopéenitijem
poloZaju s obzirom na krivulju c®, temeljne tocke i kubni kompleks
izvodnica povrfina sveinja F2

Spojimo li svaku temeljnu tofku 7'; sveznja F? sa svima osta-
lima, dobit ¢emo 28 spojnica ¢ .

8 J. Thomae: Untersuchungen iiber Zwei-zweideutige Varwandschaf. und
einige Erzeug. derselben, str. 24.

® Dr. E, Weyr: Theorie der mehr, geom. Elementargeb. und der algeb.
Curven u. Flichen als deren Erzeug. Bd. I, str. 10.

10 Dr, Juraj Majcen: Op. cit,, str. 187 1 190.
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Sijele li nad pravac p spojnicu ¢, temeljnih tofaka T, T, bit
e ta spojnica pravac pripadne povriine 4, jer ravnina II (= p )
sijele sve¥anj F* u mreZi takovih lunjosjeka, koji prolaze temeljnim
totkama 7T, i T,. Krivulja glavnih todaka svih pramenova Cunjosjeka
u ovakovoj mreZi raspada se u lunjosjek i pravac ¢,.

Sijele li pravac p jo¥ neke spojnice parova temeljnih tocaka
svefnja F2, bit ée svaka ova spojnica pravac pripadne povrSine 4.

U dosadadnjim sludajevima nisu imale povrdine 4 dvostrukih
ni viestrukih elemenata.

Neka sada bude pravac p zraka kubnog pravéastog kompleksa
izvodnica povrsina sveznja FZ, t. j. neka spaja dvije konjugirano
pridruZene totke P i P,. Buduéi da su totke P i P; involutorno
pridruZene, bit ée pravac p bisekanta njemu pridruzenoga kubnog
lunjosjeka k%, a sjedi ée ga u totkama P i Py. Presjetne krivulje
ravnina II; pravca p s pripadnom povrsinom 4 prolazit ¢e sve prema
tome totkama P i P,, jer sve te krivulje prolaze presje¢nim tockama
tih ravnina s krivuljama k31 ¢®. Trele sjeciSte tih krivulja u ravni-
nama IT; s pravcem p jest diralifte tih ravnina s povrsinom 4. Svaki
pravac tofaka P i P; probada povriinu 4 u jo§ dvije tocke, jer
njime’i pravcem p polozena ravnina II sijele povriinu 4 u krivulji
treega reda, na kojoj se ve¢ nalaze totke P i P,. Totke P 1 P,
bit ée prema tome dvostruke totke povriine 4.

Pramen ravnina II; pravca p projektivno je pridruzen pramenu
@® povréina trelega reda, &ija je temeljna krivulja zbroj krivulja k2
i ¢% Tangentne ravnine povriina pramena ®® u to¢kama P i P,
dine pramen ravnina, &ije su osovine tangente kubnoga Cunjosjeka
k® utim tolkama. I ovi pramenovi su projektivni s pramenom I7;,
a jer im se osi sijeku s pravcem p, t. j. s osovinom pramena I7;
bit ée produkt tih pramenova s pramenom II; stodci drugoga reda,
dije izvodnice diraju povriinu 4 u tolkama P i P,. Vidimo dakle:

Ako je pravac p izvodnica ma koje pouriine sveinja F?,
imat ée pripadna povriina A na tom pravew dvije dvostruke
évorne tolke.

Uzmimo sada pravac p u kubnom kompleksu izvodnica povr-
$ina sveznja F* tako, da prolazi temeljnom tolkom T’ toga sveZnja.
Sve ravnine pravca p sjeéi ¢e pripadnu povrdinu 4 u krivuljama
tretega reda roda nultoga, lije ée se dvostruke tocke nalaziti u
temeljnoj tolki 7;. Tolka T, jest prema tome trostruka ¢vorna
totka pripadne povriine 4, jer svaki pravac te tolke probada tu
povréinu 4 jo$ samo u jednoj tolki.
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U ravninama pravca p kroz preostalih sedam temeljnih todaka
sveznja F* nalazit ée se po jedan pravac povrdine 4, jer presjeéna
krivulja treteg reda te povrfine s ovakovom ravninom pravca p
dobiva u tim temeljnim to¢kama drugu dvostruku tocku, dakle se
raspada u lunjosjek i pravac.

Spojimo i to¢ku T} s jednom totkom U presjedne krivulje
treCega reda povrSine 4 i ncke ravnine II; pravca p, bit ée ta
spojnica izvodnica one povriine sveznja F?, koju ta ravnina I7; dira
u tocki U, jer se i tocka 7' nalazi na toj povrdini. Odavde izlazi,
da Ce tangente presjecnih krivulja treega reda, roda nultoga, ravnina
II; pravca p s povrinom 4 u tocki T, biti izvodnice neckih prav-
Castih povrdina sveznja F2. Sve takove izvodnice &ine stofac bise-
kanata temeljne krivulje letvrtoga reda onoga pramena povréina u
sveznju F? koji je odreden pravecem p kao tangentom njegove
temeljne krivulje. Znamo, da je takav stoZac treega reda, dakle je
treCega reda 1 dirni stozac povrfine 4 u &vornoj tolki 7. Izlazi

dakle:

Prolazi li pravac p jednom temeljnom totkom sveinja F2,
imat (e pripadna povriina A u toj tolki trostruku Cvornu tolku,
kojom prolazi osam pravaca te povriine.

Buduéi da je ¢vorna totka trostruka, a u ravnini svakih dvaju
pravaca nalazi se po jedan cunjosjek, izlazi:

Na povriini 4 s jednom trostrukom Cvornom tolkom nalazi
se 28 Cunjosjeka, koji prolaze tom trostrukom vornom tolkom.

Ako se pravac p nalazi jo$ u jednoj ili u dvjema ravninama
parova spojnica t; temeljne tocke 77, smanjit ée se broj takovih
lunjosjeka, jer se neki raspadaju u pravce.

Namjesumo pravac p sada tako, da sjele prostornu krivulju
¢® glavnih tolaka pramenova povrina sveznja F? u tolki L. Polarne
ravnine tocke L, s obzirom na sve povriine sveznja F?, prolaze tri-
sekantom [/ krivulje ¢®, koja je tolki L konjugirano pridruZena.
Pravac / bit e takoder na pripadnoj povriini 4, jer je sastavni dio
kubnog Ctunjosjeka k%, koji se ovdje raspada u ¢unjosjek 1 pravac [.
Presjene krivulje povr§ine 4 s ravninama II; pravca p prolaze
tockom L, jer sve povriine 4 prolaze krivuljom c8 Toc¢ka L bit ée
prema tome takoder dvostruka ¢vorna za povrsinu A. Dirni stoZac

) y> vy * . . 5 . .
ove povriine u to¢ki L jest drugoga reda, jer se moze izvesti kao
produkt pramena ravnina I7; i pramena dirnih ravnina povréina tre-
/ 3 Vk'

Cega reda pramena ¢® u tolki L.
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Ako je pravac p bisekanta krivulje ¢® pa je sijece u dvije totke
L, 1 L, bit e ovim totkama konjugirano pridruzene trisekante /;
1 l; pravci pripadne povrdine 4, a toc¢ke L, i L, bit ée njene dvo-
struke ¢vorne tolke. Pravac p bit ée zajednicka izvodnica dirnih
stozaca povriine 4 u totkama L, i L,. Pravcu p pridruZeni kubni
Cunjosjek k® raspada se ovdje u tri pravca, i to u trisekante /, i/,
1 jo$ jedan pravac, koji se takoder nalazi na povrfini 4. Uzmemo
li to¢ke L, i L, kao vrhove dvaju stoZaca sveZnja F2, bit ée njihova
prodorna krivulja temeljna za neki pramen povrsina u tom sveZnju.
Tolke L; i L, bit ¢e dvije glavne tocke toga pramena, a spojnica
preostalih dviju glavnih tocaka toga pramena jest onaj treéi pravac
raspale krivulje k3.

Uzmemo i, da je pravac p trisekanta krivulie ¢% koja je sijece
u vockama L,, L, i L;, imat {e pripadna povrsina 4 opet u m
to¢kama dvostruke &vorne totke. Dirni stosci ove povriine u todkama
Ly, Ly i Ly, bit ¢e opet drugoga reda, a pravac p bit ée im zajed-
nicka izvodnica. Totkama L,, L, i L; konjugirano pridru¥ene tri-
sekante /,, /, i J; ¢ine degenerirani kubni &unjosjek k3, nalaze se na
povrsini 4, a prolaze nekom totkom P krivulje ¢*, koja je konju-
girano pridruZzena pravcu p kao trisekanti. Odavde izlazi, da totka
P mora biu takoder ¢vorna tolka povriine A.

Neka pravac p prolazi konaéno jednom temeljnom tockom
sveznja F?, recimo T, i neka sijeée krivulju ¢® takoder u jednoj
to¢ki S. Pripadna povrdina 4 imat ée u tolki 7y trostruku, a u
tocki § dvostruku &vornu to¢ku, jer to izlazi iz nadih ranijih raz-
matranja. Osim poznatth osam pravaca ovakove povriine 4, koji
prolaze. trostrukom &vornom tolkom T, nalazi se na njoj i na
tocki § konjugirano pridruZena trisekanta s krivulje c*.

Osim dosada navedenih sluéajeva moze pravac p prolaziti jo$
1 dvjema temeljnim to¢kama sveZnja F2. Takovom pravcu pridruZena
povriina 4 ima za sveZanj F?, njegove temeljne tolke i prostornu
krivulju c® specijalnu vaZnost, pa ¢emo se njome zabaviti na drugom
mjestu.

Spomenut ¢emo jo§ takove povrdine 4, koje nam daju dva
specijalna sveznja povrdina drugoga reda. Prvi takav sveZanj F,? ¢ine
pravéaste povriine drugoga reda, koje prolaze nekim pravcem m, a
imaju 4 temeljne tocke. Drugi svezanj Fp? éine sve povrsine drugoga
reda, koje prolaze nekim kubnim &unjosjekom.

Sve ravnine II; nekoga pravca p sijeku povréine sveznja Fi%u
1wz unjosjeka, koji prolaze probodi$tem pravca m s tim ravni-
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nama. Presjeci tih ravnina s pripadnom povriinom 4 imat ¢e u tim
probodi$tima dvostruke tolke, dakle je pravac m za tu povrdinu
dvostruk. Prolazi li pravac p jednom terneljnom totkom, ili sijece
li pravac m sveZnja F,?, raspast e se pripadna povriina 4 u povrdinu
tredega reda sa &vornom totkom i u jednu ravninu. Cvorna totka
je u spomenutoj temeljnoj tocki, odnosno u sjecistu pravaca p im.
Prolazi li pravac p dvijema temeljnim totkama 7, i T, sveznja F,?
raspast ée se pripadna povriina 4 u dvije ravnine (mT,) i (mT)
i dvostruki pravac p.

Sve povrsine 4, koje nam daje svezanj F,®, jesu pravlaste, jer
presjeéne mreZe Cunjosieka svih ravnina II; svakoga pravca p u
prostoru imaju po tri totke, kojima prolaze svi Cunjosjeci svake
takove mreZe. Presjeéne krivulje pripadnih povr§ina 4, s ravninama
II; pravca p, raspadaju se prema tome u pravac piu jo$ tri pravca.
Sve su takove povr$ine 4 pravlaste povriine Cetvrtoga reda, kojima
je temeljni kubni ¢unjosjek sveZnja Fy® dvostruka krivulja. (Cetvrta
vrsta po Sturmu.)

Sijede i pravac p taj kubni Cunjosjek jedanput, raspast Ce se
pripadna povréina 4 u jednu pravéastu povrdinu drugoga reda i
jedan stoZac drugoga reda. SijeCe li ga dva puta, raspada se ta povr-
§ina u dva sto$ca drugoga reda.



