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Geometrijsko mjesto diraliSta pramena
ravnina s pramenom povriina drugoga reda

Napisao
Vilim Nice
Primljeno u sjednici matemati¢ko-prirodoslovnog razreda Jugoslavenske
akademije znanosti i umjetnosti 20. prosinca 1939.

Prostorna krivulja ¢* Cetvrtoga reda prve vrste neka je temeljna
krivulja pramena @? povrSina drugoga reda. Svaka ravnina prostora
dodiruje tri povrfine ovog pramena, a dva diralifta mogu biti 1
konjugirano kompleksna. U ovoj radnji istrazit ¢emo geometrijsko
mjesto dirali§ta svih ravnina nekog pravca p, t. ). pramena ravnina,
s povriinama pramena @2,

Polarne ravnine neke tocke, s obzirom na sve povriine pramena
@2, prolaze nekim pravcem. Ako takova tocka putuje po nekom
pravcuy, tada su joj tako pridruZeni pravci izvodnice neke pravdaste
povriine drugoga reda.! Polovi neke ravnine, s obzirom na sve
povriine pramena @?, ¢ine kubni Cunjosjek, a tockama te ravnine
pridruZene su na gornji nadin bisekante toga kubnog cunjosjeka.
Sjecifta te ravnine s pripadnim kubnim dunjosjeckom jesu naprijed
spomenuta diralifta.!

Todkama pravca p neka je pridruZen sistem izvodnica neke
pravcaste povriine E, drugoga reda. Ravninama pravca p pridruzeni
kubni lunjosjeci II; nalaze se prema toma na povrdini E,, a svi
prolaze kroz glavne totke pramena ¢2.! Pretpostavimo li, da se nasa
dirali$ta nalaze na nekoj krivulji 7, tada bismo tu krivulju mogli
shvatit kao produkt pramena ravnina P; pravca p i pridruzenih
kubnih ¢&unjosjeka JI; na povrs1n1 E,.

Presijecimo pramen ravnina P; nekom ravninom po V01]1 Ou
pramenu pravaca o;. Toj ravnini O pridruZzen je, s obzirom na
pramen @2, takoder neki kubni &unjosiek k®. Pravac p neka probada
ravninu O u tocki 7, a toj to¢ki pridruZenu izvodnicu na povrsini
E, oznatimo sa t. Pravcima pramena o; pridruzen je pramen 2
povriina drugoga reda, koji je odreden pravcem ¢ i kubnim Cunjo-

1 Dr. Th. Reye: Die Geometrie der Lage. Abt. III, str. 48, 49 1 27.
Rad Jugosl. akad. 271. )
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sjekom k* kao temeljnom krivuljom. Svakim pravcem pramena of
odredena je jedna ravnina pramena P;, a toj ravnini pridrufen kubni
¢unjosjek II; nastaje kao prodor pridruZene povriine pramena w? i
povriine Ep, jer im je izvodnica ¢ zajedni¢ka. Pramen ravnina P; i
pramen povr§ina ®? nalaze se u projektivnom odnosu, jer je pramen
pravaca o; presjek pramena ravnina P;, a prema tome je produkt
tih dvaju pramena opéa povriina trefega reda?, na &ijoj se povrsini
nalaze pravei p i t. Na toj se povrdini trefega reda sigurno nalaze
sva trazena dirali§ta ravnina pramena P; s povr§inama pramena @2,
jer se nalaze na presje¢nim Cunjosjecima pridruZenih ravnina pra-
mena P; 1 povriina pramena 2, a svi ti unjosjeci ¢ine navedenu
povriinu treega reda. No sva se ta diralidta nalaze i na povréini
E,, jer je presjedni Cunjosjek svake ravnine pramena P; s povriinom
E, konjugirani niz polova pravca p, s obzirom na presjeéni pramen
¢unjosjeka i ravnine s pramenom povrfina ¢ Sva se trazena dira-
lista moraju dakle nalaziti na prodornoj krivulji povréine E, 1 spo-
menute ople povrsine treCega reda. Prodorna krivulja tih dviju povr-
$ina jest Sestoga reda, ali kako obje imaju zajednicki pravac ¢, raspada
se ta krivulja u taj pravac i neku prostornu krivulju 7° petoga reda.

Na temelju ovih nadih razmatranja moZemo izreéi ovaj stavak:

Geometrijsko mjesto diralista svib ravnina nekog pramena
s povrsinama drugoga reda u pramenu takovibh povriina jest pro-
storna krivulja petoga reda.

Svaka ravnina pramena P; sijee povrfine pramena ®% u pra-
menu Cunjosjeka, medu kojima se tri mogu raspasti u dva pravca.
T1 su parovi pravaca izvodnice onith povriina pramena ¢?, koje te
ravnine diraju, jer su sve bisekante bikvadratne krivulje ¢* izvodnice
pravCastih povrfina pramena 2% Sjecifta tih parova pravaca su
diralifea, ali su i glavne totke presjeénoga pramena ¢unjosjeka. Gornji
stavak moZemo prema tome napisati i ovako:

Sijecemo li pramen povriina drugoga reda s pramenom ravnina,
tada glavne tolke svibh presjeCnih pramenova Cunjosjeka leZe na
prostornoj krivulji petoga reda.

Bududi da povrdina E,, kao i sve povrSine pramena 2, pro-
laze glavnim tolkama pramena ¢2, prolazi tim to¢kama i nafa
prostorna krivulja 7° petoga reda.

Bikvadratna temeljna krivulja ¢* pramena povriina @? jest
uople osmoga ranga,* t. j. osam tangenata te krivulje sijele na$

B J. Steiner: Ges. Werke, Bd. II, str. 651—659.
3 Dr. Th: Reye: Op. cit., str. 34.
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pravac p. Osam diraliSta tih tangenata na prostornoj krivulji ¢* jesu
Hesseove asociirane tocke.’ Tangentne ravnine povrfina pramena @2
u svakoj tocki temeljne bikvadratne krivulje] ¢ &ine pramen ravnina
projektivan s pramenom povr$ina ¢ Dakle u osam asociiranih
tocaka, pridruZenih pravcu p, diraju ravnine pravca p i tih totaka
takoder po jednu povrdinu pramena @2 Odavde izlazi:

Izvedera prostorna krivulja petoga reda ©° sijete temelinu
bikvadratnu krivuljn c* pramena @* u osam asociiranih tolaka i
prolazi njenim glavnim tolkama.

Polarne ravnine ncke tocke S, s obzirom na sve povréine
pramena ¢?, Cine pramen ravnina, koji je projektivan s pramenom
povr$ina @2 Produkt tih dvaju pramena jest opéa povriina trecega
reda.® Ovu povriinu line diralista svih tangenata 1z totke S na
povréine pramena @ Svaka ovakova povréina prolazi temeljnom
bikvadratnom krivuljom ct.?

Svakoj tocki naSega pravca p pridruZena je na taj nadin jedna
takova povriina K trecega reda, a na svakoj se takovo; povriini nalazi
nasa prostorna krivulja 75. Dakle sve takove povriine K;, pridruzene
totkama pravca p, prolaze prostornom bikvadratnom krivuljom c*
1 prostornom krivuljom petoga reda 7%, Prodorna krivulja devetoga
reda tih povriina svima im je prema tome zajednitka, a raspada se
u navedene prostorne krivulje Cetvrtoga i petoga reda. Ovim krivu-
ljama i jednom todkom prostora odredena je samo jedna povrina
K:, pa prema tome mozemo reéi:

Sve povrsine Ki, pridruZene tokama pravca p, tine pramen
opcih pouvriina treega reda, kojemu se temeljna krivulja devetoga
reda raspada u prostornu krivalju Cetvrtoga reda prve vrste i
prostornu  krivulju petoga reda. Ove se krivulje sijeku u osam
asociiranih toCaka pripadne prostorne krivulje Cetvrtoga reda.

Nasa prostorna krivulja #° nalazi se na povrdini drugoga reda
E,, dakle ne postoji u prostoru pravac, koji bi tu krivulju mogao
sie¢i u i ili vife tofaka, osim moZzda izvodnica povrine E,.

Polarne ravnine to¢aka pravca p, kako je redeno na poletku,
s obzirom na sve povrine pramena @2 prolaze pravcima, loji &ine
prvi sistem izvodnica povrdine E,. Drugi sistem izvodnica ove povr-
$ine ¢ine polare konjugirane pravcu p, opet s obzirom na povrine
pramena @28 U prvi sistem izvodnica pripada i na$ pravac t. Svaka

% Dr. G. A. Peschka: Darst. und projek. Geometriz, Bd. III, str. 755.
5 Dr. Th. Reye: Op. cit., str. 38.

6 Treéi Steinerov nadin izvodenja kubnih povrdina.

7 Dr. Th. Reye: Op. cit, str. 57.
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1izvodnica povrsine £, probada povrSinu trelega reda, nastalu iz
pramena ravnina P; 1 pramena povrdina drugoga reda ®? u tri
to¢ke, koje se nalaze na prodornoj krivulji te povriine s povriinom
E,. Ta se prodor sastoji od krivulje #° i pravca ¢ Sve izvodnice
drugoga sistema sijeku pravac ¢, dakle su za krivulju z* samo bise-
kante. Izvodnice prvoga sistema ne sijeku pravac ¢, jer on sam
pripada u taj sistem, dakle sva tri probodi$ta tih izvodnica s nave-
denom povrSinom treega reda nalaze se na krivulji . Odavde
izlazi novi stavak:

Sve trisekante prostorne krivulje ©° Cine jedan sistem izvod-
nica pravlaste povriine drugoga reda.

Svaka ravnina pramena P; sijee na$u krivulju ¢* takoder u
pet tofaka. Tri totke su u dirali§tima tih ravnina s povr$inama
pramena @%, a dvije toCke su u diralistima pravca p s povrinama
toga pramena. Ova se diralidta nalaze u probodi§tima pravca p
s povrsinom E,. Iz navedenoga izlazi jo§ i ovaj stavak:

Pravac p i njemu pridruzena prostorna krivulja 1° sijeku se
uvijek n dvije realne ili imaginarne tolke.

Spomenuli smo prije, da konjugirane polare pravca p, s ob-
zirom na povrSine pramena @2, line sistem izvodnica povriine E,.
Te su izvodnice u projektivnom odnosu s povr§inama pramena @2,
pa mozemo napisati jo§ i ovaj stavak:

Produkt pramena povriina drugoga reda @* i projektivno
pridruZenoga sistema izvodnica praviaste povriine drugoga reda
Ep, jest prostorna krivalja petoga reda, koja prolazi glavnim
toCkama pramena @ i sijeCe temeljnu krivulju toga pramena u
osam asociiranih tolaka.

Uzmemo li, da bikvadratna prostorna krivulja ¢! ima dvostruku
tocku, nalaze se na tom mjestu dvije glavne totke pramena ¢2,
dakle 1 krivulja #* ima u toj tocki dvostruku tocku.

Postavljanjem pravca p u specijalan poloZaj prema nedegene-
riranoj bikvadratnoj prostornoj krivulji ¢* moZemo postiéi razne
deformacije i degeneracije prostorne krivulje z°.

Red prostorne krivulje 7> mogli smo vrlo jednostavno odrediti
i s pomotu dviju povriina K trefega reda, pridruZenih dvjema
totkama pravca p. Na$ postupak doveo nas je medutim i do drugih
naprijed 1zloZenth rezultata o toj krivulji,

8 Dr. Th. Reye: Op. cit., str. 46.



