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O POLARNIM TROKUTIMA KRUZNICE
I POLARNIM TETRAEDRIMA KUGLE

Vilim Nice, Zagreb.

Uvod. Poznato je da kruZnici c,, opisanoj polarnom tro-
kutu neke zadane kruZnice ¢, moZemo upisati beskonatno mnogo
polarnih trokuta ove iste kruZnice c¢. U ovoj radnji izvest ¢emo
neka zajedni¢ka svojstva i osobit medusobni odnos svih ovako-
vih polarnih trokuta neke kruZnice ¢ u kruznici c,.

OpiSemo li polarnom tetraedru neke kugle ¢ kuglu v, tada
je kugla ¢ opisana beskonatno mnogim polarnim tetraedrima
kugle (Hesse). Cilj ove radnje bit ¢e nadalje taj, da istraZi
sva zajednitka svojstva kao i sve osobitosti medusobnog odnosa
svih ovakovih polarnih tetraedara kugle @ u kugli y, kao i nji-
hovih pobo&nih trokuta. Spomenut ¢emo odmah, da ¢emo otkriti
zajednitko teZiSte svih tih tetraedara, dok ce teZista i Feuerba-
chove kruZnice njihovih pobo¢nih trokuta leZati na nekim novim
kuglama, kojih ée srediSta, polumjeri i odnos prema kuglama
¢ 1 ¢ takoder biti cilj nasih istraZzivanja.

U svrhu lakSeg i brzeg razumijevanja spomenut ¢emo joS i
slijedece poznate Cinjenice:

Spojnica sredista opisane kruznice nekog trokuta s njego-
vim teZitem prolazj sjeciStem svih triju njegovih visina, a zove
se Eulerov pravac.

Feuerbachova kruZnica nekog trokuta prolazi polovistima
stranica, noZiStima visina i polovistima spojnica svih triju vrhova
sa sjeciStem visina. SrediSte Feuerbachove kruZnice nalazi se na
Eulerovu pravcu, a polumjer joj je jednak polovici polumjera
opisane kruznice zadanog trokuta.

U ravnini: Neka je zadana kruZnica ¢ i njen polarni trokut
PQR, kojemu je opisana kruZnica c¢,. KruZnice ¢ i ¢, sijeku se
u tofkama S,, S,. Postavimo u vrhovima P, Q i R okomice na
suprotne stranice, a dobivena noZista oznatimo sa K,, K, i K.
Tim noZiitima odredena je Feuerbachova kruznica f trokuta
P Q R sa sredistem O,. Sve tri okomice prolaze srediStem O
kruZnice ¢, jer je kod kruZnice polara uvijek okomita na spoj-
nici pola sa sredistem. Odavle pak izlazi, da smo kruZnicu f
mogli dobiti inverzijom kruznice ¢, obzirom na kruZznicu c. (In-
verzija Oc),

Budu¢i da je polumjer Feuerbachove kruZnice jednak polo-
vici polumjera polarnom trokutu P Q R opisane kruZnice, dobi-
vamo time uvjet, kojemu mora zadovoljavati neka kruZnica ¢,
da joj moZemo upisati polaran trokut zadane kruZnice c.

Buduéi da je kruZnica f Feuerbachova kruZnica za trokut
P Q R, raspolavlja ona i stranice toga trokuta i to u totkama
X, Y i Z. Kru’nica ¢, neka ima sredite O,. KruZnice f i ¢; mo-
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Zemo uzeti da su u perspektivnom odnosu obzirom na centar O,
pa iz omjera njihovih polumjera izlazi, da je 00, = 0, O,.

Uzmimo da totka P = P putuje po kruZnici ¢,. Njena po-
lara neka sijeCe kruZnicu ¢, u tocki Q = Q.. PotraZit ¢emo
sada, gdje se na toj polari nalazi tre¢i vrh R = R/, polarnih tro-
kuta P Q' R Sto opisuju totke R, ako totke P i Q' putuju
po ¢ ?

Uz tocke P’, Q na kruZnici ¢, putuju njima inverzno pridru-
7ene totke K, i K. po KkruZnici f. Osim ovih tocaka nalaze se

na ovoj kruZnici i sve to¢ke T'(OT* = T'Q’). (Vidi sliku!) Kruz-
nica f je dakle zajednicka Feuerbachova kruZnica za sve polarne
trokute P' Q'R Nanjoj se prema tome nalazi i totka K, anjoj
inverzno (Oc) pridruZena to¢ka R’ bit ¢e prema tome na kruZnici
¢;. Vidimo dakle da:

KruZnici ¢; moZemo upisati beskonacno
mnogo polarnih trokuta kruZnice ¢ sa zaje-
dni¢kom Feuerbachovom kruZnicom.

Jedna stranica tih trokuta uvijek je realna, dok ostale dvije
mogu biti realne ili imaginarne (konjugirano kompleksne), a
mogu pasti i skupa. Tangente b, i b, kruZnice ¢ u totkama S,,
S, daju sludajeve, kad dvije realne stranice padnu skupa,
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SrediSte O je noZiSte visina svih polarnih trokuta kruZnice
<, upisanih u kruZnici c,, jer su kruZnice f i ¢, inverzno pridru-
Zene obzirom na kruZnicu ¢. Buduéi da je nadalje to¢ka O, sre-
diSte svim tim trokutima opisane kruZnice, svi ti trokuti imadu
dakle zajednicki Eulerov pravac, a prema tome i zajednicko teZi-
Ste E (OE = 2 EO,).

Budu¢i da se u tangentama b, i b, nalaze po dvije stranice
dvaju degeneriranih polarnih trokuta, moraju i one prolaziti
teZiStem E. KruZnica s postavljena tockama O, S,, S, mora prema
tome prolaziti i zajedni¢kim teZiStem E, a polumjer joj je jed-
nak !/s polumjera kruZnice c,, jer je OF promjer te kruZnice,

U prostoru: Zadajmo kuglu @ sa srediStem O, i jedan njen
polarni tetraedar ABCD. Tom tetraedru opisanu kuglu aznadimo
sa ¢, a njeno srediSte sa O,. Spustimo okomice sa vrhova A, B,
C, D na suprotne pobotke, a njihova noZista oznadimo sa N,, N,,
N,, N,. Sve Cetiri okomice sijeku se u toéci O,. Postavimo li mi
totkama N,, N,, N;, N, kuglu 2, kojoj srediste ozna¢imo sa O,,
tada moZemo uzeti, da je ta kugla nastala inverzijom (¢O,)
kugle vy obzirom na kuglu .

Raspolovimo nadalje bridove nasega tetraedra, a polovista
oznatimo sa M,, M,, M;, M,, M i M. Polovista bridova AB, AC
i BD neka su M,, M, i M,. Tockama M,, M,, M, odredena je
Feuerbachova kruZnica trokuta ABC, a ona sijeCe stranice AB,
AC i BC jos i u nozi§tima H,, H,, H, okomica spuStenih iz vr-
hova C, B, A. Budu¢i da su nasuprotni bridovi naSeg polarnog
tetraedra medusobno okomiti, ostaju tofke M, i H, na bridu
AB iste i za trokut ABD. Dakle Feuerbachova kruZnica trokuta
ABD sijete opet brid AB u totkama M, i H,. Posvema analcgno
vrijedi za svaki brid tetraedra, jer se u svakom sijeku po dvije
pobocke. Imamo Cetiri pobolke sa Cetiri Feuerbachove kruZnice,
a svaka pojedina sijece ostale tri u dvije zasebne tocke. Dakle:

Feuerbachove kruZnice pobotaka polar-
nog tetraedra kugle nalaze se na jednoj
kugli.

Oznatimo ovu kuglu sa o, a njeno srediste sa O,. Neka se
kugle ¢ i ¢ sijeku u kruZnici k. Ravnina trokuta ABC neka sijece
tu kruZnicu u to¢kama S, i S,, a tim totkama prolazi tom tro-
kutu opisana kruZnica c, i presje¢na kruZnica ¢, sa kuglom o.
ProbodiSte te ravnine sa spojnicom O, D je totka N,, a njome
prolaze ckomice spuStene iz tolaka A, B, C na suprotne stranice
toga trokuta, jer je trokut ABC polaran za kruZnicu ¢, sa sredi-
Stem N,. Feuerbachova kruZnica c, trokuta ABC prolazi prema
tome takoder tofkama S,, S,, a analogno vrijedi i za ostale
Cetiri takove kruZnice tetraedra ABCD. Odavle izlazi, da kugla
w prolazi takoder kruZnicom k, t. j. sredista O,, O,, O, i O, na-
laze se na jednom pravcu,
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Buduéi da je srediSte Feuerbachove kruZnice svakog tro-
kuta u poloviStu duZine izmedu srediSta opisane kruZnice i sje-
¢iSta svih triju okomica spuStenih sa vrhova na suprotne stra-
nice, moze se pomocu sli¢nosti trokuta lako dokazati u nasem
slutaju, da je O, O, = O, O,, i da je polumjer kugle w jednak
poleovici polumjera kugle .

Feuerbachova kruZnica trokuta ABC sijede spojnice tofaka
A, B, C sa totkom N, u polovi§tima P,, P,, P, Svakim vrhom
tetraedra ABCD prolaze tri takcve spojnice, dakle ih imade sve-
ga 12. Kugla w prolazi dakle uvijek kroz slijedece 24 totke polar-
nog tetrgedeg M., My p s Mo Hy; Hopns « Hop Py Pogs is P

Ravnina trokuta ABC neka sijec¢e kuglu 2 u kruZnici ¢,. Ova
kruZnica prolazi totkama N,, S, i S,, a iz ranijih razmatranja u
ravnini znademo, da ona sijeCe spojnicu srediSta kruZnice c,
sa tockom N, u teZiStu trokuta ABC. Ostavimo li vrh D &vrst,
tada je ovo teZiSte zajedni¢ko za sve autopolarne trokute
A' B C' kruZnice ¢, upisane u kruZnici c,. Svakom vrhu tetrae-
dra ABCD pridruZeno je dakle po jedno takovo teZiste na kugli
2. Pomocu sli¢nosti trokuta lako se moZe dokazati, da je polu-
mjer kugle ¥ jednak ¥/s polumjera kugle y. Odavle prema tome
izlazi:

Kugla inverzna opisanoj kugli polarnog
tetraedra, obzirom na istu temeljnu kuglu,
prolazitezi§tima pobotaka polarnog tetrae.
dra, a polumjer joj je jednak %3 polumjera
opisane kugle.

Poradi O, O, = Y3 0, 0, i 0, O, = 0O, O, vrijedi i
0, O, = /3 0, O,. Odavle se pak lako moZe zakljuéiti, da je
srediSte O, pol ravnine kruZnice k obzirom na kuglu ¢, t. j.
kugla o ostaje inverzijom (¢ O,) invarijantna.

Potrazimo sada teZiSte tetraedra ABCD. TeZiSte nekog te-
traedra dobije se op¢eno tako, da spojimo teZiita pobofaka sa
suprotnim vrhovima, ili da spojimo polovi§ta nasuprotnih bri-
dova. Sve te spojnice sijeku se u teZiStu tetraedra. TeZiste tetrae-
dra ABCD jest u polovici spojnice sredita nasuprotnih bridova.
Sredistima tih nasuprotnih bridova prolazi poznata kugla o,
dakle su spojnice tih nasuprotnih srediita tetive te kugle. Sve
tri tetive imadu zajednitko srediSte, a ne leZe u istoj ravnini,.
dakle je to srediste u sredi$tu O, kugle w. Prema tome izlazi:

TeziSte polarnog tetraedra kugle isto-
vjetno je sa sredif§tem kugle Feuerbacho-
vih kruZnica pobocaka tog tetraedra.

Poznat je slijedeéi stavak od H, Neumana!: TeZiste nekog
opceg tetraedra leZi u srediStu izmedu sredi$ta opisane kugle i

*Neuman H.: Zum Eulerschen Dreiecksatz und seinem riumli-
chen Analogon. Jahresber, d. Deutsch. Math. Verein. 42, 266—274 1933.)
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srediSta hiperboloida, koji prolazi normalama spu$tenim iz
vrhova na pobocke tog tetraedra.

U naSem sluCaju nalazi se srediSte tog hiperboloida u sre-
diStu O, dakle je zadovoljeno gornjemu stavku.

Poznat je nadalje slijedeéi Hesseov? stavak: Nalaze li se
uglovi polarnog tetraedra povrSine 2. reda ¢ na nekoj povrsini
2. reda v, tada je u povrSini ¢ upisano beskonaéno mnogo polar-
nih tetraedara povrSine .

U naSoj kugli ¢ moZemo prema tome upisati beskonatno
mnogo polarnih tetraedara kugle . Sredista O, i O, ostaju ista
za sve te tetraedre, dakle svi ti tetraedri u kugli ¥ imadu i
zajednicke kugle w i X,

MoZemo prema tome postaviti ove stavke:

Feuerbachove kruzZnice poboénihtrokuta
svih polarnih tetraedara kugle ¢ ukugli v,
nalaze se na jedncj kugli . Polumjer te ku-
gle jednak je polovici polumjera kugle v,
a srediSte joj se nalazi u polovid§tu udalje-
nosti srediSta kugala @i

SrediSte kugle o jest zajednilko tezilte
svih polarnih tetraedara kugle ¢ u kugli .

TeZziSta poboc¢nih trokuta svih upisanih
polarnih tetraedara kugle ¢ u kugli ¥ na-
laze se na kugli 2, koju dobivamo inverzi-
jom kugle ¢ obzirom na kuglu 9. Polumjer
kugle 2 jednak je /s polumjera kuglew,

Da se nekoj kugii ¥ mogu upisati polarni tetraedri zadane
kugle @, mora ona zadovoljavati slijedeéi uvjet:

Zadamo li u prostoru kuglu ¢, tada ¢e se «3 polarnih tet-
raedara ove kugle mo¢i upisati samo u onu kuglu v, kojoj ce
se polumjer odnositi prema polumjeru njoj inverzne kugle
obzirom na kuglu ¢ kao 3 : 1.

Svih kugala imade u prostoru 4. Zadamo li neku temeljnu
kuglu ¢, tada je njome odredeno <2 kugala 1. Svaka tocka pro-
stora moZe biti sredite jedne takove kugle, Sve te kugle ¢ine
neki specijalni skup kugala (njemacki: Kugelgebiisch).

Zadamo li uz kuglu ¢ jo§ jednu tocku, tada je time odreden
neki svezanj kugala (njemacki: Kugelbiindel).

Zadajmo tocku P po volji izvan kugle @, Na spojnici sredi-
§ta O, kugle @ sa tockom P nalazit ¢e se jo$ jedna tocka P,, ko-
jom cCe prolaziti sve kugle ovoga sveZnja — dakle ce se srediSta
svih kugala ovoga sveZnja nalaziti u simetralnoj ravnini to¢aka
P, P,. To¢ku P, dobit ¢emo tako, da podijelimo duzinu O, P u
tri jednaka dijela. Inverzna tocka prvoga djeliSta kod tocke O,

® Hesse: Uber die den Ecken der Polartetraeder einer Fliche
2. Ordnung umbeschriebenen Kugeln, Jour. fiir Math. Bd. 45 (1852) pag. 90.
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jest traZena totka P,. To izlazi iz perspektivnog odnosa kugala
Y i = i omjera njihovih polumjera 3 : 1.

Uzmemo li to¢ku P na kugli ¢, bit ¢e sredista sveZnja kugala
u ravnini usporednoj sa dirnom ravninom kugle ¢ u tocki P,
a udaljena od nje za polumjer kugle .

Prenesemo li ova razmatranja prostornom afinom traris-
formacijom na elipsoide, moZemo i za ove postaviti slijedece
stavke:

Svi polarni tetraedri nekog elipsoida,
upisani u sli¢an i sazadanim sli¢no poloZe-
nielipsoid, imadu zajednilko teZi§te. Ovo se
teziSte nalazi u polovi§tu izmedu sredisSta
tih dvaju elipsoida.

TeziSta svih pobotaka tih tetraedara na-
laze se opet na sli¢nom i sa zadanim sli¢no
poloZenom elipsoidu. SrediSte njegovo na-
lazi se u prvoj trec¢ini udaljenosti gornjih
srediSta, a omjer velitina osovina prema
veli¢ini osovina opisanog elipsoida odnosi
se kao 1:3.



