PRILOG ZAKRIVLJENOSTI PROSTORNE
KRIVUL]JE

Vilim Nide, Zagreb.

Osi svih oskulacionih zavojnica, u povoljnoj toéci pro-
storne krivulje, daju izvodnice Pliickerovog konoida. Glavna
normala krivulje je os toga konoida, a udaljenost izmedu
kuspidalnih totaka jednaka je polumjeru zakrivljenosti. Sama
tocka je kuspidalna za navedeni konoid.

Dokaz ovoga stavka izvodi se obi¢no analititki pomotcu
prodorne linije toga konoida s uspravnim kruZnim valjkom,
kojemu je os glavna normala krivulje.! Pretpostavimo li po-
znavanje samo hiperoskulacionih kruznica u tjemenima elipse,
moZe se taj dokaz izvesti i ovako:

Pliickerov konoid moZemo definirati kao prodor speci-
jalne linearne hiperbolne kongruencije, kojoj su provodnice

1 G. Scheffers: Anw. der Dif. und Int. Rechnung auf Geometrie
Bd. I str. 258.—259.
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medusobno okomite, a jedna je u beskonaénosti, sa kongruen-
cijom prvog reda drugog razreda bisekanata degeneriranog
kubnog tunjosjeka u pravac i ¢unjosjek. Povufemo li svakom
tockom provodnog funjosjeka ove druge kongruencije uspo-
rednict s njenim provodnim pravcem, moraju te usporednice
initi uspravan kruZni valjak. Osim toga kongruencije moraju
imati zajedni¢ki konafan provodni pravac.

Prodorom ovih dviju kongruencija nastaje Pliickerov ko-
noid.?

U povoljnoj tocci P prostorne krivulje k neka je oskula-
ciona kruZnica ¢, s polumjerom r i srediStem O. Osovine svih
oskulacionih zavojnica u to¢ci P Kkrivulje k moraju sjeéi oko-
mito glavnu normalu g krivulje k u toj tocci, jer sve glavne
normale zavojnica sijeku okomito njihove osi. Poznato je, da
krivulja k i oskulaciona zavojnica imadu zajedni¢ku oskula-
cionu KkruZnicu, tangentu, glavnu normalu i binormalu.

Svaka zavojnica odredena je polumjerom valjka, na ko-
jem se nalazi, priklonim kutem tangente prema njenoj osi i
jednom tockom. :

Oznalimo ravninu tangente ¢ i glavne normale g sa «,
ravninu glavne normale g i binormale b sa a, a ravninu binor-
male b i tangente ¢ sa a,. (Vidi sliku).

Postavimo glavnhom normalom g povoljnu ravninu o,
koja sa ravninom «; zatvara kut t. Oskulaciona kruZnica ¢
projicira se okomito na ravninu w, u elipsu c;.

2 Rohn-Papperitz: Lehrbuch der Darst. Geometrie Bd. Il str. 236.
(Usporedi sa gore navedenim). *
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PotraZit ¢emo osovinu i one oskulacione zavojnice ¢ u
tolci P, kojoj je ta osovina okomita na ravninu ®. Uzmemo
1i bazu valjka te zavojnice ¢ u ravnini o, tada ¢e ta baza biti
hiperoskulaciona kruZnica elipse ¢, u tocci P (velika os elipse
¢, lezi u glavnoj normali g), a udaljenost presjeciSta osi i sa
glavnom normalom g od totke P bit e jednaka polumjeru
zakrivljenosti ¢ elipse ¢, u tjemenu P.

Zavojnica ¢ odredena je dakle s osi i, kutom t i tockom P.

Svakoj ravnini ®; glavne normale pridruZena je na isti
nafin po jedna zavojnica ¢, odnosno njezina os i.. Ravnina
w; imade o1, dakle, toliko imade i osovina i.

Potrazit ¢emo sada geometrijsko mjesto svih takovih
osovina.

Opi&imo oko to¢ke P u ravnini e, kruZnicu ¢, s polumjerom
r, koja sijece tangentu t u tofkama L i L;, a binormalu b u
toéci B! Ovu kruZnicu c, dira u to¢ci B tangenta p. Ravnina o
sijefe ravninu a, u tragu s,. Postavimo li mi u to&ci L okomicu
na s; (LT L s,), tada je TP prava veli¢ina male osi elipse ¢,
(ali to nije mala os). Trag s, sije¢e kruZnicu ¢, u tocci N. Oko-
mica spuStena iz te totke na tangente ¢ i p sijece ove u tofkama
KiM, a KP = TP radi jednakosti trokuta PNK i PLT. Oko-
mica spuStena iz tofke K na spojnicu PM sijete binormalu b
u totci V,, a duZina PV, daje nam veli¢inu polumjera zakriv-
ljenosti g elipse ¢, u toéci P, jer je velika os te elipse jednaka
2PB, a mala os 2PK. Utinimo li sada na glavnoj normali g
PV = PV,, tada u tolci V sijele osovina ;i glavnu normalu g.

Opidimo u ravnini a, kruznicu ¢, oko totaka P i L, sa sre-
didtem na ¢! Okomita projekcija iy osi i na ravninu a; okomita
je na tragu s, a sijeCe kruZnicu c, u tocci S. Okomica spustena
iz te totke na tangentu t daje tolku R, koja opet s totkom L,
daje veli¢inu RL, = g, §to ¢emo evo lako dokazati:

Oznatimo malu i veliku os elipse ¢, sa n i m. Iz jednakih
trokuta L,SP i PLT vidi se da je PT = L,S =n,a LP=PL =

= m. Znademo takoder, da mora biti ¢ = rfln_’ <xSL,P =<xTPL
i <x RSL, = ~x TLP. Odavle pak izlazi:

SL, :LLR=PL:PT=n:LLRR=m:n ili
n2
LlR =.,71.=Q.

Povulemo li u ravnini e, totkom R paralelu sa g i totkom
V pravac s || ¢, tada se ti pravci sijeku u toéci U,. Svakoj rav-
nini ®; pridruZena je u ravnini «, takova jedna tocka Ul a
sve te toCke leZe na spojnici L, O, jer kod svake ravnine w;
postoji L,R = PV; = p;. Okomica dignuta u tolci U, sijete
os i u tocct U, a toCke U; svih ravnina w; nalazit ¢e se u rav-
nini A okomitoj na ravnini a, sa tragom OL, u toj ravnini.

Okomita projekcija to¢ke U na ravninu a, pada u toéku S,
jer je i | i;. Svakoj ravnini o; pridruZena je po jedna tocka



S: a sve su te tofke na KruZnici ¢, jer za svaku ravninu oy
postoji << L,SiP = 900,

Vidimo dakle, da se sve totke (/; nalaze na presjetnoj
elipsi § ravnine A s uspravnim kruZnim valjkom, kojemu je
baza c;, a izvodnice su mu usporedne sa glavnom normalom g&.

Uzmemo li mjesto ravnine @ neku ravninu o,, kojoj je
prikloni kut ¥, prema «; jednak 180° —t, onda je tim dvim
ravninama o i w; totka U, zajednitka, dok totke U i U? te
osi i, i* stoje prema ravnina o, simetri¢no.

Pustimo 1i da kut v teZi prema 0° ili 180°, past ée ravnine
o [ o, u oskulacionu ravninu e, pripadne osi i, i' stefu se
u jedan pravac t; L @, a ¢ = r. Te#i li nadalje © prema 909,
past ce opet te ravnine skupa, pripadne osi steZu se u tangentu
t,ag— 0.

Uzmimo sada glavnu normalu g kao konaéni provodni
pravac specijalne linearne hiperbolne kongruencije, kojoj je
drugi beskona¢no daleki provodni pravac odreden direkcionom
ravninom e, Cunjosjek B sa glavnom normalom g neka bude
provodnica kongruencije prvog reda drugog razreda. Prodor
tih dviju kongruencija satinjava pravac g i sve naSe osi i,,
dakle su one izvodnice Pliickerovog konoida, jer i Cunjosjek B
ispunjava naprijed navedeni uvjet.

Glavna normala g je os toga konoida, totke P i O su
kuspidalne totke, dok su pravci ¢ i t, torzalni pravci.



