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1U vod. Odaberimo dvije konjugirane tocke B i D ma nekoj krivulji
" s treéeg reda sa dvostrukom toikom O. Pravac BD =d sijece tu krivulju

u jo§ jednoj tocki A, kojoj je konjugirana tocka G, jer se u njoj sijeku tan-
gentne krivulje s u totkama B i D, SL. br. 1. — Tocku G prozvacemo dir-

nom totkom konjugiranog para totaka B D (njemagki Tangentialpunkt).
Svakom paru konjugiranih todaka B; D; pridruZen je na ovaj naéin drugi
par konjugiranih tocaka Ai Gi

Dokazaéemo sada u ovoj radnji, da tangenta a krivulje s u tocki A,
spojnica ¢ ove totke sa dvostrukom todkom O, spojnica b sa njenom
konjugiranom todkom G i spojnica d sa parom konjugiranih tocaka B i
D stoje u harmonijskom dvoomjeru: ;

(abcd)= -1,

Ovaj dvoomijer postoji na svakoj krivulji 3 reda roda nultoga. Pokaza-
éemo u ovoj radnji i to, kako se ovaj harmonijski dvoomjer moZe pri-
‘mijeniti u konstruktivne svrhe mna jednom dijelu praviastih povriina 4
reda, te éemo odmah rijesiti i dvije konstruktivne zadaée. Na dvostru-
kim pravcima ovog dijela povrina 4 reda javlja se specijalan sluaj dvo-
_dvoznaéne pridruZenosti, pa éemo i takove povriine potanje opisati.

"2Dokaz harmonijskog dvoomjera. Uzimamo neku krivulju
3 reda roda prvoga, te na njoj odaberimo neku to¢ku A, Povucimo ovom
totkom sve &etiri tangente a,, a,, a, i a, te krivulje; a njihova diralista
oznadimo sa A,, A, A, i A, Spojnice tocaka A,, A, i A,, A, neka se
sijeku u totki B, koja je opet na toj krivulji. Analogno se sijeku spojnice

1) Emil Weyer: Theorie der mehrdeut. geom. Elementargebilde und der algeb, Curven
und Flichen als deren Erzeugnisse. II. Theil str, 91.
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{oGaka A, A, i A, A te A, A,iA, A, utotkama C i D ove krivulje.?)
Zrake BA = m, BA,A, = n, BA;A, — p i tangenta t ove krivulje u totki-
B ¢&ine harmonijski dvoomjer (tmnp) = - 1*). Analogno vrijedi dabome i
za todke C i D. : :

Provedemo li mi deformaciju te krivulje tako, da njen oval prede u izo-
liranu i dvostruku to¢ku?) tada bi nase tocke A, i A, pale u tu to&kuy,
a tom totkom prolaziée prema tome i pravac p. Veé odavle moZemo za-
kljugiti, da €e nag harmonijski dvoomjer biti ispravan. Mi éemo medjutim .
sada izvesti dokaz, -koji ée nam to strogo potvrditi odmah na krivulji
roda nultoga,

Uzmimo na krivulji s u slici br. 1 to¢ku A kao pol. Tangenta a kri- -
vulje s u toj tocki je njena linearna polara, a u istoj totki tangira ona i
svoju konicku polaru p°). Pravac GO = k dira koni¢ku polaru p u totki
O, jer tangente krivulje s u toj tocki i spojnice te totke sa svakim pa-
rom konjugiranih to¢aka stoje u. harmomnijskom dvoomjeru®). Pravac d
neka sije¢e konitku polaru p u to¢ki C. Iz definicije konitke polare sli-
iedi harmonijski dvoomjer (ACBD) = - 1, Pokazaéemo da pravac GC = h
dira &unjosjek p u tocki C. Znademo, da se tangente i i | krivulje s u
totkama B i D sijeku u todki G te krivulje. Pravac i imade u to¢ki B dvije
zajednicke totke sa krivuljom s, a isto i pravac 1'u todki D. Jer de tocka
C nalazi na pravcu d, na kojem se nalaze i tocke A, B i D, slijedi. iz defi-
nicije  polara, da i pravac k mora imati u todki C dvije zajednitke togke
sa koni¢kom polarom p, jer pravac h moZemo uzeti kao polaru pola A .
obzirom na degenerirani ¢unjosjek (i, 1}. Slijedi dakle, da pravac k dira
cunjosjek p u totki C. Ranije smo veé vidjeli, da pravac k = GO dira taj
&unjosjek u toeki O. Tangente h i k unjosjeka p u tockama C i O sijeku
se u G, dakle je totka G pol a pravac CO = { njegova polara na tom &u-
njosjeku. Na temelju izvedenoga slijedi dalje da su pravci b i § konju-
. girane zrake Sunjosjeka p, a odavde pak da je (abcd) = - 17).

Vrlo se lako opaZa, da i totke A, E, B i D stoje u harmonijskom dvo-
omjeru(AEBD) == -'1, t. j. spojene sa dvostrukem tockom O daju &etiri
harmoniiske zrake. Todke A i E su pridruZeni par todaka centralne hi-
perbolitke involuciie na krivulii s, koioj je toéka G centar, a totke B.i D
dvostruke togke®). Iz ove involucije direktno slijedi navedeni harmonijski
dvoomjer, a ova postoji jer totka E, u kojoj spojnica todaka GA sijede
polaru § &unjosieka p a pola G lez na krivulji s radi (AFGE)=—1.
Kada se to¢ka G nalazi na zatvorenom' dijelu {petlji) krivulje s, tada je
ta involucija elipticka. o

3. Dokaz, ako je totka A mna otvorenom dijelu
: krivulje s.

 Uzmimo sada totku A na otvorenom dijelu krivulie s, te promotrimo
poznati harmonijski dvoomjer u ovom slugaju. To&ki A konjugirana
totka G nalazi se na petlji krivulje s, pa su prema tome i konjugirane

9) H. Durége: Die ebene Kurven 3. Ordnung str. 231.

3) Karl Rohn: Beitrige zur Theorie der ebenen Kurven 3. Ordnung. (Berichte der
Math, Phys. Klasse der Kén, Sichs. Gesellsch. der Wissen. Bd. L VII),

) G. Salmon und Fiedler: Analitische Geometrie der Hoheren ebenen Kurven str. 231.

%) H. Grassmann: Projective Geometrie der Ebene II. Bd. 2. Theil str, 223.

) E. Weyer: Theor, d. mehr. geom. Elem. u. d. alg. Curv. u. Flichen etc. II. Theil
strana 100.

" 7 Th. Reye: Die Geometrie der Lase Bd. I str, 99, .
%) E. Weyer: Th. der mehr. geom. EL u. alg. Curv. etc. I Theil str. 101.
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tocke B i D imaginarne. Pravac. d ostaje medutim realan, a na njemu se
osim konjugiranih toéaka B i D nalaze i realne tocke C i A.
Pokaza¢emo sada, da nam harmonijski dvoomjer (t, t, ¢ d)=—1
daje pravac d, gdje su pravci t, i t, tangente krivulje s, koje prolaze to¢-
kom ‘A. — Sl br. 2. Poznato je, da su diralidta T, i T, konjugirani par -
todaka, kojemu je A dirna totka (Tangentialpunkt). -

‘Polarni &unjosjek p dira kao i ranije pravac GO =c¢ u dvostrukoj
tocki O krivulje s. Spojnica m konjugiranog para T, T, prolazi i tockom
G, jer je ona konjugirana tocki A. Nacrtamo li pravac d tako, da bude °
- (t; t, e d) = - 1, onda je tocka C = d X p diraliSte tangente h povudene
iz to¢ke G na polami &unjosjek p, radi harmonijskog dvoomjera toaka
(COT, T)=-1 na tom Eunjosjeku. Spojnica tocaka A i G neka sijece
polarni &unjosjek p u tocki F. Iz harmonijskog dvoomjera (CO A F) =-1
na polarnom &unjosjeku p slijedi i na$ poznati harmonijski dvoomjer
(abcd) =—1, , :

Totka E=b X je opet ma krivulji s, a tocke A i E daju par konju-
giranih todaka centralne elipticke involucije tocke G.

4. Krivulja s sa izoliranom dvostrukom todkom.

Ako krivulja s imade izoliranu dvostruku totku, moZe se mas harmo-
nijski dvoomjer (a b ¢ d) = — 1 dokazati na prvi ili drugi nagin, fer
svakom toékom krivulije moZemo na nju- povuéi dvije realne tangente,
dakle ostaju tocke B i D kao i T, i T, uvijek realne. '

5 Krivulja s sa §iljkom.

Ako jo singularna totka nase krivulje s &iljak, tada je centralna invo-
lucija svake totke ove krivulje parabolika, a sve konitke polare prolaze
Siljkom, te imadu u toj totki zajednitku tangentu sa krivuljom. U ovom bi
slutaju uvijek po tri zrake nafeg harmonijskog dvoomjera pale zajedno.

" 6. Praviaste povr§ine 4 reda, na kojima ée se
primijeniti dosada3njiizvodi.
Imad.emo li dva pravca, koji su nosioci jednostrukog i dvostrukog niza
todaka jedno-dvoznatno pridruZenih, tada spojnice pridruzenih toZaka daju
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izvodnice pravéaste povrSine 3 reda, kojoj su nosioci tih nizova jedno-
struki i dvostruki pravac.,

Nalazi li se na svakom od ovih pravaca dvostruki niz totaka dvo-dveo-

- znagno pridruZenih tada spojnice pridruZenih tofaka daju izvodnice prav-
taste povriine 4 reda, kojoj su nosioci tih nizova dvostruki pravei povrsine.
Ta se dvo-dvoznagna pridruZenost konstruktivno postizava na poznati
na&in sa unjosjekom, t. j. izvodnice povriine uzimamo kao zrake hiper-
bolne linearne kongruencije dvostrukih pravaca, koje prolaze jednim
tunjosjekom. o . ‘

. Znademo da’ parovi totaka dvostrukog niza na jednostrukom pravcu
praviaste povriine 3 reda &ine-kvadratnu involuciju. Izmedu pravé&astih
povrsina 4 reda odabraéemo mi one, &ji parovi pridruZenih tofaka na
njithovim dvostrukim pravcima &ine analognu involuciju,

Promotrimo to malo pobliZe. Opéenito izvodnice pravaste povrSine 4
reda pridruzuju toke na njihovim dvostrukim pravcima na slijedeé¢i nagin:
To&ki A, prvog pravca pridruZene su tocke A’, A’, drugog pravca. Tocki
A’, drugog pravca pridruZena je na prvom pravcu totka A, i neka totka
A,. a totki A’, drugog pravca pridruZena je na prvom pravcu opet tocka
A, i neka toka A, i t. d. Padnu li na prvom pravcu tocke A, i A, u jednu
tocku (A,—A.), tada je paru-todaka A, A, prvog pravca pridruZen par
tosaka A’, A’, drugog pravca i obratno. Ako su kod dvo-dvoznaénog sno-
gaja ovako pridruZena dva para, tada su tako pridruZeni i svi ostali parovi,
a svi takovi parovi &ine kvadratne involucije na jednom i drugom dvo- .
strukom praveu.’)

Praviaste povrsine 4 reda, kojima su dvostruki pravci nosioci ovakovih

projektivno pridruZenih involucija, jesu one koje dolaze u obzir kod naih.
razmatranja. Na temelju takovih projektivnih involucija mozZe se lako
vidjeti, da su svakoj izvodnici takove povriine pridruzene daljnje tri, koje
sa onom prvom Cine vitoperi &etverokut. Dvostruki pravci su dijagonale
svakog takovog vitoperog Cetverokuta. ’
- Jasno je da ovakovo svojstvo vitoperih fetverokuta, t. j. projektivno pri-
druZene kvadratne involucije na dvostrukoj crti, mogu imati i druge prav-
éaste povrdine 4 reda, a ne samo one kojima se dvostruka crta raspada u

_pravce. Budué¢i kod takovih povriina ne dolaze u obzir nasi izvodi na
krivuljama 3 reda, to se njima ne¢emo ni baviti.

7. Primjena izvedenog harmonijskog dvoomjera na
opisane povri§ine,

Na dvostrukim pravcima d, i d, neke malo prije opisane povriine neka
su poznata dva para pridruZenih todaka i to tocke A,, A, na pravcu d,,
a totke A,, A, ma pravcu d,. SL. br. 3 Pravci A, A, =i, Ay A, = a,
A, A, =biA, A, = ¢ su izvodnice povrsine, koje ¢ine poznati vitoperi
&etverokut sa vrhovima A,, A,, A; i A,.

Uzmimo izvodnicom i neku tangencijalnu ravninu. Tolke A, i A, biée
totke presjedene krivulie 3 reda roda multoga, a tangente te krivulje u
tim todkama biée presjetnice te ravnine s ravninama (b, d;) i (a, d,).
Ravnine (a, d,) i (b, d.) sijeku se u izvodnici ¢, dakle se i tangente. pre-
sjeéne krivulje u totkama A, i A, sijeku u probodistu C izvodnice ¢ sa
tom tangencijalnom ravninom. Ovo probodiste C je takoder totka pre-

%) Jan de Vries: Ueber die zwei-zweideutige Verwandschait, {Nieuev Archief voor

Wiskunde).
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sje¢ne krivulje, dakle su tocke A, i A, konjugirane totke te krivulje, a
totka C je njihova dirna totka (Tangentialpunkt). Evidentno je, da je niz
dirali§ta tangencijalnih ravnina izvodnice i projektivan sa nizom pripadnih
dirnih todaka na izvodnici ¢. Dvostruku todku presje¢ne krivulje tangen-
cijalne ravnine sa povr§inom daje probodidte dvostruke izvodnice s tom
ravninom. - ; :

Vezu izmedu ovih razmatranja i onih ranijih uspostaviéemo najjedno-
stavnije tako, da diraliSte tangencijalne ravnine izvodnice i oznagima
sa A, totke A,iA,saBiD a tocku C sa G. :

o

Uzmimo nadalje, da ova nasa povr$ina imade jedan par realnih torzal-
nih pravaca, Neke torzalne ravnine prolaze pravcem d, a kuspidalne
tocke nalazi¢e se onda na pravcu d,. Nasa tangencijalna ravnina poloZena
izvodnicom i neka sije¢e torzalne pravce u tockama T, i T,, koje su opet
konjugirane totke presje¢ne krivulje, jer se tangente te krivulje u tim
totkama sijeku u totki A,. Znademo da su totke A, i A, konjugirane,
pa odatle slijedi da spojnica tocaka T, i T, prolazi totkom A, — Ko-
risteéi se ovim i poznatim napred pokazanim harmonijskim dvoomjerima
totaka (A E B D) = -1 ipravaca (ab ¢ d) = -1, izveiéemo pomoéu
njih neke konstruktivne zadate na na¥im specijalnim pravéastim povr-
¢$inama 4 reda. Spomenuéemo jo§, da medu ovakove povrsine spadaju
sve one, koje sadinjavaju normale povrSina drugog reda duZ okomitog
presjeka na jednu ws. ‘

8. Konstruktivne zadaée.’

Neka se odredi diraliste i glavna tangenta naSe specijalne praviaste
povriine 4 reda, ako joj je zadana tangencijalna ravnina.

Zadana je povrsina kruznicom k, dvostrukim pravcima d, i d, koji su
redu sobom okomiti, paralelni sa ravninom kruZnice k i jednako od nje
udaljeni, a njihova najkraéa transverzala meka prolazi sredistem te kruz-
nice. Konstrukciju éemo izvesti u jednoj normalnoj projekciji i to u smjeru
najkraée transverzale pravaca d, i d,. SL br. 4.

Odaberimo na toj povrdini izvodnicu i, koja dvostruke pravee d, i d,
sijee u tockama A, i A, a &unjosjek k u todki D. Izvodnicom i dan je cio
poznati vitoperi Eetverokut, kojeg ¢ine izvodnice i, a, b i ¢. Tragom t u
ravnini kruZnice k te izvodnicom i zadana je nasa tangencijalna ravnina.
Ta ravnina sijete torzalne pravce, koji prolaze kuspidalnim totkama
pravca d, u totkama T, i T,. Izvodnicu ¢ sijee to ravnina u togki C, a
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dvostruka tocka presjeéne krivulie nalazi se u beskonaénesti, jer je u
beskonadnosti dvostruka izvodnica povriine. Ova totka odrédena je tra-
"gom t kao direkcionim pravcem. Pomoéu poznatog harmonijskog dvo-
. omjera (T T°, A, A) =-1, (T T,iT° T, || t) znademo odrediti diraliste
A te tangencijalne ravnine. Glavna tangenta povrsine g u tocki A dana
je harmonijskim dveomjerom (1gt, i) = -1 (1 = AC, t, [| 1). ‘
Kada bi nam bila dana obrnuta zadaéa, naime u zadanom diralistu A
treba odrediti tangencijalnu ravninu, onda bi diralistu A nasli na izvod-
nici ¢ pridruZenu togku C, a tom to¢kom i izvodnicom i ta je ravnina
odredena.
gako bi nasli pridruZenu tocku C?
Nizovi todaka Ay i C. na izvodnicama i i ¢ projektivni su i to tako, da
ih dvostruki pravci sijeku u pridruZenim tockama, Projiciramo li ik dakle
© u smjeru jednog dvostrukog pravca postaju oni perspektivni, a centar

\ .
\
\ 5
\ 5 . .
]2 ¥ TQ 2 .

perspektiviteta nalazi se na projekciji drugog dvostrukog pravca. Spoj-
nice pridruZenih todaka projektivnih nizova izvodnica i i ¢ daju izvodnice
hiperboloida. U isti sistem izvodnica spadaju i dvostruki pravci. Spomenuti
centar perspektiviteta je projekcija one izvodnice drugog sistema toga.
hiperboloida, koja je paralelna sa onim dvostrukim pravcem u &ijem smo
smjeru projicirali. Ako nam je dakle poznat jedan par pridruZenih totaka

znademo prema izvedenom odrediti i sve ostale parove.

Tangencijalnu ravninu povrSine u tocki A moZemo odrediti i na sli-
jedeéi nadin:

Tangente svih &unjosjeka povrsine duZ izvodnice i &ine opet sistem
izvodnica nekog hiperboloida, jer ih moZemo uzeti kao produkt dvaju pro-
jektivnih pramenova ravnina, kojima su nosioci izvodnica i te dvostruka
izvodnica povrsine.. U isti sistem spadaju i oba dvostruka pravca povrsine..
Projiciramo li kao i ranije taj hiperboloid u smjeru jednog dvostrukog
pravca, tada projekcije pridruZenih nizova na izvodnici i i dvostrukoj
1zvodnici postaju perspektivni nizovi, kojima je centar perspektiviteta na
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drugom dvostrukom pravcu, posvema analogno kao malo ranije. Ako je
dakle zadan jedan par pridruZenih totaka ovih dvaju nizova, lako je odre-
diti ravninu kada je dano diraliste i obratno. Jedan par pridruZenih todaka
za svaku izvodnicu lako je odrediti, ako je povrsina zadana cunjosjekom
i dvostrukim pravcima. Ove dvije zadaée moZemo na ovaj nadin rijesiti na
svakoj pravéastoj povrsini 4 reda, koja imade dvostruku izvodnicu.

Rijesimo jo§ jednu zadaéu na konoidu 4 reda kao markantan primjer.

Na zadanom konoidu 4 reda dana je totka D, treba u toj tocki odrediti
tangencijalnu ravninu i glavnu tangentu, v .

Neki ‘konoid 4 reda, koji imade svojstvo vitoperih &etverokuta, neka
je zadan €unjosjekom k i dvostrukim pravcem d, koji je okomit na rav-
nini crinje. Direkciona ravnina neka je ravnina crtnje. Konstrukciju éemo
izvesti opet u jednoj normalnoj projekciji. Sl. br. 5. Izvodnica i neka

M2
@) s
SLS. a %
AN
,,,,, - i J
- PR, |
K /// '1C Cl
3 :’
B 1 b

A

sijeSe dunjosjek k u todki I Na toj izvodnici odaberimo to¢ku D. Projek-
cija q tangente u toj toki onog &unjosjeka. koji prolazi tom to&kom, pa-
ralelna je sa projekcijom q, tangente Gunjosjeka k u tocki I, jer je prvi
dvostruki pravac d okomit na ravnini crinje, a drugi se nalazi u besko-
nadénosti. Pravci q i q, probadaju ravninu izvodnica b i ¢'u toékama N i M,
a pravac odreden tim totkama sijeCe jedan i drugi dvostruki pravac, jer
je izvodnica drugog sistema dirnog hiperboliénog paraboloida du? izvod-
nice i, u ¢&iji prvi sistem izvodnica spadaju dvostruki pravci povrline i
tangente q i q;. Tangencijalna ravnina (q, i) u tocki D sijede suprotnu
stranicu C vitoperog Getverokuta izvodnice i u toéki K (N K || i), a
dvostruku izvodnicu povriine u to¢ki O. Poznatim harmonijskim dvo-
omjerom (q i n g) = -1 (n = K D) posluZicemo se sada, da odredimo
* glavnu tangentu. Ona je odredena time 3to se nalazi u tangencijalnoj
ravnini totke D, koja je pak odredena pravcima q, i.

ZUSAMMENFASSUNG.

Ein  harmonisches Doppelverhiltnis der Kurven 3. Ordnung vom Geschlecht Null und
seine Anwendung auf einige Regelflichen 4. Grades.:

In einem Punkte A einer Kurve 3. Ordnung vom Geschlecht Null, besteht das harmo-
nische Doppelverhiltnis folgender Strahlen: Der Tangente im Punkte A, der Verbin-
dungsgeraden des Punktes A mit seinem konjugierten Punkte B und dem Doppel-
punkte der Kurve, und der Gerade des konjugierten Paares dem der Punkt B ein
-Tangentialpunkt ist.
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Dieses Doppelverhiltnis war in dieser - Abhandlung ausgefiibrt und auch auf eine
Art der Regelflichen 4. Grades bei ihrer konstruktiven Behandlung angewendet. Dieser
Art Regelflichen 4. Grades gehdren nur die mit zwei Doppelgeraden -und einer Dop-
pelerzeugenden an, wessen Doppelgeraden Triger zweier projektiv zugeordneten qua-
dratischen Involutionen sind, also ein Sonderlall ‘der zwei-zweideutigen Verwandschaft.
Zwei Paare zugeordneter Erzeugenden solchartigen Regelflichen setzen immer ein
unebenes Viereck zusammen, dem die Doppelgeraden der Regelfliche Diagonalen
sind. Zum Schlusse sind noch zwei konstruktive Aufgaben gelost worden.
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