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Poznato je svojstvo. Plickerovog konoida, da su projekcije
svih Cunjosjeka na tome konoidu kruZnice, ako te Eunjosjeke
normalno projiciramo na direkcionu ravninu. Toénijim istraziva-
njem konoida treéeg i <Zetvrtog reda pokazuje se, da analogno
svojstvo imaju svi ti konoidi, dok je Plickeroy konoid medu njima
samo jedan specijalan slu¢aj. Mi éemo potanje promotriti to svoj-
stvo konoida tredeg i Cetvrtog reda, koje glasi:

»Svi Cunjosjeci ma konoidima tredeg ili cetvrfog reda, projici-
rani w_smjeru dvostrukog pravca tih konoida na neku povoljnu rav-
ninu, daju uvijek slicne i slicno polodene cunjosjeke.

Projicirati paralelno u smjeru dvostrukog pravea znaéi isto,
Sto i projicirati iz njegove beskonadino daleke totke. Ako se to
srediSte projiciranja nalazi negdje u konaénosti na dvostrukom
pravcu, tada viSe ne vrijedi ovaj stavak veé slijedeéi:

Vi Cunjosjeci ma konoidima treceg ili cetvriog reda, progici-
rani na direkcionu ravninu iz neke konacne toéke dvostrukog pravea
tih konoida, daju wvijek slicne i slicno poloZene cunosjeke. 1 to samo
na direkcionu ravninu“. - '

Ispravnost ovih stavaka dokazali éemo u ovoj radnji i to,
prvi éemo stavak dokazati u drugom dijelu, a drugi stavak u
treéem dijelu ove radnje. U prvom dijelu éemo izvesti neke po-
trebne dokaze i dati kratki pregled o postanku konoida treéeg i
Cetvrtog reda, sa narotitim obzirom na njihovo najednostavnije
konstruktivno odredivanje.

DIO 1.
a) Dokazi.

Neka su zadane povoljne ¢etiri harmonijske zrake a, b, ¢ i
d [(a ¢b d) = — 1], koje izlaze iz totke 0. (Sl 1a). Presijecimo
zraku @ nekim povoljnim pravecem u toéci S a zraku ¢ u todci
R. Polovistem O, duzine RS povucimo novi pravae, koji zrake
b i d sijete u totkama T i U tako, da je T0, = O,U. Uzmimo
sada, da su duZine RS i TU konjugirani dijametri nekog &unjo-
sjeka ¢; sa srediStem u toei O,. Svakoj todci ravnine pripada
kao sredistu &unjosjeka jedan par takovih konjugiranih dijame-
- tara, a mi éemo dokazati, da su svi takovi Eunjosjeci sliéni i sli¢no
poloZeni. Konstruirajmo jo§ jedan par takovih konjugiranih dija-
metara PS i M@ nekog Cunjosjeka ¢, tako, da je krajnja tolka
jednog dijametra opet u tocci S. Sredista O, i O, moraju lezati
na praveu s, lle. Svi ovakovi &unjosjeci, kojima je tocka S uvijek
krajnja tocka jednog dijametra, a njegov drugi vrh leZi na praveu
¢, dok su krajnje totke konjugiranih dijametara na zrakama b i
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d, satinjavaju pramen sli¢nih i sliéno polozenih &unjosjeka sa
¢vrstim todkama O i S.

Harmonijske zrake a, ¢, b i d neka se nalaze u nekoj rav-
nini p. Zgodno odabranim smjerom moZemo te zrake paralelno
projicirati u neku drugu ravninu p tako, dabude @’ Lc'id' Ld
te zraka b odnosno d da raspolavlja <t (¢ @’). Pramenu ¢unjo-
sjeka ¢, ¢, ... u ravnini p odgovarati ¢e u ravnini p' neki drugi
prametr &unjosjeka ¢, ¢ . . ., koji sa prijasnjim stoji u afinom
stiodaju, Hko sve skupa zamislimo paralelno projicirano u ravninu
crtnje. Jasno je, da i u ravnini p’ ostaje (a'¢’ b’ d)=—1.

Konstruktivno moZemio to pokazati vrlo jednostavno na
slijedeéi na&in. (Sl 1b). Harmonijske zrake a, ¢, bid sa ishodi-
~ stem O presijecimo nekim pravecem p u totkama 4, C, BiDte
oko duzina AC i BD opisimo polukruZnice. Presjeénu totku O,
ovih polukruZnica spojimo sa totkama A, C, BiD. Nastali prave:
a,¢, b id su opet cetiri harmonijske zrake (¢’ ¢’ ¥ d) = — 1,
koje odgovaraju malo prije navedenim uvjetima t. j. o’ L ¢, b L d'
i< (d¢)=<x(c'b)odnosno <x (¢’ b") = < (b’ @'). Praveea, ¢, bid
mozemo uzeti da se nalaze u ravnini p, a pravei @', ¢, b id u
ravnini p’. Pravac p je onda presje¢nica tih ravnina, a spojnica
totaka O i O, smjer zrake projiciranja. Ili pak, pravac p je os



5

afiniteta a spojnica totaka O i O, je zraka afiniteta. Ravnine
p i p’ mozemo shvatiti kao dva kolinearna afina polja.t

Dokazemo li sada, da su svi funjosjeci pramena u ravnini
p’ slitni i slitno polozeni, moraju prema gornjemu isto takovi
biti i oni u pramenu ravnine p. Dokazati éemo, da su svi ¢unjo-
sjeci pramena ravnine p’ sliéni i slino poloZeni.

Zrakama a, b, ¢id u ravnini p odgovaraju zrake @, v,cid
u ravnini p". (SL 2.). Totkama S i R ravnine p neka pripadaju
totke S i R u ravnini p’, pravcu s, mora odgovarati pravac
g, ll¢’ a dijametru TU odgovara dijametar 7"U". U trokutu SOR

ie kut <x SO'R = 90°, jer je a' L ¢. Isto je tako u trokutu
TOU < T'0U = 90° jer je ¥ L d'. Buduéi da hipotenuze
SR i T'U pravokutnih trokuta SO'R'i I"0'U’ prolaze totkom
0',, a oba se vrha pravih kutova nalaze u toéel O slijedi, da
ovaj cunjosjek moze biti samo kruznica, kojoj je tocka 0', sre-
diste a O’ jedna njezina tocka. Valja jo§ dokazati, da je T'U'L S'R’,
odnosno da su to konjugirani dijametri kruZnice, jer konjugirani
dijametri i nakon svake paralelne projekcije ostaju konjugirani.

SISOV =Y,<tSOR=45°a<x§ 0, U=2<850U =90°
jer je < SOLU sredidnji a <¢ SO'U’ obodni kut na luku ST
Dakle je T'U L S'R'.:

Sad

1 Vidi: Dr. Th. Reye: Die Geom. der Lage. Sv, IL. str. 55,



Isto sto vrijedi za Cunjosjek ¢/, vrijedi i za dunjosjek ¢, jer
konjugiranim dijametrima SP i M@ u ravnini p, odgovaraju u
ravnini p’ medusobno okomiti dijametri 87 i M @ kruZnice ¢.
Time je nas dokaz izveden.

Uzmemo li da je O, srediste nekog treéeg ¢unjosjeka ¢, na
praveu s, (spojnici toaka O i 0,), tada njegovim konjugiranim
dijametrima S, R, i 7\U; u ravnini p odgovaraju okomiti dija-
metri RS, i T, U, kruznice ¢, u ravnini p’. No u ovom se
slu¢aju mo%e dokaz izvesti vrlo jednostavmo i ovim putem:

Povucimo to¢kom O pravece || SRi k|| TU odnosno togkom
0" pravee Ul SE i ¥ {| T'U". Iz ranije danog uvjeta, da je 70, —
= 0,Ui RO, = 0,8 odnosno I"0"; = O\U i R0, = 0,8 sli-
Jedi,daje (acs,l) = —1i(bds, k)= — 1 odnosno (@' ¢'s,) = — 1
1 ()’ d sy Ky =— 1. Paralelno povudene pravce sa konjugiranim
dijametrima SR, i T\ U, €unjosjeka ¢, oznatimo sa /, i &, odnosno
LIS R, 1K T l‘]’,. Buduéi da se srediste 0, tunjosjeka o,
nalazi takoder na pravcu 8,, odnosno srediste O, na pravcu L
to i za ovaj Cunjosjek vrijedi (@cs,l)=—1i (fd S k) =—1
odnosno (a' ¢’ s, 0,)=—11i (b'd s,k,)=—1. Odavle slijedi,
da je =10, I'=10,, k=Fk i ¥=F, ili SRl SR, TU || T,U,,
SEISR, i T'UIT\U,.

Pomocu sli¢nosti trokuta dokazati ¢emo sada, da je &unjo-
sjek ¢, slitan i slitcno poloZen sa dunjosjekom ¢, odnosno ¢,
slizan i sli¢no poloZen sa ¢;.

Iz slike 1. se vidi, da vrijede ovi omjeri:
R0, Rg:02{3_105= 0,0 : 0,0 =-—'T01 : 1,0, ili RO, : TO, =

Posve analogno i u ravnini p. Ovaj dokaz vrijedi za sve
tunjosjeke, ¢ija se sredista nalaze na praveu s, odnosno 8. Ko-
njugirani dijametri su paralelni a omjer njihovih duZina je kon-
stantan, dakle su ti ¢unjosjeci sli¢ni i slitno polozeni. Svi ova-
kovi funjosjeci sa sredistima na praveu s, prolaze totkom O, u
kojoj imadu zajednitku tangentu.

Najprije smo dokazali za pramen &unjosjeka sa &vrstim
totkama S i O da su mu svi éunjosjeci sli¢ni i slitno polozeni,
a sada vidimo da to vrijedi i za pramen onih Zunjosjeka, &ija
se srediSta nalaze ma praveu s,, a &vrsta totka im je u O kojom
prolazi &vrsta tangenta tog pramena. Pravac s, odnosno s’y mo-
Zemo po volji okretati oko totke O odnosno o a pravac s, od-
nosno s, po volji paralelno pomicati lijevo i desno. Toéka S
odnosno & putuje u drugom sluéaju po zraci ¢ odnosno &’. Ovim
gibanjem moZemo dohvatiti svih ~o?totaka ravnine p odnosno p’
kao sredista Gunjosjeka. Slijedi dakle zakljuak, da su svi Gunjo-
sjeci u ravnini p, &iji konjugirani dijametri odgovaraju poznatim
uvjetima, sliéni i sliéno poloZeni. Drzimo, da nije potrebno isti-
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cati, da se gornji dokazi titu samo onih &unjosjeka, &iji su ko-
njugirani dijametri realni i konaéni (elipse). Ako je jedan izmedu
konjugiranih dijametara imaginaran (hiperbola) ili jedan besko-
naéno velik (parabola), tada se uvijek moZe slitnim putem do-
kazati, da su svim d&unjosjecima u prvom sluéaju obje besko-
natno daleke totke zajednicke, t. ). sve asimptote su paralelne.
U drugom sludaju zajedni¢ka je svim &unjosjecima beskona&no
daleka totka, odnosno osovine svih parabola su paralelne. Sve
parabole su veé same po sebi medusobom sline (Apolonius) i
tako vidimo, da su i u ovim slu¢ajevima svi unjosjeci slicni i
slicno polozeni.

Ako su odgovarajuéi dijametri éunjosjeka ¢; i ¢; paralelni,
moZe se posve istim nactinom kao i prije dokazati, da su ovi
gunjosjeci sliéni i slitno poloZeni i u onom slugaju, ako zrake
a, b, ¢ 1 d nijesu harmonijske, veé stoje u makakovom dvoomjeru
(SL 3.). Ako sredista L 1 K &unjosjeka ¢, i ¢; te ishodiste zraka
O leZe na jednom praveu, dokazuje se opet posve isto kao i kod
harmonijskih zraka, da je SEIIS,R, i TU||T\U, i obrnuto. U
ovakovom sluaju ne prolaze &unjosjeci ishodistem O zraka a,
byciad

Da je UK: RK = U,L: R, L = C slijedi iz sli¢nosti trokuta
RKU i R\ LU,, kada su totke O, L i K na jednom pravcu.
Dakle slijedi, da su i svi ovakovi &unjosjeci sliéni i sli¢no polo-
Zeni, samo ako im se sva sredista nalaze na nekom pravcu koji
prolazi ishodistem O, odnosno ako su im paralelni odgovarajuéi
dijametri,



b) Nesto o konoidima tredega i Setvrtoga reda.

Neka su u prostoru zadana dva mimosmjerna praveca aib.
Pravac a neka je nosioc jednostrukog pramena ravhina a pravac
b dvostrukog pramena ravnina. Ova dva pramena neka se nalaze
u jednodvozna¢nom snoiaju, t. j. jednoj ravmini pramena a od-
govaraju dvije ravnine pramena b i jednoj ravmini pramena b
odgovara samo jedna ravnina pramena a. Presjeénice su pridru-
Zenih ravnina izvodnice pravdaste povriine treéeg reda. Pravac
a je jednostruki a pravac b dvostruki pravac povriine. Ako se
nosioc jednog pramena nalazi u beskonaénosti, tada se takova
povriina zove konoid treéeg reda.

Ako su oba pravea a i b nosioci dvostrukih pramenova, t. j.
jednoj ravnini pramena a odgovaraju dvije ravnine pramena b i
obrnuto, tada su presjeénice pridruzenih ravnina izvodnice prav-
caste povriine éetvrtog reda. Ako se nosioc jednog pramena na-
lazi u beskonaénosti, tada imademo opet konoid, ali &etvrtog
reda. Nosioci dvostrukih pramenova daju uvijek dvostruke pravee
povrsine, jer se u svakoj njihovoj toéei sijeku dvije izvodnice
povrsine. Ako se oba nosioca nalaze u beskonaénosti, tada se u
prvom i u drugom slutaju konoidi reduciraju na valjak dru-
goga reda. g

Izim ovakovih pravcastih povrsina &etvrtoga reda imade jo3
i drugih vrsta, ali tima se mi neéemo baviti, jer nas zanimaju
samo konoidi éetvrtog reda. Poznato je, da se pravéaste povr-
Sine Cetvrtoga reda dijele u glavnome u tri vrste.? Nas zanimaju
samo one povriine, kod kojih se kubna krivulja dvostrukih to-
taka tih povrsina raspada u tri pravca, jer u ovu vrst spadaju
i konoidi &etvrtog reda. Dvostruka kubna krivulja povrsine ras-
pada se u dva dvostruka pravca i jednu dvostruku izvodnicu po-
vriine.

Konstruktivno moze se navedena jedno-dvoznaénost odnosno
dvo-dvoznaénost postiéi na taj nacin, da si uz nosioce a i b za-
-damo jo$ i jedan éunjosjek c. Neka recimo pravac b sijeée &u-
njosjek ¢. Svaka ravnina poloZena pravcem a sijee dunjosjek e
u dvije totke. Ovim totkama i pravcem b poloZene ravnine jesu
ravnine pramena b, koje odgovaraju onoj ravnini pramena a,
kojom smo sjekli ¢unjosjek ¢. Svaka ravnina poloZena pravcem
b sijece Cunjosjek ¢ samo jos5 u jednoj tolei, analogno prema
gornjemu slijedi dakle, da toj ravnini odgovara samo jedna rav-
nina pramena a. Ako nijedan od pravaca a i b ne sijede Zunjo-
sjek ¢, tada se odmah vidi, da su pravei @i b nosioci dvaju dvs-
dvozna¢nih pramenova ravnina. Za beskona¢no daleki pravac
znademo, da je on odreden direkcionom ravninom.

2 Vidi: Dr. Th. Reye: Die Geomet. der Lage Sv. IL. str. 801.
3 Vidi: Dr. K. Rohn i Dr. E. Papperitz: Lehrbuch der darst. Geomet.
Sv, IIL str. 266—288,
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Konoidi treéega reda odredeni su dakle sa jednim &unjo-
sjekom i jednim pravcem koji taj &unjosjek sije¢e, te direkcio-
nom ravninom. Ako prvi pravac sijee ¢unjosjek (hiperbolu ili para-
bolu) u beskonaénosti, tada drugi pravac (jednostruki) mora biti
u konacgnosti, jer bi se u protivnom slu¢aju konoid reducirao na
valjak drugog reda. Ovaj éemo sludaj kasnije jo§ spomenuti u
nasoj radnji.

Konoidi é&etvrloga reda odredeni su prema gorpjem izla-
ganju sa gunjosjekom, nekim pravcem Kkoji-taj ¢unjosjek ne si-
jete i direkcionom ravninom.

Konoidi treéeg i éetvrtog reda odredem su i nekim druglm
elementima, ali radi’ jednostavnosti u konstrukecijama mi- éemo
ih zadavati u ovoj radnji samo gore navedenim elementima. .

DIO IL
a) Konoidi tredeg reda.

U prvom stavku istaknuto svojstvo konoida tredeg i Cetvr-
tog reda promotriti éemo sada na jednom posve povoljnom ko-
noidu treéeg reda, kojega éemo prikazati pomoéu tlocrta i na-
crta. Uzeti éemo takav konoid treteg reda, kojemu se jednostruki
pravac nalazi u beskonaénosti. Neka je taj konoid zadan dvo-
strukim pravcem T,7, te izvodnim ¢unjosjekom ¢. Radi jedno-
stavnijeg crtanja, neka je ravnina ¢&unjosjeka ¢ okomita na na-
crtnu ravninu w,, a zajednitka tofka 7, dvostrukog pravea i
izvodnog éunJOSJeka ¢ neka se nalazi u diralistu tog &unjosjeka
sa tloertnom ravninom =;. Nadalje uzmlmo da se Cunjosjok ¢
projicira u ravninu =; kao kruZnica ¢, a direkciona ravnina
konoida neka je ravmna ;. Ravnina éunjosjeka ¢ prolazi dakle
torzalnim praveem ¢, u ravnini =#,. Projekciju u smjeru dvo-
strukog pravea“kod ionmda treéeg i Eetvrtog reda, zvati éemo u
ovom dijelu nase radnje ukratko kosom projekeijom. '

Polozimo izvodnicom s, tangencijalnu ravninu o, na naj
konoid i to u tofei 4 =s; X ¢, te potraZimo kosu projekciju
presjeénog ¢&unjosjeka, odnosno jednog para njegovih konjugi-
ranih dijametara na ravninu w;. (Sl 4). Tangenta Zunjosjeka
¢ u tofci 4 probada ravninu m, u tofei R torzalnog pravca ¢,
Prvi trag i, ove ravnine paralelan je sa izvodnicom s; jer je
8 Il =y Torzalm pravac ¢, probada ovu ravninu utoéci =i, X¢,
z, = 6, X ®,. Ravmna T, prolam torzalnim praveem ¢, a
%, || 7. Spojnica totaka R i § daje nam jedan dijametar
presjetnog €unjosjeka, jer su tangente i, i 4, toga Cunjosjeka u
totkama S i R paralelne. Njemu konjugirani dijametar mora pro-
laziti polovistem duZine RS i biti paralelan sa tragovima i, i i,.
Polovidtem duZine RS prolazi ravnina izvodnica ‘s, i s, naSega
konoida. Pravac povuéen tim polovistem paralelno sa tragovima
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i, i4, nalazi se u ravnini izvodnica s, i s,, koje sije¢e u totkama
Ui §. Duzina UN je konjugirani dijametar dijametru RS, Kon-
struktivni postupak u naSoj slici mi smo nesto skratili, jer se
kosa projekcija gornjih konjugiranih dijametara moZe odmah
vrlo jednostavno nacrtati radi UN || s,,

Vidjeli smo, da se krajnje totke jednog dijametra nalaze na
torzalnim praveima ¢, i ¢, a krajnje totke njemu konjugiranog
dijametra na izvodmicama s, i 8,, &ija ravnina raspolavlja uda-
Jjenost izmedu torzalpih pravaca ¢, i 4, te je s njima paralelna.

Vrlo se lako razabire, da ovo &to vrijedi za konjugirane
dijametre ovog &unjosjeka, vrijedi za jedan par konjugiranih di-
jametara svakog éunjosjeka na tome konoidu, jer svaka presje¢na
krivalja konoida imade u svojim zajedni¢kim totkama sa torzal-
nim pravcima paralelne tangente. ‘

Kose projekcije krajnjih totaka dijametara, moraju se prema
gornjemu nalaziti u kosim projekeijama pravaca ¢, ¢, 5,15;,. I to
totka R* = R’ na praveu &, = ¢, totka S* na pravcu #*,
totka U* na praveu s*| i toékagN* na praveu s*,. Pravei 2%, t¥%,,
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s* i s¥, su Cetiri harmonijske zrake sa ishodistem u toci I",.
Da je u istinu (s*, 8% ¢*, t*)) = — 1 dokazati éemo na slijedeéi
nadin:

Pravac ¢, ||l YO jer j¢ T,Y = YT, a LK | {, (L =38, X ¢,
K=s, Xe¢). f’aralelan pravac sa pravcem #, povuien totkom ¥,
sijete pravac KL u tofci X o, == oco. A jer je KO = OL slijedi
KO0:LO= — (KX ,:LX ) ili sve zajedno koso projicirano u
ravninu =, daje (s%, s* t%,* %)= — 1.

Torzalnim pravecem ¢, uzmimo sada neku novu ravninu,
koja nas konoid sijete u Cunjosjeku ¢,. U zajednitkoj toéei C
ovog tunjosjeka i poznate izvodnice s;, postavimo novu tangen-
cijalnu ravninu 6, na na§ konoid. Posvema istim postupkom kao
u todei A4, nadimo sada kosu projekciju na ravninu =, konju-
giranih dijametara presjeénog é&unjosjeka nadeg konoida sa tan-
gencijalnom ravninom o,. Tangentu elipse ¢; u toéci " moZemo
toéno konstruirati poznatim konstrukcijama kod afiniteta, jer je
i cunjosjek ¢, odreden sa dva konjugirana dijametra, koji su
istovrsni sa poznatim konjugiranim dijametrima ostalih cunjo-
sjeka na tome konoidu.

Konjugirani dijametri kose projekcije presjetnog Cunjosjeka
konoida sa ravninom o,, dani su totkama S* i @ na praveima
t* it%, =1, te totkama G* i H* na pravcima s* i s%. Tragovi
¢, i ¢, ravnine 6, u ravninama =%, i «’, moraju biti paralelni
sa tragovima i, i s, ravnine o, jer su svi paralelni sa izvodni-
com §,.

Dijametri @'S* i R'S* paralelni su jer postoje slijedeéi
omjeri: ‘

R1,:QT,=LT : 1T =8T: 8T =8T,: 8T,
Dakle je R'S* |l ¢'S*,. tima ciijametrima konjugirani dijametri
G*H* i N*U* takoder su paralelni, jer su oba u prostoru para-
lelni sa izvodnicom s,.

Usporedimo li sada ove &unjosjeke, obzirom na poloiaj
nadenih konjugiranih dijametara prema harmonijskim zrakama
(s*, 8%, t*, t*)) = — 1, sa nadim sprijeda izvedenim dokazima vi-
dimo, da su kose projekeije ovih a prema tome i svih ostalih
tunjosjeka na konoidu, koji nastaju presjekom tangencijalnih
ravnina polozenih jednom njegovom izvodnicom, sliéni i sli¢no
poloZeni. U prostoru ovo mozemo shvatiti kao presjek pramena
slitnih i paralelnih valjaka, koji se tangiraju duz dvostrukog

pravea.t
' *No poloZimo mi sada tangencijalnu ravninu o; na na$ ko-
noid novom izvodnicom s, i to u njezinoj zajednitkoj toci B sa
izvodnim &unjosjekom ¢. (Sl 5.). Konjugirani dijametri R'S* i

4 Usporedi sa: Dr. G. A. Peschka: Darstell. und projec. Geomet. Sv.1V.
str, 60,
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N*U* kose projekcije presjeinog ¢tunjosjeka sa tangencijalnom
ravninom o, u toéci 4 na ¢unjosjeku ¢, konstruirani su kao u
slici 4. Konjugirane dijametre P'S§* i E*F'* kose projekcije pre-
sjetnog ¢unjosjeka sa ravninom o, nademo opet posve jednakim
konstruktivnim postupkom kao i do sada. Dakle totke S*, P,
F* i E* moraju se opet nalaziti na harmonijskim zrakama
1, ¥ 8% 1 8%, ‘

No ovdje nam se javlja jedna zanimiva &injenica, koju ¢emo
malo kasnije protumaditi. Znademo da dijametri RS i PS pre-

sje¢nih cunjosjeka sa tangencijalnim ravninama o, i ,, imaju
svoje krajnje totke na torzalnim pravcima ¢ i 4. U ovom slu-
¢aju, kada se diralista 4 i B ravnina s, i g; nalaze na &unjo-
sjeku ¢, padaju krajnje totke od oba dijametra na torzalnom
praveu ¢, u jednu totku S. Sto vrijedi u prostoru, vrijedi i za
kosu projekciju u ravnini =,. Slijedi dakle, da dijametri koji
pripadaju paru zraka ¢* i ¥, prolaze totkom S*, na praveu ¥,
koje im je u isti mah i krajnja totka. Kada bismo sada nasta-
vili sa traZenjem kosih projekcija presjeénih Gunjosjeka sa tan-
gencijalnim ravninama u bilo kojoj toéci izvodnog &unjosjeka ¢
vidjeli bismo, da svi dijametri tih unjosjeka, koji pripadaju paru
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zraka ¢*, i #*, prolaze totkom 8%, koja im je uvijek i jedna krajnja
totka. Kose projekcije tih éumos;eka prolaze - takoder kuspldal-
nom tofkom 7", nasega konoida, jer ona je kosa projekcija nje-
govo dvostrukog pravca. Prema tome imademo ovdje pramen
éunj s,]eka koji je dan dvim évrstim totkama 77, i S*, te zrakama
(2%, ¥, 8*, s%;) = — 1 uz poznate uvjete za Jedan par konJuglramh
dqametara svakog ¢unjosjeka. Usporedimo li i ovaj pramen cu-
njosjeka sa naSim, u prvom dijelu ove radnje izvedenim doka-
zima, tada vidimo, da su svi ¢éunjosjeci ovog pramena sliéni i
slitno polozeni. U prostoru mozemo to opet shvatiti kao presjek
pramena sli¢nih valjaka, koji imaju dvije zajednicke izvodnice.

Malo prije navedena cCinjenica, da svi presjecni unjosjeci
sa tangencijainim ravninama konoida u totkama izvodnog éunjo-
sjeka ¢ prolaze jednom totkom § na torzalnom praveu ¢, ako
ravnina Cunjosjeka ¢ prolazi torzalnim praveem ¢,, moZe se pro-
tumadtiti na slijedeéi nadin:

Projekecija neke pravéaste povrsine treéeg reda iz povoljne
totke jedne izvodnice na njezinoj. povrSini daje kao prividnu
konturu &unjosjek, a kao pravu konturu prostornu krivulju treéeg
reda, koja prolazi obim kuspidalnim totkama povriine te sredi-
Stem projiciranja. Sve tangencijalne ravnine povrsine, koje pro-
laze sredidtem projiciranja omataju dakle stozac drugoga reda.’

U nasem slu¢aju nalazi se srediste projiciranja u toéci S
na torzalnom praveu ¢,. Ovdje takoder sve tangencijalne ravnine
nasega konoida, koje prolaze totkom 8§, omataju stozac drugog
reda, ali njihova diralista, t. j. totke krivulje prave konture, ne
tine vise prostornu krivulju treéeg reda, veé se ona raspada u
tunjosjek ¢ i torzalni pravac #,. Znademo, da se torzalni pravac
sastoji iz dvije beskona¢no blize izvodnice, koje se sijeku u pri-
padajuéoj kuspidalnoj tocei. Znademo nadalje i to, da je krivulja
prave konture pravéaste povrsine treéeg reda prostorna krivulja
cetvrtog reda treéeg razreda.® Nalazi li se srediste projiciranja
na jednoj izvodnici, tada se ta konturna krivulja raspada u pro-
stornu krivulju treéeg reda i onu izvodnicu, na kojoj se nalazi
to srediste projiciranja.” Ako se pak srediste projiciranja nalazi
na torzalnom praveu, raspada se prostorna krivulja prave konture
u taj torzalni pravae, dakle dvije beskonaZno blize izvodnice i
jod jedan cunjosjek, jer suma svih elemenata mora dati opet
prostornu krivulju éetvrtog reda. Krivulja prave konture tangira
uvijek torzalne pravee u kuspidalnim toékama. Buduéi da je u
nasem slu¢aju krivalja prave konture tunjosjek, dakle ravni¢na

5 Dr. E. Weyer: Geomet. der raumlichen Erzeug. em-zwexdeut. Gebilde
insbes, e t. ¢,

6 Dr. G. A. Pescha: Darstell. und projec. Geomet. Sv. IV, str. 48.

? Dr. E. Weyer: Geometne der raumlich. Erzeug. einzweident. Gebllde
insbes. e t. c.
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krivulja, tada ravnina te krivulje mora prolaziti torzalnim prav-
cem f, a krivulja dira taj pravac,u kuspidalnoj toci Tj, jer se
srediste projiciranja nalazi na torzalnom praveu #. Kuspidalnom
totkom T, protazi torzalni pravac #, kao drugi dio konturne
krivulje.

Ovime smo objasnili navedenu ¢injenicu a ujedno odavle
razabiremo, da svakom ¢unjosjeku ¢, koji nastaje prosjekom rav-
nine poloZene torzalpim pravcem ¢y, odgovara neka tocka S, na
torzalnem praveu #,. Dakle svakoj to¢ei S, na torzalnom praveu
¢, kao sredistu projiciranja, pridruzen je pripadajuéi cunjosjek
kao krivulja prave konture i obrnuto. Ukratko pramenu ravnina
sa nosiocem ?, pridruZzen je niz totaka na praveu #. Ovaj niz
totaka i pramen ravnina su projektivni.

Nakon ovih razmatranja moZemo jos spomenuti kao zanimiv
primjer, da prividna i prava kontura zgodno sastavljene pravéaste
povriine treéeg reda mogu biti kruZnice, ako zgodno odaberemo
ravninu i srediste projiciranja.

Kod nasih razmatranja uzeli smo u obzir samo one konoide
tredeg reda, kojima se jednostruki pravac nalazi u beskonaénosti,
jer on ne sijeée izvodni ¢unjosjek. No ako je izvodni Cunjosjek
hiperbola ‘ili parabola, tada dvostruki pravac moze taj dunjosjek
sjeéi takoder u beskonacénosti, ali da povriina ostane treteg reda
mora se jednostruki pravac nalaziti u konaénosti. U takovom
sluéaju imademo jednu specijalnu vrst konoida treéeg reda, za
&ije Gunjosjeke ne vrijedi napred opisano svojstvo, jer nam nije
odreden smjer dvostrukog pravca, a direkeionom ravninom dano
nam je u konaénosti beskonaéno mnogo raznih smjerova.

b) Konoidi &etvrtog reda.

Posve analognim postupkom kao i kod konoida treéeg reda
pokazati éemo sada, da svi Cunjosjeci nekog konoida cetvrtog
reda imadu takoder u prvom stavku izreieno svojstvo.

Neki posve opéeniti konoid &etvrtog reda neka je zadan
dvostrukim praveem UT te Zunjosjekom ¢, opet u ortogonalnoj
projekciji. (Sl. 6.). Direkciona ravnina neka je tlocrtna ravnina
7,, a tunjosjek ¢ neka tangira ravninu =; u toéci R. Ravnina
tunjosjeka ¢ neka je opet okomita na nacrtnu ravninu =, a
na tlocrtnu ravninu =, neka se ¢unjosjek e¢. projicira kao kruz-
nica ¢. Cunjosjeci ovog konoida dobiju se kao presjeci s ravni-
nama poloZenim dvostrukom izvodnicom. Dvostruka izvodnica ¢
okomita je na nacrtnu ravninu =,, dakle su i ravnine svih &u-
njosjeka na tome konoidu okomite na ravninu %, Polozimo
dvostrukom izvodnicom ¢ neku ravninu o, koja nas konoid sijece
u Cunjosjeku ¢. Ravnina o sijete torzalne pravee ¢, i 4, u toé-
kama ¥V i Z. Tangente ¢unjosjeka ¢, u totkama V i Z paralelne
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su sa dvostrukom izvodnicom i, dakle je duzina VZ jedan dija-
metar toga &unjosjeka. Konjugirani dijametar dijametru ¥Z mora
se nalaziti u ravnini, koja raspolavlja udaljenost izmedu torzalnih
pravaca ¢, i 4, te je s njima paralelna. U toj ravnini nalaze se
izvodnice s, i s, konoida. Paralela sa dvostrukom izvodnicom
povutena polovistem duzine VZ sijeGe izvodnice 3, i s, u toe-
kama C i D, koje dijametru ¥Z daju konjugirani dijametar CD.
I ovdje se vrlo lako razabire, da ovo &to vrijedi za funjosjek ¢,
ravnine o; vrijedi i za presjetne cunjosjeke svih ravnina polo-

%enih dvostrukom izvodnicom i. Spojnica presjeénih todaka tor-
zalnih pravaca t, i ¢,, uvijek daje jedan dijametar, a spojnica
presjetnih todaka izvodnica s; i s, daje njemu konjugirani dija-
metar. Krajnje toéke konjugiranih dijametara V, Z, C i D nalaze
se na pravcima ?,, ,, s, 1 8,, dakle se i krajnje totke kosih pro-
jekeija tih dijametara moraju nalaziti na kosim projekcijama tih
pravaca. I to tocka V* nalazi se na praveu %, totka Z*=2
na praveu ¢*, =—7¢,, totka O* na praveu s*, i to¢ka D* na praveu
s*;,. Kose projekeije na ravninu #, nalazimo poznatim naginom
odredivanja sjena u smjeru dvostrukog pravca UZ. Ravnina izvod-
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nog Cunjosjeka ¢ sijete torzalne pravee ¢ i ¢, u totkama Si R
a izvodnice s, i s, u totkama B i A. Duzine SR i BA su dakle
konjugirani dijametri izvodnog ¢unjosjeka ¢ a duzine S*R* i B*A*
su konjugirani dijametri njegove kose projekcije ¢* u ravnini =,.
Krajnje totke ovih dijametara nalaze se opet na pravcima ¢*,
%, s% i s% i to totka S* na praveu ¢*, totka R*—=R na
pravea ¥, —1¢,, totka B* na pravcu s* i totka 4* na praveu
8%. Pravci 1%, #*, s* i s*, prolaze totkom T, jer je totka T
kosa projekcija dvostruka pravea konoida na ravninu z. Da
¢unjosjeci ¢*; i ¢* budu slini i slitno poloZeni valja nam doka-
zati, da je SR\ V*Z | B*A4*]| C*D* a ostalo je ve¢ dokazano
u prvom dijelu nase radnje.

Da bude R'S*|| Z’V* mora biti ispunjen uvjet: RT : ZT —
= 8*T": P*T. Ovaj je uvjet ispunjen, jer na konoidu postoji
ovaj omjer: RT: ZT = 8SU: V.

Dijametri BA i CD paralelni su, jer su oba paralelna sa
dvostrukom izvodnicom i, dakle su i kose projekeije tih dijame-
tara paralelne. (C*D* || B*4*). Da su ti dijametri paralelni slijedi
takoder odatle, sto spojnica sredista éunjosjeka ¢ i ¢, sijete dvo-
struki pravac UT i to u njegovoj zajedniékoj todci sa izvodnicima
8, 18, a prema tome se totka I" i sredista tunjosjeka ¢* i c¥,
nalaze na jednom praveu. '

Pripadni dijametri su paralelni, dakle su &unjosjeci ¢* i c*,
- sliéni i sliéno_poloZeni, a kada ovo vrijedi za ova dva ¢unjosjeka,
onda su i kose projekcije svih ostalih ¢unjosjeka na tome konoidu
sliéne i sli¢no poloZene. *

Konoide Cetvrtog reda mozemo u glavnome podijeliti u dvije
vrste. U prvu vrstu moZemo staviti one, kod kojih dvostruki pravac
probada ravninu izvodnog ¢unjosjeka u njegovoj unutraZnjosti.
Takav je na§ konoid u slici 6, U drugu vrstu staviti éemo one,
kod kojih dvostruki pravac probada ravninu izvodnog &unjosjeka
izvana. Na pr. uspravan kruZni konoid. Konoidi prve vrste imadu
samo dvije kuspidalne tocke a prema tome i samo dva torzalna
pravca realna. Konoidi druge vrste imadu sva é&etiri torzalna
pravea i kuspidalne totke realne.

Nasa promatranja su kod obih vrsta jednaka. Razlika je samo
u toliko, sto se vrh 7" zraka s*, s*, #* i ¢, u prvom stuéaju
nalazi unutar ‘svih &unjosjeka, ciok se u drugom sludaju nalazi
izvan svih éunjosjeka. Ako je izvodni ¢unjosjek hiperbola ili pa-
rabola, moZe se dokazati analogno kao kod ¢unjosjeka na isto-
vrsnim konoidima treéeg reda, koji nastaju presjecima . tangenci-
jalnih ravnina polozenih jednom izvodnicom, da su svim kosim
_projekcijama &unjosjeka ovakovih konoida beskonatno daleke
todke zajednitke, t. j. u prvom sludaju paralelne su im asimptote

a u drugom sludaju paralelne su sve osi.
' Nakon 3to smo se poblize upoznali sa konoidima &etvrtog
‘reda vidimo, da medu njima imade beskona¢no mnogo takovih
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konoida, koji imaju poznato svojstvo Plickerovog konoida medu
konoidima treéeg reda. Naime, mozemo sastaviti po volji mnogo
takovih konoida cetvrtog reda, Ziji ¢e Eunjosjeci okomito projici-
rani na direkcionu ravninu biti kruznice. Medu konoidima tredeg
reda nalazi se samo jedna takova povrsina, a ta je Plickerov
konoid. Razlika postoji samo u broju &unjosjeka na tim konoi-
dima. Na Pliackerovom konoidu imade oo® tunjosjeka, kao i na
svim pravéastim povriinama treéeg reda, dok ih na konoidima
tetvrtog reda imade samo ool

DIO IIL

Dokazali smo u drugom dijelu ove radnje prvi stavak t. j.,
da su svi &unjosjeci na konoidima treéeg i tetvrtog reda, proji-
cirani iz beskonaino daleke totke na dvostrukom praveu tih
konoida na bilo kakovu ravninu u prostoru, uvijek sliéni i sliéno
poloZeni. Sada jo§ moramo dokazati drugi stavak koji goveri o
tome, kada srediste projiciranja pomaknemo iz beskonaénosti u
neku konaénu todku na dvostrukom pravcu.

Prije nego prijedemo na dokaz toga stavka valja nam do-
kazati, da je nemoguée te &unjosjeke projicirati kao sliéne i sliéno
poloZene na koju drugu ravninu, osim direkcione. Srediste pro-
jiciranja na dvostrukom pravcu nekog konoida treéeg ili detvrtog
reda uzmimo kao vrh, a sve ¢unjosjeke na tome konoidu kao
baze stozaca. Kod konoida treéeg reda imademo sistem od oo
stoZaca sa zajedni¢kim vrhom i dvostrukim praveem kao zajed-
nickom izvodnicom, a kod konoida &etvrtog reda imademo pra-
men od co!stoZaca opet sa zajednikim vrhom. Za svaku ravninu
u prostoru, osim direkcione, moZemo u prvom i drugom sluéaju
odabrati takova tri stoZca, da ée ta ravnina jednoga sjeéi u elipsi,
drugoga u paraboli a treéega u hiperboli. Prema tome se na
nijednu takovu ravninu ne mogu ti ¢unjosjeci projicirati niti kao
slitni. Jedinu iznimku ¢ine kao 3to je releno direkcione ravnine,
jer samo takove ravnine mogu sjeéi sve te stozce ili samo u
elipsama, ili samo u parabolama, ili samo u hiperbolama. Kojoj
¢ée vrsti pripadati projekcije ¢unjosjeka, to ovisi samo o mjestu
sredista projiciranja na dvostrukom pravcu, a ne ovisi nista o
vrsti Gunjosjeka na konoidima treéeg ni &etvrtog reda.

Sada mozeémo prijeéi na dokaz drugog stavka. Projekeiju iz
sredista projiciranja na direkcionu ravninu zvati éemo u kratko
centralnom projekcijom.

b) ‘Konoidi ‘treéeg reda.
~ Posvema jednako kao u slici 3. u drugom dijelu ove radnje,
zadajmo si neki konoid treceg reda. (Sl. 7.). Na dvostrukom
praveu T,T,, odaberimo neku totku ‘O 'po volji, iz koje éemo
projicirati sve unjosjeke toga konoida ma ravninu =, kao di-
2



18

rekcionu ravninu. Poznato nam je iz drugog dijela ove radnje,
da spojnica zajednitkih tofaka Cunjosjeka sa torzalnim praveima
daje jedan dijametar toga Cunjosjeka. Njemu konjugirani dija-
metar nalazi se u direkcionoj ravnini, koja raspolavlja udaljenost
izmedu torzalnih pravaca. Centralna projekcija prvog dijametra
biti ée opet dijametar centralne projekecije toga dunjosjeka, jer je
njemu konjugirani dijametar paralelan s ravninom =,. U nasoj
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¢e slici centralna projekcija T,'I* dijametra T,I biti dijametar
centralne projekcije ¢* tunjosjeka c. Ali centralna projekcija ovome
dijametru u prostoru konjugiranog dijametra L K, ne daje vige
konjugirani dijametar u centralnoj projekeiji, jer niti centralna
projekeija sredista u prostoru ne daje srediste centralne projek-
cije. Iznimku bi &inio onaj &unjosjek, koji bi bio paralelan sa
direkcionom ravninom =, a takav ne postoji na konoidima
tre¢eg ni Cetvrtog reda. Moramo dakle konstruirati konjugirani
dijametar dijametru T",I*, odnosno u prostoru naéi onu tetivu
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tunjosjeka ¢ paralelnu sa ravninom =, koja ée u centralnoj pro-
jekeiji dati konjugirani dijametar dijametru 7", I*. Ovaj dijametar
mora prolamtl polovistem S* duzine I7,I*. Spopmo li totku S”*
sa totkom 07, tada nam ta spo;nlca daJe na ¢’ drugu projekeiju
S” totke S, kOJa se nalazi u ravnini ¢unjosjeka ¢ a u centralnoj
projekeiji daJe srediste cunjosjeka c*. To¢ka S nalazi se na dija-
metru 7,1, Ovom totkom povudena paralela sa tangentama tu-
nJOS]eka ¢ u tockama 7, i J, nalazi se u ravniui izvodnica s, i
89 koje sijete u toékama L i K. Centralna projekcija L*K* du-
fme LK biti ée konjugirani dijametar dijametru 7”,I*. Tetivu
LK mozemo i tako dobiti, da totkom O povuéemo paralelnu
ravninu ‘sa ravninom =;, te nalemo probodiste D produZenog
dijametra 7,1 sa tom ravaminom. Togei D kao polu pripadajuéa
polara na ¢éunjosjeku ¢ sijede taj Eunjosjek u totkama L i1 K,
koje daju traZemu tetivu. Polara. LK |l =, jer su i tangente
¢unjosjeka ¢ u totkama 7, i I paralelne sa ravninom =x,.

Probodidte dijametra svakog: ¢unjosjeka na konoidu treceg
reda, koji imade krajnje tocke u torzalnim praveima, sa ravninom
izvodnica s, i s, dati ée u centralnoj projekeiji polovidte centralne
projekeije toga dijametra, odnosno sredidte centralne projekeije
gunjosjeka. Dokazati éemo to na slijedeéi naéin:

Uvedimo najprije slijedeée kraée oznake OT,—a, 08 =0,
Ol=c¢ i OD=4dll¢{. Za zrake a, b, ci d vr)]edl harmomjskl
omjer (a, ¢, b, d) = —1, jer je dll=x a T,8*= S*I*. Produ-
Zena spojnica tocaka T, i I sijete zrake a, b ¢ id u totkama
T, S, Ii D za koje takoder vrijedi (7, ISD) ~— —1. Ovim toé-
kama polozene direkcione ravnine sijeku dvostruki pravac u tog-
kama T,, P, 7, i O, za koje opet vrijedi (Z7,7;PO)=—1. U
totei P sgeku 1zvodn1ce 8, 1 8, dvostruki pravac 7,7,. Totku P
moZemo prema tome vrlo Je(fnostavno odrediti pomoéu posled-
njeg harmonijskog omjera. Uzmimo, da je 7,” 1,” druga projek-
cija dijametra bilo kojega éunJOSJeka na tome konoidu. Radi
(I, T, PO)=—1 odnosno (Zy" 7,” P"0")=—1 je takoder
(7,” I” 8" D;")=-—1 a prema tome i(a, ¢, by, d))=—1.
Odavle sluedx da je T, 8;* = 8* I* odnosno_tocka S* ¢e biti
poloviste centralne prOJekcue toga dijametra. Sto anedl za ovaj
dijametar, vrijedi i za istovrsni dijameiar svakog ¢unjosjeka na
tome konoidu, jer druge projekcije svih takovih dijametara u
nagoj ‘slici prelaze totkom I7,", a prema tome vrijedi i za njih
analogan dokaz.

Da tetiva LK daje u centralnoj projekeiji u istinu konju-
girani dijametar L*K* dijametru 7,"I* vidi se i odavle: Tan-
gente Cunjosjeka ¢ u totkama L i E sijeku se u polu D. Cen-
tralna projekcija totke D nalazi se u beskonaénosti na praveu
T, I*, jer je dll=,. Tangente Gunjosjeka ¢ u tockama L i K
bifi ¢e prema tome u centralnoj projekciji paralelne sa 7",I%,

*
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dakle je L*K* u istinu konjugirani dijametar dijametru 7" I*.
Posve analogno vrijedi za svaki ¢unjosjek na tome konoidu. f’o-
lovi svih ¢unjosjeka na tome konoidu, koji odgovaraju polarama
nalazeéim se u ravnini izvodnica s; i s, nalaze se u direkcionoj
ravnini 7', poloZenoj totkom O. Odavle slijedi, da tetive tih
tunjosjeka koje se nalaze u ravnini izvodnica s, i s,, daju u cen-
tralnoj projekeiji uvijek konjugirani dijametar onome dijametru,
koji nastaje centralnom projekcijom zajedni¢kih toéaka tih ¢unjo-
sjeka sa torzalnim pravcima.

Svakom ¢unjosjeku na koneidu, odnosno njegovoj ravnini,
-odgovara jedna takova totka D u ravnini «’,. Pramenu tangen-
cijalnih ravnina, koje prolaze jednom izvodnicom konoida, pri-
‘druzen je niz takovih tolaka u ravnini #';, koji se nalazi na
jednom praveu a prolazi totkom O. Ovaj je pravac paralelan sa
centralnom projekcijom onih dijametara ¢unjosjeka, koji su dani
njihovim zajednitkim totkama sa torzalnim pravcima.

Svakoj zraci pramena pravaca u ravnini *'; sa ishodistem
0, odgovara jedna izvodnica povrsine kao nosioc pramena svojih
tangencijalnih ravnina, a svakoj ravnini pramena neke izvodnice
odgovara jedna totka na pripadnoj zraci pramena pravaca u
ravnini «,.

Pramenu ravnina, koje tangiraju konoid duZ nekog &unjo-
sjeka koji tangira jedan torzalan pravac, a sve se sijeku kao sto
znademo u jednoj totci drugog torzalnog pravca, odgovara u
ravnini 7', pravac paralelan sa prvim torzalnim pravcem. Svim
takovim stozcima, odmosno njihovim tangencijalnim ravninama,
odgovara u ravnini x,” pramen paralelnih pravaca sa onim tor-
zalnim pravecem, kojega tangiraju &unjosjeei duZ kojih smo uzi-

- mali te tangencijalne ravnine.

Vidjeli smo, da zajednitke totke svakog cunjosjeka sa tor-
zalnim praveima daju u centralnoj projekeiji jedan dijametar, a
zajednitke tofke sa izvodnicama s, i 8, daju u centralnoj pro-
jekeiji prvom dijametru konjugirani dijametar. Prema tome krajnje
totke jednog dijametra u centralnoj projekeiji nalaze se na cen-
tralnim projekcijama ¢*,, ¢*, — ¢, torzalnih pravaca ¢, i ¢, a

- krajnje totke njemu konjugiranog dijametra u centralnoj projek-
ciji, na centralnoj projekeiji s*,, s*, izvodnica 8, i s,. DokaZemo
li sada, da zrake ?,, t*, s*, i 8* &to prolaze totkom I7,, stoje
u harmonijskom odnosu (¢, ¢, s*, 5,¥) = — 1 moZemo zakljuiti,
da su centralne projekcije svih ¢unjosjeka na konoidu sli¢ne i
slitno poloZene, jer je sve ostalo veé¢ dokazano u prvom dijelu
ove radnje.

Vidimo u slici 7. da je LS = SK i da je LK || ¢, || =,.
Odavle slijedi, da i u ecentralnoj projekeiji vrijedi L*S* — SR

i LAK*| %, =t ili L*S*: K*S* = — (L*Xoo: K¥*X o) a prema
‘tome vrijedi i (%, t*, 8% s%)=—1. .
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Dakle su centralne projekecije svih Zunjosjeka na koneidu
‘treéeg reda na direkcionu ravninu iz neke totke na dvostrukom
praveu, uvijek sliéne i slitno poloZene. '

Razumijeva se, da ovo ne vrijedi za specijalne konoide
treéeg reda, kojima je dvostruki pravac u beskonaZnosti.

U naoj smo slici uzeli, da se srediste projiciranja O nalazi
izvan kuspidalnih totaka T, i T, konoida sa eliptitkim &unjosje-
cima. Kada se totka O nalazi izmedu kuspidalnih toZaka t. j.
unutar povrsine, onda su centralne projekeije svih tunjosjeka
toga konoida sliéne i sliéno poloZene hiperbole, jer su asimptote
svih tih hiperbola paralelne sa onim parom izvodnica konoida,
koje se sijeku u srediftu projiciranja O na dvostrukom praveu.
Ako se srediste projiciranja O nalazi u kuspidalnoj totci, onda
su centralne projekcije svih funjosjeka parabole, Eije su osi para-
lelne sa onim torzalnim praveem, koji prolazi tom kuspidalnom
totkom. Zadamo li si takav konoid, na kojem su ¢unjosjeci samo
hiperbole ili parabole, tada ée centralne projekeije ti tunjosjeka
biti posve analogne onima kod konoida sa eliptitkim ¢unjosje-
cima. Ako se naime srediste projiciranja nalazi izvan povrine
na dvostrukom praveu, tada su centralne projekcije svih &unjo-
sjeka elipse, ako se nalazi unutar povriine tada su hiperbole, a
kada se nalazi u kuspidalnoj to&ci onda su parabole.

b) Konoidi &etvrtog reda.

Posvema analogno kao kod konoida treéeg reda, daju dija-
metri &unjosjeka, koji su odredeni zajednitkim totkama tih éu-
njosjeka sa torzalnim praveima, u centralnoj projekciji dijametar
centralne projekcije tunjosjeka. Njemu konjugirani dijametar na-
demo ovdje posve istim postupkom kao kod konoida treéeg reda, jer
i kod ovih konoida vrijedi opet harmonijski omjer (7,7,P0) = — 1
(SL 8.). Konoid je zadan u slici 8. posve jednako kao u slici 6.
Odredivsi poznatom konstrukeijom to¢ku P, imademo odmah iz-
vodnice s, i 8, na kojima se nalaze totke L i K tunjosjeka ¢,
koje u centralnoj projekeiji spojene daju dijametar L*K*, koji je
konjugiran centralnoj projekciji ¥’Z* dijametra VZ. Totke ¥}, Z;,
L, i K, tunjosjeka ¢, daju u centralnoj projekeiji konjugirane
dijametre V', Z*, i i*l K*, njegove centralne projekcije c*;, jer
radi (7, T, PO) = — 1 je 1 (@ ¢, b, d) = — 1.

Da su duzine L*K* i L* K*, u istinu konjugirani dijametri
dijametrima ¥’Z* i V',Z*, mo%e se pokazali na isti nafin kao
kod konoida tredeg reda, jer se tetive ‘unjosjeka u ravnini iz-
vodnica s, i8,, koje u centralnoj projekeiji daju konjugirani dija-
metar onim dijametrima &unjosjeka, &ije su krajnje totke u ter-
zalnim praveima # i ¢, nalaze i ovdje u polarama &unjosjeka
sto odgovaraju onim polovima, koji nastaju probodistem poznatih



22

dijametara Eunjosjeka sa direkeionom ravninom poloZenom totkom
0. Takovi polovi svih sunjosjeka na konoida ¢etvrtog reda na-
laze se u toj ravnini na jednom praveu koji prolazi totkom O,
a paralelan je sa centralnom projekcijom onih dijametara gunjo-
sjeka, koji sijeku torzalne pravce. Dakle je posve analogno &unjo-

o 4 o D
\ ll :
, S8

sjecima, koji nastaju presjecima tangencijalnih ravnina pramena
neke izvodnice na konoidu treéeg reda.

Totke L i L, nalaze se na izvodnici 8, totke K i K; na
izvodnici 8,, totke 1Vi ¥, na torzalnom praveu 4, i konagno tocke
Z i Z, na torzalnom praveu ¢,. Centralne projekcije tih totaka
nalaze se na centralnim projekcijama tih pravaca, a sva Cetiri
pravea s*,, s%, ¥, i £, prolaze totkom I",. Da Cunjosjeci ¢*, i c¥,
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& prema tome i svi ostali na tome konoidu, budu sli¢éni i sliéno
polozeni valja nam dokazati, da je V" 2*|| V', 2* i L*K*|| L* K*
a ostalo je veé dokazano u prvom dijelu radnje. Dijametri L*K"“
i L* K* paralelni su, jer su tetive LK i L K, kao i tetive svih
ostalih unjosjeka toga konoida u ravnini izvodnica s, i s,, para-
lelne sa dvostrukom izvodnicom konoida. Da bude 72+ V' . Z*
mora postojati ovaj dvoomjer:

VT,:V,T,=Z*T, : Z*T',. U nasoj slici vidimo da po-
stoje ovi omjeri:
VT,V I,=VT,:V' I"=Z"T":2,"T"=Z2"*T"y: Z e
= Z*T"y : Z*%T",.
Posve analogno vrijedi za onaj dijametar svakog &unjosjeka,
Zije se krajnje tocke nalaze na torzalnim pravcima.

Dakle svi funjosjeci toga konoida, centralno projicirani iz
totke O na dvestrukom praveu u direkcionn ravninu =, daju
slicne i sli¢no poloZene &unjosjeke.

Ako se todka O nalazi izmedu kuspidalnih toaka unutar
povrsine ili u kuspidalnoj toéci, nadalje ako su ¢unjosjeci povr-
sine hiperbole ili parabole, tada za sve takove slutajeve vrijedi
posvema ono isto, kao kod konoida treéeg reda.






