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Einleitung

Drei kollineare Strahlenbiindel [4], [B] und [C] werden durch
vier Strahlen ay, a,, ¢, ¢, des Biindels [A] gegeben, denen vier
Strahlen by, by, by, b, des Biindels [B] und vier Strahlen ¢, ¢,, ¢, ¢4
des Biindels [C] ein-eindeutig zugeordnet sind. Durch kollineare
Zuordnung ist auf diese Weise jedem Strahl a des Biindels [A] je
ein Strahl b des Biindels [B] und je ein Strahl c¢ des Biindels [C]
eindeutig zugeordnet. Wihlen wir beliebig irgendein Tripel kollinear-
verwandter Strahlen z. B. an, by, ¢z, dann bilden die Transversalen
{Durchschnittgeraden) dieser Strahlen das Erzeugendensystem einer
windschiefen Regelfliche zweiten Grades H,?, die die Strahlen
Un, D, Cn als Leitgeraden dieses Systems enthilt. Eine Erzeugende
erhalten wir, indem wir durch den Strahl a, eine beliebige Ebene
o legen, die von den Strahlen b, und ¢, in den Punkten B, und Cx
durchstossen wird. Die Verbindungsgerade (B, C,) dieser Punkte
ist Transversale der kollinearzugeordneten Strahlen am, br und ca.
Wenn die Ebene a ein Ebenenbiischel @(a,) mit dem Strahl a, als
Achse beschreibt, werden die Punkte B, und C, die Punktreihen
B, (by) und Cn(cs) beschreiben, die zum Ebenenbiischel a(a,) per-
spektiv, also zueinander projektiv zugeordnet sind. Die Verbindungs-
geraden der so zugeordneten Punkte bilden das Erzeugendensystem
der Fliche H,2. Dasselbe Erzeugendensystem erhdlt man auch indem
man durch irgendeinen beliebig gewéhlten Punkt A, des Strahls
a, und den Strahl b, die Ebene ' = (Ax by), danach durch denselben
Punkt A, und den Strahl c, die Ebene y' = (Arca) legt. Die Schnitt-
gerade h = (f X y) der Ebenen 8 und y ist dann die Transversale
des kollinearverwandten Strahlentripels as, b, und c,. Wenn der
Punkt 4, die Punktreihe (a,) beschreibt, erzeugen die Ebenen f” und
" die Ebenenbiischel f (bs) und y'(cx) und die Schnittgerade h der
so zugeordneten Ebenen wird das Erzeugendensystem der Fliche
H,?2 beschreiben.

In diesem Erzeugendensystem der Fliche H,? befinden sich
offenbar auch diejenigen Erzeugenden, die je einen der Punkte A, B
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oder C enthalten. Man hezeichne diese mit hu4, hap, hne. Irgendeinem
Strahl a, des Biindels [A] ist als Leitgeraden die Regelfldche H,? ein-
deutig zugeordnet, die die kollinearzugeordneten Strahlen ay, ba, Ca
als Leitgeraden und die Transversalen hp, hyp und hye im erwihnten
Erzeugendensystem enthilt. Jeder Strahl a des Biindels [A] ist eine
Leitgerade einer Regelfldche H?, aber er kann auch als eine Erzeu-
gende einer Regelfliche H,? aufgefasst und mit h,4 bezeichnet wer-
den. So erhalten wir den Satz:

Jeder Strahl eines der drei kollinearzugeordneten Strahlen-
biindel [A], [B] oder [C] ist Transversale eines Tripels kollinear-
zugeordneter Strahlen a,b und c.

Um dies zu beweisen, soll irgend ein Strahl eines der gegebenen
Biindel z.B. ¢ des Biindels [A] mit h bezeichnet werden. Durch die
Gerade h und den Biindelscheitelpunkt [B] kann man eine Ebene f’
des Biindels [B] legen, zu der eine Ebene ¢ des Biindels [C] kollinear-
zugeordnet wird. Die Ebene ¢ wird im Punkte C’ von der Geraden
h durchstossen. Die Ebene f’ = (hB) enthilt den Strahl b der zur
Geraden ¢ = CC’ des Bilindels [C] kollinearzugeordnet ist. Es ist
selbstverstindlich, dass der den Strahlen ¢ = CC’ und b kollinear-
zugeordnete Strahl « die Gerade h schneidet, weil die beiden
Geraden ¢ und h den Punkt A enthalten. So haben wir also be-
wiesen, dass die Gerade h eine Transversale eines kollinearzu-
geordneten Strahlentripels ist. Hitten wir statt der Ebene f' = (hB)
die Ebene 3 = (hC) benutzt, hitten wir ganz dasselbe Resultat be-
kommen. Die Ebene y = (hC) enthilt bestimmt den Strahl ¢ = (CC"),
weil er die Gerade h schneidet, und die der Ebene y = (hC) kol-
linearzugeordnete Ebene S muss den der Geraden ¢ = (CC") kol-
linearzugeordneten Strahl b enthalten. Deswegen ist die Gerade
h Transversale eines einzigen Tripels der kollinearzugeordneten
Strahlen a,b und c. Die Ausnahmen von dieser Regel werden wir
spiter betrachten.

In dem Biindel [A], wie wir bewiesen haben, ist einem Strahl
@ immer nur eine einzige Transversale hg zugeordnet, wie auch
jeder Transversale h,s4 nur ein einziger Strahl a, zugeordnet ist.
Diese Zuordnung soll aber nicht involutorisch sein. Im allgemeinen
ist einem Strahl a; die Transversale hig zugeordnet, aber die dem
Strahle as = h14 zugeordnete Transversale hsy ist vom Strahl a;
verschieden. Die gerade o ist in den zwei erwdhnien Flichen H?
und H'? enthalten. Die Fliche H? enthilt den Strahl e als Leit-
gerade, wihrend die Flache H? die Gerade @' = hy als Erzeugende
enthiilt. Die Durchdringungskurve der Fliachen H? und H'? artet in
die Gerade a und eine kubische Raumkurve dritter Ordnung h? aus.

Jedem Strahle g, den wir als Leitgerade betrachten, ist eine
Regelfliche H,? zugeordnet, die o' Transversalen der kollinear-
zugeordneten Strahlentripel a, b und c enth&lt. Dem Strahlenbiindel
[4] sind also o? Regelflichen H? die ein Regelflichenbiindel [H?]
erzeugen, zugeordnet. co® Erzeugende dieser Flichen erzeugen den
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Komplex der Transversalen der kollinearzugeordneten Strahlen-
tripel dreier kollinearen Strahlenbiindel [A], [B], [C], den wir mit
(HK) bezeichnen werden.

Ordnung des Komplexes (HK)

Unter der Ordnung eines Komplexes versteht man, wie bekannt,
die Ordnung des Kegels, den die einen Raumpunkt S enthaltenden
Komplexstrahlen h erzeugen. Um dies beim Komplex (HK) zu
erreichen, nehmen wir eine die Verbindungsgerade (SA) enthaltende
Ebene o des Biindels [A], die ein Strahlenbiischel a (o) des Biindels
[A] enthilt. Diesem Strahlenbiischel a () sind die Strahlenbiischel
b (f) und c(y) kollinearzugeordnet, die in den der Ebene ¢ kollinear-
zugeordneten Ebene § und y liegen. Legen wir durch den Raum-
punkt S und die Geraden des Strahlenbiischels b (f) das Ebenen-
biischel mit der Achse (SB), dann durch denselben Raumpunkt
S und die Geraden des Strahlenbiischels c(y) das Ebenenbiischel
mit der Achse (SC). Diese Ebenenbiischel mit den im Punkte S sich
schneidenden Achsen sind projektiv, und ihr Schnittgeradenerzeu-
gnis ist, wie bekannt, ein Kegel zweiten Grades. Die Erzeugen-
den dieses Kegels sind Transversalen der kollinearzugeordneten
Strahlenpaare b und c, aber nur diejenigen von ihnen, die in der
Ebene ¢ liegen, sind Transversalen dreier kollinearzugeordneten
Strahlen a, b und c. Es gibt offenbar deren zwei, man muss jedoch
die Gerade (AS) dazuzihlen, da wir in der Einleitung gezeigt
haben, dass jeder Strahl der drei gegebenen Biindel [A], [B] bzw.
[C] ein Komplexstrahl h des Transversalenkomplex (HK) ist. Man
kann auch zeigen, dass jede durch die Verbindungsgerade (SA)
gelegte Ebene o je drei Komplexstrahlen enthdlt. Wenn die Ebene
o das Ebenenbiischel «(AS) beschreibt, beschreiben die kollinear-
zugeordneten Ebenen f§ und y die Ebenenbiischel £ (bas) und y(c4s)-
Dem vorher beschriebenen Kegel zweiten Grades analog, erzeugen
die Ebenenbiischel f(bss) und y(css) das Kegelbiischel Zweiten
Grades, das als Grunderzeugende die Geraden SB, SC, ferner die
den Raumpunkt S enthaltende Transversale der Geraden bys und
c4s, und die den Punkt S enthaltende Transversale der Geraden
bes und cps besitzt. Das Erzeugnis dieses Kegelbiischels zweiten
Grades und des ihm projektiv zugeordneten Ebenenbiischels a(AS)
ist ein Kegel dritten Grades $*, der alle den Raumpunkt S ent-
haltenden Komplexstrahlen h enthdlt und ein Komplexkegel des
Komplexes (HK) ist. Der Transversalenkomplex (HK) ist also dritter
Ordnung.

Da beim Strahlkomplex die Ordnung und die Klasse gleich
sind, ergibt sich, dass die Komplexstrahlen in irgendeiner Ebene
6 eine ebene Kurve dritter Klasse ¢ umbhiillen, die man eine
Komplexkurve nennt. Die Ebene o enthilt drei kollokale kollineare
Punktfelder, die von den Durchstosspunkten der Strahlen der
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kollinearzugeordneten Strahlenbiindel [A], [B] und [C] erzeugt
werden. In der Ebene o gibt es, wie bekannt, co! Geraden, die je
drei kollinearentsprechende Punkte enthalten und diese Geraden
hiillen eine Kurve dritter Klasse ein. Auf diese Weise haben wir
einen besonders wichtigen und bekannten Satz erhalten:

In drei kollokalen kollinearen Punktfeldern gibt es oot Geraden,
die je drei kollinearzugeordnete Punkte enthalten und eine Kurve
dritter Klasse erzeugen.

Diesen Satz haben wir mittels der dualen Eigenschaft des
Komplexkegels und der Komplexkurve enthalten. Den Beweis
konnen wir aber auch direkt fiihren, wie folgt: Wihlen wir irgend
drei Punkte A% B* und C* in denen die Ebene o von den kollinear-
zugeordneten Strahlen a, b und ¢ durchstossen wird. Einer be-
liebigen Geraden o* der Ebene o werden in dieser Ebene die Gera-
den b* und ¢* kollinear zugeordnet, wobei die kollinearzugeordneten
Ebenen a = (Aa*), § = (Bb*) und y = (Cc*) der Biindel [4], [B], [C]
in entsprechenden Geraden a*, b* c* die Ebene ¢ schneiden. Die
Verbindungsgeraden der kollinear, also projektiv zugeordneten
Punktepaare der Punktreihen b* und c* hiillen eine Kurve zweiter
Klasse ein. Der Punkt A* enthilt zwei Tangenten dieser Kurve.
Wenn die Gerade a* ein Geradenbiischel a*(A*) in der Ebene o
beschreibt, werden die kollinearzugeordneten Geraden b* und c*
kollineare Geradenbiischel b* (B*) und c* (C*) beschreiben, und die
erwihnte Kurve zweiter Klasse wird eine Kurvenschar erzeugen.
Diese Kurvenschar enthilt die Gerade (B*C*) und drei in der Ebene

¢ liegende Bisekanten einer kubischen Raumkurve JC,S;B (welche
spiter betrachtet wird) als Grundtangenten der Schar. Zu jeder
Geraden ¢* des Bilischels a*(A*) ist eine Kurve zweiter Klasse
der Schar eindeutig zugeordnet und der Punkt A* enthdlt zwel
Tangenten dieser Kurve. Auf diese Weise entsteht im Punkte A*
eine ein-zweideutige Zuordnung der Geraden des Biischels A* und
der Paare der durch den Punkt A* gelegten Tangenten der Kurven
zweiter Klasse. Die inzidenten Geraden dieser zwei kollokalen ein-
zweideutigzugeordneten Strahlenbiischel sind Triger der kollinear-
zugeordneten Punkttripel dreier kollinearen Punktfelder in der
Ebene o. Da es in dieser ein-zweideutigen Zuordnung drei inzidente
Elemente gibt, so enthilt der Punkt A* drei Tangenten der Kurve
¢®. Da man solche Betrachtungen fir jeden Punkt der Ebene o
fiihren kann, darf man schliessen, dass die Komplexkurve in der
Ebene ¢ von der dritten Klasse ist.

Der Transversalenkomplex (HK) und zwei Netze von Raumkurven
dritter Ordnung auf der Fliche F? dritter Ordnung

Um die Singularititen des Komplexes (HK) zu untersuchen,
d. h. die Fille wenn der Komplexkegel S oder die Komplexkurve
o® ausarten werden wir die Beziehung der Regelflichen zweiten
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Grades H? des Flichenbiindels [H?] zur allgemeinen Flédche dritter
Ordnung F3, die als Ort der Schnittpunkte dreier kollinearzuge-
ordneten Ebenen der gegebenen Ebenenbiindel [A], [B] und [C]
definiert wird, betrachten. Sind die kollinearen Biindel [A4], [B]
und [C] ganz allgemein gegeben, so dass sie keine zu sich selbst
zugeordneten Strahlen oder Ebenen haben, und auch kein Tripel
zugeordneter Strahlen besteht, die denselben Punkt enthalten, dann
hat die Fliche F? keine Doppelpunkte. Der Voraussetzung nach ist
in den kollinearen Strahlenbiindeln [A] und [B] der Strahl (4B)
nicht sich selbst zugeordnet. In diesem Fall gibt es o' kollinear-
zugeordnete Paare sich schneidender Strahlen ¢ und b, deren
Schnittpunkte K eine Raumkurve dritter Ordnung k%5 bilden.
Diese Kurve befindet sich auf der Fliache F3, denn jeder Punkt der
Kurve ist ein Schnittpunkt dreier kollinearzugeordneten Ebenen «
f und y. Denn, wenn man durch den Strahl ¢, der zu den kollinear-
zugeordneten im Punkte K sich schneidenden Strahlen a und b
kollinearzugeordnet ist, und den Punkt K eine Ebene y= (K, ¢}
legt, enthalten die zur Ebene y kollinearzugeordneten Ebenen «und
g die Geraden a bzw. b, also auch deren Schnittpunkt K, woraus
sich ergibt, dass jeder Punkt K der Raumkurve kius ein Schnitt-
punkt dreier kollinearzugeordneten Ebenen a, f# und y ist.

Wir erhalten also auch folgenden Satz:

Jede Bisekante der Raumkurve dritter Ordnung k?AB ist ein
Komplexstrahl des Transversalenkomplexes (HK).

Jede Bisekante k der Kurve k’pgist die Schnittgerade zweier
kollinearzugeordneten Ebenen o und £, die von der kollinearzu-
geordneten Ebene 3" in einem Punkte C’ durchschnitten wird. Die
dem den Punkt C’ enthaltenden Strahl ¢ kollinearzugeordneten
Strahlen a” und b” sind in den kollinearzugeordneten die Bisekante
k erzeugenden Ebenen o und f enthalten. Die Raumkurve kig
enthdlt oc? Bisekanten, die eine Kongruenz (1, 3) (erster Ordnung,
dritter Klasse) bilden. Da analoge Betrachtungen auch fiir die
Biindel [4] und [C], wie auch fiir [B] und [C] gelten, so enthilt
der Transversalenkomplex (HK) drei Kongruenz (1, 3) der Bisekan-
ten der drei Raumkurven dritter Ordnung k3, die je zwei Biindel-
scheitelpunkte enthalten. Jede Bisekante k schneidet die Fldche 3
in je zwei Punkten K der Raumkurve k% 5 und einem dritten Punkt,
der in der Literatur gewdhnlich mit L bezeichnet wird.

Waihlen wir eine beliebige Unisekante I der Kurve k% 5. Durch
diese Unisekante I und die Raumkurve kg als Leitkurve ist eine
Regelfliche zweiter Ordnung K%p eindeutig bestimmt, und zwar
so, dass eine Regelschar der Fliche K% g aus den die Punkte der
Unisekante | enthaltenden Bisekanten der Kurve kiB besteht. Da
die Durchdringungskurve der Fliachen F? und KZAB von der sechsten



250 Ljerka Dodkal

Ordnung ist, so beschreibt der Punkt I, als dritter Schnittpunkt
der Bisekante k mit der Fliche F3, eine Raumkurve I® dritter
Ordnung, so dass die Durchdringungskurve sechster Ordnung in
zwei Raumkurven dritter Ordnung zerfdllt. Die Unisekante 1 der

Kurve ksAB ist eine Bisekante der Kurve I3, so dass die Leitschar
der Fliche KiB aus Bisekanten der Raumkurven I* und die Erzeu-

gendenschar aus Bisekanten der Kurve kiB besteht. =3 Unisekanten
dieser Kurven ergeben jedoch, wie bekannt, nur o2 Regelflichen

Kius, weil jede Fliche dieses Biindels eine Leitschar von oo! Uni-

sekanten der Raumkurve Iciug enthilt. Dieses Fliachenbiindel Kig
ist ein spezielles Flidchenbiindel, das statt acht assoziierte Grund-
punkte die Raumkurve kiB gemein hat. Jede Fliche KiB dieses
Bilindels durchdringt die Flidche F® in der Kurve kim und noch je
einer Kurve 13, so dass die o2 Raumkurven I? ein Netz der Raum-
kurven auf der Fliche F? erzeugen, das in der Literatur unter dem
Namen serstes Kurvennetz der Flidche dritter Ordnung« bekannt
ist ([4], S. 76). Eine Charakteristik dieses Netzes ist, dass durch die
Clebsche Abbildung die Netzkurven in Geraden einer Fbene ab-
gebildet werden. Durch die Clebsche Abbildung werden nimlich
jedem Punkte einer Ebene p je eine Ebene dreier kollinearzuge-
ordneten Ebenenbiindel korrelativ zugeordnet. Die Schnittpunkte
dieser Ebenen erzeugen, wie bekannt, eine Flidche dritter Ordnung
F3. Auf diese Weise ist jedem Punkte der Ebene g ein Flichenpunkt
der Fliche F?® eindeutig zugeordnet. Der Punktreihe L'(l) einer
Geraden [” in der Ebene ¢ sind die Ebenenbiischel a(a), g(b) und
y(c) in den Biindeln [A4], [B] bzw. [C] zugeordnet, deren Erzeugnis
eine Raumkurve dritter Ordnung 1® auf der Fliche F? ist.

Durch die Punkte einer Raumkurve 1® kann man ausser den
Bisekanten der Raumkurve kyp auch die Bisekanten der Raum-
kurven ke und kpe legen, so dass man durch jede Raumkurve 3

drei Regelflichen zweiter Ordnung Kap, Kac und K 3¢ legen kann.
Diese drei Fldchen gehdren nicht zu demselben Flichenbiischel,
sondern je zwei dieser Flichen gehéren zu einem speziellen Flidchen-
biischel, das als Grundkurve die Raumkurve I3 und eine Bisekante

1 dieser Kurve hat. Z. B. die Flachen KZB und K_i_c bestimmen das
Flachenbiischel, das als Grundkurve die Kurve I3 und die den Punkt
A enthaltende Bisekante der Kurve I3 hat. Der Punkt A ist der
Gemeinpunkt der Kurven Lk’ gund ki;c- Da man durch jede Kurve
dritter Ordnung I* je drei Regelflichen zweiter Ordnung K35, Kac
und Kch legen kann, erhalten wir so drei spezielle Flichenbiindel,
deren Erzeugendenschar aus Komplexstrahlen des Transversalen-
komplexes (HK) besteht. In jedem dieser Flichenbiindel besteht
ein Flidchenbiischel dessen Flichen alle drei gegebenen Biindel-
scheitelpunkte enthalten. Dies sind auch spezielle Fldchenbiischel,

deren Grundkurven aus einer der drei Raumkurven k:fw, kfw und
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k%c und jener Bisckante dieser Kurve besteht, die denjenigen
Biindelscheitelpunkt enth&lt, welchen diese Raumkurve nicht
enthilt. Z. B. die Kurve k’p und die den Punkt C enthaltende
Bisekante dieser Kurve. Da die Flichen K2 dieser Biischel alle
Blindelscheitelpunkte A, B und C enthalten, gehéren sie zu dem in
der Einleitung beschriebenen Regelflichenbiindel [H2]. -

Drei Raumkurven dritter Ordnung k' 5, kic und kSEC gehjren
zu dem zweiten Kurvennetz auf der Fliche F3. Unter allen oco?
Kurven dieses Netzes sind fiir uns nur diese drei vom Interesse.
Durch die Clebsche Abbildung werden, wie bekannt diese Netz-
kurven in ebene Kurven fiinfter Ordnung abgebildet. Da eine
Raumkurve I* bei dieser Abbildung in eine Gerade abgebildet wird,
ergibt sich, dass die auf einer Regelfliche K2 sich befindenden
Raumkurven 1* und k* fiinf Punkte gemein haben, von denen
mindestens einer reell ist.

Die Beziehung der Strahlen eines Strahlenbiindels zu den Komplex-
strahlen eines Komplexstrahlenbiindels mit demselben
Biindelscheitelpunlkt

In der Einleitung haben wir bemerkt, dass jedem Strahl des
Strahlenbiindels [A] ein den Punkt A enthaltender Komplexstrahl
h des Transversalenkomplex (HK) eindeutig zugeordnet ist, aber
auch umgekehrt ist jedem den Punkt A enthaltenden Komplex-
strahl hs ein Strahl ¢ des Biindels [A] ein-eindeutig zugeordnet.
Diese Zuordnung kann, aber muss nicht involutorisch sein. Einem
Strahl o sei die Transversale hy zugeordnet. Wenn wir aber die
Transversale hy als einen Strahl a’ des Biindels [A] annehmen, so
ist diesem Strahl a’ eine neue Transversale h4 zugeordnet, die aber
nicht mit dem am Anfang angenommenen Strahl a identisch sein
muss.

Es dréngt sich die Frage auf, wie ein Komplexstrahl h seine
Lage dndert, wenn der Strahl ¢ des Biindels [A] ein Strahlenbiischel
@(e) in der Ebene aJAl beschreibt. Dem Strahlenbiischel o (a) sind
die Strahlenbiischel b(f) und c(y) kollinearzugeordnet. Die den
Punkt A enthaltenden Transversalen der kollinearzugeordneten
Strahlen b und ¢ sind die Schnittgeraden der durch den Punkt A
und den Strahl b bzw. den Punkt A und den Strahl ¢ gelegten
Ebenen. Wenn der Strahl e ein Strahlenbiischel a (o) beschreibt,
werden die Ebenen {Ab) und (Ac) projektive Ebenenbiischel, mit
den Geraden (AB) und (AC) als Achsen, beschreiben. Da diese
Achsen den Punkt A gemein haben, erzeugen die Schnittgeraden
der so projektiv zugeordneten Ebenen einen Komplexstrahlenkegel
zweiter Ordnung S® mit dem Scheitelpunkt A. Wir erhalten so
folgenden Satz:
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Wenn der Strahl a des Strahlenbiindels A ein Strahlenbiischel
a(a) beschreibt, dann erzeugt der den Punkt A enthaltende Kom-
plexstrahl h einen Komplexstrahlenkegel zweiter Ordnung S2.

Wenn die Ebene o das Ebenenbiischel a(a) beschreibt, dann
werden die kollinearverwandten Ebenen f und y die Ebenenbiichel
f(b) und y(c) beschreiben, wobei die Achsen dieser Ebenenbiischel
die kollinearzugeordneten Strahlen a,b und ¢ sind. Der Komplex-
strahlenkegel S? wird dabei ein Kegelbiischel (S%) beschreiben, das
als Grunderzeugende die Geraden (AB), (AC), dann die den Punkt

A enthaltende Bisekante kpe der Kurve kssc und die durch den
Punkt A gelegene Transversale der Geraden b und ¢ hat, von denen
die letzten zwei Achsen der erwihnten Ebenenbiischel §(b) und
v(c) sind. Betrachtet man alle Strahlenbtischel des Bilindels [4], so
ergibt sich ein Kegelbiindel [S%], das die Geraden (AB), (AC) und
die den Punkt A enthaltende Bisekante kpc der Kurve kiac als
Grunderzeugende hat.

Um Antwort auf die Frage zu bekommen, was der Strahl a
erzeugt, wenn der Komplexstrahl h ein Komplexstrahlenbiischel
h(a) mit dem Scheitelpunkt A beschreibt, konnen wir auf folgende
Weise verfahren. Jeder Komplexstrahl h ist die Transversale dreier
kollinearzugeordneten Strahlen @,b und c. Legen wir durch einen
den Punkt A enthaltenden Komplexstrahl h und durch den ihm
zugeordneten Strahl b die dadurch bestimmte Ebene §°, ferner durch
denselben Komplexstrahl h und durch den ihm zugeordneten Strahl
¢ die Ebene », und beschreibt der Komplexstrahl h das Komplex-
strahlenbiischel h (¢), so werden die Ebenen f und y* die Ebenen-
biischel g (BA) und 7 (CA) beschreiben. Diese Ebenenbiischel sind
zwar nicht kollinearzugeordnet, aber sie sind mit dem Strahlen-
biischel h(a) perspektiv. Zu jedem dieser Ebenenbiischel ist im
Biindel [A] je ein Ebenenbiischel a(tss) bzw. a(tsc) kollinearzu-
geordnet, wobei die Geraden t4p und tsc die Tangenten der Raum-
kurven ksAB und kic in dem Beriihrungspunkt A sgind. Diese Ebe-
nenbiischel sind projektiv, weil sie zu den perspektiven Ebenen-
biischeln # (BA) und 9" (CA) kollinearzugeordnet sind. Die Schnitt-
geraden der auf diese Weise projektivzugeordneten Ebenen dieser
Ebenenbiischel erzeugen einen Strahlenkegel zweiter Ordnung A2
Damit ergibt sich auch folgender Satz:

Wenn der den Biindelscheitelpunkt A enthaltende Komplex-
strahl h das Komplexstrahlenbiischel erster Ordnung h(a) be-
schreibt, erzeugt der zugeordnete Strakl a einen Strahlenkegel
zweiter Ordnung A2

Wenn die Ebene o ein Ebenenbiischel a(h) beschreibt, erzeugt
der zugeordnete Strahlenkegel A? ein Strahlenkegelbiischel (A2?).
Die ersten zwei Grunderzeugenden dieses Biischels t4p und tac sind
die Tangenten der Raumkurven k%5 und k%c. Die dritte Grund-
erzeugende ist derjenige Strahl & der den in der Ebene (ABC)
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liegenden kollinearzugeordneten Strahlen b und ¢ kollinearzuge-
ordnet ist, Nimlich, jeder in der Ebene {ABC) durch den Punki A
gelegte Fomplexstrahl h ist die Transversale der kollinearzuge-
ordneten in der Ebene (ABC) liegenden und sich schneidenden
Strahlen D und ¢, deswegen muss der zu diesen Strahlen kollinear-
zugeordnete Strahl @ eine Grunderzeugende des Strahlenbiischels
gein, THe wvierte Grunderzeugende des Bilschels (A% ist identisch
mit dem Strahl a, welcher der Achse k des Ebenenbiischels w(h)
sugenrdnet ist. Dem Komplexstrahlenbiindel h[A] ist das Strahlen-
kegelbiindel [4%] zugeordnet, das die Tangenten tue und e, und
denjenigen Strahl @ als Grunderzeugende hat, der den in der Ebene
(ABC) liegenden und sich schneidenden Strahlen b und e kollinear-
ugeordnet ist.

Auf diese Weise ergibl sich im Punki A eine quadratische
Verwandtschaft zwischen den Strahlen und den zugeordneten
Transversalenkomplexstrahlen b,y Diese Verwandischaft kann man
so auffassen, dass man jeder Geraden des Biindels [A] zwei kor-
relative, in einer neuen Kollineation entsprechende Ebenen zuordnet.
Die Schniligerade dieser Ebenen ist die der im Anfang angenom-
menen  Geraden guadratisch verwandte Gerade, Nimlich, jeden
Strahl e des Biindels [A] kann man durch eine gweifache Korrela-
tion erhalten, die man zwischen den Komplexstrahlen hy[A4] und
den FEbenen des Ebenenblindels «[A] herstellen kann. Durch
jeden Komplexstrahl hy kann man zwei Ebenen g = (hy, BA) und
¥ =(h4, CA) legen. Diesen Ebenen sind zwei Ebenen oy und a.
kollinear zugeordnet, die dem Komplexstrahl hy korrelativ ent-
sprechnend sind, Die Schnittgerade dieser Ebenen wg und e, ist der
dem Komplexstrahl hy; guadratisch verwandie Strahl a. Jeden
Eomplexstrahl h, erhilt man durch eine sperielle zweifache Kor-
relation, die man zwischen den Strahlen g des Biindels [A] und
Ebenen der Ebenenbiischel #Z({BA) bzw. »(CA) herstellen kann.
Betrachfen wir einen Tripel kollinear zugeordneter Strahlen o, b
und c. Der den Punkt A enthaltende Komplexstrahl b,y wird als
Schnittgerade zweier dem Strahl ¢ korrelativen Ebenen § = (4B, b)
und y = (AC. ¢) aulgelasst. Hitten wir dasselbe mit allen kollinear—
sugeordneten  Strahlentripeln durchgefithrt, =o hitten wir den
Strahlen o des Biindels [4] in einer speziellen Korrelation die
Ebenen der Ebenenbiichel (BA) bew. (CA) suzuordnen, Die Schnitt-
gerade dieser korrelativen, in einer neuen IKollineation zugeordne-
ten Ebenen §=(BA,b) und y=(CA,c¢) ist der dem Strahl & qua-
dratisch verwandte Komplexsirahl h,

Wie bekannt, enthalten diese quadratisch verwandten lkol-
lokalen Strahlen- und Komplexstrahlenbiindel [A] je drei Haupt-
geraden und je drei Hauptebenen. Jeder Hauptgeraden des einen
Biindels sind die in der ihr zugeordneten Hauptebene des anderen
Bindels gelegenen Strahlen des Strahlenbiischels erster Ordnung
mit dem Scheitel A zugeordnet.

10
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Die Strahlenhauptgeraden des Strahlenbiindels a[A] sind die
Grunderzeugenden des Strahlenkegelbiindels [42%], Nimlich, es sind
das die Tangenten tum, tie der Raumkurven ks, ke und die
Gerade 4, Das Komplexstrahlenbiindel =[4] enthilt als Komplex-
strahlhauptgeraden die Grunderzeugenden des Komplexstrahlkegel-
biindels [5%], also dis Geraden (4AB), (AC) und kup.

Die Komplexstrahlhsuptgerade kpo ist der allen Strahlen des
Strahlenbiischels a(4) in der Strahlhauptebene o= (t.p, tag) 7u-
geordnete Komplexsirahl, Die Komplexstrahlhauptgerade (AE) ist
der dem Strahlenblischel erster Ordnung a(A4) in der Strahlhaupt-
ehene o = ({40, @ =ugeordnete Komplexstrahl, wihrend (AC) der
dem Strahlenbiischel a(4) in der Strahlhauplebens o= {tgn @) zu-
geordnel ist, Die der Strahlhauptgeraden @ zugcordneten Komplesx-
strahlen h bilden dag Strahlenbiischel h(4) in der Komplexstrahl-
hauptebene (ABC). Die der Strahlhaupigeraden {.4: zugeordnelen
Komplexstrahlen bilden das Momplexstrahlenbiischel in der Eom-
plexstrahlhauptebene [(AC, kpo) und dic der Strahlhauptgeraden
tqr zugeordneten Komplexstrahlen bilden das EKomplexstrahlen-
biischel in der Komplexsirahlhauptebene (AR, lope).

Zwischen den Strahlen o [A] und den Tangentialebenen der
Regelflichen [I7%], die den Berithrungspunkt im Punkie A haben,
besteht eine kubische Verwandischall, Wenn die Strahlen ein
Strahlenbiischel « (o) beschreiben, haben wir bhewiesen, dass dic
Eomplexstrahlen einen Kegel zweiter Ordnung 5% erreugen. Die
Tangentialebene einer Fliche HE, die je ein Strahl des Biischels
afa) und je ein Komplexstrahl ky des Kegels 5% enthilt, wird
in digser ein- eindeutigen Zuordnung eine Kegel dritter Klasse
erzeugen, der die Ebene o als zweifache Tangentialebene enthiilt.
Auch, wenn der Komplexstrahl hy das Komplexstrahlenbiischel
hale) in derselben Ebene o beschreibt, beschreibt der Strahl o den
Strahlkegel zweiter Ordnung A% Die Tangentialebene einer
Regelfliche H?, die wiederum je einen Komplexstrahl kg und einen
Strahl a enthilt, erzeugt cinen neuen Kegel dritter Klasse, der
aber dieselbe Ebene o als Doppeltangentialebene enthill. Diese
zwel Kegel dritter Klasse mit demselben Scheitelpunkt haben diese
Doppeltangentialebene @« und noch weitere sechs Ebenen gemein,
Diese sechs Ebenen enthalten je eine Hauplgerade der Fliche 4,
die die Schnittgerade wvon je drei kollinearzugeordneten Ebenen
sind. Aul diese Weise ist jedem Strahl o die Tangentialebene der
dem Strahle ¢ zugeordneten Fliche H? cindeutig sugewiesen. Eheonso
izt einem Komplexstrahl hy die der zugeordneten Regelfliche H®
entsprechende Tangentialebene eindeuliy zugewiesen. Aber, jeder
Ebene des Ebenenbiindels [4] sind zwei Strahlen, sowie auch zweil
Komplexstrahlen, also dadurch auch zwei Flichen H® zugecordnet,
welche diese Ebene als Tangentialebene im Beriihrungspunkt A
hahen.

11
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Einige Singularititer im Transversalenkomplex (HK)

Wir haben bewiesen, dass die Komplexstrahlhauptgeraden der
quadratischen Verwandtschaft, die zwischen den Strahlen und
Komplexstrahlen im Punkte A besteht, nimlich die Geraden AB,
AC und kge, nicht nur Transversalen eines Tripels kollinearzuge-
ordneter Strahlen a,b und ¢ sind, sondern dass sie Transversalen
von co! solchen Strahlentripels sind. Es ist selbstverstandlich, dass
die Komplexstrahlhauptgeraden in den Punkten B und C analoge
Eigenschaften haben.

Es gibt aber noch sechs weitere Geraden mit derselben Eigen-
schaft. Das sind die Hauptgeraden der kubischen Fliche F%. Wie
bekannt, gibt es in drei kollinearzugeordneten Ebenenbiischeln
Ebenentripel, deren Ebenen nicht nur einen Schnittpunkt, sondern
eine Schnittgerade gemein haben. Diese Geraden sind als Haupt-
geraden der Fldche F? bekannt und mit s bezeichnet. Jede der
Geraden s ist, als Schnittgerade dreier kollinearzugeordneten Ebe-
nen, eine gemeinsame Bisekante aller kubischen Raumkurven
des zweiten Kurvennetzes auf der Fliche F?, also ist sie die gemein-
same Bisekante aller drei kubischen Raumkurven k?}l B kic und ksBc.
Deswegen ist jede dieser Geraden s ein Komplexstrahl im Trans-
versalenkomplex (HK) und zwar ein solcher, der nicht nur einen,
sondern oc! kollinearzugeordneten Strahlentripel schneidet.

Diese sechs Geraden s werden bei der Bestimmung der Singu-
larititen im (HK)-Komplex von Bedeutung sein. Niamlich, die
Singularitéten entstehen in einem Komplex dann, wenn in einem
Raumpunkt der Komplexkegel oder in einer Ebene die Komplex-
kurve ausartet. Offenbar wird das besonders in den gegebenen
Biindelscheitelpunkten, in den Hauptgeraden s der Fliche F9, :in
den Komplexstrahlhauptgeraden und -cbenen der beschriebenen
quadratischen Verwandtschaft und in den Kurvenpunkten der
Raumkurven k* und ¢? geschehen

1. Der Komplexkegel S% der von den einen Raumpunkt S ent-
haltenden Komplexstrahlen erzeugt wird, artet in einen Komplex-
kegel zweiter Ordnung S% und ein Strahlenbiischel erster Ordnung
aus, wenn der Roumpunkt S mit einem Kurvenpunkt K irgend-

welcher der drei kubischen Raumkurven k5, k%o oder k%c iden-
tisch ist.

Nimmt man den Punkt § =K auf der Kurve kgAB an, dann
zerfdllt der Komplexkegel $% in einen Kegel zweiter Ordnung S2
der durch die den Punkt K enthaltenden Bisekanten der Kurve kig
gebildet wird, und in ein Strahlenbiischel in der Ebene (el
wobei der Strahl ¢ den im Punkte K sich schneidenden Strahlen
e und b kollinearzugeordnet ist.

12
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9. Wenn die Ebene o einen der gegebenen Biindelscheitelpunkte
enthilt, artet die Kurve o3 in eine Komplexkurve zweiter Klasse
¢® und ein Komplexstrahlenbiischel erster Ordnung aus.

Wenn die Ebene o=¢ den Punkt A enthidlt, dann schneiden
die der Ebene a kollinearzugeordneten Ebenen § und y die Ebene
a in den Spuren b* und c*. Die kollinearzugeordneten Strahlen b
und ¢ in den Strahlenbiischeln b(8) und c(y) schneiden die Ebene
@ in den projektiven Schnittpunktreihen B*(b*) und C*(c*). Jede
Verbindungsgerade der projektiv zugeordneten Schnittpunkte B*
und C* ist ein Komplexstrahl h des Transversalenkomplexes (HK),
weil er die kollinearzugeordneten Strahlen b und c schneidet. Den
kollinearzugeordneten Strahl a schneidet er auch, da er in der den
Strahl ¢ enthaltenden Ebene a liegt. Die Verbindungsgeraden der
projektivzugeordneten Punktreihen B*(b*) und C*(c*) hiillen, wie
bekannt, eine Kurve zweiter Klasse ¢% ein. Da wir in der Einleitung
den Satz bewiesen haben, nach dem jeder Strahl eines der
gegebenen Biindel auch ein Komplexstrahl des Komplexes (HK)
ist, ergiinzt das Strahlenbiischel erster Ordnung h(A) in der Ebene
0= aqa die Kurve o? zur Kurve dritter Klasse.

Die oo? Flichen H? schneiden die Ebene ¢ in einem Kurvennetz
zweiter Ordnung, in dem jede Kurve dieses Netzes den Punkt A
enthilt und dieser Punkt ein Grundpunkt dieses Netzes ist. Das
Regelflichenbiindel [H?] enthdlt o<! der die Ebene « bertthrenden
Regelflichen H2, wobei die Berithrungspunkte in der Ebene « eine
Jacobische rationale Kurve dritter Ordnung d? erzeugen, die den
Doppelpunkt im Punkte A enthilt. Diese Kurve ergibt sich als das
Erzeugnis des den Schnittpunkten projektiv zugeordneten Strahlen-
biischels a(4) und des Komplexstrahlenbiischels zweiter Klasse
h (%), das die Tangenten der Kurve zweiter Klasse ¢® bilden.

3. Wenn die Ebene o= a eine Hauptgerade s enthdlt, zerfdllt
die Komplexkurve ¢ in das Komplexstrahlenbiischel erster Or-
dnung h(e) und in die Gerade s.

Enthilt die Ebene o eine Hauptgerade s, dann wird sie von
den kollinear zugeordneten Ebenen f§ und y in derselben Gerade
s geschnitten, so dass die projektiven Schnittpunktreihen B*(b¥)
und C*(c*), sowie auch alle Verbindungsgeraden der so zugeordne-
ten Schnittpunkte mit der Geraden s zusammenfallen.

Um die Lage der Geraden s auf der Fliche F? ndher zu bestim-
men, kann man folgermassen schliessen: Durch den Funkt A legen

wir die Bisekante kpe der Kurve kic. Die Schnittpunkte dieser
Bisekante und dieser Kurve bezeichnen wir mit D und E. Diese
Bisekante ist die Schnittgerade zweier kollinearzugeordneten Ebe-
nen § und y denen die Tangentialebene a= (t4n, tac) der Flache
F3 kollinear entspricht. Legt man in den Punkten D und E die

Tangenten tp bzw. tz an die Kurve kch, so werden diese die Tan-
gentialebene ¢ in den Punkten Ap bzw. Ag schneiden. Die Strahlen

13




Transversalenkomplex ... 257

a=(AAp) und a = (AAg), die diese Schnittpunkte enthalten, sind
den im Punkte D bzw. E sich schneidenden Strahlen b und c kolli-
near zugeordnet. Der Ebene a = (kpc, Ap) sind die in der Tangente
tp sich schneidenden Ebenen g und y kollinear zugeordnet, so dass
die Tangente tp eine Hauptgerade der Fldche F? ist. Analog ist die
Tangente tg auch eine Hauptgerade. Die durch den Punkt B gelegte
Bisekante der Kurve k* 4 schneidet diese in den Schnittpunkten F
und G. Die diese Punkte enthaltenden Tangenten der Kurve kic
sind zwei weitere Hauptgeraden der Fliche F3. Die den Punkt C
enthaltende Bisekante der Kurve kgAB ergibt die Schnittpunkte H
und I. Die diese Punkte enthaltenden Kurventangenten tmp bzw. t1
erginzen die Zahl der Hauptgeraden aufl sechs.

Der Komplexstrahlenkegel der im Punkte D den Scheitelpunkt
hat und von den Bisekanten der Kurven kicerzeugt wird, enthilt
alle drei gegebenen Punkte A, B und C, gehort also zu dem Regel-
flichenbiindel [H2?]. Analoges gilt fiir die Kegel mit den Scheitel-
punkten E,F,G,H und I

4. Wenn die Ebene o zwei der gegebenen Biindelscheitelpunkte
enthilt, zerfillt die Komplexkurve 63 in drei Strahlenbiischel erster
Ordnung.

Enthilt die Ebene o die Komplexstrahlhauptgerade (AB), artet
die Komplexkurve ¢ in zwei Komplexstrahlenbiischel mit den
Scheiteln in den Punkten A und B aus, wihrend das dritte Strahlen-
biischel den Scheitel im Punkte C* hat. In dieser Ebene ¢ befindet
sich ein Paar kollinearzugeordneter Strahlen a und b, die sich in
einem Punkte K der Raumkurve k3AB schneiden. Diesen Strahlen
ist ein Strahl ¢ kollinearzugeordnet, der die Ebene ¢ in dem Punkte
C* schneidet. Jeder Strahl h des Biischels h(C*) in der Ebene o ist
die Transversale eines Tripels kollinearzugeordneter Strahlen a, b
und c. Die Regelfliiche H2, die von den diesen Tripel schneidenden
Komplexstrahlen erzeugt wird, zerfdllt in zwei Strahlenbiischel
erster Ordnung, und zwar in dasjenige h(C*) in der Ebene o und
das andere in der Ebene (K, ¢).

Das Flichenbiindel [H2] schneidet die Ebene o in einem Netze
von Kurven zweiter Ordnung, die zwel Grundpunkte A und B ent-
halten. In diesem Falle gibt es zweimal co! Regelflichen H? die
die Ebene ¢ beriihren. Die Beriihrungspunkte dieser Flachen bilden
in der Ebene ¢ zwei Kurven di g und d?‘B a zweiter Ordnung. Nehmen
wir zuerst an, dass die Ebene o(AB) dem Ebenenblindel [A] an-
gehort. Dieser Ebene ¢ = ¢ sind die Ebenen g = (BK, tz4) (tpg ist
die Tangente der Kurve RZB im Punkte B) und y = (ck, c4B) zu-
geordnet. Der Strahl cx ist den im Punkte K sich schneidenden
Strahlen a und b kollinearzugeordnet, wihrend c4p der dem Strahle
AB kollinear zugeordnete Strahl ist. Das Strahlenbiischel ¢ )
schneidet die Ebene o=¢ in der Schnittpunktreihe C*(c*). Die
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Verbindungsgeraden (C*B) bilden ein in der Ebene o sich befin-
denden Komplexstrahlenbiischel h (B), das dem Strahlenbiischel
a (A) projektiv zugeordnet ist. Das Erzeugnis dieser zweier projek-
tiv verwandten Geradenbiischel ist die Kurve zweiter Ordnung di“;,
die die Punkte A, B und zwei in der Ebene ¢ sich befindende Punkte
der Kurve kic enthdlt. Der Komplexstrahl h:_:_(B,C;B) ist die
Tangente der Kurve diB im Punkte B. Im Punkte A is die Tangente
ein Strahl a, dessen kollinear zugeordneter Strahl ¢ sich in der
Ebene y = (ABC) befindet. Beschreibt die Ebene ¢ = a ein Ebenen-
biischel a(AB), so wird die Kurve dzAB eine die Kurve k¢ ent-
haltende Fliche DiB zweiter Ordnung beschreiben. Die Tangential-
ebene dieser Fliche im Punkte A ist die der Ebene y = (ABCQ)
kollinearzugeordnete Ebene «. Die Tangentialebene dieser Flidche
wa im Punkte B ist die Ebene f§=(B,c4p). Die Schnittgerade
dieser Tangentialebene ist die zur Geraden (AB) konjugierte Polare
beziiglich der Fliche D%z. Im Ebenenbiischel a (AB) besteht eine
Ebene, welche die durch den Punkt B gelegte Bisekante ky¢ der

Kurve kzc enthilt. Die dieser Ebene ¢ = a kollinear zugeordnete
Ebene y schneidet die Ebene ¢ in der Bisekante k4c. Da diese den
Punkt B enthélt, reduziert sich das Komplexstrahlbiischel im

Punkte B auf diese Bisekante. Die Beriihrungspunktekurve diu:-:
zerfdllt in dieser Ebene in die Bisekante k4¢ und die Schnittgerade
der zu der Ebene y = (ABC) kollinear entsprechenden Ebene a mit
der Ebene 0. Auch in der Ebene ¢ = a(ABC) artet die Beriihrungs-
punktekurve in zwei Geraden aus. Das sind die Gerade (CB) und
die den Punkt A enthaltende, von der Geraden AC verschiedene

Bisekante der Kurve k% . Diese Bisekante ist die Schnittgerade der
Ebene y=(ABC) mit der zu ihr kollinearzugeordneten Ebene a,

welche die Beriihrungsebene der Fliche D iB im Punkte A ist.

Da in zwel Ebenen o=wa des Ebenenbiischels ¢(AB) die
Beriihrungspunktekurve d%p in zwei Geraden ausartet, schliesst
man, dass die Fliche Diu; eine Regelfliche ist. Die Leitkurve dieser

Regelfliche D%y ist die Raumkurve kic und ihre Unisekante (CB),
das Erzeugendensystem dieser Fliche wird durch die Bisekanten

der Kurve ksAc gebildet. Die Durchdringungskurve der Flichen F3
und D?‘AB zerfallt in zwei Raumkurven dritter Ordnung, und zwar

. . 3 # <
in die Kurve k%¢ und in eine Kurve 1} des ersten Kurvennetzes
auf der Fliche F3,

Das Ebenenbiischel o= §(BA) gibt, analog betrachtet, die

Beriihrungspunkteregelfliche Di, 4, die die Raumkurve k%cund ihre
Unisekante (AC) als Leitkurve enthilt. Thr Erzeugendensystem ist
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von Bisekanten der Kurve k%c gebildet. Die Durchdringungskurve
der Flichen F* und DQBA zerfillt in zwei kubische Raumkurven k‘;’;c
und 12.

Man kennt den Satz, dass der geometrische Ort der Berilihrungs-
punkte aller Flichen eines Netzes n-ter Ordnung mit den eine
gegebene Gerade enthaltenden Tangentialebenen eine Flidche der
(3n—2)-ten Ordnung ist ([3], S. 220). Die Eigenschaften der allge-
meinen Fliche vierter Ordnung F¢ die der geometrische Ort
der Beriihrungspunkte eines allgemeinen Flidchenbiindels zweiter
Ordnung [F?] mit einem Ebenenbiischel ist, hat V. Ni¢e beschrie-
ben ([1], [2]). In unserem Falle, da das Flichenbiindel [H?] von
lauter Regelflichen gebildet wird, und da die Ebenenbiischelachse
zwei Grundpunkte des Flichenbiindels [H?] enthilt, zerfillt die
Fliche F* in zwei Regelflichen zweiter Ordnung. Wir haben ndm-
lich gezeigt, dass, wenn man das Flachenbiindel [H?] mit dem
Ebenenbiischel ¢ (AB) tangiert, die Beriihrungspunkte zwei Regel-
flichen D%p und D, bilden.

Die Durchdringungskurve der Fldchen F45und F® zerfillt in
vier Raumkurven dritter Ordnung, nimlich in die Kurven k¢, kgc
und in zwei Kurven T,:{ und 13 der ersten Kurvennetzes auf der
Fliche F3. Wie bekannt, gibt es in einem Flichenbiindel zweiter
Ordnung co! Kegelflichen, deren Scheitelpunkte eine Raumkurve
sechster Ordnung c® bilden, die man Kernkurve dieses Biindels
nennt. Da sich diese Kurve auf den Flichen F?® und F* befinden
muss, ergibt sich, dass die Raumkurven l% und 13 die zerfallene
Kernkurve c bilden. Hitten wir auch die Ebenenbiischel o(BC)
und o (AC) in Betracht gezogen, kénnten wir folgende Tabelle
zusammenstellen:

Fliche F* Fliche D? Leitkurve l| Durchdringungskurve [*
) . — o
” Dig CB Kie 5
o 2 3 3
Dga CA kgc L
4 Dic BC kim I
Fac 9 3 3 |
Dca BA k¢ I E
) Dic AC k54 | u
Fpc ] .3 3 5
D¢z | AB kga | 4

Die Komplexstrahlen, die die Gerade (AB) schneiden, erzeugen
eine Kongruenz (3,3) (dritter Ordnung, dritter Klasse).
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Wenn man die den Scheitelpunkt A bzw. B enthaltenden Kom-
plexstrahlen ausschliesst, verbleibt die Kongruenz (1,3).

In einer Ebene o(AB) zerfillt die Komplexkurve in drei
Strahlenbiischel erster Ordnung, die die Scheitelpunkte in Punkten
A, B und C* haben. Beschreibt die Ebene ¢ das Ebenenbiischel
0(AB), wird der vorher erwihnte Schnittpunkt K die kubische

Raumkurve kg beschreiben. Die Strahlen ¢ und b, als Bisekanten
dieser Kurven, werden die Strahlenkegel zweiter Ordnung A% und

Bi beschreiben. Der den Strahlen ¢ und b kollinearzugeordnete
Strahl ¢ beschreibt auch einen Kegel zweiter Ordnung C® Der
Schnittpunkt C* des Strahles ¢ mit der Ebene ¢ beschreibt eine
kubische Raumkurve ¢® die das Erzeugnis der projektiv zugeordne-
ten Ebenen des Ebenenbiischels o¢(AB) und der Erzeugenden des
Kegels zweiter Ordnung C? ist. Die Kurve ¢3 befindet sich nicht
auf der Fliche F3. Sie hat die Achse AB des Ebenenbiischels o (AB)
als Bisekante. Da die Komplexstrahlenbiischel h (C¥) in allen Ebenen
o des Ebenenbiischels ¢ (AB) die Gerade (AB) schneiden, bilden sie
also eine Kongruenz (1,3), wenn man die Komplexstrahlenbiindel
[A] und [B] ausschliest. Die einen Raumpunkt S enthaltenden
Strahlen dieser Kongruenz liegen in der Ebene (SAB), die drei
Kurvenpunkte der Kurve c¢® enthilt, von denen zwei auf der Achse
(AB) liegen. Die Verbindungsgerade des Punktes S mit dem dritten
Kurvenpunkt C* ndmlich die Gerade SC*, ist der einzige den Punkt
enthaltende Kongruenzstrahl. Irgendeine Ebene o, die nicht dem
Ebenenbiischel o (AB) gehort, schneidet die Kurve ¢? in drei Punkten,
wéhrend sie mit der Achse (AB) einen Punkt O gemein hat. Die
Verbindungsgeraden dieser Kurvenpunkte mit dem Achsenpunkt
O sind drei in der Ebene ¢ sich befindende Kongruenzstrahlen.

5. Wenn die Ebene o den Schnittpunkt K zweier kollinearzu-
geordneten Strahlen und den ihnen entsprechenden dritten Strahl
enthdlt, zerfdllt die Komplexkurve o3 in drei Komplexstrahlen-
biischel erster Ordnung. Das eine hat den Scheitel im Biindel-
scheitelpunkt des dritten Strahles, das zweite im Punkte K und das
dritte im Schnittpunkt P der dreien Bisekanten kup, kpe und kic.

Betrachten wir die Ebene o= y(K, ¢). Die dieser Ebene » kolli-
nearzugeordneten Ebenen ¢ und f schneiden die Ebene 7 in den
Spuren a* und b* die die projektiven Strahlschnittpunktreihen
A*(a*) und B*(b*) enthalten. Da der Schnittpunkt K in diesen
Punktreihen sich selbst entspricht, sind diese Reihen perspektiv.
Die Ebene o enthilt drei Bisekanten der Raumkurve kEAB, von
denen eine den Punkt C enthilt. Diese den Punkt C enthaltende
Bisekante k4p hat mit den Bisekanten kpe und k4¢ einen Punkt
P gemeinsam, Dieser Punkt P ist ein Grundpunkt des Flichen-
biindels [H?] und muss das Zentrum des Perspektivitits in der
Ebene ¢ = (K, ¢) sein. Dass die Punkte C und K die Komplex-
strahlenbiischelscheitel sind, ist auf Grund der fritheren Aus-
fiihrungen offenbar.
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6. Wenn der Punkt S mit einem Punkt C* der Raumkurve c?
zusammenfdllt, zerfdllt der Komplexkegel dritter Ordnung S% in
das in der o = (C*AB) gelegte Komplexstrahlenbiischel erster Ord-
nung h(C*) und in den Komplexstrahlenkegel C*2 der von den
Bisekanten der Kurve c® gebildet wird.

7. In der Schmiegungsebene o zerfdallt die Komplexkurve ¢ in
das Komplexstrahlenbiischel h (Sw) und in eine Kurve o zweiter

Klasse, die durch die Biplanaren der Kurve k:’:m gebildet wird.

Zwischen den Punkten K der Kurve kiug und den Erzeugenden
¢ des Kegels C? besteht eine ein-eindeutige Zuordnung in welcher
es keine inzidenten einander entsprechenden Elemente gibt. In der
Einleitung haben wir ndmlich vorausgesetzt, dass die drei kollinear-
zugeordneten Strahlenbiindel [A], [B] und [C] so zugeordnet sind,
dass sie von vier méglichen keinen Tripel sich schneidender Strahlen
enthalten, Die den Punkt C enthaltende Bisekante k4p der Raum-

kurve kfw gehort auch dem Kegel C2, woraus folgt, dass die Ebenen
v = (K, ¢) einen Ebenenbiischel y (kac) bilden, wenn der Punkt die

Kurve k%p, und der Strahl ¢ den Kegel C? beschreibt. Die oc?
Komplexstrahlen in den Ebenen dieses Biischels erzeugen eine
Kongruenz (1,6), wenn man die Komplexstrahlenbiindel [C] und P
ausschliesst. Ein Raumpunkt S enthilt eine Ebene des Biischels und
die Verbindungsgeraden (SK) des Punktes S mit den in dieser Ebe-
ne liegenden Punkte K ist der Strahl der erwihnten Kongruenz.
Eine beliebige Ebene o schneidet die Raumkurve k%g in drei
Punkten K. Die Verbindungsgeraden (KC’) dieser Punkte K mit
den Schnittpunkten C’ der der zu K entsprechenden Strahlen c¢
bilden drei Kongruenzstrahlen in der Ebene o. Weitere drei Kon-
gruenzstrahlen in dieser Ebene erhélt man, in dem man den Schnitt-
punkt O der Geraden (AB) mit der Ebene ¢ und die drei in der
Ebene ¢ sich befindenden Kurvenpunkte der Raumkurve ¢ ver-
bindet.

Wenn man einen Punkt K mit dem Punkte C verbindet, erhilt
man einen Komplexstrahll he, und wenn man den Punkt C* mit
den Punkten A und B verbindet, erhdlt man weiterhin die Kom-
plexstrahlen k4 und hp. Diese drei Komplexstrahlen sind als Trans-
versalen eines kollinear verwandten Strahlentripels a, b und ¢
einander zugeordnet., Alle so zugeordneten Komplexstrahlentripel
(h4= C*A, hg = C*B, h¢ = KC) bilden je drei rationale Kegel drit-
ter Ordnung. Da die Komplexstrahlen hy und hg sich im Punkte
C* schneiden, schliesst man, dass die in den Komplexstrahlen-
blndeln [A] und [B] einander entsprechenden sich schneidenden
Komplexstrahlen durch ihre Schnittpunkte eine Raumkurve dritter
Ordnung c¢3 erzeugen, die die Gerade (AB) als gemeinsame Bisekante
enthilt.
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262 Lijerka Dotkal

Es bestehen auch weilere interessante Higenschaften des Trans-
versalenkomplex (HEK), die wier aber hier nicht betrachten wollen,
da sonst diese Arbeit weif liber das vorgesehene Mass hinaus ver-
grissert wilrde.

(Bingegangen am 12, I 1967.) Mathematizsches Instituf
der Universitdt Zagreb
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KOMPLEES TRANSVERZALA PRIDRUZENIH TROJKI ZRAKA
TRIJU KOLINEARNIH SVEFEANIA

Lijerka Doiékal, Zagreh
SedrFaj

Zadana su tri kolingarno pridrufena sveinja zraka [A], [B], 1
[C]. ec! transverzala jedne trojke kolinearno pridruZenih zraka a, b
i ¢ tine sistem izvodnica neke praviéasie plohe HE Transverzale ec?
trojki kalinearno pridrugenih zraka zadanih svefanja fine sistemn
izwodnica sveinja praviastih ploha drugog reda [H*]. Tih transver-
zala ima =<' i one tvore kompleks transverzala pridruZenih trojki
zraka triju kolinearnih svefanja, kojeg smo omadili (ITK). Poka-
zano je da je taj kompleks kubni,

Swvalka zraka zadanih svefanja je zraka h kompleksa (HK). Sva-
koj zraci jednog od zadanih svefanja, npr. zraci e, kao ravnalict
jednoznaéno je pridrufena neka ploha H* Toj isto] zraeia = hy kao
irangverzali jednoznafno je pridrugena neka druga ploha H2

Sa F1 gznafili smo opéu kubmm plohu koju Bine sjecidta koli-
nearno pridruienih ravnina zadanih sveZanja. Na toj plohi postoje
dvije mrefe kubnih prostornih krivulja 1 1 k% U drugoj mrezi tih
krivulia istitu se tri krivulje &3 Svaka od njih je geometrijsko mje-
sto gsjecifta kolinearno pridrufenih zraka po dvaju od zadanih sve-
fanja. Svaka bisckanta takowve krivulje je zraka kompleksa (HE).
Od co? bisekanata svake od tih Lkrivulja mofe se sastaviti sveZanj
praviastih ploha drugog stupnja [K*] kojih sistem izvodnica Eine
hizsekante krivulje k¥ dakle, zrake kompleksa (HE). Flohe sveinja
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[K?] prodiru plohu F? u krivulji k® i mrezi krivulja 13, tako da sva-
kom krivuljom I® prolaze po tri plohe K2 U svakom od sveZanja
[K2] postoji pramen ploha koje pripadaju i sveZnju [H2].

Ispitana je pridruZenost zraka i transverzala u jednom od zada-
nih sveZanja i pokazano je da je ta pridruZenost kvadratna, Izmedu
zraka, odnosno transverzala i tangencijalnih ravnina ploha H2 u
jednom od vrhova zadanih sveZanja postoji kubna pridruzenost.

Na kraju su opisani neki znaéajniji singulariteti kompleksa
(HK). U svakoj tac¢ki krivulje k® kompleksni stoZac S? se raspada
u stozac drugog reda S? i pramen pravaca. Nadena je i krivulja c?
u ¢ijim se tatkama kompleksni sto¥ac raspada u pramen pra-
vaca prvog reda i stozac drugog reda S?. Kompleksna krivulja o®
raspada se u krivulju drugog razreda i pramen pravaca u svim
ravninama koje prolaze jednim od vrhova zadanih svezanja i u
oskulacionim ravninama krivulje k3. Krivulja ¢® raspada se u tri
pramena pravaca prvog reda, ako ravnina o sadrzi dva vrha zadanih
sveZanja, ili je poloZena nekom tatkom K krivulje k® i pridruZe-
nom zrakom trefeg sveznja. Ako sveZanj ploha [H?] tangiramo pra-
menom ravnina koji sadrzi dva vrha sveZnja, ploha diralifta se
raspada u dvije pravcaste plohe drugog stupnja. Vrhovi stozaca u
sveznju [H?] nalaze se na dvjema krivuljama 12
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