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Izlaganje u ovom é&lanku kao i u I. dijelu nema aksiomatski
karakter. Na temelju osnovnih svojstava polariteta kvadrika upe-
znat éemo osnovné stereometrijske poutke geometrije Lobadev-
skog, a pri tom odrediti moguénost detaljnog izvodenja pripadnih
konstrukcija. To je projektivna interpretacija stereometrije Lo-
badevskog vezana na elipsoid (Cayley—Kleinov model).

Uvod
Apsolutni polarni sistem

1. — Svakoj todki u prostoru s obzirom na zadanu kvadriku
pridruZena je polarna ravnina, a svakoj ravnini pol. Time je u
prostoru odredena korelacija, koja se zove apsolutni polarni sistem.
Kvadrika, koja odreduje taj apsolutni polarni sistem, zove se
apsoluta.

Osnovni pomak

2. — Ravnina I i njen pol P s obzirom na apsolutu odreduju
u prostoru centralnu involutornu kolineaciju, koja prevodi apso-
Iutu u sebe (isporedi I. dio, totku 8.), a biljezi se (PII).

Centralna involutorna kolineacija (PII) izvodi u prostoru pro-
mjenu geometrijskih likova, koju éemo promjenu u na$im razma- -
tranjima definirati kao osnovni pomak. Zato éemo i kolineaciju
(PII) zvati osnovni pomak. Kod promatranja tih pomaka uzimamo
u obzir samo podetni i konaéni polozaj geometrijskog lika. Apso-
lutni polarni sistem definira u prostoru oo® osnovnih pomaka.

A

* Ovo je nastavak radnje, koja je objelodanjena u Glasniku,
T. 5., 1950, str: 57—-120 pod naslovom: Obreda osnovnih Kkomstrukcija
geometrije Lobadevskog sinteti¢kim sredstvima. U daljnjem razmatra-
nju, kad se budemo pozivali na tu radnju, radi lakSeg citiranja, zvat
¢emo je 1. dio. i

- 5 Glasnik
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_ Grupa osnovnih pomaka

. 3. — Pomak, koji predstavlja rezultat dvaju ili viSe uzastopce
izvréenih osnovnih pomaka, zove se opéi pomak, a biljeZi se sa
0 — 23 (PII). Opéi pomaci odreduju grupu pomaka (isporedi I. -dio
todku 16.). ;

4 — Radi lakSeg izraZavanja uvodimo za pravac i ravninu
slijedeée oznake: a) Ako pravac p sijete apsolutu u totkama N, i
N,, pisat ¢emo p=N, N,. Ako je pravac orijentiran, onda uzi-
mamo da orijentirana dufina N, N, odreduje ujedno orijentaciju
4 . ‘

pravea p i pisemo p—=0N, N,. '
b) Ako ravnina 4 sijee apsolutu u konici k, tad piSemo AK).

5 Zadatak. Odredi osnovni pomak (PII), koji prevodi
ravninu I'(1) u ravninu A(k). '

Rjefenje: Odredit éemo s obzirom na apsolutu polove G
i D ravnina I’ i A. Ozna¥imo sa p=N,N, spojnicu totaka G i D,
sa E totku p X T, sa F totku p X A, a sa p’ presjek ravnina I'ia.
Pravei p i p’ su konjugirane polare apsolute.

Odredimo sada totke P i R prema zahtjevu (N,N, PR) = —1 i
(EF PR)——1. Tada totka P i ravnina II=(R + p) odreduju
centralnu involutornu kolineaciju, t. j. osnovni pomak (PI), koji
prevodi ravninu I' u ravninu 4, a- koniku 1 u koniku k. :

Na isti na&in totka R i ravmina (P+p’) odreduju osnovni po-
mak sa istim svojstvima kao pomak (PII) (isporedi I. dio, tocke
9.—14.). .

Sukladnost geometrijskih likova

6. — U prostoru definiramo sukladnost geometrijskih likova
ovako: ’ ) '

Ako je geometrijski lik A proizadao iz geometrijskog lika B
bilo kojim pomakom O=—2 (PII), onda je geometrijski lik A su-
kladan ili kongruentan s geometrijskim. likom B i obrnuto.

Posljedak: a) Ako su geometrijski likovi A i B sukladni.
s geometrijskim likom C, onda je geometrijski lik A sukladan s
. likom B. b) U ravninama, koje sijeku apsolutu, presjetne konike
omeduju sukladne dijelove tih ravnina. '

Uwvodenje hiperbolitke metrike

7. — Mijerni broj za duzinu i kut uvodimo na isti naéin kako
smo to udinili u I. dijelu. Ako pri tome prodirimo sve poutke i
konstrukcije, koje smo upoznali u I. dijelu, na osnovne tvorevine
u prostoru, odredit éemo na taj natin metritku geometriju u pro-
storu, koja se bitno razlikuje od euklidske, a koja se zove hiper-
bolitka. “ g -

&



Obrada osnovnih stereometrijskih pouéaka.;. 67

S obzirom na uvedenu metriku razlikujemo tri vrste tofaka
u prostoru (isporedi I. dio, totke 19.—29.): a) Prave toéke unutar
apsolute, b) neprave tocke izvan apsolute, ¢) beskonafno udaljene
to¢ke na apsoluti.

S istih razloga razhku]emo dvije vrste pravaca 1 ravnma a)
Pravi pravci s dvije beskona&ne totke (sekante apsolute), b) pravei
s jednom beskonatnom totkom (tangente apsolute), ¢) nepravi
pravci bez beskona®nih totaka (koji ne sijeku .apsolutu), d) prave
ravnine (sijeku apsolutu u realnoj konici), e€) neprave ravnine
(koje tangiraju apsolutu ili koje nemaju s njom realnih tofaka).

Zakljulak

U daljnjem razmatranju ograni¢it éemo se na istraZivanje
onih likova, na kojima duzine i kutovi’imaju realne mjerne bro-
jeve, t. j. istraZivanje ogranitujemo samo na dio prostora unutar
apsolute. Taj dio _prostora i likove u njemu zvat ¢emo odsada hiper-
boli¢ki prostor i hiperbolitki likovi.

‘ Proiektivna interpretacija stereométrije Lobatevskog
O tocki, pravcu ¥ ravnini

8. — Iz odnosa tocaka, pra{\lraca i ravnina slijede ovi odnosi
u hiperbolitkom prostoru:

Ako imaju hiperboli¥ki pravei p i q dvije totke za]edméke,
oni predstavljaju isti pravac, t. j. p=4q. Ih Dvije tofke odreduju
jednoznatno hiperbolitki pravac.

Ako imaju dva hiperboli¢ka pravca p i g samo jednu toéku
zajednitku, oni se sijeku i odreduju ravninu (p+ ).

Svi pravm, koji prolaze J~ednom totkom therbollékog pro:—y
stora &ne snop pravaca 1. vrste (vrh je prava-tolka): - :
Snop pravaca s vrhom izvan apsolute odreduje u hiperbo-
lickom prostoru snop pravaca 2. vrste (vrh snopa je neprava tocka).
Snop pravaca s vrhom u jednoj toki apsolute, odreduje u
hiperboli¢kom prostoru snop pravaca 3. vrste (vrh snopa je besko-
naéno udaljena tocka). '
Po dva prawca iz snopa 3. vrste u h1perb0116kom prostoru
usporedni su prema istoj strani. Iz toga slijedi odmah zakon pre-
noSenja paralelizma: Ako su pravcei p i g paralelni prema istoj
" strani s praveem 7, onda su i pravci p i q usporedni prema istoj
strani, I dalje: Pravac zadrzava SVOJstv-o paralele u svim svojim
totkama. .
Dva pravea u therbohckom prostoru, koji ne leZe u istoj -
ravnini,  zovu se mimosmjerni pravei u prostoru. C
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Ako ima u hiperbolitkom prostoru pravac s ravninom dvije
totke zajednitke, on le%i u toj ravnini, Ako ima pravac s ravninom
samo jednu totku zajedniéku, on je probada.

Ako je zadan u hiperbolickom prostoru pravac p—N,N, i
ravnina A(k), a totka se N, nalazi na konici k, onda je svaki pra-
vac ravnine /4, koji leZi s pravcem P u jednoj ravnini, paralelan s
pravcem p prema tocki N,. U tome sluéaju se kaZe, da je pravac
p usporedan s ravninom A i obrnuto.

Ako pravac u hiperboli¢kom prostoru nema s ravninom zajed-
ni¢kih totaka, kaZe se, da je mimosmjeran s ravninom.

U hiperboli¢kom prostoru odreduje se ravnina jednoznano na
tri naédina: a) trima totkama, koje ne leZe na istom praveu,

b) dvama pravcima, koji pripadaju snopu 1., 2. ili 3. vrste,

c) pravcem i totkom izvan tog pravca.

Sve ravnine hiperbolitkog prostora, koje imaju jedan zajed~-
ni¢ki pravac ¢ine pramen ravnina 1. vrste (os pramena je pravi
pravac),

Pramen ravnina s osi izvan apsolute odreduje u hiperboli¢kom
prostoru ravnine, koje ¢ine snop 2. vrste (os snopa je mepravi pra-
vac bez beskonaéno dalekih todaka).

Pramen ravnina, kome je os tangenta apsolute, odreduje u
hiperboli¢kom prostoru ravnine, koje &ine snop ravnina 3. vrste
(os.snopa je nepravi pravac s jednom beskonaénom to¢kom),

Sijeku li se tri hiperbolitke ravnine, a dvije se presjeénice tih
ravnina sijeku, onda i treéa presjetnica prolazi tim presjeciitem.

Sijeku 1li se%ri hiperboli¢ke ravnine, a dvije se presjeénice tih
ravnina ne sijeku, onda ni treéa presjeénica ne sijeée prve dvije
(te presjetnice pripadaju snopu 2. vrste).

Sijeku 1i se tri hiperbolike ravnine, a dvije su presjetnice
tih ravnina paralelne prema istoj strani, onda je i treéa presjed-
nica s njima paralelna prema istoj strani (te presje¢nice pripadaju
snopu pravaca 3. vrste).

Dvije ravnine iz pramena 2. vrste zovu se u hiperboli¢kom
prostoru mimoilazne ravnine.

Okomiti pravci

- Ako pravel p i q leZe u ravnini A (k), a konjugirane su polare
konike k, onda su pravei p i q medu sobom okomiti (isporedi I. dlo,
totke 38.—49.).

9. Zadatak — Odredi sve pravce the'rbolzckog prostora,
koji su okomiti na pravac p = N, N,

RjeSenje: Promatrajmo pramen ravnina 1. vrste sa no-
siocem p==N.,N,. U svakoj ravnini tog pramena, sve okomice
pravea p odredu]w pramen 2. vrste, pravac p je njihova zajednifka
okomica. U svakoj od tih ravmina pol pravog pravea p s obzirom
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na apsolutu u toj ravnini lezi na konjugiranoj polari p' pravog
pravca p s obzirom na apsolutu. Iz toga slijedi, da su sve okomice
pravca p odredene pravim pravcima, koji sijeku prav1 pravac p i
pripadnu konjugiranu polaru p’, 1. j. odredene su pravim pravc1ma,
koji pripadaju hlpenbohékm kongruenciji odredenm pravcima
pip.

10. Zadatak. — U ravnini I'(k) lefe pravei p i q, koji se
s_i:j__(iku.‘ Odredi njithovu zajedni¢ku okomicu. '

Rjedenje: Oznalimo sa G pol ravnine I' (k) s obzirom na
apsolutu, a sa A toéku p X q. U ravnini (G + p) pol pravea p s
obzirom na koniku k je todka G, zato sve okomice pravea p u rav-
nini (G + p) &ine pramen pravaca 2. vrste sa zajednitkom nepra-
vom todkom G. S istih razloga sve okomice pravea g u ravnini
(G +q) tine pramen 2. vrste sa zajednitkom nepravom totkom G.
Iz toga slijedi, da spojnica todaka A i G, pravi pravac g = AG,
odreduje zajedni¢ku okomicu pravaca p i q u n]1h0vom presje-
cistu A.

11. Posljedak — Ako povutemé u ravnini I' po volji
pravac r kroz totku A, onda moZemo dokazati mna isti nadin kao .
gore, da je pravac g okomit i na praveu r. Iz toga slijedi poudak:

Ako pravac g sijede ravninu I' u totki A, a okomit je na dva
pravea p i q iz te ravnine, koji p'rolaze toékom A, onda je pravac
g okomit na svakom pravcu r ravnine I, koji prolezi totkom B.

~ Definici 13 a: Okomica ravnine I' u njenoj totki A je onaj
pravac g, koji je okomit na sve pravce u ravnini I, koji prolaze
totkom A.

12. — Buduéi da su okomice ravnine I' odredene pravim
pravcima, koji prolaze polom G te ravnine s obzirom na apsolutu,
slijedi: :

a) Sve okomice jedne ravnine Cine snop pravace 2. vrste,

b) Snop pravaca 2. vrste posjeduje ravninu, koja je okomita
' na sve pravce iz toga Snopa.

1z toga dalje slijede poudci: a) Iz jedne tofke izvan ravmine,
moZe se na tu ravninu povuéi samo jedna okomica.

b) Dva pravca, koji su okomiti na Jednu ravninu, lefe uvijek
u jednoj ravnini,

¢) Ako su pravci a i b okomiti na ravninu I', onda oni leZe
u ravnini 4. Ako je C jedna tofka ravnine A, a c okomica sputena
iz toéke C na ravninu T, tada okomica c lefi u ravnini A.

13. Zadatak. — Odredi geometrijsko mjesto svih oko-
mica pravea p, koje sijeku taj pravac u tocki A.

RjeSenje: Sve okomice pravca p odredene su pravim
pravcima, koji sijeku pravac p i konjugiranu polaru p’ tog pravca.
TraZene okomice prolaze sve totkom A, dakle leZe u pravoj rav-
nini (A+p’), t. j. traZeno geometrijsko mjesto je ravnina.

_. 5
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Iz toga meposredno slijede poudeir = -

a) Sve ravnine, koje su okomite na zadani pravac, Cine pra-
men ravnina 2. vrste, 3

b) Pramen ravnina 2. vrste posjeduje uvijek pravac, koji je
okomit na sve ravnine iz tog pramena: \ :

14. Zadatak — Odredi zajednitku okomicu ravnine I i
pravca p, koji je mimosmjeran s tom TAVNINOM. :

RjesSenje: Sve okomice pravea p odredene su pravim prav-
cima, koji- sijeku pravac p i konjugiranu polaru p’ tog pravca. Sve
okomice ravnine I' odredene su pravim praveima, koji prolaze po-
lom G te ravnmine. Zato je trazena okomica odredena presjekom
ravnina (G + p)i (G +p), t. §. zajednitkom transverzalom pravaca
p i p’, koja prolazi totkom G.

15. Zadatak. — Odredi zajednitku okomicu dvaju mimo-
smjernih pravaca p i g. ' ' ‘ :

RjeSenje: Ako zajednitka okomica. mimosmjernih pravaca
p i g postoji, ona je odredena zajedni¢kom transverzalom pravaca
p i q, i njihovih konjugiranih polara'p’ i ¢’ s obzirom na apsolutu.

Dokazat éemo sada, da takva_transverzala uvijek postoji. Na
zadanim pravcima p odnosno g apsoluta definira hiperboli¢ku in-
voluciju konjugiranih totaka s dvostrukim totkama M, i M,, od-
nosno N, i N, Projicirajmo te hiperboligke involucije totaka s
pravca p’, dobit éemo tako dva konlokalna hiperboli¢ka involu-
torna pramena ravnina, koji imaju jedan zajednitki realni par
ravnina, jer se dvostruki elementi tih hiperboli¢kih konlokalnih
ihvolucija ne rastavljaju. _

Oznadimo taj zajednitki par ravnina sa I' i 4; oznalimo dalje
sa- A totku p X I', sa A’ todku p X A4, sa B totku q X I' i napokon
sa B totku g X 4. Totke A i A’ zatim totke B i B’ su konjugirani
polovi -apsolute, a to znadi, da su pravei r==AB i ¥ — A'B’ kon-
jugirane polare apsolute. Zato jedna od njih sijefe apsolutu u
realnim totkama, neka to budé pravac r.

Sad moramo jo$ dokazati, da je pravac r zajedni¢ka transver-
zala pravaca p, p’, ¢ i ¢’. Ako se dva pravca sijeku, onda se sijeku
i ‘njihove konjugirane polare s obzirom na zadanu kvadriku. Sje-
ciste jednog para pravaca je pol ravnine, u kojoj leZe njihove kon-
jugirané polare, Pravac r sijete pravce p, p’ i q, zato konjugirana
polara r’ sijefe pravece p, p’ i ¢’. No iz toga slijedi, da je pravac 7
zajednicka transverzala pravaca p, o', q i ¢, dakle je to i pravac
r. Iz toga slijedi poudak: T : _ :

. Dva mimosmjerna pravca u hiperbolickom prostoru imaju
uvijek jednu zajedniéku okomicu. . ‘ ,

Prikloni kut dviju ravning v
'16. — Dvije ravnine zatvaraju prostorni kut ili diedar. Die-

dar mjeri se priklonim kutom njegovih strana (taj se kut definira
kao u euklidskoj geometriji). - , :

-
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Pouc¢ak: Veli¢ina priklonog kute dviju ravnina ne ovisi o
izboru vrha tog kuta na presjefnici tih ravnina.

Dokaz Neka se ravnine I' i 4 sijeku u praveu p=N,N,.
Buduéi da su krakovi pmkluomg kuta okomiti na pravac p, oni su
odredeni pravim pravcima, koji sijeku konjugiranu polaru p’
pravca p. Odaberemo 1i na praveu p po volji dvije todke A i B,
onda su ravnine priklonih kutova kroz te tofke.odredene pravim
ravihinama 2 =(A+p’) i 2’ =(B+ p’). Oznadimo sa C totku
I' X p’, sa'D totku 4 X p’, onda su kutovi CAD i CBD dva pri-
klona kuta ravnina I i 4. Treba da dokazemo, da je & CAD =
= <L CBD.

Odredimo na pravom. pravcu p_.-—.NlN2 totke P i R prema
zahtjevu (N N,PR)=——1 i (ABPR)=——1, a ravninu (R+p")
oznadimo sa II. Osnovni pomak (PII) prevodi ravninu = u ravninu
2’ a kut CAD u kut CBD, dakle je << CAD=— < CBD (isporedi
toéku 5.).

Okomite ravnine

17. — Ako je prikloni kut dviju ravnina I' i 4 pravi kut, te
se ravnine zovu okomite ravnine. No u tome slu®aju prava rav-
nina I' prolazi polom D prave ravnine /4, a prava ravnina 4 pro-
lazi polom G ravnine [, ili:

Ako su dvije hiperbolitke ravnine konjugirane s obzzrom na
apsolutu, one su okomite ravnine.

Iz toga slijede ovi poudei:
a) Ako je pravac p okomit na ravninu I', onda je svaka rav-
nina kroz pravac p okomita na ravninu I'. ‘

b) Ako su ravnine I' i A- oko'rmte ne ravmnu Z' onda ge { pra-
vac I'X A okomit na ravninu 2.

c) Ako je ravnina’ T' okomite na pravac p, koji leZi u ravnini
4, onda je Tavning I' okomite na ravninu A.

18. Zadatak. Zedan je pramen ravnina 1. vrste sa osi
p = N1 Nz, Odredi one ravnine; koje su okomite na sve ruvnine
iz tog pramena. ; _

Rjedenje. TraZene ravnine bit ée odredene onim pravim
ravninama, u kojima leZe svi polovi ravnina iz zadanog pramena.
Buduéi da se ti polovi nalaze na konjugiranoj polari p’ pravea p,
slijedi, da su iraZene ravnine odredene s pravim ravninama, koje
prolaze pravecem p’, dakle iraZene ravnine &ine pramen ravnina
2. vrste. Tako odredena dva pramena medusobom okomitih rav-
mﬁa zovu se konjugirani prameni ravnina, bﬂ]ezrt éemo ih sa
@) i ().
: Dvije ravnine iz pramena 1. vrste i dvije ravnine iz konjugi-
‘Tanog ‘pramena 2. vrste, odreduju prostornu geometn;sku figuru,
koja se zove priklonobridac.
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Ravnine pramena 2. vrste sijeku ravnine konjugiranog pra-
mena 1. vrste u pravcima 1. vrste. Priklonobridac ima &etiri pri-
klonice duZ kojih se po dvije ravnine sijeku pod pravim kutom.

Pouéak o trima normalama .

19. Poudak: Ako je pravac AB okomit na ravninu trokuta
BCD, a pravac BC okomit na pravac CD, ondg je i pravac AC
okomit na pravac CD.

Dokaz: Buduéi da je AB_| BCD, pravac AB prolazi polom
P ravnine BCD s obzirom na apsolutu.

Pravac CD lezi u ravnini BCD, zato konjugirana polara C'D’
pravca CD prolazi polom P, sijete dakle pravac AB. No i pravac
BC je okomit na pravac CD, dakle i on sijete pravac C’D’, dakle
ravnina ABC prolazi pravcem C’D’. Iz toga slijedi, da je ravnina
ABC okomita na pravac CD, dakle i AC | CD.

Simetralna ravnine dufine

20. — Prema uvedenoj hiperbolitkoj metrici dvije toc':ke A
i B na pravcu p__N N, odreduju dvije duZine, duZinu AB i du-
Zinu BA (Jsrpouredx I dio, to¢ku 42.). Zato na praveu p posfml polo-
vidte P duZine AB (prava toéka) i poloviste R duzme BA (neprava
toéka) Geocmetn]sko mjesto svih simetrala duZine AB odnosno du-

Zine BA su okomite ravnine na pravcu P u totkama P odnosno R.
—

To su simetralne ravnine duZina AB odnosno BA, a sijeku se u
konjugiranoj polari p’ pravea p. Iz toga slijedi:

U hiperbolidkom prostoru simetralna ravnine polovi dufinu i
na nju je okomita. Simetralna ravnina duZine je geometrijsko mije-
sto svih toclaka, koje su jednako udaljene od krajnjih toéake te
duZine.

O ortogonalnom projiciranju

Ortogonalna projekcija todke, praveca ili ravnine na pravac
ili ravninu definira se na isti na¢in kao u euklidskoj geometriji. .

2l. O.ortogonalnoj projekciji duzZine — Neka
su totke A i B izvan ravnine I', a A’ i B’ ortogonalne projekcije
tih totaka u ravnini I'. Totke A, A’, B’ i B odreduju ravni detvero-
kut. Povudemo iz totke A okomicu na pravac BB’, a noZifte ozna-
¢imo sa D, tada ima &etverokut A A’ B’ D tri prava kuta, dakle je
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AD > A’B’ (isporedi 1. dio, totku 108.}. U pravokutnom trokutu
ADB je AB>> AD. Prema tome izlazi, da je tim vide AB > A’ B’

Zadana je dufina uvijek veéa od svoje ortogonalne projekcije
~ (na ravninu ili ne komplanarni pravac),

Paralelni pravci

22. — Pravci iz snopa 3. vrste paralelni su medu sobom prema
istoj strani, prema zajednitkoj beskonalnoj tofki.

Ako je zadan kut a krakovima ¢ i b i kut § krakovima g, i
b, a krakovi e i @, paralelni su prema beskona&noj tofki N, a
krakovi b i b, paralelni prema beskonatnoj totki N, ravnine
~ kutova a i 8 sijeku se u praveu p= N,N,. .

Iz toga slijedi poudak:

Ako su u hiperbolikom prostoru krakovi kuta e uzajamno
paralelni s krakovima kute B, onda se ravnine tih kutova sijeku.

23. — Bve ravnine pramena 3. vrste imaju jednu zajednitku
beskonatnu totku. Iz toga slijedi: : '

U svakoj ravnini pramena 3. vrste nalazi se pramen pravaca
3. vrste, koji svi pripadaju istom snopu pravaca 3. vrste, t. j. kojt
su svi usporedni prema istoj beskonacnoj tocki. .

Buduéi da se dvije ravnine iz pramena 3. vrste ne sijeku, niti
su mimoilazne, one se zovu meduravhnine.

24. — Svakom pramenu ravnina 3. vrste pripada konjugirani
pramen ravnina 3. vrste, svaka ravnina jednog od 4ih pramena
okomita je na sve ravnine iz konjugiranog pramena (isporedi to¢-
ku 18.). ' :

Uzmemo li dvije ravnine iz jednog pramena 3. vrste i dvije
ravnine iz konjugiranog pramena 3. vrste, one onda odreduju
geometrijski lik, koji se zove asimptotski &etverobridac, koji ima
tetiri prava priklona kuta.

95. — Uzmimo ravninu I'(k) i totku A izvan nje. Oznadimo sa
A’ ortogonalnu projekciju totke A4 u ravnini I', neka je AA’=a.
Sve usporednice s yavninom [, koje prolaze totkom A, odredene
su pravim praveima, koji prolaze totkom A i koji. sijeku koniku
k. Zato sve usporednice s ravninom [I', koje prolaze totkom A, od-
reduju stoZac sa otvorom pri vrhu 2a==2II(a).

Rotacije

26. — Uzmimo u hiperbolitkom prostoru dvije jednake duZine
AB i A’B’. Oznagimo sa 2 odnosno sa 2’ simetralnu ravninu du-
jine AA’ odnosno BB’. U medusobnom odnosu pravih ravnina 2
i X’ mogu nastupiti ova &etiri slu¢aja: ili se prave ravnine 2 i
- 3! gijeku u pravom .pravcu, ili se one sijeku u nepravom pravcu
bez beskonadnih todaka, ili se one sijeku u nepravom pravcu s
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jednom beskonaénom totkom, ili padaju zajedno. Radi lakseg: izra-
Zavanja pramen 3 X X’ oznalit éemo sa (p), a pramen konjungi-
ranih ravnina sa (p’).

A}

217. Rotacija l vrste ~Akojep=23 X 3 pravi pravac,
onda je pramen ravnina (p) 1. vrste a konjugirani pramen rav-
nina (p’) 2. vrste.

Ravnina 2 sijee duZinu AA’, u polovidtu C, a ujedno je
AA’ | 3. Ako iz totke C povudemo okmmcu ha pravac p, a nozidte
oznatimo sa S, onda je S sredifte krufnice k 1. vrste, koja prolazi
totkama A i A’. Buduéi da je AA’ | J, ravnina kruznice k oko-
mita je na pravac p, dakle pripada pramenu (p’). Na isti na&n
odredit éemo na pravcu p sredite S’ kruZnice k’ 1. vrste, koja
prolazi kroz totke B i B’ i koja leZi u ravnini okomitoj na pravac
D, koja dakle pripada pramenu (p’). -

Diedar, koji je odreden s bridom p i s dvije st'rane od kojih
jedna prolazi totkom A, a druga totkom B, nazvat éemo sa (A p B).
Diedar sa bridom p i dvjema stranama, od kojih jedna prolazi .
totkom A’ a druga tolkom B’, nazvat ¢emo sa (4’ p B’), (sl. 1).
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Gibajmo kontinuirano diedar (4 p B) oko pravaeca p tako, da
totke S i S’ ostaju na miru. Kad toéka A padne na to¥ku 4’, do-
. kazat ¢emo da ¢e totka B pasti na totku B’, t. j. da ¢e diedar
(A p B) poprimiti polozaj diedra (A’ p B). To znadi, da smo duzinu
AB na taj nadin doveli kontinuiranim gibanjem u pologaj A’B’, a
a pri tome se todka A odnosno totka B gzbala po kruimcx k odno-
sno k.’
Uzmimo da totka B ne padne na toéku B, kad tm‘,ka. A padne
" na tofku A’, nego da bi kod toga todka B dofla 1 polozaj B”; trokut
‘A’B'B” bio bi istokratan. Ako spojimo poloviite X osnovice B'B”
sa totkom A’, onda bi bilo A’X | B’'B”. Nadalje bilo bi $X | B’'B”,
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jer je B'B” tetiva kruznice K'. Iz toga bi slijedilo, da bi ravnina
A'S’X bila okomita na pravac B’B”, dakle i na ravninu S’B'B”.
Totkom S’ prolazile bi dvije ravnine S'SA’ i S'B”4A’, koje su oko-
mite na ravninu S’B’B” i zato bi njihova presjeénica S’A’ bila oko-
mita na ravninu S’B’B”. Buduéi da je i pravac SS’ okomit na rav-
ninu S’B’B”, izlazilo bi da kroz totku §’ prolaze dvije okomice na
ravninu $’B’B”, a to je nemoguée, dakle mora biti B’ = B".

Time smo dokazali, da smo duZinu AB doveli kontinuiranim
gibanjem u poloZaj A’B’, a pri tome je svaka totka te duZine opi-
sala kruZnicu 1. vrste u ravnini okomitoj na pravac p, sa sredi-
3tem na pravecu p. Takvo se kontinuirano gibanje zove rotacija 1.
vrste, a pravac p os te rotacije.

Kod rotacije 1. vrste sve tofke na osi rotacije osta]u. na miru,
.a sve ostale todke mijenjaju svoj poloZaj.

28. Rotacije 2. vrste. — Ako je pravac p=3 X 3’
nepravi pravac bez beskona¢nih tolaka, onda je pramen ravnina
(p) 2. vrste, a njemu kon]uglram pramen ravnina (p’) 1. vrste.

" Ravnina J iz pramena (p) sije¢e duZinu AA’ u polovistu C, a
-pravac p’ u totki M; pri tome je AA’ | i p’ 1 2. Zato su pravci
AA’ i p’ komplanarni, a CM je njihova zajednitka okomica. Iz toga
slijedi, da totke A i A’ leZe na kruznici k 2. vrste, na ekvidistanti
pravea p'.

Na isti bismo naé&in dokazali, da toéke B i B’ leZe na kruznici
k’ 2. vrste, na ekvidistanti praveca p’ (sl. 2.).

Dobili smo tako diedar sa bridom p’, u jednoj strani tog die-
dra nalaze totke A i A’, a u drugoj strani totke B i B’; taj ¢emo
«diedar oznaditi sa (4 p’ B).

Povucimo u totkama A i A’ okomice na pravac p’, a noZista
oznadimo sa P i P’. To isto nadinimo u totkama B i B’ a noZista
povuéenih. okomica oznafimo sa R i R.Tada je AP=—=AP i
BR—=PBR’ (sl. 2). Uotimo vitoperi &etverokut ABPR i zamislimo
da je krut. GIbaJmQ taj vitorepi &etverokut duZ diedra (A p’ B)
tako, da se totke P i R giblju po pravcu p’, a duZine AP i BR u
stranama tog diedra. Kad kod tog kontinuiranog gibanja totka A
padne na totku -A’, dokazat emo, da totka B padne na totku B’

" Kad to*ka A padne na totku 4’ -ondigo_ék.a P padne na tod-
ku P’, jer je AP 1 p i AP’ | p’, a AP = A’P’. Uzmimo da pri to-
e totka B ne padne na totku B’, nego u totku B”. Tada ni totka
R ne bi pala u to€ku R’, nego u tocku R”, ali bilo bi opet B'R’ |
Lo, BPR°1p, a BR = B”R” a trokut A’B'B” istokradan. Ako
sa X oznadimo poloviite osnovice B’B”, onda bi bilo A’X 1'B’B".
Ako sa Y oznadimo polovidte duZine R’R”, onda bi bilo YX | B'B”
(simetrala tetive B'B”), a to zna&i da bi ravnina A’XY bila okomita
‘na pravac B’B”. Pravac p’ komplanaran je s pravcem B’B”, a jer
je XY 1 p’, izlazilo bi, da je pravac p’ okomit na ravninu A’XY.
No iz toga bi slijedilo, da pored A’P’ | p’ postoji jo§ A’Y | p, a
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to je nemoguce, jer se iz jedne totke izvan pravca moZe spustiti na
pravac samo jedna okomica. Iz toga slijedi, da mora b1t1 B’=BhB",
dakle i R"'=R”, a PR = PR.

Na taj smo nadin pokazali, da se duZina AB moZe kontinuira-
nim gibanjem dovesti u polozaj A’B’, a da pri tome sve to¢ke du-
Zine AB opisuju kruZnice 2. vrste, ekvidistante pravca p’. Takvo
kontinuirano gibanje zove se rotacija 2. vrste duZ pravca p Kod

te rotacije ortogonalna projekcija duzine AB na pravac p’ uvijek
je jednaka.

Napomena. Ako kod rotacije 2. vrste uzmemo u obzir i
neprave todke, onda rotacija 2. vrste predstavlja hiperboli¢ku ro-
taciju oko nepravog pravca p, koji predstavlja os te rotacije; sve
totke na osi ostaju na miru, sve ostale tocke mijenjaju svoj polo~
%¥aj. Pravac p’ kao cjelina ostaje na miru, ali njegove prave i ne-
prave tofke ne ostaju na miru; na miru ostaju samo njegove bes-
konatne totke.

o)

29. Rotacija 3. vrste — Ako je pravac p = 2 2’ nepravi
pravac s jednom beskonatnom totkom (tangenta apsclute), onda je
pramen ravnina (p) 3. vrste, a isto tako i konjugirani pramen ravaina
(p’). Ravnine pramena (p) i ravnine pramena (p’) imaju jednu za-
jednit¢ku beskonatnu tolku, oznalit temo je sa N.

Buduéi da je AA’ 1 S, ravnina 5 okomita je na ravninu
AA'N, zato ravnina AA’N pripada pramenu (p’). S istih razloga i
ravnina BB'N pripada pramenu (p’). Iz toga slijedi, da asimptotski
Setverobridac AA’BB’'N ima 'getiri prava priklona kuta (isporedi
toZku 32.). Simetrale duZina AA’ i BB’ prolaze totkom N, dakle se
totkama A i A, odmnosnoBlB’mozepovuélkruhucakodnosmk’
3. vrste sa za;edméknn sredi$tem u to&ki N (sl. 3.).
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~ Gibajmo kontinuirano duZinu AB, a s njom i ravninu ABN,
tako da pri tom gibanju bude ravnina ABN stalno okomita na
Tavnine AA’N i BB'N, i da pri tome totka A opisuje kruZnicu k
3. vrste u ravnini AA'N.

Kad todka A padne na totku A’, uzmimo, da to¢ka B ne
padne u totku B’, nego da dode u totku B”. Budué¢i da totkom A’
prolazi samo jedna ravnina iz pramena (p’), totka B” moZe se na-
laziti samo na praveu B’N. Oznadimo sa X poloviste osnovice B'B”
istostrani¢nog trokuta A’B’B”, onda je ‘A’X | B’B”. Buduéi da je
ravnina A’B'N okomita na ravninu BB'N, pravac je A’X okomit
na ravninu BB’N. 1z toga bislijedilo,da je BX | B'N i B'N | A'BX,
dakle totke bi B i A’ morale leZzati u ravnini okomitoj na pravac
B’N, a to ne mora biti. Iz toga slijedi B’ = B".

Tako smo dokazali, da se duZina AB moZe kontinuiranim gi-
banjem dovesti u poloZaj A’B’, a da pri tome sve totke-‘te duZine
opisuju kruZnice 3. vrste, koje lefe u ravninama pramena (p’) 3.
vrste. Takvo se kontinuirano gibanje zove rotacija 3. vrste. Kod
rotacije 3. vrste sve toéke hiperboli¢kog prostora mijenjaju svoj
polozaj, na miru ostaje samo zajednitko sredite svih kruZnica te
rotacije,

Napomena. Ako kod rotacije 3. vrste uzmemo u obzir i
neprave totke, onda to gibanje predstavlja hiperboli¢ku rotaciju
oko pravca p, oko osi te rotacije, koja ostajé na miru.

30. — Ako je 2 = J2’, onda su duZine AB i A’'B’ komplanarne
i prema tome mogu se rotacijom 1., 2. ili 3. vrste u njihovoj rav-
nini dovesti do pokrivanja,

Simetrija u hiperboliCkom prostoru

U hiperboli¢kom prostoru razlikujemo tri simetrije, s*imetriju
s obzirom na tolku, simetrijn s obzirom na ravninu i simetriju
s obzirom na pravac.

31. Centralna simetrija — Ako je P po volji tofka u
hiperboli¢kom prostoru, onda osnovni pomak (PII) odreduje cen-
tralnu simetriju tog prostora. '

Totka P raspolavlja sve spojnice pridruZenih tofaka, a zajed-
ni¢ka okomica dvaju pridruZenih pravaca prolazi to¢kom P (ispo-
redi I. dio, totku 55.). Dokazat éemo, da i zajedni¢ka okomica cen-
tralno pridruZenih ravnina prolazi kroz totku P.

Neka su 5 i 3’ dvije centralno pridruZene ravnine. Buduéi da
osnovni pomak (PIl) prevodi ravninu 2 u ravninu 2’, nepravi
pravac p = 3 X 3’ le¥i u nepravoj ravnini I7. Zajedniéka okdmica
ravnina X i 3’ odredena je konjugiranom polarom p’ pravea p.
Budu¢i da ravnina I/ prolazx pravcem p, konjugirana polara P’
prolazi totkom P. :
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U centralnoj simetriji hiperbolifkog. prostora zajednifka oko-
mica dvaeju pridrufenih pravaca, odnosnd zajednitka okomica dvi--
ju pndruzemh ravnina, prolazi centrom simetrije.

32. Simetrija s obziromnaravninu — Ako je IT
po volji ravnina u hiperbolickom prostoru, onda osnovni pomak
(PII) odreduje s1metr1]u s obzirom na ravmnu II (isporedi I. dio,
to¢ku 56.).

33. Osna simetrija. — Ako je u hlperbohékom prostoru
zadan pravac p i geometrijski lik A, onda éemo osno simetritno-
pridruZeni lik A’ k liku A odrediti tako, da lik A izvr¥ rotaciju 1.
vrste za kut xz oko praveca p. '

Rotacione stoZaste plohe

19) h1perbohckom prostoru razlikujemo tri vrste rotacionih
stozastlh ploha, i to prema tome da li su te plohe nastale rotacijom
. il 3. vrste.

34. Rotaciona stozasta ploha 1. vrste. — Ako
je zadan pravac p = N,N, kao os rotacije 1. vrste i s tom osu kom-
planarni pravac g, onda mogu nastupiti tri sludaja:

a) Pravci se p i q sijeku u pravoj totki V. Akeo izvodnica g
izvr§i rotaciju 1. vrste oko pravea p, opisat ¢e ona rotacionu sto-
Zastu plohu 1. vrste sa vrhom V.

b) Ako su pravei p i g usporedni, prema beskonaénOJ toéki
V, dobivamo asimptotsku rotacionu stoZzastu plohu 1 vrste s vr-
hom V u beskonanoj totki.

¢) Ako se pravci p i g sijeku u mepravoj to¢ki V, dobivamo
rotacionu stoZastu plohu 1. vrste s vchom V u nepravej tocki.

U svakom od ova tri sluéaja ravnine, koje su okomite na os p,
sijeku rotacionu stoZastu plohu 1, vrste u kruznicama 1. vrste, a
sve izvodnice sa svakom ‘od tih ravnina ¢&ine jednake pnklone
kutove.

Napomena. Pro;|ekt1vno shvaéeno, rotaciona stoZasta ploha
1. vrste odredena je s obi¢nom stozastom plohom 2. reda, koja pro-
dire apsolutnu duz dv13u realmh konika bez za]edméklh realnih
to¢aka.

35. Rotaciona sntoiasta ploha 2 vrste — Promatrat
éemo rotactju 2. vrste duZ pravca p = N,N,. Ako sa p oznatimo
konjugiranu polaru pravca p’, onda je nepravi pravac p 0s te ro~
tacije (uzev8i u obzir i neprave totke). Neka pravac g = M,M,
sijete pravac p u nepravoj tofki V. Izvréi 1i pravac g rotac1]u 2
vrste du? pravea p’ (ili oko pravca p kao osi), opisat ¢e rotacionu
stoZastu plohu 2. vrste sa vrhom u nepravoj totki V.
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Sve ravnine kroz pravac p’, dakle ravnine pramena (p'), si-
jeku tu stoZastu plohu u kruZnicama.2. vrste, a sve izvodnice sa
svakom od tih ravnina ¢ine jednake priklone kutove.

Napomena. Projektivno shvaéeno, rotaciona stoasta plo-
ha 2. vrste odredena je s obi¢nom stofastom plohom 2. reda; koja
ima s apsolutom u totkama N, i N, zajedni¢ke tangencijalne rav-
nine ,dakle se prodorna krivulja tih ploha raspada na dvije realne
konike sa dvije razlitite zajednitke realne totke N, i N,.

36. Rotaciona stoZasta ploha 3. virste. — Pro-
matrajmo rotaciju 3. vrste, koja je odredena pramenom ravnina (p)
3. vrste (sa p smo oznaédili zajedni®ki nepravi pravac tih ravnina;
pravac p je os te rotacije, ako kod te rotacije uzmemo u obzir i
neprave totke). Oznadimo sa N zajedni®ku beskonaénu toéku tih
ravnina.

Neka prdvi pravac q—=N, N sije¢e pravac p u nepravoj to&ki
V. Izvrdi li pravac q rotaciju 3 Vrste oko pravca p, opisat ¢e sto-
Zastu rotacionu plohu 3. vrste, sa vrhom u nepravej totki V.

Sve ravnine iz konjugiranog pramena (p’) k pramenu (p) si-
jeku tu stoZastu plohu u kruZnicama 3. vrste, a sve izvodnice sa
svakom od tih ravnina &ine jednake priklone kutove.

Napomena. Projektivho shvaéeno, rotaciona stoZzasta plo-
ha 3. vrste odredena je obi¢nom stoZastom plohom 2. reda, koja
ima-s apsolutom u totki N dvije tangencijalne ravnine, koje su
pale zajedno. Zato se prodorna krivulja tih ploha raspada na dvi-
je realne konike sa dvije realne toéke, koje su pale zajedno (sa za-
jednitkom realnom tangentom). : \

37. Zakljudtak. — Na temelju tako odredenih zajednickih
svojstava rotacionih stoZastih ploha 1., 2. i 3. vrste moZemo izreéi
zajedni®¢ku definiciju tih ploha:

Svi pravei iz nekog snopa, koji pmbadayu zada.nu ravniny U
kruZnici 1., 2. ili 3. vrste i &ine s dijametrima te krudnice jednake
priklone kutove, lefe u rotacionoj stofastoj plohi 1., 2. ili 3. vrste.

38. Dodatak. — U hiperbolitkom prostoru valjkasta ploha -
kao posebna stoZasta ploha ne postoji. Ali ako rotacionu waljkastu
plohu u euklidskoj geometriji definiramo kao ekvidistantnu plohu
svoje osi, onda toj plohi u hiperboli¢kom prostoru odgovara ploha,
koja se moZe ovako definirati:

Ako po wvolji kruZnica 2. vrste izvr¥i rotaciju 1. wrste oko
svoje nulosi p, opisat ée ekvidistantnu rotacionu plohu pravca p.

39. Presjeci rotacione stoZaste plohe. — Ako
se prodorna krivulja izmedu stoZaste -plohe 2. reda (ozna&imo je
sa S) i apsolute raspada na dvije realne konike, onda ta stoZasta
ploha S odreduje svojim dJ]elom unutar apsolute rotacionu stoZastu
plohu 1., 2. ili 3. vrste
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Presjek prave ravnine A(k) sa stoZastom plochom S je
konika, oznaéimo je sa m. Dio konike m, koji se nalazi unutar ko-
nike k, t. j. unutar apsolute, koja pripada ravnini A, odreduje hiper-
bolitku krivulju 2. reda ili hiperbolicku koniku, (jer ta krivulja
moZze imati s pravéem najvife dvije zajednicke toéke).

Iz medusobnih odnosa apsolute k u ravnini A i presje¢ne ko-
nike m moZe se izvr§iti podjela hiperbolitkih konika. Kako je po-
znato, razlikujemo 11 oblika tih konika: to su kruZnice 1., 2. i 3.
vrste, elipsa, oskulaciona parabola, eliptitka parabola, konkavna
hiperbolicka parabola, konkavna hiperbola, konveksna hiperbola,
semi hiperbola, konveksna hiperboli¢ka parabola.[1]

Kugline plohe

U hiperboli¢kom prostoru razlikujemo tri vrste kuglinih plo-
ha i to prema tome da li su te kugline plohe nastale rotacijom
kruznica 1., 2. ili 3. vrste.

39. Kuglina ploha 1. vrste. — Ako kruZnica 1. vrste
‘izvrsi rotaciju 1. vrste oko jednog dijametra, ona ¢e opisati rota-
cionu plohu, koja se zove kuglina ploha 1. vrste. Iz svojstva kruz-
nice 1. vrste (isporedi I. dio, togke 69., 70. i 71.) slijedi, da je kuglina
ploha 1. vrste — projektivno shvaéeno — odredena kvadrikom,
koja ima s apsolutom zajedniéku polarnu ravninu s obzirom na
srediste kugline plohe, i u toj ravnini zajednitku imaginarnu ko-
niku, duz koje ona dodiruje apsolutu.

Iz svojstva kruZnice 1. vrste slijede ovi poucci:

~a) Svi dijametri kugline plohe 1. vrste odreduju snop pra-
vaca 1. vrste. R

b) Svaka ravnina, koja prolazi srediitem kugline plohe 1. vr-
ste, sijete tu plohu u sukladnim kruZnicama 1. vrste. Te se kruz-
nice zovu glavne kruZnice, a njihove ravnine — dijametralne
ravnine,

. ¢) Svaka dijametralna ravnina kugline plohe 1. vrste ujedno
je njena ravnina simetrije.

d) Ravnma, koja ne pr01a21 srediftem kugline plohe 1. vrste,
sijete tu plohu u kruZnici 1. vrste. SrediSte te kruZnice je noZiste
okomice spustene iz sredita te plohe na presjeénu ravninu.

¢) Dvije kugline plohe 1. vrste prodiru se u kruZnici 1. vrste.

Srediste te kruZnice nalazi se na spojnici sredi$ta tih ploha, a rav- - -

nina te kruZnice okomita je na tu spojnicu.

f) Tangencijalna ravnina kugline plohe 1. vrste 0k0m1ta je na
dijametar te plohe, koji prolazi diraliStem.

Ako pramen svih pravih i nepravih koncentritkih kruZnica
1. vrste izvrSi rotaciju 1. vrste oko jednog dijametra, opisat e
" pramen svih pravih i nepravih koncentrié¢kih kughmh ploha 1. vr-
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ste. PrOJeknvno gledano, taj je pramen odreden pramenom kvad-
- rika, koje imaju s obzirom na zajednitko srediste istu polarnu rav-
‘ninu s apsolutom i u njoj zajednidku imaginarnu koniku, duZ koje
sve te kvadrike dodiruju apsolutu.

40. Kuglina ploha 2. vrste. — Ako kruZznica 2. vrste
izvr$i rotaciju 1. vrste oko jednog dijametra, opisat ¢ée kuglinu
plohu 2. vrste ili hipersferu. Iz svojstava kruznice 2. vrste (1spored1
I. dio, tocke 75.—80.) mogu se izvesti ovi pouéci:

a) Svi dijametri kugline plohe 2. vrste odreduju snop pra-
vaca 2. vrste. Vrh tog snopa, zajednitka neprava tocka tih-pravaca
zove se srediste kugline plohe 2. vrste, jer je svaka totka te plohe
jednako udaljena od tog sredi¥ta, samo je mjerni broj te udalje-
nosti kompleksan.

b) Ravnina, koja je okomita na sve dijametre kugline plohe
2. vrste, zove se nul-ravnina te plohe. Sve totke kugline plohe 2.
vrste jednako su udaljene od njene nul-ravnine, zato se ta ploha
jod zove ekvidistantna ploha svoje nul-ravnine. Pol nul-ravnine
s obzirom na apsolutu je srediite te kugline plohe.

¢) Dijametralne ravnine kugline plohe 2. vrste okomite su na
njenu nul-ravninu, a sijeku je u sukladnim kruZnicama -2. vrste,
u glavnim krufnicama te plohe.

d) Svaka je dijametralna ravnina kugline plohe 2. vrste u]ed-
no njena ravnina simetrije.

e) Svaka ravnina, koja je mimoilazna sa nul-ravninom ku—
gline plohe 2. vrste, sijede tu plohu u kruZnici 1. vrste. Srediste te
kruZnice je probod presjeéne ravnine s dijametrom, koji je na nju
okomit.

Svaka ravnina, koja sijeée nul-ravninu kugline plohe 2. vrste,
sijee tu plohu u kruZnici 2. vrste.

Svaka ravnina, koja s nul-ravninom kugline plohe 2. vrste :
odreduje par meduravnina, sijete tu plohu u kruZnici 3. vrste.

41, — Napomena. Ako, kruZnica 2. vrste izvrSi rotaciju
2. vrste duz jednog pravca, koji je okomit na ravninu te kruZnice
i sije¢e njenu nul-os, opisat ¢e kuglinu plohu 2. vrste.

~ Ako pramen svih pravih i nepravih koncentri€¢kih kruZnica

2. vrste izvrdi rotaciju 1. vrste oko jednog zajednitkog dijametra,
opisat ée pramen svih prav1h i nepravih koncentrigkih kuglinih
ploha 2. vrste.

Projektivno gledano, taj je pramen odreden pramenom kvad-
rika, koje imaju s apsolutom jednu zajedni¢ku realnu komku, duZz
koje dodiruju apsolutu.

- 42. — Iz medusobnih odnosa kvadrika, koje u ovoj interpre-
taciji odreduju kugline p]ohe 1. i 2. vrste, mogu se lako dokazatl
slijedeci poudci:

Dvije kugline plohe 2. vrste, kojima se nul-ravnine sijeku,
prodiru se duf dviju kruZnica 2. vrste sa zajednitkom nul-osi. N

6 Glasnik
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Dvije kugline plohe 2. vrste, kojima se nul-ravnine ne sijeku,
niti su meduravnine, prodiru se u najopéenitijem poloZaju duZ
dviju kru3nica 1. vrste, a sredifta tih krufnica leZe na zajednitkom
dijametralnom pravcu tih ploha, a ngzhove su ravnine okomite
na nj.

Dvije kugline plohe 2. vrste, kojima su nul-ravnine medu-
ravnine, prodiru se duf dviju koncentriénih kruZnica 3. vrste sa
srediftem u za.gedn}ckoy beskonaénoj tolki meduravnina.

Kuglina plohe 1. vrste prodire u najoplenitijem poloZaju ku-
glinu plohu 2. vrste duf dviju kruZnica 1. vrste. Sredifta tih kruZ-
nica nalaze se na zajednifkom dzgametralnom praveu tih ploha, a
ravnine tih kruZnica okomite su nanj.

43. Kuglina ploha 3. vrste. — Ako kruZnica 3. vrste
izvrsi rotaciju 1. vrste oko jednog dijametra, ona ¢e opisati kuglinu
plohu 3. vrste. Ta se ploha zove jo§ grani®na kuglina ploha ili
horisfera.

Iz svojstava kru¥nice 3. vrste (isporedi I. dio, totke 81., 82. .
i 83.) slijede ovi poudci:

a) Svi dijametri kugline plohe 3. vrste odreduju snop pra-
vaca 3. vrstie.

b) Dijametralne ravnine sijeku kuglinu plohu 3. vrste u su-
kladnim kruZnicama 3. vrste, u glavnim kruZnicama te plohe.

¢) Ravnina, koja nije usporedna s leametnma kugline plohe
3. vrste, sijete tu plohu u krufnici 1. vrste. SrediSte te kruZnice
je probod presjetne ravnine s dijametrom, koji je na nju okomit.

d) Tangencijalna ravnina kugline plohe 3. vrste okomita je
na dijametar te plohe, koji prolazi diraliftem.

Ako pramen svih pravih i nepravih koncentri¥kih kru¥nica
3. vrste izvrdi rotaciju 1. vrste oko jednog zajedni¢kog dijametra,

opisat ¢e pramen svih prav1h i nepravih koncentri¢nih kuglinih
ploha 3. vrste.

Projektivno gledano, taj je pramen odreden pramenom kvad-
rika, koje imaju s apsolutom u jednoj totki zajedmitku tangenci-
jalnu ravninu i u diralitu 8 zajedni¥kih zajedno palih tolaka.

44. — Iz medusobnih odnosa kvadrika, koje u 0voj interpre-

taciji odreduju kugline plohe 1., 2. i 3. vrste, mogu se lako doka-
zati slijedeéi poudci:

Dvije kugline plohe 3. vrste prodiru se duf jedne kruZnice
1. vrste. Sredifte te kruZnice leZi na zajednhckorm dijametralnom
praveu tih ploha, a ravnina te kruZnice okomita je na taj zajed-
ni€ki dijametralni pravac.

Kuglina ploha 1. vrste prodzre kuglinu plohu 3. vrste duz
jedne kruZnice 1. vrste. Sredifte te kruZnice lefi na - zajednifkom
cﬂzyametralnom pravcu tih kuglinih ploha, a ravnina te kruZnice
okomita je nanj.
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Ako kuglina ploha 3. vrste i kuglina ploha 2. vrste imaju
jednu zajednidku beskonainu todku, one se prodiru duZ dviju kon-
centriénih krunica 3. vrste, a mjihove ravnine odreduju se nul-
ravninom kugline plohe 2. vrste meduravnine. _

Ako nul-ravnina plohe 2. vrste ne prolazi sredidtem kugline
plohe 3. vrste, onda se u najopéenitijem poloZaju te plohe prodiru
du? dviju krufnica 1. vrste. Ravnine tih kruZnica okomite su na
zajednilki dijametralni pravac tih ploha, a sredilta tik krulnica
leZe na tom pravcu.

Sukladnost svih krusnica 3. vrste

45, — Dokazat éemo ovaj poudak: U hiperbolickom su pro-

‘storu sve krudnice 3. vrste medu sobom sukladne.

Dokaz Neka se krufnica k 3. vrste nalazi u ravnini I, a
krufnica m 3. vrste u ravnini 4. Prema totki 5. moZemo odrediti
osnovni pomak (PII), koji prevodi ravninu I' u ravninu 4, a
krudnicu k iz ravnine I' u kruZnicu k'’ u ravnini 4, kod toga je
k2R k. U I dijelu, totki 83. dokazali smo, da su sve kruZnice 3.
vrste u jednoj ravnini medu sobom sukladne, dakle je kK m.

~ Prema tome slijedi, da je k= m.

S 4 Sl 5.

Apsolutna konstanta hiperboli¢kog prostora

.~ 46. — Neka je k po volji krunica 3. vrste sa sreditem u
totki N. Odaberimo na toj kruZnici k po volji totku A, pa povu-

‘. ¢imo njen dijametar AN i tangentu t=N,N, u to&ki A. Povucimo

zatim oba dijametra kruZnice k, koji su usporedni s tangentom ¢,
neka su to dijametri d = NN, i &’ = NN,. Oznatimo sa B = d Xk,

asaB =d Xk (@l 4).

Dobili smo tako dva pravokutna dvostrukoasimptotska tro-
kuta ANN, i ANN,, kao i dva luka AB i AB’ na kru¥nici k 3. vrste.
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Budu¢i da su svi dvostrukoasimptotski pravokutni trokuti
sukladni, a kruZnica k 3. vrste simetri®na s obzirom na svaki sVoj
dijametar, slijedi, da je luk AB jednak luku AB’ i da duljina tih
lukova ne ovisi o izboru tocke A. Zat-o se mozZe izreéi ova defini-
c13a .
Ako se u bilo kojoj tofki A kruZnice 3. vrste povuée tangenta
i jedan od dijemetara te kruZnice, koji je usporedan s povuéenom
tangentom, a presjek tog dijametra s tom krunicom obiljeZimo sa
B, onda se duljine luka AB na toj krufnici zove apsolutna kom-
stanta prostora. [2]

Veza izmedu apsolutne konstante i apsolutne jedinice mjere

47. — Dokazat ¢éemo na kraju, da je apsolutna konstanta
hiperboli¢kog prostora jednaka apsolutnoj jedinici mjere uvedene

hiperbolitke metrike,

Ako duzina RS na praveu p=—N,N, odieduje apsolutnu jedi-
nicu mjere, onda je (N,N,RS)=e? (isporedi I. dio, toéku 23.).

Da bi dokaz bio $to pregledniji i kraéi, mi éemo apsolutu,
koja je odredena elipsoidom, presjeéi ravninom ' u kruznici m.
To je uvijek moguce, jer na svakom elipsoidu postoje bar dva si~
stema kruZznih presjeka.

Kruznica m odreduje apsolutu u ravnini I'. Mi éemo kruZnicu
m fiksirati u ravnini I' pomoéu pravokutnog koordmatnog sistema
jednadzbom x2 + y%—1.

Projektivno gledano, kruZnica k 3. vrste u ravnini I’ je elipsa
k, koja ima s apsolutom m dodir 4. reda, t. j. kruZnica m hipero-
skulira elipsu k. KruZnica moZe hiperoskulirati elipsu samo u jed-
nom od njena ¢tetiri tjemena. Mi éemo uzeti u obzir elipsu k, koja
prolazi toékom A (0,0), a koju kruZnica m hiperoskulira u ftodki
N1 (1,0) (sl. 5.). Ako oznadimo sa a i b poluosi elipse k, njena jed-

nadzba glasi
(x—a) & 1
__azi —I——bE=1’ (aﬂ?).
rPolumje,r hiperoskulacije elipse k u tjemenu N(1,0) glasi
2
r—= % =1, a otuda b2= —;‘— . Zatp jednadzba elipse . k (t. j. krui-
nice 3. vrste) glasi 2x? + y2—=2x, a jednadZba njene tangente
2xxy + YyyYy = x* + x,. Jednadzba tangente u toki A glasi x = 0.

- Jednadzba pravca N,N glasi y = —x + 1. Taj pravac sijete
elipsu k u totki B sa koordinatama (% %) . Pravac x = —;— sijeée

apsolutu u totkama N, —1—, V2 iN l,‘ — —‘/2_ s -a dijametar AN
) : % \3 " 3 413 3

u toeki. C (% o) , (isporedi sliku 5.
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Ako uzmemo za jedinicu mjere apsolutnu konstantu hiper- -
bolitkog prostora, t. j. duljinu luka AB ma kruZnici k 3. vrste,
onda mjerni broj v udaljenosti totke B od dijametra AN t.]. mjerni
broj duzine BC zadovoljava relaciju sh v.= 1, odnosno v = arsh 1.
Tu relaciju dokazao je Liebmann. [3]

Mi éemo sada odrediti mjerni broj v’ udaljenosti totke B od
dijametra AN, t. j. mjerni broj duzine BC (sl. 5.). Prema uvedenoj
hiperbolitkoj metrici bit ée v’ = —;— In (N,N,BB) = % In z—“'% -

1. V241 _ |
=—Inh—=—"—"=In(1+y2)=arsh 1

3 m = () |
Iz toga slijedi, da je mjerni broj duZine BC jednak, mje-
rimo li tu duzinu apsolutnom konstantom hiperboli¢kog prostora
ili apsolutnom jedinicom mjere uvedene hiperboli¢ke metrike. To
nam kaZe, da su te dvije jedinice mjere jednake, t. j. da je duljina
luka AB jednaka duljini duZine RS. ‘

’

. (Primljeno 24. IX. 1951.)
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, ETUDE SUR LES CONSTRUCTIONS ET LES THEOREMES
FONDAMENTAUX DE LA GEOMETRIE D’ESPACE DE LOBATCHEVSKY

PAR LES METHODES DE LA GEOMETRIE PROJECTIVE

Lav Raj¢ié, Zagreb

~ C’est la continuation du travail: Ftude sur des constructions
fondamentales planimétriques de la.géométrie de Lobatchevsky
par les méthodes de la géométrie projective, publié dans ce Pemo—
dicum, T. 5., N° 2—3, 1950, page 57—120. ‘

Les considérations ici présentées n'ont pas un caractére axio-
matique. Noire but est, avant tout, d'obtenir les théoré¢mes fonda-
mentaux de la géométrie d’espace de L. & ’aide des propriétés con-
nues de la polarité des quadriques,

Le point de départ est le systéme polaire absolu donné par
une quadrique réelle nommeée absolue. Dans notre cas, c’est un
ellipsoide.

* Chaque pdle P et le plan polaire correspondant I1 sont consi-
dérés par rapport 4 I’absolue comme le centre et le plan de la col-
linéation centrale involutoire, laquelle sera désignée par (PII).

° Chaque collinéation centrale -involutoire (PII) définit dans
I'espace une certaine modification des figures géométriques; cette
modification sera définie comme déplacement fondamental dans
I'espace. Le déplacement dans l'espace produit par deux ou plu-
sieurs déplacements successifs sera appelé déplacement général et
nommé O —Z(PIl). Les déplacements généraux O — Z(PIIl) for-
ment le groupe de déplacements projectifs (N° 1--§).

La congruence des. figures géométriques dans Yespace est dé-
finie de facon suivante: si la figure B ressort de la figure A par
n’importe quel déplacement appartenant au groupe O — Z(PII),
les figures A et B sont congruentes lune par rapport i lautre
(N° 6).

Nous introduisons dans Tespace la (méme) métrique introduite
par nous dans le plan du travail précédent. La géométrie d'espace
déterminée par la metnque m-mtmdmte, s'appelle géométrie
hyperbolique.

Nous n’étudions que la géométrie hyperbohque a Tintérieur
de l'absolue. Clest linterprétation projective de la géométrie
d’espace de L. :

Dans le N° 8 nous considérons les relations entre les points,
les droites et les plans On parle des gerbes de droites de 1re, 2¢
et 3¢ espéce. De méme sont traitées les propriétés des trois plans
qui se coupent. On montre que leurs trois mte.rsectmns appartlen-
nent 4 une gerbe de 1%, 2¢ ou 3¢ espéce.

Dans les N9 9—15 on démontre les théonrémes suivants: a)
Toutes les perpendiculaires d’une droite donnée appartienmient 3 une
congruence linéaire hyperbolique qui est définie par la droite
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donnée et sa polaire conjuguée par rapport a l'absolue; b) Lors-
qu'une droite est perpendiculaire 4 deux droites passant par son
pied. dans un plan, elle est perpendiculaire i toute autre droite
passant par son pied dans le plan; ¢) Les droites perpendiculaires
d'un plan donné appartiennent i une gerbe de 2° espéce; d) Les
plans perpendiculairs 4 une droite donnée appartiennent a4 un.
faisceau de plans de 2¢ espece; €) Deux droites non situées dans le
méme plan. ont toujours une perpendiculaire commune.

Dans le N° 16 on montre que I'angle di¢dre est mesuré comme
~dans la géométrie euclidienne. :

' Dans les No¢ 1721 on démontre les théorémes suivants: a)
Deux plans perpendiculairs sont déterminés par une paire de plans
polaires conjugués par rapport a l'absolue; b) Si une droite est
perpendiculaire 4 un plan, tout plan mené par la droite donnée
est perpendiculaire au plan donné; c) Etant donnés deux plans
perpendiculaires & un plan, lintersection de ces deux’ plans est
perpendiculaire au plan donné; d) Si un plan I' est perpendiculaire
3 une droite p qui est située dans le plan 4, les plans I' et A sont
perpendiculaires; e) Théoréme de trois perpendiculaires; f) Le lieu
géométrique de points dans l'espace 4 égale distance des deux points
donnés est le plan perpendiculdire 4 la droite qui joint ces deux
points mené par le milieu de cette portion de droite. '

Dans le N° 22 on mentionne les droites paralléles et les fais-
ceaux de plans conjugués de 3¢ espéce.-

Dans les N°¢ 26—30 sont étudiées les rotations de 1, 2¢ et 3¢
espéce dans I'espace (figure 1, 2 et 3). '

Dans les No* 31—32 on traite les trois symétries dans Vespace
et on démontre le théoréme stiivant: Dans la'symétrie centrique la
perpendiculaire commune de deux ‘droites correspondantes, ou de
deux plans correspondants, passe par le centre de la symétrie. ~

Dans les N5 34—38 on traite les surfaces coniques de rotation
de 17¢,2¢ et 3¢ espéce. . :

~ Dans les N°* 38—44 on traite les surfaces sphériques de 1'¢, 2¢
et 3¢ espice et les lignes d'intersection entre deux surfaces.
" Finalement dans les N 45—47 on démontre: L'unité absolue
de mesure de la métrique hyperbolique ici introduite est.égale a
la longueur absolue de l'espace de Lobatchevsky (figure 4 et 5).

AN



